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I M INTRODUCTION

L’analyse fréquentielle des événements extrémes, et plus
particulitrement des crues, a donné lieu 2 de nombreux tra-
vaux au cours des dernieres décennies.

Dans P’estimation locale, on considére généralement un
échantillon de n valeurs de la variable aléatoire débit maxi-
mum annuel (X). On fait I’hypoth&se que ces observations
sont :

o indépendantes (absence d’autocorrélation) et ;

e identiquement distribuées (homogénéité, stationarité,
absence de valeurs singulidres) selon une distribution statis-
tique (D) de fonction densité de probabilité f(x, 9) et de
fonction de distribution F(x, @) ol 9 est un vecteur de para-
métres que 1’on doit estimer & partir de I’échantillon.

En pratique, on s’intéresse A la probabilité au dépasse-
ment p = 1/T d’un quantile X, de période de retour T'; on a:

PriXzxl=1-For,®)=1/T
L’événement X est donné par :
Xr=F"'[1-1/T#]
et son estimation X est obtenue par :

Xr=F"Y[1-1/T3] ol 8 représente I’estimation du vecteur §.

Il est reconnu [1] qu’il est nécessaire de considérer des
lois & trois parametres [0 = (8, ; 9, ; 6;)] si I'on veut caracié-
riser 1a forme de la distribution mé&me si la faible taille des
échantillons généralement disponibles en hydrologie pourrait
inciter 2 ne considérer que des lois & deux paramétres. Si
I’échantillon n’est pas trop petit (n > 50), X, est non biaisé et
distribué approximativement selon une loi normale de
moyenne X, et de variance var (Xp) ; on peut en déduire
I’intervalle de confiance au niveau (1-o) de la vraie valeur
inconnue X

1l existe en général plusieurs méthodes d’estimation (E)
pour une distribution (D). Pour permettre la comparaison des
(D/E), Cunnane [2] a introduit les notions de :

e capacité descriptive (descriptive ability) qui mesure I’apti-
tude & reproduire les valeurs observées de I’échantillon ; et

o capacité prédictive (predictive ability) qui mesure ’apti-
tude d’une distribution a I’extrapolation.

Pour déterminer la capacité prédictive d’une procédure
(DIE), on procéde par simulation de Monte-Carlo, ce qui
permet de calculer le biais (B), la variance (V) et I’écart qua-
dratique moyen EQM (on a: EQM = B2 + V) de ’estimation
d’un événement X,

De maniere générale, les méthodes d’estimation (E) sont
des variantes de la méthode des moments qui consiste a esti-
mer des moments théoriques de la population (qui sont des
fonctions des parametres de la distribution) par les moments




correspondants de I'échantillon. La résolution du systeme
d’équations obtenues permet d’estimer les paramétres.

La méthode du maximum de vraisemblance (MV) qui,
pour un échantillon (x),...x,) de taille n consiste & maximiser

la fonction vraisemblance (ou son logarithme L = H fix.9)
i=1

peut conduire a de mauvaises estimations pour la plupart des
lois & trois paramétres considérées en hydrologie. En effet,
ces lois dépendent, en général, d’un parametre d’origine (m)
qui détermine I’intervalle de définition de la variable X
(X > m par exemple) ; dans ce cas, le MV est seulement
asymptotiquement optimal (i.e., sans biais et avec une
variance minimum pour n élevé) [3]. Ainsi pour les échan-
tillons de petite taille (n < SO), souvent obtenus en hydrolo-
gie, cette optimalité n’est pas atteinte en général.

Pour certaines distributions (normale, exponentielle,
Gamma), on peut trouver des statistiques conjointement
exhaustives des parameétres. Dans ce cas, la méthode de MV
conduit & une estimation optimale des parametres, quelle que
soit la taille de I’échantillon.

Dans ce qui suit, on présente succinctement les (D/E) qui
ont été le plus couramment utilisées pour I’estimation locale.

1I W ESTIMATION LOCALE

® 2.1 Loi Log-Pearson type 3 (LP)

2.1.1 Méthode indirecte des moments (MIM)

Les diverses agences locales, provinciales ou fédérales des
Etats-Unis utilisaient pour ’estimation des débits des crues
des procédures souvent différentes pouvant conduire & des
résultats discordants. C’est pourquoi, a la suite d’une compa-
raison d’ajustement sur des données réelles, le Conseil des
Ressources en eau a recommandé [4], pour I’estimation des
quantiles de crue, I'utilisation systématique de la distribution
Log-Pearson type 3 définie de la maniére suivante, si
Y=Log X suit une distribution Pearson type 3 P (o, A, m)
alors X suit une distribution Log-Pearson type 3 LP (a, A,
m). Cette recommandation réconciliait les tenants des deux
lois qui étaient alors les plus couramment utilisées pour
représenter approximativement les crues :

e la distribution Pearson type 3 ;

e la distribution Log-normale (ou loi de Galton-Gibrat). La
transformation logarithmique ayant pour effet de diminuer
I’asymétrie généralement observée dans les séries de débit
de crue. ‘

La méthode d’estimation proposée (méthode indirecte des
moments) [4] consiste 4 ajuster la distribution P (o, A, m) 2
la série des logarithmes des valeurs observées par la
méthode des moments en considérant la moyenne (p), la
variance (6?) et l¢ coefficient d’asymétrie C, = i /0°.

Cette méthode indirecte des moments [4] utilise le coeffi-
cient d’asymétrie de 1’échantillon qui est une estimation
biaisée et bornée du coefficient d’asymétrie de la popula-
tion :

n-2
<
(l C—" ‘ / n—1 )
1l en résulte une sous-estimation du coefficient d’asymétrie
pour des échantillons de petite taille [S]. Afin d’améliorer
I’estimation de C,, le Conseil des Ressources en eau {4] pro-
pose d’utiliser une moyenne pondérée de I’estimation au site
et d’une estimation régionale. Dans le but de prendre en
compte la grande erreur d’échantillonnage de C, associée a
de petits échantillons, le coefficient de pondération dépend
de la taille de I’échantillon.
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2.1.2 Méthode directe des moments (MDM)

La méthode précédente conserve les moments de la distribu-
tion (P) mais non ceux de la distribution (LP) et donne un
poids identique aux logarithmes des observations mais non
aux observations elles-mé&mes. C’est pourquoi Bobée [6] a
proposé la méthode directe des moments qui consiste a éga-
ler les trois premiers moments non centrés de la population &
leur estimation obtenue 2 partir de 1’échantillon. La résolu-
tion du systéme d’équations obtenues permet d’estimer les
paramgtres o, A et m de la loi LP (o, A, m).

Pour contourner les difficultés d’estimation associées a
I’estimation d’un moment d’ordre 3 (qui est trés sensible aux
grandes valeurs de 1’échantillonnage), plusieurs autres
méthodes ont ét€ proposées en considérant des moments
d’ordre moins élevé.

2.1.3 Méthodes des moments mixtes

Ces méthodes (fabl. 1) considérent pour estimer les trois
parameétres de la distribution LP, trois moments choisis
parmi :

e les deux premiers moments de la variable x qui suit une
loi LP ; et

¢ les deux premiers moments de la variable ¥ = Log X qui
suit une loi P.

Tableau 1. — Méthodes des moments mixtes :
loi Log-Pearson type 3.

MIM | MDM | MM1 | MM2 | MM3 | MM4
W, (LP) . . . .
W, (LP) . . . .
W, (LP) A .
W', (P) . . . .
W', (P) . . . .
W (P .

Les méthodes MM1 et MM2 proposées par Rao [7]
conservent les deux premiers moments de la loi LP (espace.
réel) et 'un des deux premiers moments de la loi P (espace
des Log). Les méthodes MM3 et MM4 proposées par Phien
et Hira [8] conservent les deux premiers moments de la
loi P (espace des Log) et I’'un des deux premiers moments
de la loi LP (espace réel). Il est intéressant de noter que :

W, (P) = E[Log X} = Log G
G peut €tre considéré {9] comme le moment W', d’ordre
quasi-zéro -
1T
G=lim [—in] de la distribution LP.
r—>0tn
La méthode MM1 est donc en fait une méthode directe

des moments qui préserve les moments (0, 1, 2) de la distri-
bution LP.

2.1.4 Méthode SAM (Sundry Averages Method)

Cette méthode, proposée par Bobée et Ashkar [10], conserve
la moyenne harmonique (ordre —1), géométrique (ordre 0) et
arithmétique (ordre 1).

Une comparaison par simulation [11] des différentes
méthodes d’ajustement de la loi LP montre que la méthode
directe des moments donne les meilleurs résultats pour les
grandes périodes de retour (extrapolation) alors que la




méthode SAM est adéquate pour I’estimation des bas débits.
Apres les Etats-Unis, I’Australie [12] recommandait I’uti-

lisation de la loi LP. Cependant, & la méme période, le choix

de cette loi était remis en question par :

e la proposition en Grande-Bretagne de la loi généralisée

des valeurs extrémes G.E.V. [13] ; et

* la mise en évidence de ’effet de sé€paration [14].

@ 2.2 Loi G.E.V. (loi généralisée des valeurs extrémes)

Si I’on note X la plus grande (ou la plus petite) valeur d’un
échantillon (y, .. A ) de taille p (par exemple, le débit maxi-
mum annuel _]ournaher avec p = 365). Si p est grand et si les
réalisations de y, sont indépendantes et identiquement distri-
buées, la théorie des valeurs extrémes [15] montre ’exis-
tence de trois formes asymétriques de la distribution de X.
Jenkinson [16] a montré que les trois lois des valeurs
extrémes pouvaient &tre regroupées en une forme unique :

F) =exp Hl —g(x—u) Y

k]a>0

¢ la distribution EV1, connue également sous les noms de
distribution de Gumbel ou double exponentielle, qui com-
prend deux parametres correspond 2 k=0

e la distribution EV2 (obtenue pour k < Q) est connue sous
les noms de Frechet ou de Log-Gumbel (si X ~ EV2 alors
Log X~ EV1;

e la distribution EV3 obtenue pour k> 0 est appelée aussi
Weibull négative (si X ~ EV3 alors X ~ WEI).

Ces deux derniéres distributions & trois parameétres (EV2
et EV3) sont bornées (supérieurement pour EV3 et inférieu-
rement pour EV2) par une fonction des paramétres (u + o/k).
L’utilisation de la distribution G.E.V. pour représenter les
crues a été recommandée en Grande-Bretagne par le Conseil
de Recherches en environnement [13].

Les hypotheses qui sont 2 la base de la théorie des valeurs
extrémes ne sont pas rigoureusement respectées en hydrolo-
gie :

e le débit maximum annuel est le maximum de la séric des
débits annuels avec p = 365 ; cette valeur ne peut étre consi-
dérée comme élevée dans le cadre d’une théorie asympto-
tique, et

¢ les débits journaliers ne sont généralement pas indépen-
dants et identiquement distribués.

La distribution G.E.V. et ses cas particuliers ne sont pas a
priori de plus mauvais candidats que les autres distributions
utilisées en analyse fréquentielle. Le cas EV1 (quand k — 0)
de la distribution G.E.V. est donné par :

F(x)=exp {— exp (— x;u)]

Pour les distributions G.E.V. et EV1, on peut obtenir une
relation explicite x(F) :

GEV.: x=u+%[1—(—LnF)k];

EVl1: =u—oLn(-LnF)

La méthode d’ajustement de la loi G.E.V. la plus utilisée est
basée sur la méthode des moments pondérés (G.E.V/PWM).
Greenwood ef al. [17] ont défini les moments pondérés (pro-
bability weighted moments) par :

1
My = BX°F(1 - F))= [ (PP (1 - F)aF
0
En pratique, on utilise : ,
ar=M10,=f x(F) (1 — FYdF
0r =

1
B.=M,,,= L x(F)FdF

Pour un échantillon de taille n classé par ordre croissant
x, <x, <. <x, B, est estimé par:

g-D! a-r-n
Z(, ~Dl (1) Y

La méthode G.E.V./PWM consiste & résoudre :
B,=b r=123
oil B, est une fonction des paramétres et b, est obtenu & par-
tir de 1’échantillon.
Hosking [18] a introduit les L-moments 7», qui sont des
combinaisons linéaires des moments pondérés ; on a :

(=1 4r+ k)

r
A, =(=1) o, avec 1y cict
+1 ( ) Zl’r,k, prk ( ) rek= (k!)z(r—k)!
Les quatre premiers L-moments sont donnés par :

A :0(0;7&2:%~20L1;)»3:(x0~6(x1+6q2;
Ay =0y - 120, + 30 &, — 20 o4 et ont un sens physique
comparable aux moments classiques de mé&me ordre
(moyenne, dispersion, asymétrie, aplatissement). On peut
également définir des rapports de L-moments similaires aux
coefficients de variation, d’asymétrie et d’aplatissement :
oa=b a=X
le ’ 5 ﬂa ) A’Z

Les L-moments ont été utilisés au cours des derniéres
années pour l’estimation des parameétres, 1’identification des
distributions (diagramme des L-moments) et les études de
régionalisation.

Les estimateurs des L-moments et des rapports de L-
moments sont trés peu biaisés et ont une faible variance.
Pour cette raison, le diagramme des rapports [LC ; LC,] a
été recommandé [19] pour identifier les distributions a la
place du diagramme classique :

[Bl = (CS)Z 5 Bz = Ck - 3]

Par définition, les L-moments sont robustes aux valeurs
extrémes d’un échantillon. Mais dans le cas d’une valeur
élevée observée et validée, cette robustesse peut étre un
inconvénient puisque I’on accorde un poids trop faible & une
information importante concernant la queue de la distribu-
tion (Bernier 1993, communication personnelle ; [20]).

LC, =

€ 2.3 Effet de séparation

Matalas et al. [14] ont considéré les données de débit maxi-
mum annuel obtenues a 1 351 stations réparties dans 14
régions géographiques des Etats-Unis. Les séries obtenues
ont ensuite été décomposées en échantillons disjoints de
taille n = 10, 20,... 30. On obtient ainsi, dans chaque région
k(n) échantillons de taille n, pour lesquels on calcule le coef-
ficient d’asymétrie (g = m3/s3). On peut en déduire pour

chaque région : k)

Zg,

¢ la moyenne : k(n)

R v,
6@ =| 2. k() -F

i=1

e écart-type :

Pour différentes distributions (D) standardisées (moyenne O,
variance 1), Matalas et al. [14] ont simulé p = 10° échan-
tillons de taille n correspondant & une asymétrie théorique y
et & partir des coefficients d’asymétrie obtenus pour
P’ensemble des p échantillons, ils ont déduit la moyenne 7§ et
I’écart-type o(Y).




Matalas et al. [14] ont porté sur le méme graphique
(fig. 1) 1a moyenne et 1’écart-type des valeurs observées
(¢36 (g)) et des valeurs simulées 7y, 6(y)).

Matalas e al. [14] ont considéré sept distributions (nor-
male, uniforme, Gumbel, Pareto, Log-normale, Weibull et
Pearson type 3) et pour chaque taille d’échantillon (n = 10,...
30), ils ont obtenu une représentation similaire 2 la figure I
correspondant & n = 20. La courbe théorique relative a
chaque distribution est située nettement sous les points cor-
respondant aux données observées. La courbe supérieure
étant obtenue pour la loi Log-normale, ils ont nommé ce
« phénomene », effet de séparation, et en ont déduit
qu’aucune des distributions considérées n’était adéquate
pour représenter les données observées. Des études simi-
laires effectuées en Italie [21] et en Grande-Bretagne [22]
ont conduit a des résultats similaires.

L’effet de séparation est devenu un critere de sélection
pour choisir une distribution représentative des débits de
crue (la distribution idéale ne devant pas reproduire cet effet
de séparation). D’autres auteurs ont examiné si certaines dis-
tributions non considérées par Matalas ez al. [14] pouvaient
rendre compte de la variabilité de 1’asymétrie régionale mise
en évidence (fig. /). Landwehr et al. (23] en considérant la
distribution LP 3 et Cunnane (1984 ; non publié) la distribu-
tion G.E.V. ont montré que ces lois n’étaient pas satisfai-
santes & cet égard.

Cependant plusieurs auteurs ([24], [25]) ont émis de
sérieuses réserves sur 1’utilisation de I’effet de séparation
comme critere de sélection. Ashkar er al. [26] ont démoniré
en appliquant la méthode du bootstrap & des données réelles
de I’Utah (partie des régions 9 et 10 de 1’étude de Matalas et
al. [14]) que I'effet de séparation était en fait dd & la combi-
naison dans une méme région d’échantillons ayant diffé-
rentes valeurs du coefficient d’asymétrie (spatial mixing).

L’hypotheése de I’inadéquation (tout au moins sur la base
de T’effet de séparation) des distributions couramment utili-
sées pour représenter les débits de crue doit donc 8tre rejetée.

@ 2.4 Lois de Halphen (Types A, B, B™1)

Un historique des lois de Halphen est donné par Morlat [1].
Ces lois ont été introduites successivement depuis 1941 dans
le but de respecter certaines contraintes :

e les fonctions de densité ne doivent pas avoir de paramétre
d’origine (borne inférieure nulle) ;

¢ les distributions proposées doivent modéliser les compor-
tements algébrique et exponentiel des queues de distribution ;
e D'estimation des paramétres doit &tre exhaustive (variance
minimum).
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Loi harmonique (1941) :

1 x m
ﬂx):mexp[—a(z+;)

fonction définie pour x > 0 avec m > 0 (paramétre d’échelle)
et o > 0 (parametre de forme)
Loi de Halphen de type A (1946) : HA

_ 1 v-1 x . m
B =k, en P [_ O{EJ'?)

Cette loi (avec m > 0 et o> 0) généralise la loi harmo-
nique en introduisant le paramétre de forme v (qui peut étre
positif ou négatif). K (2c:) est la fonction de Bessel modifiée
de seconde espece (K (201) est le cas particulier correspon-
dant a3 v=20).

Loi de Halphen de type B (1948) : HB

Cette loi a été introduite par Halphen pour représenter des

comportements asymptotiques différents de ceux obtenus
ﬁ? (x) — __2—x2\) -1

pour la loi de type A :
el (2] o)
mefs () m m
fonction définie pour x > 0 ol v >0 et o sont des para-

metres de forme, et m >0 un paramétre d’échelle.

hd +
La fonction ef(0)= fo xz"_le"‘2 e

x>0

x>0

x>0

a ét¢ nommée, par Halphen, fonction exponentielle [27] et
est en réalité une fonction de Hermitte [1].
Loi de Halphen de type B 1 : HB!

Cette loi qui compléte le systéme de Halphen a été intro-
duite par Larcher [1]:

Tz—x‘ 2o-l exp{— (ﬂ}z + a(ﬁ” avec x>0;
n “ef, () X x

Cette distribution -est déduite de la loi de type B par une
transformation inverse (X ~ HB — 1/X ~ HB-!). Les lois de
type A (v>0) et B comprennent comme cas limite la loi
Gamma alors que les lois de type A (v <0) et B! conver-
gent vers la loi Gamma inverse.

Le grand intérét des lois de Halphen et de leurs cas
limites (Gamma et Gamma inverse) est de posséder des sta-
tistiques conjointement exhaustives des paramétres (fabl. 2).
Il en résulte que, quelle que soit la taille de 1’échantillon
considéré, I’estimation des parametres est optimale et corres-
pond aux estimateurs du maximum de vraisemblance
lorsqu’une solution existe.

B =

~
- 10
1)
o +
. iAl
- * ? ";IJ +! M
+
Q.
x o7 R
-?‘J +1 Symbols
» 9] + Historic data
e * Normal
E Z Gumb.e |
e t Log-normal
e . O Pearson
~ X Weibull
- O Pareto
e # Uniform
o .
, T T T T T T T T T T T T T T T T 1
o0.[) 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4
Mean Skew

1. Effet de séparation n = 20 [tiré de Matalas et al. (1975) 141},




Tableau 2. — Statistiques exhaustives des lois
du systéme Halphen

AN e I 1
Q—;sz,(Ql) —;Zx—iz

Moments LOIS
Ordre HA HB HB-? G Gl
-2(Ql) .
-1 {H) . . .
0 (G) . . . . .
1 (A) . . .
2 (Q) .

On peut montrer [28] que :
e dans le cas de la loi HA, la solution du MV existe si

A A
=2 4
pl<u=2 /(H )

si |v| > U, la dispersion des observations est trop grande et
les estimateurs du maximum de vraisemblance convergent
vers ceux de la loi Gamma (v > 0) ou de la loi Gamma
inverse (v <0);

e dans le cas de la loi HB, la solution du MV est obtenue
pour v< V=1/2[QA% — 1]

si v > V, la dispersion des observations est trop grande et les
estimateurs du MV convergent vers ceux de la loi Gamma ;
e dans le cas de la loi HB7!, il y a solution du MV si
v < W= 172[(H¥QI) - 1) autrement (si v > W) il y a conver-
gence vers les estimateurs de la loi Gamma inverse.

On peut représenter [1] les distributions de cette famille
dans le diagramme des rapports de moments : [8,=LnA/G;
8§ = Ln G/H] (fig. 2a). La représentation dans ce diagramme
©;,

Les tentatives (théorie des valeurs extrémes, par exemple)
visant & déterminer la loi théorique g(x) que devrait suivre la
variable débit maximum annuel n’ont pas donné de résultats
incontestés. On admet de plus en plus que la distribution
théorique de la variable est inconnue et que I’on cherche 2
en obtenir la meilleure approximation possible en puisant
dans I’arsenal des distributions connues. On est ainsi amené
a considérer diverses distributions plausibles. Les tests
d’adéquation (Chi-carré, Kolmogorov-Smirnov) sont trés peu
puissants lorsque les parametres de la distribution ne sont
pas connus a priori, ce qui est le cas en pratique. Pour la loi
normale et par extension la loi Log-normale, on peut consi-
dérer des tests plus puissants (Wilks et Shapiro, par
exemple). Le, crittre d’information d’Akaike
AIC=-2Log L(8,...x) + p qui combine la fonction vraisem-
blance L et le nombre (p) de parametres de la distribution
permet une comparaison globale des distributions.

Une étude plus approfondie du comportement des queues
de distribution est en cours pour choisir les lois qui donnent
une meilleure représentation des valeurs extrémes d’un
€chantillon. Une approche bayésienne a également été consi-
dérée pour obtenir la probabilité a posteriori p[H Jx] de
I'hypothése H(r = 1,... R) qu’une distribution J, représente la
distribution g(x) inconnue en tenant compte de I’information
contenue dans 1’échantillon x.
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