Record Number: 1500

Author, Monographic:  Cluis, D.//Bellemare, N.

Author Role:

Title, Monographic: Contenu en information et étendue réduite des processus autorégressifs
AR2

Translated Title:

Reprint Status:

Edition:

Author, Subsidiary:

Author Role:

Place of Publication: Québec

Publisher Name: INRS-Eau

Date of Publication: 1983

Original Publication Date:

Volume Identification:

Extent of Work: 66

Packaging Method: pages

Series Editor:

Series Editor Role:

Series Title: INRS-Eau, Rapport de recherche

Series Volume ID: 149

Location/URL.:

ISBN: 2-89146-147-9

Notes: Rapport annuel 1982-1983
Abstract: 10.00%

Call Number: R000149

Keywords: rapport/ ok/ dI






































































































Tableau 14,

Contenu en information I d'une série AR2 de longueur N =1000:

-0.5 0 +0.5 +0.9
0 ° 0 ° ° ° ° ] ° 'Rl
: : : : : 0 ° 0 ° ° 2681 83,91 20,23 11,18 :u;
° ° ° ° ° 0 0 22,9 807 20,38 12,31 .08 5.3 . .68 0.82
° ° ° ° o 87,83 26,08 9.82 5.8% a.82 3.52 2,58 1.02 9.3
[ ] [} ) 40,06 19,25 11,91 8,21 (1) .82 2.82 2 1,5 1,09 0.15
° 45,16 19,10 11,57 7.9% 5.0 T 2,69 2.12 1.67 1.3 0,99 0.7 8.18
25,79 13,37 6.18 4,63 9,59 2,83 1.48 1.16 0,91 6.7 0, o.o.
11,48 7,48 8.0 3.1 2.5 2.01 1,07 0.68 0.53 0.4 0.08
. 5.12 2.9% 2,33 1.68 1.53 0.83 0.5) 0.n1 0,34 0'05
3.99 2.33 1,85 1.8 1.22 0,67 0,43 0,38 0.28 9.08
.43 1.97 1.56 1,26 1.02 0.58 0,38 0.28 0.21 0.0l
3,32 1.79 1.4 1.11 0.89 0,48 0,3 0.2% 0.18 0.0!
3.9 1.79 1,34 1.08 0.82 0,82 0.27 0.2 :.!! 0-0!
8,45 2.1% 1.48 1.07 0,01 0.39 0,28 0.10 «13 0.02
] 4,62 2.16 1,33 0.92 0.38 0.22 0.17 0,12 0.02
] 0. [ .72 1.52 0,42 0.22 0,16 0,13 .
[} ] ] [} ] 1.32 0,64 0.39 0,28 0.17 0.1% 0,02
° 0 ° 0 ° ° 3.82 0,58 0.25 0,14 0,02
: o 0 ° ° ° 0 ° ° ° 0.2 0.06 0.02
+0.9
4 -~ -
Tableaul5¢ Robustesse du contenu en information d'une série de longueur N =1000 par rapport & la série de longueur infinfie 1.:
p
N\ |-0.9 -0.5 0 +0.5 +0.9
1
-0.9
° . ] [ [ [ [} [] ° 0 [] [] [ [] [ 0,96
3 ° [ 0 0 0 ° ° ° ] . 0.85 0,98 0.99 0,9 1
° ¢ ¢ o o o [ ° 0.08 8.0 0.9 0.99 1 1 1 1
0 o ° [] [ 0 0,96 0.99 0.99 0,99 1 1 1 1 1 1
-0.5 ° (] ° 0 0.37 0,99 0,99 1 1 Y 1 1 1 1 1 1
3 1 0,97 0,99 0,99 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1,08
0 ° 0.99 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9 1,01
0.88 ° 0.99 0,99 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1.01 1.01
0.97 o 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.99 1 1.01
0 0.9¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1.01 1 1 0. 1 1.02
0,98 0,93 1 1 3 1 1 1 1.01 1. 1.01 1,01 1.01 1,01 1 1.03
0.93 0.99 1 1 1 1 1 1 0.99 3 1.01 0.99 0.99 1.02 1 0.97
1 0,99 1 1 1 1 1 1 1,01 1.01 0.99 1.01 1.02 6,98 (.3 1.08
[ ° 0,99 0.99 1 1 1 1 1 0.99 1 1.01 1,01 0,99 0 0,97
+0.5 o 0 ° ! ] 0,99 1 1 1 1.01 1 1 0,99 0.99 1,02 0,96
o o o 3 [ ° 0.99 0,99 1 1 1.01 0,99 1 1,08
o e o 0 [ 0 0 o 0,97 1 1 1,03 0.99 1 0,95
H e 4 ° 3 0 ] ° ° ° ° 0.98 0.99 0.99 1,01
+0.9 o ° ° [ ° [ 0 0 0 ° ° o 0 1.01
.
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Tableau 16 : Contenu en information d'une série AR2 de longueur N = 5

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1 .75
) 0 0 0 0 0 0
12.73 0 0 0 0 0 0
-1 10,77 7.68 0 0 0 0 0
5,96 6 5.41 0 0 0 0
" 4,05 3.85 3,79 0 0 0
3,26 3 2,63 2,35 2.4 0 0
0 3.04 2.42 1.89 1.51 1,28 1.26 0
3.08 2 1.38 1 0.75 0.59 0,47
3.04 1.59 0.99 0.67 0.47 0.33 0
2,55 1,15 0.68 0.45 0.3 0 0
+1 1,69 0.77 0.46 0.3 0 0 0
0.98 0.49 0.3 0 0 0 0
0.55 0.31 0 0 0 0 0
0.32 0 0 0 0 0 0
+1.75 | 0 0 0 0 0 0

Tableau 17 : Contenu en information d'une série AR2 de longueur N = 10

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1.7%
0 0 0 0 0 0 0
16,49 0 -0 0 0 0 0
-1 12.84 11.78 0 0 0 0 0
8.53 8 8.36 0 0 0 0
8.17 5.65 4,83 5.29 0 0 0
7.21 4,25 3.15 2.65 2.82 0 0
0 5.05 3.15 2,16 1.58 1.24 1.16 0
3.79 2,35 1.51 1 0.67 0.45 0.3
3.31 1.77 1.04 0.63 0.38 0.21 0
2.78 1.28 0.7 0.38 0.2 0 0
+1 1.9 0.88 0.44 0.21 0 0 0
1.26 0.56 0.23 0 0 0 0
0.9 0.28 0 .0 0 0 0
0.41 0 0 0 0 0 0
+1.7% 0 0 0 0 0 0 0
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Tableau 18 : Contenu en information d'une série AR2 de Tongueur N £ 20
b
a -0.75  -0.50  -0.25 0 +0.25  +0.50 = +0.75
-1 075
0 0 0 0 0 0 0
25.71 0 0 0 0 0 0
18.41 17,44 0 0 0 0 0
-1 14,52 10.41 10.71 0 G 0 0
10.69 6.98 5.6 5.98 0 0 0
8.63 4,95 3.48 2.81 2.89 0 0
0 6.56 3.6 2.32 1.62 1.22 1.07 0
5.29 2.65 1.58 1 0.63 0.38 0.21
3.99 1.93 1.08 0.62 0.33 0.15 0
3.12 1.38 0.71 0.36 0.16 0 0
a1 2.25 0.94 0.43 0.17 0 0 0
1.6 0.58 0.21 0 0 0 0
0.98 0.28 0 0 0 0 0
0.47 0 0 0 0 0 0
Tableau 19 : Contenu en information d'une série AR2 de longueur N = 50
b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1.75
0 0 0 0 0 0 0
46.01 0 0 0 0 0 0
28.23 24,33 0 0 0 0 0
-1 18.37 12,76 12.93 0 0 0 0
14.08 8.07 6.2 6.55 0 0 0
10.56 5.53 3.71 2.92 2.95 0 0
0 8.0 3.9 2,42 1.65 1.21 1.03 0
6.16 2.85 1.63 1 0.51 0.35 0.17
4,69 2.05 1.1 0.61 0.31 0.13 0
3.52 1.45 0.71 0.34 0.13 0 0
o) 2.56 0.97 0.42 0.15 0 0 0
1.76 0.59 0.19 0 0 0 0
1.09 0.27 0 0 0 0 0
0.51 0 0 0 0 0 0
+1 .75 0 0 0 0 0 0 0




Tableau ¢ :
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\

Contenu. en information d'une série AR2 de longueur N = 100

b .
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1 -75
0 0 ) 0 0 0 (]
61.11 0 0 0 0 ] 0
33.76 28.01 0 0 o 0 0
-1 22.08 13,79 13.89 ] (] 0 0
15.6 8.51 6.42 6.77 0 0 0
11.49 5.76 3.8 2.96 2.98 0 0
8.64 4.07 2.46 1.66 1.2 1.01 0
0 6.55 2.92 1.65 1 0.61 0.34 0.15
4,95 2.1 1.1 0.6 0.31 0.12 0
3.7 1.u7 0.71 0,34 0.13 0 0
2.68 0.99 0.42 0.15 0 0 0’
+]1 1.83 0.6 0.19 0 ] 0 ]
1.13 0.27 0 0 0 0 0
0.52 0 0 0 0 0 0
0 ) 0 0 0
+1.75 ° °
Tableau 21 : Contenu en information d'une série AR2 trés longue (N = 1000)
b -
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1.75
0 0 0 0 ) 0 0
91 0 0 [} 0 0 0
42 33 0 0 0 0 0
-1 25.67 15 15 0 0 0 0
17.5 9 6.66 7 0 0 0
12.6 6 3.88 3 3 0 0
0 9.33 4,2 2.5 1.66 1.2 1 ]
7 3 1.66 1 0.6 0.33 0.1
5.25 2.14 1.11 0.6 0.3 0.11 0
3.ss8 1.5 0.71 0.33 0.1 0 0
+1 2.8 1 0.41 0.14 o 0 0
1.90 0.6 0.18 0 0 0 0
1.16 0.27 0 0 0 0 0
0.53 0 0 0 0 0 0
+1.75 | o 0 0 0 0 ° °




Tableau 22t Contenus en information calculés pour des séries de longueur n = 100 et certaines combinaisons

de LY et P
P2
Y -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.,5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0,2 0.3 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9
0 16.0 8.3 5.4 3.9 2.9 2.3 1.8 1.5 1.2
0.1 16.0 7.5 4.7 3.3 2.5 1.9 1.6 1.3 1.0 0.84
0.2 3.9 8.9 4.9 3.2 2.4 1.8 1.4 1.1 0.89 0,73
0.3 31.2 6.9 3.7 2.4 1.8 1.3 1.0 0.82 0.66
0.4 7.5 3.4 2.1 1.4 1.1 0.81 0.63 0.50
0.5 4.3 2.1 1.3 0.91 0.66 0.50
0.6 3.4 1.5 0.8 0.59 0.42 0.31 0.23 0.16 0.12
0.7 6.7 1,3 0.63 0,39 0.26 0.17 0.12 0.08
0.8 3.3 0.5 0.25 0.14 0.08 0.05
0.9 0.20 0.06 0.03

-6¢
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3.3 Sensibilité autour du cas Markovien (AR1)

Dans le cas de séries historiques, on utilise souvent le modéle Marko-
vien d'ordre 1 pour modé@liser 1a persistance du phénoméne; ceci est di prin-
cipalement 3 des considérations physiques sur le phénoméne et au fait que le
calcul de nombreux paramétres statistiques a été développé dans ce cas sim-
ple; dans quelques cas, 1'utilisation d'un modéle autoregressif d'ordre plus
8levé s'impose, comme par exemple dans le cas des débits annuels de la ri-
viére Gota en Suéde (YEVJEVICH, 1972, p. 54); quand on adopte le modéle
Markovien d'ordre 1, il se peut que Py soit différent de p12 et qu'un modéle
d'ordre 2 conduise a un meilleur ajustement; dans ce paragraphe nous allons
examiner la sensibilité du contenu en information autour du cas Markovien,
c'est-d-dire dans le cas ol ce modéle introduit une erreur sur pys €rreur
commise par un mauvais ajustement de py OU une incertitude d'échantillonnage
causée par une série de données trop courte.

Quand la modéle adopté est Markovien, on a Py = pl2 ou b = 0; supposons
maintenant que ce modéle ne soit pas bien adapté, c'est-a-dire que Py n'est
pas exactement égal a p12 (p2 = p12 + Ap2), nous allons évaluer la sensibi-
1ité du contenu en information & un tel mauvais ajustement.

Pour une série de longueur donnée, I est une fonction de deux variables
Py et Py qui se développe en séries de Taylor:

ol
2 2
I(Dl; P = Pq + Apz) = I(pl; Py = Py ) + ADZ P———] t ees [15]
apz pl, 92
a3l
La quantité [—] a &té évaluée par différence finie:
392 91;02
31 I [py; 0y + 0.005] - I [py3 py2 - 0.005]
pl’ pl . pl’ pl .

—1 -

sz HY 0.01
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L'équation [15] peut donc s'écrire:

ol
8p2
Al ;
Les valeurs de —— sont présentées au tableau 23 pour n = 5,10,20,50 et 100
Ap '

2
et des valeurs de Py variant de -0.9 d@ + 0.9; on y note que cette sensibili-
té absolue décroit d'abord quand p; varie de -0.9 & 0, puis croft quand Py

croit de 0 3@ + 0.9.

IT est aussi intéressant d'évaluer la sensibilité relative de I:

Al 1 3ol
— = Apye — — [17]
I 2 I sz

Les valeurs de I dans le cas Markovien sont données au tableau 24 et la
Al

sensibilité relative est donnée au tableau 25; il s'agit d'une fonc-

I Ap2
tion toujours décroissante quand P croit de -0.9 @ + 0.9; on note aussi que

1'erreur relative sur I peut &tre trés importante. Dans le cas ou o= 0.7,
Al

= 0.49 et n = 100, I = 0.181, mais si Py = 0.59 Bo, = 0.10 alors — = -

02 I

0.46 soit une surestimation de prés de 50%.
3.4 Application a la rationalisation des réseaux et a 1'étude de tendances

La grande sensibilité du contenu en information d des déviations du cas
Markovien a des conséquences majeures en ce qui concerne la rationalisation
des réseaux de mesures et de 1'étude des tendances; elle remet certainement
en cause la détermination théorique de 1a fréquence optimale d'échantillon-
nage des données des sciences de 1'eau, telle qu'établie en hydrologie
(MATALAS et LANGBEIN, 1962), en météorologie (BROOKS et CARRUTHERS, 1953),
en qualité de 1'air (HIRTZEL, QUON et COROTIS, 1982) et en qualité de 1'eau
(LETTENMAIER, 1978, LOFTIS et WARD, 1980).



Tableau 23 : Sensibilité absolue de I selon n et pq:
P 5 10 20 50 100
-0.9 1,27 84.9 85.2 102 119
1.19 15,4 15.8 18.8 20.3
0.505 3.83 3.7 3.99 4,1
\ ~0.187 0.308 “0.0774 0,313 “0.u03
-0.5 | "0.692 T1.03 T1.46 1,77 ~1.88
“1.01 1,56 T1.97 2,94 2,34
1,18 71,75 T2.1 2,33 2,41
~1.25 1,77 2,06 2,25 T2.31
“1.25 T1.7 T1.95 T2.1 T2.15
0 1.2 1.6 ~1.8 “1.92 1,96
“1.12 “1.48 T1.64 T1.74 1,77
1,03 T1.35 “1.u8 ~1.56 T1.59
"0.923 T1.21 ~1.33 ~1.39 “1.81
~0.816 ~1.08 1.19 “1.24 T1.25
0.5 To0.712 ~0.949 ~1.05 “1.09 1.1
~0.615 ~0.818 “0.913 "0.951 “0.961
~0.526 ~“0.688 T0.784 “0.823 “0.831
“0.uu8 ~0.56 “0.6u9 “0.702 “0.711
0.9} To0.379 T0.439 “n.499 “0.572 “0.596
Tableau 24 : Contenu en information du processus
AR1 selon n et pq:
n
o1 5 10 20 50 100
0.9 | 4,73 11,7 13,4 16 17.4
4.13 6.4 7.38 8.27 8.62
3.45 4.7 4,98 5.37 5.52
2.85 3.37 3.66 3.86 3.93
-0.5} 2.35 2.65 2.81 2,92 2.96
1.96 2.13 2.23 2.29 2.31
1.64 1.74 1.8 1.83 1.84
1.38 1.44 1.47 1.49 1.49
1.17 1.2 1.21 1.22 1.22
0 1 1 1 1 1
0.853 0.835 0.827 0.822 0.82
0.727 0.696 0.681 0.672 0.669
0.62 0.576 0.557 0.546 0.542
0.528 0.474 0.45 0.437 0.433
0.5 0.u49 0.385 0.357 0.342 0.338
0.382 0.307 0.276 0.26 0.255
0.325 0.241 0.205 0.187 0.181
0.276 0.184 0.142 0.122 0.116
0.9 0.235 0.137 0.0901 0.0649 0.058
Tableau 25 : Sensibilité relative de I selon n et py:
n
01 5 10 20 50 100
-0.9 0,269 7.23 6.35 6.38 6.86
0.288 2.4 2.14 2.28 2.36
0.146 0.857 0.742 0.742 _0.7ub
“0.0656 0.0915 70,0212 “0.0812 T0.103
-0.5 1 To.29u ~0.388 Tn.521 T0.606 70.636
“0.515 “0.732 “n.883 “0.98 “1.01
“o.718 T1 T1.17 T1.27 C1.3
"0.9 T1,23 1.4 T1.51 _1.55
T1.06 T1.42 T1.61 T1.72 T1.76
0 T1.2 T1.8 T1.8 T1.92 71,96
C1.32 C1.77 C1.99 T2.12 _2.16
T1.u1 “1.93 T2.18 72,32 T2.37
T1.u9 2.1 2,39 “2.55 2.61
T1.85 T2.28 T2.863 T2.83 T2.89
051 ~“1,s8 T2.87 ~2.93 ~3.18 73.26
C1.61 C2.66 73.31 73.66 T3.77
“1.62 ~2.86 ~3.83 LS _u.58
T1.62 “3.04 T4.56 5.76 _76.12
0.9 | T1.81 T3.19 “5.54 “8.82 10,2

32-
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Cela a aussi une influence sur 1a précision de 1a méthode de détection
de tendances développées par LETTENMAIER (1976) et LETTENMAIER et BURGES
(1977) qui utilise le nombre équivalent d'observations n' = n I dans le test
de MANN-WHITNEY.
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4. Gammes de variation

n
On considére une série stationnaire Xn’ de moyenne X, la quantité Sn= pX
n 1
(XnJX ) représente 1'évolution du total accumulé@ I Xn soumis a une sortie
1
unitaire constante X; si on suppose la variable Xn centrée (X = 0), la quan-
n
tité Sn = I Xn représente les fluctuations de volume accumulé dans un réser-
1

voir par rapport d 1'apport moyen dans le temps; la quantité Sn fluctue dans
le temps et définit des valeurs positives (surplus) et négatives (déficit);
pour un &chantillon de longueur n, le maximum de Sn’ soit S; définit le
surplus maximal et le minimum de Sn, soit S; définit le déficit maximal; on
appelle gamme de variation maximale ou Etendue (maximum range), la quantité

Rn = S;- S S; +'Sn‘l; ces variables sont visualis@es d la Figure 6.

L'étude de Ta gamme de variation est importante en hydrologie, car ce
paramétre conditionne le dimensionnement d'ouvrage de retenue soumis d des
apports aléatoires, a une sortie constante et ne devront donner lieu ni &
asséchement, ni a débordement.

Dans ce qui suit la série sera supposée stationnaire (sans tendance, ni
cyclicité) et centrée (X = 0); de plus on reférera d 1a gamme de variation
Rn au lieu de la gamme de variation maximale.

4.1 Travaux antérieurs

HURST (1951) a €tudié les volumes stockés dans les grands lacs du bassin
du NiT; i1 a estimé 1'étendue moyenne ajustée R* des déviations cumul@es des
débits par des considérations d'analyse combinatoire et en utilisant le
développement bionominal pour la fonction de densiteé de probabilité gaus-

sienne; i1 en a déduit la valeur asymplotique de 1'espérance de cette éten-
N r
due ajustée: E(RN) =g 5 Aprés 1'analyse d'autres séries longues de

valeurs annuelles de phénoménes géophysiques, il s'apercut que ce paramétre
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Figure 6 . Définitions du surplus S% , du déficit Sp, et de la gamme
de variation Rp pour un échantillon de longueur n .
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E(Rﬁ) ne croissait pas selon la puissance 0.5 de N, mais selon une puissance
plus élevée de 1'ordre de 0.72; ces résultats ont conduit de nombreux hydro-
logues a proposer des modéles stochastiques capables de reproduire cette
déviation d'une progression de R* selon la racine carrée de 1a durée, pro-

N
priété appelée généralement le phénoméne de HURST.

FELLER (1951) a fait 1'hypothése d'une variable aléatoire normale et

indépendante; il en a déduit 1'étendue moyenne asymptotique:
2N
= 2 — = 1.596 Ni.

m

E(Ry)

ANIS et LLOYD (1953) ont &tudié la valeur exacte de 1'espérance mathéma-
tique des surplus St et des déficits S- d'une variate normale et indépendan-
te de moyenne zéro et de variance unité; ils ont obtenu:

2 N-1
E (RN) = _g iTi [18]
T i=1
i
Dans cette expression, on a: var Si = % var Xi = 1 si var Xi = 1., Si
J=1

la variance du processus vaut o2 au lieu de 1, 1'équation [18] doit &tre
multipliée par 1a déviation standart o et 1'on obtient:

1
=2

(var $1) #/1 [19]

T i=]

SATABUTRA (1967) utilisa la méthode de génération de données pour étu-
dier les caractéristiques du modéle linéaire markovien, YEVJEVICH (1967)
effectua le méme genre de simulations avec d'autres types de modéles de
dépendance linéaire incluant les processus ARl, AR2 et MAl. 1Il1s ont mis en
évidence que 1'E@quation [19] représentait trés bien leurs résultats dans
tous les cas; sans démonstration définitive, YEVJEVICH (1967) suggéra que
cette é@quation était valable pour tous les modéles simples de dépendance
linéaire.
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Comme on a var Si = i2 var Xﬁ, cette équation peut s'écrire:

2

Nl

™M=

(var 7})
1

[20]

T i

Cette 8quation met en évidence la relation étroite entre 1'étendue d'un
processus linéaire et la variance de sa moyenne.

L'é&tendue réduite E(RN)/o est obtenue & partir de 1'expression de la
variance de la moyenne:

2 N1 22 |
— i (14— )" [21]

E(R,)/o =
( N) G ] i

™ i

4.2 Rasultats

Les résultats concernant 1'étendue et 1'étendue réduite sont présentés
en fonction des paramétres o, et p, pour des échantillons de longueur varia-
bies (N = 5, 10, 20, 50 et 100) aux tableaux 26 3 35; des résultats similai-
res, mais en fonction des paramétres a et b, sont présentés aux tableaux 36

a 45,

Pour des échantillons de lTongueur donnée, les étendues réduites augmen-
tent de fagon monotone quand les paramétres du processus p;, p, OU a, b

augmentent.

Si 1'on considére les rapports de 1'étendue et de 1'Eétendue réduite des
processus AR2 aux mémes paramétres obtenus pour un processus normal et inde-
pendant, on note une grande sensibilité de ces statistiques a des change-
ments des deux paramétres définissant les processus AR2,

Les figures 7 et 8, en particulier, mettent en évidence la grande aug-

mentation de ces étendues dans les cas usuels ol P, et p, sont positifs,



Tableau2.6 Gamme de variation R, des processus AR2 (N=5) -

p
?1-0.9 -0.5 0 +0.5 +0.9
Py .
0.9 [ [ ° ° 0 [ 0 0 e 0 ° 0 [ [} 0 ° 4,15 3.51 4,17
0 0 [ ° 0 0 0 0 [ [ [ [ 7.42 3.u8 2,89 2,77 2,89 3.32 4,49
0 0 0 0 0 [ 0 ° 0 7.67 3,45 2,79 2.55 2,48 2.52 2.67 2.96 3.52 “, 08
[ ° 0 ° 0 ° ° 4,16 3 2.6 2,42 2,35 2,35 2.42 2,585 2,77 3,12 3.76 5.25
° o ] 0 ° 3,88 2.95 2.58 2.39 2,31 2.28 2.3 2,37 2.8 2,65 2.9 3.3 3,99 5.59
0.5 [] 0 [ 8.4 3.14 2 ee 2,46 2,38 2,28 2,27 2,29 2.35 2.48 2,58 2.77 3,08 3.88 8,21 5.9
° 8,71 3.8 2,39 2.6% 2,48 2,35 2.3 2.29 2.31 2,35 2.43 2,54 2,69 2.9 3,18 3,65 .42 6.19
8.9% 3,91 3,08 2,12 2,52 2,61 2.36 2,33 2,34 2,38 2.44 2.52 2,64 2,81 3,03 3.3 3.81 4.62 6,47
.79 3,42 2,93 2.68 ‘2,54 2,48 2.42 2.%4 2,43 2.%7 2.5 2,63 2.76 2,93 3.18 3.48 3.97 §.81 6.7u
0 [N 3.42 2,98 2.7 2.62 2,85 2.52 2,51 2,53 2,58 2,65 2.7% 2,88 3,05 3.29 3,62 8,13 s 6.99
5.14 3.1 3.2 2,93 2,78 2.7 2.66 2.65 2,66 2.71 2,77 2.87 3 3.18 3,42 2,77 4,29 5,18 7.24
10,2 u,57 3.65 3.25 3.04 2,91 2.85 2,02 2.82 2,906 2.92 3.01 3.1n 3.32 3.57 3,92 4,48 5.36 7.48
° 10.8 v.88 3.9 3.u8 3,25 3.12 3,06 3,03 3,08 3.1 3.18 3.3 3,48 3.72 4,07 4,61 5.55 7.71
° ° 0 6.24 4,52 3.9 3.6 3.43 3,34 3.31 3.33 3,39 3.5 3.66 3.89 4,24 8,79 5.73 7.95
+0.5 [ [ 0 0 0 6.2 4,74 4,17 3.89 3.7 3,68 3.69 3.76 3.09 4,11 4,48 %.90 5.9% 8.19
° o 0 [ 0 0 o 7.47 5.4 4,69 4,35 4.2 4.17 .24 4,41 4,71 §.22 6.17 8,4y
[] [ [} [} [] 0 0 0 [] 15.6 6.96 5.61 5.1 4.91 4,92 5,12 §.57 6.47 8.74
0 [ 0 [ 0 0 0 ° 0 o 0 [ 17.1 7.79 6,48 6.1 6.25 5.97 9,14
° o 0 ° ° ° 0 0 0 0 [ 0 [ [ 0 0 10,5 8.77 10,1
+0.9 .
Tableau 27 Gamme de variation réduite (R, /o) des processus AR2 (N=5)
’, +0.9
'0.9 '0.5 0 +0.5 .
L
- ] 0 [ o [ ] ° [ [ 0 [} ] ° 1.48 1.53 1.6
0.9 : 3 g [ [ o 0 [] ° [} 0 ° 1.46 1.54 1.6 1.65 1.71 1.78 1.86
0 ° 0 [ 0 ° ° ] [ 1.82 1.59 1.64 1.69 1.7% 1.8 1.06 1.93 2 2.07
° ° ° ° ° ° ° 1.61 1.67 1.72 1.77 1.82 1.87 1,93 1,99 2,05 2.12 2.18 2.25
° 0 [} [] [ 1.68 1.73 1.78 1.84 1.8 1.94 1.99 2,05 2.1 2.16 2,22 2,29 2.35 2.41
-0.5 o 7 0 [ 1.72 1.78 1,83 1.88 1,98 1.99 2.0% 2.1 2,18 2,21 2,26 2,32 2,38 2,44 2.5 2,58
[] 1.73 1.8 1,88 1,92 1,97 2.02 2,08 2,13 2,19 2,24 2.3 2.36 2,41 2.47 2,52 2.58 2.64 2,69
1,78 1.85 1,92 1,98 2.04 2,1 2.16 2.21 2,27 2,33 2,38 2,44 2,48 2,55 2.6 2,66 2.7 2.76 2.02
: 1,09 1,96 2,03 2.1 2.16 2.22 2,28 2,34 2.8 2,46 2.51 2,57 2,62 2,68 2,73 2.78 2.83 2,89 2.9%
0 1,96 2,05 2,13 2,2 2,27 2,34 2.4 2,46 2,52 2,58 2,63 2.69 2,74 2.8 2,85 2.9 2,95 3 3.08
2.01 2,12 2,22 2.3 2.37 2,44 2,81 2.57 2,63 2.69 2.75 2.8 2.86 2,91 2.96 3.01 3,06 3.11 3.18
2,02 2.17 2.28 2,38 2.46 2,54 2.61 2,67 2.78 2.8 2.86 2.91 2,96 3,02 3.07 3,12 3,16 .21 3.28
° 2,14 2,31 2.43 2,53 2,61 2.69 2.76 2.83 2,89 2.95 3.01 3.07 3,12 3,17 3,22 3,26 3.31 3.35
° ° ° 2.43 2056 2.67 2.76 2.8 2.91 2,908 3,04 3.1 3,16 3,21 3.26 3,31 3.36 3. 3,45
+0.5 ° ° o 0 ° 2 68 2.78 2.89 2.98 3.05 3.12 3,19 3.25 3.3 3.36 3,4 3,45 3.5 3,58
° ° 0 ° ° ° ° 2.89 3.01 3.1 3,18 3,26 3,32 3.38 I.u4 3,49 3.54 3,58 3,63
° ° ° ps o ° ° ° ° 3.09 3.2 3.3 3,38 3,45 3,52 3,57 3.62 3.67 3.7
° ° ° 0 ° ° o P P 0 [} 0 3.38 3.48 3,57 3.64 3.7 3,75 3.79
+0.9 [} o [ [} 0 0 0 [ [} [ 0 0 0 [} [ 3,74 3,82 3,87
[
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Tebleau 2.86amme de variation R, des processus AR2 (N=10)

P
2 1-0.9 -0.5 0 40,5 +0.9
Py
-0.9 [] [ [} [ ] 0 0 0 0 o - ° [] 0 0 0 0 0 s.81 8,57 s.72
4 0 4 0 0 0 o 0 o 4 [} (] 9.u 4,45 3,78 3,71 3.99 8,77 6.8%
o 0 0 0 0 0 0 [ L4 9.689 [ 1 3.86 .y 3,37 3.51 3,92 4,38 S.83 7.92
0 0 o 0 0 0 0 5.29 3.89 3,48 3.26 3.22 3.29 3,46 3,78 ..17 4,88 6.08 8,06
0.5 ° o o o o 4.92 3.82 3w 3.28 3.18 3.2 2,29 3.45 3.69 8,08 ¥, 58 5.33 6.67 9.71
* 0 4 4 5.53 4.08 3.55 3.31 3,21 3.19 3,23 3,32 3,87 3,68 3.97 4,37 [ 1) 5.79 7.23 10.5
0 10,7 5,87 3.93 3,54 3,35 3,27 3.25 3.29 3,38 3.51 3,89 3,93 4,28 5,69 5,9 6.21 7.7% 11.2
11.2 5.07 .. 00 3.87 3.87 3.38 3.35 3.38 3.45 3,58 3,72 3.93 .19 4,55 $.01 5,88 5.62 8.24 11,9
8,2% (%11 3.97 3.69 3.56 3.5 3,51 3.56 3.65 3.77 3.95 8,17 4,46 4,83 5,33 8,01 7.01 6.7 12,8
0 5,9% ", 81 .1 3.8% 3,73 3,69 3.71 3.77 3,87 8,01 4,19 4,83 %, 73 5.12 5,64 8.33 7.39 9,15 13,1
8,81 8.03 4,42 8,13 3.99 3.94 3,95 8,01 N, 11 8,26 4,45 %7 5,01 5,42 5.95 6.68 7.78 9.58 13.7
13.2 8.1 5.03 8,58 8,36 4,27 4,26 .3 [ §, 58 6,76 %.99 5.31 5.72 8.27 7.02 8.13 10 4.2
) 1 6.58 5.h2 %.96 %.75 5.67 %, 68 6,75 %.88 5.06 5. 31 5.563 6.05 6.6 7.37 0.8 10.8 18,8
[} 0 L] 8,32 6.27 5.6 5.31 5.21 5.21 5.3 5,46 $.69 6.u41 8.96 1.7% 8.89 10.9 15.3
+0.5 o 0 0 0 o 8.39 6.74 6.18 5.98 5.93 8.01 6.19 6.46 6.85 7.39 8.18 .91 11,3 15.9
o 0 ° 0 o 0 ° 10.1 7.85 7.18 6.96 6.97 7.18 7.46 7.94 8,67 9.81 11.8 16,8
0 0 o 0 4 0 o 4 0 19.9 10,2 8.9 8.52 8,54 8,84 9. u4 10.5 12.% 17.1
0 o 0 o 0 0 0 0 0 ° 0 [ 23.8 12.6 11.3 11.1 11,8 13,8 17.9
+0.9 ° ° o 0 o 0 ° o o ° 0 0 0 0 o [ 19 16,8 19.8
Tableau 29 Gamme de variation réduite (R, /¢ ) des processus AR2 (N=10)
P2
'0.9 -0.5 0 *0.5 4’0.9
Py
«| [ 0 [ [ 0 [} 1.89 1,99 2.2
0.9 M 3 : M : . M M M : o ° 1.85 1,99 2.09 2,21 2,38 2.56 2,84
° ° ° ° ° o ° ° 0 1.92 2.00 2,15 2,25 2.37 2,51 2.68 2.85 3,08 3.37
° ° [ 0 0 0 0 2.05 2,17 2,27 ;g'l’ :-;u ;-g: g;’: 3-32 :-2: 3.29 g:g ::;
. . . . . . 2,7 . .
<0.5 o ° 4 2.1 2.3 2 2.5 4 2078 2,91 3,08 3.18 2,93 a.u9 a.66 3.85 “.06 u.29 "osk
0 2,13 2.3 2.un 2,57 2,69 2,81 2,94 3,07 3.2 3.34 3.49 3.65 3.82 [ u. 19 4,4 4,62 4,88
2,23 2.81 2.55 2.68 2,81 2,94 3.07 3,21 3,35 3,49 3.64 3.79 3.96 4,13 %,31 4,51 8,71 u,93 5.18
2,45 2.61 2,75 2.9 3.03 3.17 3.31 3.46 3.6 3,76 3-9; 5,07 4,24 ¥.42 4,61 4.8 5 5.22 5,48
0 2.59 2.77 2,93 3.08 3.23 3,38 3,54 3.69 3.85 4,01 ::‘ 4,34 4,51 4,7 4,88 5.08 5.28 5,49 5.7
2.67 2.88 3.06 3.24 3.4 3.57 3,73 3.9 ", 07 4,28 . 4.59 “.77 4,95 5.1 S.34 S.54 S.74 5.95
2,62 2,91 3,14 3,34 3,53 3.72 3.9 4,08 “.26 [T 4,63 4,82 5.01 5.2 5.39 §.59 5.79 5.99 6.1%
0 2,78 3.12 3,37 3.6 3,82 u,02 8,23 u.n3 .63 4,83 5.03 5,22 5.42 5.62 5,82 6.02 6.22 6.42
° [ [ 3,25 3,55 3,82 4,07 u,31 4,54 5,77 4.99 S.21 5.42 5.83 5.84 6.08 6.24 6,44 6.68
+0.5 0 [ 0 [ ° 3.62 3.97 v, 20 4,57 4,84 5.1 5.35 5.58 5.81 6.03 6.25 6.45 6.65 6.85
0 ° ° ° ° ° ° 3.91 .36 w.75 5.09 s.n 5.69 5.95 6.2 6.43 6.65 6.86 7,05
0. ] [} [ [ 0 0 0 0 3,95 u.7 5.23 5.65 6 6,31 6.58 6.83 7.08 7.25
(] [] [} [] L] [} [ [} [ [} 0 o u,7 5.66 6.22 6.63 6.96 7.22 T.43
+0.9 0 0 [} 0 0 0 0 0 [ [ 0 0 ] 0 [ 0 6.76 7.3 7.6
L]
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Tableau 30 Gamme de variation R, des processus AR2 (N=20)

p
2 1-0.9 -0.5 0 40,5 +0.9
Py
-0.9 0 [ [ [ [} [ [ [ 0 0 0 0 [ 0 [ 6.59 5,92 7.92
[ [ 0 0 0 [ 0 ° [ ] [ [ 11.5 5,57 ".87 4,92 5.49 6.86 10,6
0 ° 0 0 [ [} ° 0 ] 11.8 5.56 4,69 u.47 “, 54 4,85 S.42 6.43 8,38 13
[} [ [ 0 0 0 0 6.55 4,95 4,47 4,33 4,38 4,56 w9 5.61 6,21 7.48 9.76 15,1
0.5 ° 0 0 ° [ 6.16 %.91 4,47 v, 32 8,32 wouy w.65 4,97 5,43 6,08 7,02 8.5 1.1 17
[ ° 0 6.93 5,21 4,65 4.n3 4,37 wont [T 4,75 5,05 5.45 [ 6.75 7.83 9,47 12,3 18.8
0 13.1 6.17 5.1 u,69 4,52 [T 4,54 .67 ..87 S.14 5.49 5.96 6.58 7.42 8.6 10,4 13,8 20,3
13,7 5.4 5,32 %.89 .71 4.67 ¥ 71 %82 [ 5,24 5.55 5.96 6.48 7.16 8,08 9,36 11,3 14,5 21.8
7.82 5.9 5.28 5.01 4,92 %, 92 5.01 5,15 5.36 5,64 5,99 6.un 7.01 7.7 8.72 10.1 12,1 15.6 23,2
0 7.55 6,08 5.51 5.29 5,22 5,25 5,36 5.53 5.76 6.06 6,44 6.92 7.53 8.32 9,36 10.8 12.9 16.5 24,5
0.69 6.03 5,97 5.7 5.62 5.65 S,76 5,94 6.19 6.51 6.91 7.42 8.07 8.9 9.99 11.5 13.7 17.5 25.8
18,5 8.02 6,77 6.31 6.15 6,14 6.23 6.4 6.65 6.99 7.41 7.94 8.62 9.u8 10.8 12.2 1w, 18.% 27
[} 17,4 8.66 7.38 6,93 6.79 6,082 6.96 7.2 7.53 7.96 8.5 9.2 10,1 11,3 12,9 15.3 19,3 20,2
+0.5 (] [ 0 10.9 8,52 7.86 7.67 7.69 7.87 8.17 8.59 9.13 9.8y 10.8 12 13.6 18,1 20,2 29,4
. ° [ [} 0 0 1.1 9.u1 8,93 8,87 9,08 9.39 9,91 10.6 11.5 12,7 14,4 17 21.2 30,5
0 0 0 0 0 [ ° 13,6 11,2 10.6 10.7 11 11.6 12,5 13.7 15.4 17.9 22,2 31,7
] 1] ] [} o [} L [ L] 26,2 14,6 13.4 13,5 14,1 15.1 16.7 19,2 23,4 33.1
° 0 ° ° o 0 0 0 0 ° [ 0 31.8 19,2 18,4 19,3 21.3 25.3 u,8
4,0.9 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 [} [ 0 [} 0 [} 31.7 31 as.u
Tableau 31 Gamme de variation réduite (R, /o) des processus AR2 (N =20)
Pa
-0.9 -0.5 (] +0.5 +0.9
A
0.9 o 0 0 0 [ 0 0 0 0 o [ 0 ) 0 0 [ 2,34 2.58 3.08
[ 0 [ 0 [] o o o o o ° 0 2,27 2,49 2.69 2,93 2,28 3.69 8,39
[} [} 0 [3 [3 [4 o 4 0 2.33 2,56 2,76 2,96 3.19 3,46 3.78 w19 8,73 5,53
[} [} 0 [} [3 4 4 2.5% 2,75 2,96 3.17 3,39 3,63 3,91 8,23 ".6 8.07 5,67 8.5
-0.5 0 ] o [ o 2,66 2.89 3.1 3.31 3.53 3,78 4.02 4,29 4.6 8,96 5,38 5,89 6.53 7.38
[ 0 ] 2,74 2,95 3.18 3,39 3,62 3,88 %.09 8,34 4,62 4,93 5.27 5.66 6,11 6,08 7.3 0,13
0 2,61 2.92 3.17 341 3,64 3,87 w11 8,36 4,62 4.9 5.2 5.54 5.9 6,32 6,8 7,38 8,02 [ 1]
. 2,73 3,05 3,32 3.57 3,82 4,06 ¥, 32 4,57 “.84 5.13 5.43 5.76 6.11 6.51 6.95 7,88 .02 8.7 9.5
3.08 3,38 3.65 3,93 4,19 b n6 4,73 5.01 5.3 5.61 5.94 6.29 6.66 7.08 7.54 8,06 8.68% 9,33 10,1
(1] 3.29 3,63 3.94 “,23 %.52 4,01 S.11 S.41 §.73 6.08 6,41 6.78 7.19 7.62 0.1 8.6% 9.24 9,92 10,7
3,4 3,79 [Pt (3 8,79 5,12 5,44 5,77 6.12 6,47 6.85 7.25 7.67 8.14 8,64 9.19 9.8 10,5 1.
3,27 3.8 %, 23 %.61 4,98 5.34 5.71 6.07 6.45 6.0 7.25 7.67 8,13 8.61 9.1n 9,71 10,3 11 11,8
[ 3,47 4.1 “,59 5,03 5,46 5.87 6,29 6,71 7.14 7.59 8,05 8,54 9.05 9.61 10,2 10,8 1.5 12.3
+0.5 [ ° ] 8,22 ®.83 5.37 5.688 6.37 6.86 7.38 7.88 8.36 8,89 9.45 10 10,6 11,3 12 12,7
. 0 [ [ 0 0 %081 5.54 6.18 6.79 7.38 7.97 8.56 9.16 9,77 10,4 11.1 11,7 12.% 13,2
[} 0 ] [} [ 0 [ 5.26 6,21 7.03 7.8 8.53 9,26 9.97 10.7 11,4 12,1 12,9 13,6
1] 0 o 0 ] [ ] [} ] [} 5,19 6.73 7.89 9,93 9.88 10, 11,86 12,5 13.3 14
0 3 [ 0 [ [} ] 1] [} o ] [4] 6,27 8,57 10,2 11,5 12.6 13,6 1a .4
+0,9 ° [} 0 0 0 ] ] 0 o o 0 o o [ 0 0 11.3 13,5 1,7
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Tableau 32:

Gamme de variation R, des processus ARZ2 (N= 50)

P
2 1-0.9 -0.5 0 +0.5 +0.9
Py
-0.9 [} [ 0 [} [ [} 0 0 0 0 [} [} [} [} 0 ° 8.6 8.29 12,2
0 0 0 ° ° 0 0 ° ° 0 [ ° 14,4 7.39 6.78 7.16 8.35 11 18.5
[] 0 0 0 0 [ [ 0 0 14,0 7.38 6.5 6.42 6.74 7.81 8.57 10,5 1.8 4.8
[ 0 o [ 0 0 0 8.57 6.77 6.33 6.32 6.55 7 7.7 A7 10,3 12,9 17.6 29.7
0.5 ] [} [] 0 0 8.16 6.78 6.38 6.34 6.5 6.81 7.29 7.95 8.87 10.2 12,1 15,1 20.7 3,6
° 0 0 9.13 7.17 6.62 6.48 6.54 6.75 7,08 7.55 8.17 8.99 10.1 11,6 13.8 17.3 23.6 39.1
o 16.6 8.33 7.17 6,79 6,72 6.81 7.03 7.36 7.8 8.37 9.1 10.1 11.3 13 15.5 19.4 26.4 43.2
17,3 8,73 7,82 7,13 7.05 7.13 7.33 7.63 8.04 8.56 9,22 10.1 11.1 12,5 14,5 17.2 21,5 29,1 %7.2
10.% 8.29 7.87 7.48 7.5 7.66 7.93 8.29 8.76 9,36 10,1 11 12,2 13.8 15,9 18,9 23,5 31,7 50,9
0 10.3 8.63 8.13 8,01 8,08 8.28 8.59 9 9,52 10.2 11 12 13.3 15 17,2 20,5 25.4 3,1 54,8
11.7 9,47 8.84 8,69 8.75 8.97 9.3 9.75 10.3 11 11.9 13 14,4 16,2 18.6 22,1 27,3 36.5 57.8
21,2 11,2 9.94 9.58 9.57 9.76 10,1 10,6 11.2 11.9 12.8 14 15.5 17.4 20 23.6 29,2 38.9 81
0 22,7 12,3 11 10,7 10,7 11 11.5 12,1 12.9 13.8 15,1 16,6 18,7 21.4 25,2 31,1 41,2 68,2
+0.5 ° 0 ° 15.1 12,7 12.2 12.2 12.6 13.1 13.9 18,9 16.2 17.8 20 22.8 26,9 33 43,5 67.2
. [] 0 ° [ ° 16.1 14,8 1.2 18.6 15.2 16,2 17,5 19.2 21,4 24,4 28.6 .9 45,8 70.3
] 0 ] 0 ° [ ° 19,8 17.5 17.% 18 19,2 20.8 23,1 26.1 30.5 37 48,2 73.8
0 0 ° ° o ° o ° ° 35.8 22.9 22,3 23.4 25,4 28.4 32.8 39,6 51 76.8
° 0 0 ° P ° 0 ° M ° 0 [} 45,2 31,8 33 36,8 w3, s4,9 80.9
+0.9 0 0 ° ° ° ° ° ° o ° ° 0 [} [ 0 ° $7.5 64,7 86.9
Tableau33: Gamme de variation réduite (R, /¢ ) des processus AR2 (N =50)
P,
2 1-0.9 -0.5 0 +0.5 +0.9
Py
-0.9 ] 0 [} [} [} ° 0 0 0 ] [ (] 0 [ [ [ 3.06 3,61 867
0 [ 0 0 0 [ 0 0 [} 0 0 [ 2.85 3,31 3.75 ., 27 ", 9% 5,91 7.67
[ ° [ ° 0 0 ° 0 [ 2,92 3.8 3.82 4,25 %73 5,29 5,97 5.86 8,14 10,3
] ° 0 0 0 [ 0 3,32 3.78 ¥.19 4,62 5,07 5.58 6.15 6.82 7.6% 8.71 10.2 12,7
0.5 [ 0 ] 0 0 3,53 3,99 w,u2 4,86 5.3 5.78 6.3 6.87 7.53 8.3 9.25 10.8 . 12,2 14,9
0 0 0 3,56 5,07 8,52 4,97 S.42 5.88 8,37 6.9 7.48 8.12 8.86 9,73 10,8 12.2 14 18.9
o 3.3 3,95 4,46 %93 5.4 5.87 6.36 6,86 7.4 7.98 8.62 8,33 10,1 11.1 12,3 13.8 15.8 18.8
3.8 H.18 0.7 5.21 5.71 6.21 6.71 7.26 7.79 8,38 9,02 9.72 10.5 1.4 12.% 13,7 15,3 17,4 20.5
8,09 6.7 5,32 5,86 6.4 6.94 7,49 8.06 8.67 8,31 10 10.8 11,6 12.6 13.7 15,1 16,8 19 22,2
0 (R 5.18 5,81 6.1 6.99 7.59 8.19 8,82 9.47 10,2 10.9 11.8 12.7 13,7 14,9 16,4 18.2 20.5 23.7
8.6 s.u2 6.13 6.81 7,46 8,12 8.79 o,u8 10.2 11 11.8 12,7 13,7 14.8 16,1 17.6 19,5 21.9 25.2
8,22 5,34 6.21 7 7.75 8.5 9.25 10 10,8 11,7 12.5 13.5 14,6 15.8 17.2 10.8 20,8 23,3 . 26.6
0 8,51 5.82 6.83 7.5 8.63 9,49 10,4 11,3 12.2 13.2 14,3 15.4 16.7 18.2 19,9 22 24,6 27.9
+0.5 ° 0 0 5.9 7.19 8.32 9.38 10.4 11.5 12.5 13.6 1.8 16.1 17,5 19.1 21 23.1 25.8 29,2
. 0 - o ° 0 ° 6,98 8.5 9,87 11,2 12,8 13,8 15.1 16.6 18,1 19.9 21.9 24,2 27 30,4
] 0 0 [ 0 0 0 7.67 9,71 11.5 13.2 14,9 16.6 18,4 20.4 22,6 25.1 289 31,5
0 0 0 0 [ 0 [ [} 0 7.08 10.5 13,1 15.5 17.9 20.3 22,9 25.7 28,9 32.6
° 0 [ 0 [ 0 0 0 0 [] ] 0 8.91 14,2 18,2 21.9 25,7 29,5 3.6
+0,9 ] [ ) 0 0 0 0 [ 0 (] )] 0 ° [ ] o 20.4 28,2 34,1
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Tableau 34 : Gamme de variation R, des processus AR2 (N=100)
P2
-0.9 -0.5 0 +0.5 +0.9
Py
-0.9. ° ° [ [ 0 o ° ° 0 0 0 0 0 0 [ o 10,5 10.8 16.9
4 ° ° o o o o ’ 0 o 0 0 0 16.9 9.2 8.70 9,58 11,5 15,7 27,6
° ° 0 o 0 o o o o 17,3 3.1 8.39 8.51 9.13 10.3 12,1 15,2 21.3 37.8
0 o o ° ° o ° 10,5 8.63 8.3 8.4 8.94 9.7t 10.8 12.5 15 19 26.7 47,8
° ° ° ° 0 10.1 8.72 8.43 8.53 . . . .
T T PR TR N B o St S B S O PO ¢
° 19.7 10,5 9.3s 9.07 9.12 9.38 9.79 10,4 1.1 12 13,2 14,7 1607 195 238 30" e 93
20,8 11,1 9.86 9.56 9.6 9.85 10.2 10.8 11.5 12.3 13,4 7 16 6 167 e 303 N al, 2.7
13 10.9 10.2 10.2 10.% 10,7 11.2 11.8 12.6 13.6 1.7 16.2 18.2 20,7 24,1 29,1 37 s1.% 87.5
0 13 11,4 11 11 11,2 11.6 12,2 12,9 13.8 14,8 16,1 17.8 19.9 22.6 26.8 .8 40.3 5.9 ou.s
14,8 12,5 12 12 12.2 12,7 13.3 1 15 16,1 17,8 19.3 21.6 24.6 28.6 .8 43,7 0.3 101
25.5 1.6 13.% 13,2 1308 13.8 1.4 15.2 16,2 17.5 19 20.9 238 26.6 30.9 31,2 w7 84.7 108
o 27,8 18.1 1.9 1.8 15.1 15,7 16.5 17,8 18.9 20,5 22 :
. .6 25.2 20.6 33.2 39,8 50.2 68.9 116
° 0 0 19.6 17.2 16.9 17.3 18.1 19,1 20,4 22,1 24,3 27 0.6 35.5 42,6 53.5 73.1 120
+0.5 o o o 0 0 218 20 20.1 21 22,2 24 26.2 29 az.e 38 u5.4 56.9 7.8 126
-] 0 ] 0 /] 0 0 26.4% 24 .4 28,9 26,3 28.5 31.4 35.3 40,7 "8, 60,4 81.8 132
0 0 ° ) 0 0 o 0 o %5.2 31.9 32.3 .7 38.5 uy 52 64,5 86,7 139
] ] [ ] /] 0 0 ] [ ] L] 0 o o 58.7 L1 49,7 57.3 70 92,9 147
+0.9 o ° o o o o o 0 o o o o [ 0 ° 0 86.9 106 160
Tableay : " Gamme de variation réduite (R, /o ) des processus AR2 (N=100)
Pr
-009 ‘005 0 4‘0.5 +039
[}
3.7 %7 6.49
0 0 0 ) 0 o 0 0 0 ° ° 0 o
~0.9 H ° o 0 0 o 0 0 0 0 0 ° 3.3 u.11 .86 5.71 8.81 8.3 11.3
o 0 0 0 0 o 0 o 0 3.82 .23 4.93 5.64 6.62 7.32 8.43 9.89 12.1 1.1
o 0 o o 0 ) 0 .06 .8 5,49 5.19 6.93 7.78 8.65 9.7% 1.1 12.9 15,5 20.3
0 ] o o 0 4,37 5.14 5.84 6,54 7.25 8.03 8,84 9,77 10.8 12,1 13.7 15,8 18.8 2'.1
<05 |, 0 ° %.39 5.22 s.98 6.68 7.8 .18 8.92 8.77 10.7 11.7 12.9 1u.8 16.2 18.6 2 20.4
o 3.91 ..97 s.61 .58 7.33 8.08 8.85 9.66 10,5 11,4 12,5 13.6 15 16.6 is.6 21.2 25, 3.
%08 5,20 6.13 6.98 7.78 8.57 9.38 10.2 11.1 12 13.1 14,2 15.5 17 10.8 21 23.9 2 %
s.1 6.17 7.1 1,98 8.0 9.69 10.6 11.5 12,4 13,5 14.6 15.9 17.3 18.9 20.8 23,2 26.4 30, 2.4
0 s.80 6,83 7.0% 8.8 9.73 10,7 11.6 12,6 13.7 14.8 16.1 17,4 19 20,7 22.8 25,4 26.8 33.6 41.2
5,81 7.15 8.3 9.38 10.% 11.§ 12,5 13.6 14,9 16,1 17.4 18.9 20,6 22.5 24,8 27.5 31,2 36.2 . .9
.06 .93 8.35 9.62 10.9 12 13.2 14,8 15,7 17.1 18.6 20.2 22 24,1 26,6 29.6 3.4 38,7 vs.9
. |o S.un 7.63 .28 10,7 12,2 13.5 14,9 16,4 17,9 19.6 21,4 23,4 25,86 28.3 31,5 3s.6 *.1 ne.$
° 0 ° 7.64 9.78 11.6 13.3 14.9 16.6 18,4 20.2 222 204 26.9 29.8 332 7.6 3, 1
[ 16.1 18.2 20.3 22,8 25,1 27.8 a1 3,7 39,4 45.6 54,
. o 0 ° 0 0 9.27 11.8 1 . 15,8 o
° 0 o o ° 0 0 10.2 13,6 16.5 19.2 22 25 28,2 31,7 35.9 1 . se.
0 ° 0 0 0 0 0 0 o 8.95 1.7 19 23 27,1 3t.n 36.2 41.9 49,2
) 0 0 [/ [} [} 0 [} [+] [} 1] 0 11.6 20.6 27.4 4,2 “i,4 49,9 60.8
m 9 o 0 0 0 ] [} 1] (] ] o 0 0 0 [ ] 0 30.9 46,3 61.3
L]

-Zv
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Tableau 36: Gammes de variation E(Rn) pour n = 5
b ,
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1 075
0 0 0 0 0 0 0.
4,37 0 0 0 0 0 0
3.u42 3.23 0 0 0 0 0
-1 3.09 2,61 2.79 0 0 0 0
2.97 2.43 2.35 2.62 0 0 0
2.96 2.4 2,27 2.33 2,66 0 0
0 3.02 2.47 2.33 2.37 2.55 2.99 0
3.16 2.62 2.51 2.58 2.81 3.29 4.5
3.41 2.89 2.82 2.98 3.41 4,56 0
3.81 3.29 3.32 3.72 4.9 0 0
a1 4,43 3.94 4,2 5.42 0 0 0
5.39 5.05 6.2 0 0 0 0
7.01 7.54 0 0 0 0 )
10.86 0 0 0 0 0 0
+1.75 0 0 0 0 0 0 0
Tableau 37 : Gammes de variation réduite E(Rn)/s pour n =5
b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1 075
0 0 0 0 0 0 0
1.49 0 (] 0 0 4] 0
_1 1,58 1,55 0 0 0 0 0
1.68 1.68 1.62 0 0 0 0
1.77 1.82 1.82 1.73 0 0 0
1,88 1.96 2,01 2,02 1.92 0 0
0 1.98 2.11 2,21 2.29 2.33 2.24 0
2,09 2.27 2.43 2.58 2,72 2.85 2.98
2.23 2.47 2.68 2.89 3.11 3.42 0
2.42 2.69 2,95 3.22 3.54 0 0
+] 2.65 2,96 3.25 3.58 0 0 0
2,93 3.26 3.6 0 0 ) (o}
3.24 3.61 0 0 0 [0} 0
3.6 0 0 0 0 0 0
+1.75 0 0 0 0 0 0 0
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Tableau  38: Gammes de variation E(Rn) pour n = 10

a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75

£ 0
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Tableau 39: Gammes de variation réduite E(Rn)/s pour n = 10

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1.75
0 0 0 0 0 0 0
1.9 0 0 0 0 0 0
-1 2.0 2 0 0 0 0 0
2.17 2.23 2.15 0 0 0 0
2,31 2,45 2.49 2.38 0 0 0
2.47 2.69 2.84 2,91 2,78 0 0
0 2,65 2,95 3.21 3.4y 3.6 3.54 0
2.85 3.23 3.61 4,01 4,42 4,88 5.38
3.08 3,57 4,08 4.66 5.36 6.3 0
3.36 3.98 k.66 5.46 6.5 0 0
+1 3.72 4.5 5.4 6.52 0 0 0
4,17 5.2 6.44 0 0 0 0
4.83 6.28 0 0 0 0 0
5.98 0 0 0 0 0 0
+1.75 | o 0 0 0 0 0 0
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Tableau 40 : Gammes de variation E(Rn) pour n = 20

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75

-1.75

0 ] 0 0 0 ] 0

6.9 ] 0 ] ] ] 0

-1 5.52 5.29 0 0 0 0 0

5.07 4,49 4,83 ] 0 ] 0

4,98 4,34 4,38 4,9 0 ] ]

5.07 4,45 4,47 4,79 5.54 0 ]

0 5.32 4,75 4,82 5.22 5,97 7.33 0

5.72 5.22 5.43 6.06 7.21 9.36 14,5

6.33 5.94 6.4 7.5 9.68 15 0

7.21 7.05 8 10.2 15.9 0 ]

+1 8.57 8.86 11 17.1 (s ] ]

10.8 12,3 18.7 0 ] ] 0

15 21,2 ] ] ] 0] 0

26.4 0 ] ] 0 ] 0

+1.75 0 0 0 ] 0 0 0

Tableau 41 : gGammes de variation réduite E(Rn)/e pour n = 20

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1.75
0 0 0 0 0 0 0
2.35 0 0 0 0 0 0
2.56 2.53 0 0 0 0 0
-1 2.75 2.9 2.81 0 0 0 0
2.98 3.26 3.39 3,24 0 0 0
3.21 3.63 3.97 4,15 Y 0 0
0 3.48 4,06 4,57 5.05 5.45 5.5 0
3.78 4.52 5.26 6.06 6.98 8.11 9.56
4,14 5.07 6.07 7.26 8.84 11,2 0
4.57 5.76 7.1 8.86 11.4 0 0
a1 5.12 6.65 8.54 11.2 0 0 0
5.85 7.93 10.8 0 0 0 0
6.96 10.1 0 0 0 0 0
3.01 0 0 0 0 0 0
+1 .75 0 0 0 V] 0 0 0
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Gammes de variation E(Rn) pour n = 50

42 .
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Gammes de variation réduite E(Rn)/s pour n = 50

Tableau 43
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Tableau 44 : Gammes de variation E(Rn) pour n = 100

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
-1 .75
0 0 ] 0 0 0 0
10.8 0 0 0 0 0 0
-1 9.13 9.05 0 0 0 0 0
8.79 8.32 ) 9.06 0 0 0 0
8.92 8.u8 8.94 10.1 0 0 0
9,36 9.04 9,61 10.7 12,2 0 0
0 10.1 9.94 10.8 12.3 14,7 i8.8 0
11.1 11.2 12.5 14,8 18.8 26.4 46.8
12,5 13.1 15.2 19.1 26,8 47.7 0
14.6 16 19.7 27.5 49.1 0 0
+1 17.8 20,7 28,5 50.8 0 0 0
23 30 53 0 0 0 0
33.2 56.2 0 0 0 0 0
62.6 0 0 0 0 0 0
+1.75 0 0 0 0 0 0 0

Tableau 45 : Gammes de variation réduite E(Rn)/s pour n = 100

b
a -0.75 -0.50 -0.25 0 +0.25 +0.50 +0.75
'1 075
0 ¢ ] 0 ) 0 0
3.67 ] 0 0 0 0 0
-1 4,23 4,33 0 0 0 0 (]
4,77 5.37 5.26 0 ] 0 ]
5.33 6.36 6.92 6.68 0 0 0
5.93 7.38 8.53 9.29 9.11 0 0
0 6.6 8.49 10.2 11.8 13.4 14,1 0
7.34 9.73 12.1 14.8 18.1 22.8 30.9
© B.22 11.2 14,4 18.5 24 .4 35.8 0
9,27 13.0 17.5 23.8 35.4 0 0
+1 10.6 15.5 22,0 33.6 0 0 0
12,4 19.3 30.7 (] 0 0 ]
15.3 26.8 0 0 0 0 0
21.3 0 ] 0 0 0] 0]
+1.75 0 0 0 0 0 0 . 0




Figure 7:

Gammes de variation relative

R(pysp,) + R(0,0) pour N =100
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Figure 8:

Gammes de variation réduites relatives
[R(plspz) g o(plapz)] / [R(O,O) + 0(0,0)] pour N = 100
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Si 1'on retourne maintenant au phénoméne de HURST, 1a mise en graphique
de 1'étendue, en fonction de la longueur de 1'échantillon, pour un processus
AR2 de paramétres p;, p, OU @, b, met en évidence une décroissance de la
pente de 1 d environ 0.5 quand N varie de 10 & 100 (Figure 9). O'CONNELL
(1974) a avancé 4 hypothéses (effets d'asymétrie, de non-stationarit@, de
persistence et de régime transitoire) comme des explications possibles du
phénoméne de HURST, nos calculs avec les processus AR2 montrent que des
effets transitoires, avec des pentes supérieures d 0,5 pour des &chantillions
de longueur inférieure a 100, sont effectivement présents; ce résultat n'é-
limine pas la possibilité que d'autres effets puissent aussi contribuer.

D'une fagon semblable a celle développée pour le Contenu en Information,
nous avons effectué pour 1'étendue une étude numérique de sensibilité a des
déviations du modéle Markovien:

2E(R)
sensibilité absolue: A [E(R\)] = ap, [22]
sz
o AlE(R)] 1 2E(Ry)
sensibilité relative: = Apge . [23]

TERg ERY T

La gamme de variation (&tendue) des processus ARl est présentée au ta-
bleau 47 pour différentes valeurs de p et N et les sensibilités absolues et
relatives a des déviations apparaissent aux tableaux 46 et 48.

Revenons d 1'exemple développé pour le Contenu en Information: 1'erreur
relative résultant de 1'adoption d'un mod&le ARl plutdt qu'un modéle AR2

peut €tre trés grande: prenons p1 = U5 p, = 0.49 et N = 100 alors
AE(Ry)
E(Ry) = 43.3; mais si o, = 0.59, alors 4p, = 0.10 et N" = 0.28, soit

N
une sous-estimation de prés de 30%.
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FIGURE 9: Evolution de 1'étendue E(R,) en fonction de la Tongueur hd
de 1'échantillon pour divellses combinaisons de pq et py.



Tableau 46 :
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Sensibilité absolue de Rn selon n et Pyt

n

o) 5 10 20 50 100

-0.9 {11.9 14,0 16.8 20.1 22.6
3.61 4,41 5,47 7.13 8.77
1.68 2,23 3.01 4,50 6.15
0.95 1,44 2.20 3.77 5,57

=0.5 | 0,62 1.13 1.94 3.68 5.70
0.47 1.02 1.94 3.91 6.22
0.1 1.04 2.09 4.38 7.086
0.1 1.15 2.38 5.06 8.20
0.46 1.34 2.80 5.99 9,73

Y 0.56 1.62 3.39 7.25 11,7
0.71 2.01 4,19 8.95 14,5
0.94 2.55 5,31 11,3 18.3
1.27 3.33 6.89 14,7 23.9
1.77 W47 9.26 19.8 32.3

0.5 | 2,56 6.25 12.9 28.1 46,0
3.93 9.26 19.3 42,6 . 70.5
6.63 15.0 31,7 71.9 120

13.3 29,0 61.5 146 253
0.9 1.0 85.8 180 460 855

Tableau 47 :

Gamme de variation
selon n et pq:

Rn du processus ARI

n
Py 5 10 20 50 100
-0.9 | 3,51 4,59 5.98 8.4S 11.0
2.78 3.77 5.08 7.51 10.1
2.51 3.48 4.80 7.32 10,1
2.38 3.38 4,74 7.38 10.3
-0.5 | 2,33 3.36 4,79 7.59 10.7
2.32 3.40 4,91 7.9 11,2
2.34 3.49 5.10 8.30 11.9
2,39 3.62 5.35 8.80 12.7
2.47 3.79 5.67 9.42 13.6
0 2.57 4,00 6.06 10.1 14,8
2.71 4,27 6.54 11.1 16.2
2.87 %.61 7.1k 12.2 18.0
3.09 5,04 7.90 13.7 20.3
3.36 5.58 8.89 15.6 23.3
0.5 13,71 6.31 10.2 18,2 27.5
4,20 7.31 12.1 22,0 33.5
4.91 8.79 14,9 28,0 43,3
6.10 11.2 19.9 39.0 61.5
0.9 | 8.77 16.8 31.3 66.1 109

Tableau 48 :

Sensibilité relative de R, selon n et py:

n
01 5 10 20 50 100
-0.9 3.39 3.086 2.80 2.38 2,05
1.29 1.17 1.07 0.948 0.861
0.671 0.640 0.628 0.615 0.608
0.401 o.u428 0.465 0.510 0,538
-0.5 10.269 0,336 0.405 0,485 0.531
0.203 0.301 0.394 0.495 0.553
0.176 0.299 0.410 0.527 0.593
0,173 0.318 0,445 0.575 0.646
0.189 0.354 0.u485 0.636 0.712
0 0.219 0.u404 0.560 0.712 0.794
0.265 0.u470 0.6u1 0.807 0,894l
0.327 0.55u 0.743 0.924 1.01
0.412 0.661 0.872 1.07 1.17
0.526 0.801 1.04 1.26 1.38
0.5 [0.680 0.891 1.26 1.53 1.67
0.936 1.26 1.59 1.92 2,1
1.35 1.71 2.11 2.56 2,79
2.18 2.57 3.08 3.75 4,12
0.9 ju.68 5.10 5.76 6.95 7.81
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5. Conclusions

L'expression analytique de 1a variance de la moyenne des processus AR2 a
8té obtenue et les résultats apparaissent comme trés sensibles d des petites
variations des deux coefficients (py1»> pp OU @, b) qui définissent Te proces-
sus; ceci est la conséquence de la propagation de ces déviations d 1'ensem-
ble du corrélogramme. En conséquence, les deux paramétres d'utilisation
courante &tudids ici, le Contenu en Information et 1‘Etendue réduite présen-
te cette méme sensibilité et ceci est particuliérement vrai dans le cas de
déviations par rapport au modéle Markovien d'ordre 1, lequel est largement
utilisé en hydrologie. Si 1'on désire utiliser ces deux paramétres pour la
rationalisation de réseaux ou 1a planification d'ouvrages, on doit prendre
des précautions dans 1'estimation de la structure des populations-méres
déduites d'échantillions historiques courts, car des coefficients d'autocor-
rélation d'ordre &levé, méme non-significativement différents de zéro compte
tenu de 1a Tongueur réduite des é&chantillons peuvent avoir une influence
importante; en particulier 1'ajustement automatique et aveugle des modéles
structuraux, réalisés par les logiciels d'ordinateur doit &tre absolument
gvite.
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Appendice 1

Calcul de la variance de la moyenne des processus AR2,

Le processus AR2 s'écrit:

Xt = a Xt-l +b Xt-2 + € [A-l]
avec g, = NID (0,1).
Dans ce cas, sa variance s'écrit (Equation [9]):
1-b 1 (1-p1) (1#p,)
var X = = [A-2]
14 [(1-b)2-a2]  (1-p,) (l+pp=2p,2)
Pour établir Ta variance de la moyenne:
_ var X 2 n-1
var X = [1+— = (n-]) p;] [A-3]
n n j=1 J
on utilise 1'Equation caractéristique de [A-1]:
X2 - aX -b =0 b #0 [A-4]

A partir de cette équation caractéristique, on peut poser:

a=p+q

Deux cas peuvent se présenter:

1) cas ol p et g sont réels et ont des valeurs absolues inférieur d 1:
(‘a <2;lb <l): le coefficient d'autocorrélation o, Peut alors s'écrire
(QUIMPO, 1969):
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2 2
p(l-q7) Ik| q (1-p7) |k|
o = ———— plfl 4 q [A-5]
(p-q)(1+pq) (q-p) (1+pq)
_ k k
= C1 P | | + C2 q| |
si on pose k = Ii-jl, on peut calculer
n n-1 m
¢ = z pl_i_.l = z X (Cl p,kl +C2 qlk‘)
i< J m=1 k=1
On peut sommer cette expression arithmético-géométrique:
1+b 1 1 2 Wl - WZ
% = | - In+ >— {-2b (1-b)-a(1+%) + ———}[A-6]
1-a-b 1-b (1-b) (l-a-b) P-4
ou
n+2 2 2
v=p " (1-97) (1-9)
+2 2 2
v, =g (1-p°) (1-p)
2) cas ou p et g sont des complexes conjugués et ou Ipq <1 (lb < 1):

Dans ce cas, KENDALL (1951) a montré que les coefficients d'autocorrélation
oy pouvaient s'écrire:

kK

C" sin (ke + ¥)
P = : [A-7]
sin ¥
a 1+ 2
avec C =v - b , €O0S 0= ——— et tgyV = tg o
2 VY -b 1-2¢C

si on développe sin (ko + ¥) on obtient:
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Py = Ck cotg Y¥.sin ko + Ck cos ko
n-1
Pour calculer ¢ = o« (n-k) Py il faut sommer Py selon sin ko et cos ko,
k=1 :

On utilise les identité@s suivantes (ADAMS, 1922; JOLLEY, 1961):

n-1 (1-a cos o) (1-an cos ne) + an+1 sin © sin noe
I a cos ko = 5

k=0 1-2a cos 0 + a

n-1 a sin o (1—an cos n@) - (l-a cos 0) a" sin no
L a sin ko = >

k=1 1-2 a cos 0 +a

lLa sommation des P donne (REIHER et HUZZEN, 1967):

®=A+B avec

cotg v
A= n+2 sin(Ne) - Cn+1

= sin (n+l)e -
1-2C cos 8 + C

5 (nC sin e - [2C

Cn+3 sin (n-1)e6 + C(1-CZ) sin 8] (1-2C cos 6 + Cz)'l)

+3

B=(1-2C cos 8 + Cz)-2 [Cn cos (n-1)e - 2Cn+2 cos nod

+ Cn+1 cos (n+l)e - C3 cos 6 + nC cos 6 - nC2 - 2nC2 c032 9

-~ nc* + 3¢ cos 6 - Ccos o+ 202]

Dans les deux cas, la variance de 1a moyenne peut s'écrire:

o2 26
var X = — (1 + — )
n n
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APPENDICE 2

Programmes APL utilisés dans ce rapport:

« ACCEPT : définit les conditions de stationnarité selon p, et p,
- CALCUL 1: transforme a et b en o, et o,
- CALCUL 2: transforme p, et p, en a et b

« CALCUL 3: calcule la variance selon pp et p,

«  CONTENU INFURMATION, REEL, COMPLEX
calcule le contenu en information selon p;, p, et n en fonc-
tion des racines réelles ou complexes de 1'équation caracté-
ristique

«  RANGE, RANGE REEL, RANGE COMPLEX

calcule 1a gamme de variation selon py, p, et n en fonction
des racines réelles ou complexes de 1'équation caractéristi-
que



{2]
[3]
[u]
[5]
[6]
71
fs]
[9]
f10])
[11]
[12]
[131]
[1u]
[15]
f16]
[17)
f18]
[19]
[20]

f1]
[2]
[3]
[4]
[5]
{6l
[71

[1]
[2]
[3]
[u]
[s]
(6]
73

(1]
[2]
£3]
[s]
{s]

VACCEPTLUIV
V A+V1 ACCEPT V2

FONCTION DYADIQUE A RESULTAT EXPLICITE :
A + Vi ACCEPT V2

CETTE FONCTION TIRE LES CONDITIONS DE STATIONARITE

DANS L'ESPACE [ p1 , p2 ) SELON LES LOIS SUIVANTES :
T1<p1<1 “15p2<1 (p1%2)< 0.5(p2+1)

V1 : REPRESENTE p1

V2 REPRESENTE p2

e pl ET p2 SCALAIRE

3D P>

+CASVRAI1 SI(((V12T1)A(V1s1))A((V2271)A(V251)))
CASFAUX1:A+0
+F7r1
CASVRAIM:
+CASVRAI2 SI(V1#2)<(0.5%x(V2+1))
CASFAUX2:A+0
P12
CASVRAI2:A+1
PT2:
Frl:
v

VCALCUL1LOlv

V X«C1 CALCUL1 C2;K;L
K+ (C1x(1-C2))
L«(1-(C1%2))
+CASVRAIL SI K=0
CASFAUX1: X+K+L
+FT1

CASVRAIL:X+0

PT1:

v
vecALcuL2[01v

V Y«<D1 CALCUL2 D2;HO;P
HO«(D2-(D1%2))
P+(1-(D1x2))
+CASVRAI1 SI HO=0
CASFAUXL:Y+«HO+P
+FT1

CASVRAI1:Y+0

FT1:

v
VCALCUL3[O]V

V V«E1 CALCUL3 E2
+CASVRAIL SI 0=((1-E1)x(1-E2))
CA;;AUX1:V*((1-E1)X(1-E2))*((1+E1)!((1-(2*(31*2)))*E2))
+~FT1

CASVRAI1:V+«1E19

PT1:

v
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[1]
[2]
{3l
4]
(5]
[6]
{71
[81]
[s1
[10]
[11]
[12]
[13]
[1u]
[15]
{16]
{171
18]
{191
[20]
[21]
[22]
(23]
[24]
{25]
f26]
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VREEL[OIv
V REPONSE«XA REEL YB;P;Q;CSTEA;CSTEB;OMEGA1;0MEGA2;T1;T2;73;Tu;EPCYLLON;CALI1

FONCTION DYADIQUE A RESULTAT EXPLICITE
REPONSE « XA REEL YB
FONCTION UTILISEE POUR CALCULER LES
RACINES DE L'EQUATION QUADRATIQUE
( X*2 ) - AX - B =0
LORSQUE P ET Q SONT RDES RACINES REELLES.
XA ET YB SONT DES SCALAIRES.

Pe(XA+(((XA%2)+(4xYB))%0.5))+2

Qe (XA-(((XA*2)+(uxY¥B))*0,.5))+2

CSTEA+XA

CSTEB+YB

OMEGA1+(1-(Q+2))x((1-Q)»2)x(P»(EXP0O+2))
OMEGA2+(1-(P%2))x((1-P)*2)x(Q+(EXP0O+2))
T1+(((1+CSTEB)+({(1-CSTEA)-CSTEB))-(1+(1-CSTEB) ) ) xEXPO
P2«#((1-CSTEB)x(((1~-CSTEA)-CSTEB)=*2))
T3*((((-2)*CSTEB)X(1-CSTEB))'(CSTEAx(1+(8T8.2))))
+CASVRAI1 SI((P-Q)=0)
CASFAUX1:Tu«(OMEGA1-OMEGA2)+(P-Q)

+Pri

CASVRAI1:Tu«0
FP1:

EPCYLLON+T1+(T2x(T3+Tu4))
CALIVL++(1+((2%xEPCYLLON)+EXP0O))

REPONSE«CALIA

v

[1]
[23}
{3l
4]
[s]
[6]
[7]
[81]
{91l
f10]
[11]
[12]
[13]
[14]
{151}
161
{17]
[18]
[19]
201
[211]
{22]
[23]
[24]
(251
{26]

{27]
28]
[29]
{301l
{31]
[32]
{33]
[34]
[3s5]
(361
[37]
[38]
£39]

VCOMPLEXLOV
V REPONSE+WA COMPLEX WB;COS;TETA;TG;C3P1;P2;P3;P4;PS;P6;4;8:Q1;Q02;Q3;Q4;Q5;Q6;8TG1;T0TAL;Q8;Q9;Q10;Q11;012

FONCTION DYADIQUE AVEC RESULTAT EXPLICITE
REPONSE <« WA COMPLEX WB
FONCTION UTILISEE POUR CALCULER LES
RACINES DE L'EQUATION QUADRATIQUE :
( X*2 ) - AX - B =0
LORSQUE P ET Q SONT DES RACINES COMPLEXES CONJUGUEES.

>PPI3PIPD

COS+(WA+{(2x((-WB)*0.5)))

TETA+" 20008

C«((-WB)*0,5)

~CASVRAI1 SI C=1

CASFAUX1:

+PP1
CASVRAI1:(+1,00000000001
PT1:

TG ((14(C%2))4(1-(C*2)))x(30TETA)
P1+(1#76)+((1-(2xCxC0S8))+(C*2))
P2+EXPOxCx(10TETA)

P3«(2x(C*(EXPO+2) ) x(10(EXPOXTETA) ) )=((C* (EXP0+1) )x(10((EXPO+1)xTETA)))
Pu«(C»(EXPO+3))x(10((EXPO-1)xTETA))
P5«Cx(1-(C%x2))x(10TETA)
PE«+((1-(2xCxC0S))+(Cx2))
A+P1x(P2-(((P3-P4)+P5)xP6))

Q1+ (((1-(2xCxC0O8))+(Cx2))n("2))
Q2«((Cx(EXPO+3))x(20((EXPO-1)xTETA)))

Q3+ (2x(C*(EXPO+2)))x(20(EXPOXTETA))
Qu+{((Cx(EXPO+1))x(20((EXPO+1)xTETA)))
Q5+ (C+3)xCOS

Q6+ (EXPOxCxC0S)

QT+«EXPOx(C*2)

Q8+« (2xEXPOx(C%2))xCOS*2

Q3+ (EXPOx(C»4))

Q10+ (3x(EXPOx(Cx3)))xC0S

Q11+(CxC0S)

Q12+2x((Cx2)

Be@1x ((((((((((Q2-Q3)+Q4)~-Q5)+Q6)-Q7)-Q8)-Q9)+Q10)-Q11)+Q12)
TOTAL+A+B
REPONSE++(1+((2xTOTAL)+EXPO))
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YCORTENUINPORMATIONLUIV
Y CONTENUINFORMATION;VECT;RO1:R02;TABLEAU;TAB? ;VARAVARR;CALI ;J ;1 ;REPL;DETRINANT ;A3 TAB3;DELAT

a FONCTION NYLADIQUE ( SANS ARGUMERT )
{21 = PONCTION QUI CALCULE LE CONTENU EN INFORMATION
[3) m pl ET p2 VARIANT DANS L'INTERVALLE OUVERT
(41 = 171 , i[ PAR STEP DE (.1)
5] a CETTE FONCTION OPERE EN MODE CONVERSATIONNEL
6] ® ELLE FAIT LE RAPPORT DE IN SUR LE I THEORIQUE
{7 =
[8) 'QUEL EST LA VALEUR DE N ?'
(91 ExPo+0_
[10] VECT+« "1 1
(11] RO1«RO2«RHO VECT
[12] TAB2+TABLEAU«{(pR0O1),pR02)p0

(13] TI«1
{141 DBOUV1:+FBOU1 SI I>pRO1 !
[15] Jet

[16] DBOU2:+FBOU2 SI J>pRO2

[17] A<«RO1[I} ACCEPT RO21J)

(18] +CASVRAIL SI A=1

[19) CASFAUX1:

[20] TABLEAULI;J]«0

[21] PAB2[I;J1+0

[22] ~»Fr1

(23] CASVRAI1:

{243 VARA«RO1[I] CALCUL1 RO2[J]

[25]1 VARB«RO1{I) CALCUL2 RO2[J)

{26] CALI+«RO1{I] CALCUL3 RO2[J]

[27) DETERMINANT«(VARA*2)+(M4xVARB)

[28) <+CASVRAI2 SI DETERMINAHT<0

[29) CASFAUX2:

[301 REP1+«VARA REEL VARB

(31) REP1+ARRONDI REP1

[32] TABLEAULI;J)«REP1

[33] 7TAB2(I;J)«ARRONDI(REP1+CALIX100)

[34] +pr2

{35) CASVRAIZ2:

[{36) REP1+<VARA COMPLEX VARB

(37) REP1+ARRONDI REP1

{38] TABLEAULI;JJ«REP1

[39] TAB2[I;J)+«ARRONDI(REP14CALI%100)

[40] FT2:

(41] PT1:

[42] J+J+1

[43) =-DBOU2

[44] FBOU2:

[45] T«I+1

fusl =+DBOUL

[47]) PBOU1:'AJUSTEZ VOTRE PAPIER'

{481 RESULTATDEROBUSTE+TABLEAU+TABLEAU#100

(493 RESULTATDEROBUSTEINI+TAB2+TAB24100

[50] DELAI+UDL 15

[51] ' ¢

{521

£53) ¢

{54]

[55) ¢

[56] 9«'0 "9 $TABLEAU
L]
*

RESULTAT DE TOUT LES I POUR N= ' ,%EXPO
POUR pt ¢ [T0.9 , 0.9] ETp2 ¢ [70.9 , 0]*

[57]
E:g% , SUITE DES RESULTATS POUR 01 € [T0.9 , 0.9] BT p2 € [.1 , .91"
[60) O« 0 10 +TABLEAV

[61] :RESULTAT DE I1/I POUR N=',(vEXPO),' ET POUR I CALCULER AVEC LA FORMULE COMPACT'
%:;g . POUR p1 € {70.9 , 0.91 ET p2 ¢ [{"0.9 , 0]

[64] 0O« 0 "9 +74B2
L]

Egg} M. SUITE DES I1/I POUR pt ¢ [T0,9 , 0,91 E? p2 ¢ [.1 , .9]*

{671 0O+« 0 10 +T4B2

[68] 1 1

Eg::]l ;*t"t'ﬁ"t‘titﬁtttt*t'*tﬁ*tt'n*nttt*ﬁ’tt*t’t?l‘” POUR N= ',(vEXPO),' R AR AR R R RN RN R AR R AR R R AN hen !
[71] =~



VRANGE[UIV
REP«RO1 RANGE RO2;ECART ;X;Y CST;DETERM;I;M;VECT;J

[1] VQUELLE EST LA LONGUEUR DE LA SERIE!
[2) NPRSOM<[
{31 ECART«((1-(RO1»2))+((1-((2x(R01%2))x(1-R02)))-(R0O2%2)))*0,5
(4] C5T«(24(01))*0.5
[5] X«RO1 CALCUL1 RO2
[6] Y+RO1 CALCUL2 RO2
[7]  DETERM«(Xx2)+(4xY)
{8] +CASVRAI2 SI DETERM<0
[8) CASFAUX2:
{10) REPi1+X RANGEREEL Y
[11] P72
[12] CASVRAI2:
[13) REP1+X RANGECOMPLEX Y
[14) FT2:
[15] I«1
[16] TOTAL+\0
[17) DBOU:+FBOU SI I>NPRSOM
[18] TOTAL<TOTAL,(I+(70.5))
£18)] IT«I+1
[20) -~pBOU
[21] FBOU:
[22) 'POUR QUELLES VALEURS DE N VOULEZ-VOUS SOMMEZ ?!
[23] sSoMm«,0
[24] M1
[25) VECT+:0
[26] DBOU2:+PBOU2 SI M>pSOM
{27] J«1
[28) ToT+0
[29] DBOUC3:+PBOUC3 SI J>SOMIM)
[30] ZTOP«T0T+(REP1LJI=TOTALLJ])
[31]) JeJ+1t
[32) -+DBoOUC3
[33]) FBOUCS:
[34] MeM+1
(351 VECT«VECT,TOT
[36] ToT+0
{371 =pBOU2
[38]) FBOU2:
[39) VECT+CSTXECARTXVECT
[40] REP+VECT
v

<
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VRANGEREELL111V
V REPONSE+XA RANGEREEL YB;P;Q;CSTEA;CSTEB;OMEGAl;OMEGA?;Tl;TZ;TS;TM;EPCYLLON;CALII;COHPT
1] Pe(XA+(((XA%2)+(1Y))%0,5))+2
[2]  Q+(XA-(((XA%2)+(uxYB))%0.5))+2
[3] CSTEA+XA
[u] CSTEB+YB
£5) CALI1+\0
(61 COMPT+1
{7) DBOU:+FROU SI COMPT>NPRSOM
8] EXPO«~COMPT
93 OMEGAL+(1-(Q*2))x((1-Q)«2)x(Px(EXP0O+2))
[10) OMEGA2«(1-(P%2))x((1-P)*2)x(Q«x(EXP0+2
[11] P1+(((1+CSTEB)+({(1-CSTEA)-CSTEB))-(1+#(1-CSTEB) ) )xEXP0O
[12) T2++((1-CSTEB)x(((1-CSTEA)-CSTEB)*2))
[13] 73«({(("2)xCSTEB)x(1~CSTEB))-(CTA%x(1+(CSTEB*2))))
{14] +CASVRAI1 SI((P-Q)=0)
[15) CASFAUX1:Tu+(OMEGA1-0OMEGA2)+(P-@Q)
f16] ~FI1
[17] CASVRAIL1:Tu«0
[18] Fri:
[19) EPCYLLON+T1+(T2x(T3+T4))
[20] CALI1«CALI1,(1+((2xEPCYLLON)+EXP0O))*0.5
[21] COMPT«COMPT+1
(22] -DBOV
[23] FBOU:
{24] REPONSE<CALI1
v

VRANGECOHMPLEXLDIV
v ;ggagsa«wA RANGECOMPLEX WB;COS;TETA;TG:C:P1;P2;P3;P4;P5;P6;A:B;Q1;Q2:8Q4:Q5;Q6;Q7;7G1;T0TAL;Q8;Q9;80,Q11;Q12;
1]
[1)  COS+(WA+(2x((~HB)%0.5)))
[2] TETA+ 20008
[3]  C«((-WB)*0.5)
[u] +CASVRAI1 SI C=1
[5) CASFPAUX1:

{61 PP

{7) CASVRAI1:0+«1.00000000001
[8] FT1:

[93] REP+10

[10] Z«1

(111 DBOU:+FBOU SI Z>NPRSOM
[12] EXPO+2
[13] 2G+((1+4(C*2))+(1-(C*2)))x(30TETA)
{14] P1+(1#276G)+((1-(2xCxC0OS))+(C*2))
[15] P2+EXPOxCx(10TETA)
{16] P3«(2x(C*(EXPO+2))x(10(EXPOXTETA)))-((C*(EXPO+1))x(10((EXPO+1)xTETA)))
[(17] Pu«(C«(EXPO+3))x(10((EXPO-1)*TETA))
(18] P5+Cx(1-(C*2))x OFETA)
[19]) P6++((1-(2xCxC0S))+(C*2))
[20] A«P1x(P2-(((P3-Pu)+P5)xP6))
{21) Q1«(((1-(2xCxC0S))+(C*x2))=("2))
£22) Q2+((C*(EXP0+3))x(20((EXPO-1)xTETA)))
(23] Q3+« (2x(C*(EXP0+2)))x(20(EXPOXTETA))
£24] Qu«((Cx(EXPO+1))x(20((DP+1)xTETA)))
[25]1 @5+«(C*3)xC0S
{26] Q6«(EXPOxCxCOS)
[27] Q7«EXPOx(Cx2)
28] QB«(2xEXPOxX(C»2))xC0S%2
£29] Q9«(EXPOx(Cxu))
{30) Q10«(3x(EXPOxX(C»3)))xC0OS
£31) Q11«(CxC0S)
[321 Q12«2x(C=x2)
[33] B+Q1x{(((((({((Q2-Q3)+Q4)-Q5)+Q6)-Q7)-Q8)-Q9)+Q10)-Q11)+Q12)
34] TOTAL+A+B
{351 REP«REP,(14((2xTOTAL)+EXP0))*0,5
{36] 2+Z+1
[371 -pBOU
[38]) FPBOU:
{39) REPONSE<REP
v



