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INTRODUCTION

On est souvent amené en hydrologie, a utiliser la distribution Gamma
et les distributions qui s'en déduisent (Pearson type 3, Log-Pearson
type 3 et Gamma généralisée) pour représenter les phénoménes hydrolo-
giques et plus particuliérement les distributions extrémes de débits
de crue et d'étiage. En effet, les distributions Pearson type 3 et
Log-Pearson type 3 sont maintenant assez systématiquement utilisées
pour 1'analyse des débits de crue en Amérique du Nord suite a une
recommandation du Conseil des Ressources en Eau des Etats-Unis. En
URSS par contre, c'est 1a loi Gamma généralisée qui a la faveur des

~hydrologues nour la représentation das débits de cruc.

Au cours des 10 derniéres années, de nombreuses études ont eu lieu con-
cernant 1'ajustement de cet ensemble de distributions et leurs propriétés
d'échantillonnage. Parallélement a ces &tudes orientées vers la pratique
courante, des études théoriques ont eu lieu pour rechercher des maniéres
adéquates de simuler des variates Gamma les paramétres de la distribu-
tion étant connus a priori. Ce travail a pour but de faire le point

sur les diverses méthodes de simulation actuellement utilisées et éga-
lement, d'effectuer une comparaison de ces techniques basées sur un nom-

bre important de simulations. L'identification et ensuite 1'utilisation

d'une technique adéquate de génération de 'variates Gamma sont en effet

des préalables nécessaires a:

- la comparaison des méthodes d'ajustement (moments, maximum de



vraisemblance) pour une loi donnée;
1'étude des propriétés des lois, par exemple 1'analyse de la
validité asymptotique des variances d'échantillonnage d'un évé-

nement de période de retour fixée.



1. RAPPELS STATISTIQUES'SUR'LA'DISTRIBUTION'GAMMA ET LES LOIS QUI

EN DECOULENT.

La fonction densité de probabilité de la distribution Gamma a 2 paramé-

tres est:

f(x) = ol (ax) M1 o "X (1)
()

a: est un paramétre d'échelle;

X: est un paramétre de forme toujours positif.
L'intervalle de définition de la variate x est tel que ax > o donc:

- Sia>0 ona 0<Xx<+e quicorrespond @ 1a forme & asy-
métrie positive;

- sia<0 ona =-»<Xx<0 qui correspond @ 1a forme a asy-

métrie négative.

Les fonctions densité des formes a asymétrie positive et négative peuvent

@tre déduites 1'une de 1'autre (BOBEE, 1975).

La distribution Pearson type 3 est telle que (x-m) suit une loi Gamma 2
2 paramétres, m étant un paramétre d'origine. La fonction densité de

probabilité de Ta distribution Pearson type 3 peut donc s'en déduire et



1'on a:

00 = gl o pem] 271 e b (2)

L'intervalle de définition de la variate x est tel que [a (x-m)] > o donc:

- sia>0 ona: m< Xx < + e« qui correspond a la forme a asy-
métrie positive;
- Sia<0 ona: -»<x<m quicorrespond @ 1a forme a asymé-

trie négative.

La distribution Log-Pearson type 3 est telle que la variate y = 1ogax
suit une Toi Pearson type 3. Les propriétés mathématiques et statis-
tiques de cette distribution ont été étudiées par BOBEE (1975), sa fonc-

tion densité de probabilité s'écrit:

f(x) = o] e-a(logax—m) [a(]ogax-m)] =1k

(1) X

avec A >0 , =® <M < + o

1
et k= [ha

et 1'intervalle de définition de x est tel que:



La distribution Gamma généralisée est telle que la variate x> suit une
distribution Gamma a 2 paramétres. En pratique, on ne considére que la

distribution Gamma & asymétrie positive et 1'on a pour fonction densité

de probabilité de 1a loi Gamma généralisée:

S
£(x) = ISI ?(X) o "X XSA-] (3)

2. ASPECTS THEORIQUES . GENERATION

En général, pour générer une variate X suivant une densité de probabi-

1ité donnée, on procéde comme suit:
- soit f(x) fa fonction densité de x;
- on en déduit par intégration la fonction de distribution F(x);
- on trouve la fonction inverse de F(x), F'](x);
- on génére une variate suivant une loi uniforme dans 1'intervalle
(0,1) qui correspond a une probabilité et on en déduit la variate
x par application de la fonction inverse F'].
Pour les lois que 1'on étudie, i1 est trés difficile d'appliquer ce
processus aux fonctions de densité définies en (1), (2) et (3). En

effet, lorsque A n'est pas un entier, la fonction de distribution F ne

peut &tre représentée que par une série de puissance infinie.



IT est possible par contre de générer la loi Gamma et ses formes dé-

rivées en partant de la loi normale.

2.1. Génération de variates suivant une loi normale

On considére deuxvariables a]éatoiresAU], U2 distribuées uniformément

sur 1'intervalle (0,1), c'est-a-dire:

—_— U (0,1) (Toi uniforme)

Soient X X2 deux variables aléatoires définies comme suit:

'I’

X]=\/-2Lnu].0052wU2
X2 = J -2 Ln U] . sin 2w U2

Alors on montre que X] et X2 forment une paire de :variates normales

centrées réduites indépendantes, c'est-a-dire:

2.2. Génération de variates chi-carré (x?)

Le carré d'une variate normale N.(0,1) est une variate chi-deux &



un degré de liberté, soit x2. Le théoréme d'additivité des variates

1
chi-carré montre qu'on peut, en ajoutant p variates chi-carré indépen-
dantes, obtenir une nouvelle variate x2 dont le degré de liberté est

Ta somme des degrés de Tiberté des x? individuelles.

Donc par application de 2.1, on peut générer une variate chi-carré a

2 degrés de liberté en partant de variates uniformes, on a:
2 ’ 2ln Y — >
r< = + = - n i .
X X, . X,
avec:

2 degrés de liberté.

<
1l

En généralisant, & partir de p variates uniformes Ui (i =1...p) on

peut générer une variate chi-carré & 2 p degrés de liberté.

2 =2 Ln U, (1= T,000p)

alors:

D p
2
r12'= E -2 Ln U, est une variate yx y dv=2p
Zﬁ 1=

degrés de liberté.



De méme si 1'on veut générer une variate chi-carré ayant un nombre de
degrés de Tiberté impair, il suffit d'ajouter a la variate précéden-
te (d'aprés le théoréme d'additivité de chi-carré) le carré d'une va-

riate normale centrée réduite V:

- 2
2 Lm Ui +V X2p 1

P
i=1

2
IT est donc possible de générer des variates X, avec v entier positif

a partir de variates normales centrées réduites indépendantes.

2.3. Génération de variates Gamma

a) Loi Gamma & 1 paramdtre )\ entier
I1 s'agit dans ce cas de la loi Gamma & asymétrie positive pour
laquelle « = 1, la loi chi-carré (x2) est par définition de sa fonc-
tion densité un cas particulier de la Toi Gamma & deux paramétres.
En effet, si la variate X suit une loi x* , alors sa fonction den-

sité s'écrit:
1 X -
fX) = - o) @) 2 (4)

La lei chi-carré a v degrés de liberté est donc une loi Gamma telle
que:

1 Y
a =3 et‘)\—z



b)

C'est donc dire que si X suit une 1oi x? & v degrés de Tiberté,

alors X est aussi distribuée suivant une loi r (%, v/2). Donc,

si 1'on veut générer une loi Gamma & 1 paramétre A de valeur entiére,
i1 suffit de générer une variate 4 x2 de v = 21 degrés de liberté.

D'aprés 2.2, on peut donc en déduire que:

suit une loi Gamma a 1 paramétre avec r=p (entier); c'est-a-dire:

Lot Gamma & 1 paramétre A tel que A = p + %

La génération d'une telle variate découle directement de la par-

tie 2.2. En effet, si

X ~ 1 (p entier)

o2
2 X2p o+ 1

alors X suit une Toi Gamma de paramétre 1 tel que:
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c) ILoi Gamma & 1 varamdtre \ tel que 0 < A < 1

Soient les variates uniformes indépendantes:

Uz
Uy € U (0,1)
Us
On pose:
Sl = Ul]/)\
S, = U21/(1—A)
soient:

Sy
B T
sous la condition
Xy = -Y Ln U3
Xo = -(1-Y) Ln Ug

On montre (WHITTAKER 1973) que:

-

- X;-suit une Toi Gamma a

- X, suit une loi Gamma a

- Y- suit une loi Beta de

'51+SZS]

1 paramétre A;
1 paramgtre (1 - A);

paramétres (1, 1-1).
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Donc pour 0 < A < 1, on peut générer une loi Gamma a 1 paramétre

) avec:

Xy = -Y Ln Ug

>
—
n
t
—
~
-
+
[
ot
~
—
—
i
P
~
—
3
[y
w
—
(o))
~

avec Uy, Uy, U3 des variates uniformes de 1'intervalle [0,1]

indépendantes sous la condition (a).

d) Loi Gamma & 1 paramétre \ queleonque

Soient:

A quelconque

LAl la partie entiére de A

On a:

A=I21+s (s la partie décimale de A)

On sait que si:

Zy suit une loi Gamma & 1 param@tre Aq;

Z, suit une Toi Gamma a 1 paramétre i,;

Z; et Z, sont indépendantes.
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alors:
Zv = ‘Z]_ + ZZ

est une variate Gamma a un paramétre XA tel que X = Ay + As.

Dans notre cas, pour A = [A] + s, il suffit de générer:

une variate Gamma a 1 paramétre A; = [A] (voir 2.3.a)

une variate Gamma & 1 paramétre X, = s (0 <s< 1) voir 2.3.c).

On a:
LAl
Z=2% Ln Ui - Y Ln V3
i=1
avec:
n " ( ) (8)
Y = variate 8
Vl1/s R V21/(1-5)
Upseonns U[A], Vi, V,, V3 sont des variates uniformes U (0,1)
indépendantes.

3. ALGORITHMES DE GENERATION

Plusieurs algorithmes de génération de variates Gamma ont déja été proposés;
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On donne ici les caractéristiques de ceux qui sont principalement utilisés.

3.1 Technique de Naylor

Si le paramétre de forme A est un entier non négatif et si a est positif,

la variate x suit une fonction densité f(x) telle que:

f(x) = YX%TST‘X e

Une variate x suivant une telle fonction de distribution peut Etre
obtenue en sommant A variables exponentielles, chacune ayant une valeur
moyenne o. Il est facile de générer une variate exponentielle en pas--

sant par la fonction cumulative inverse.

Si Te paramétre X n'est pas entier, on pose:

>
Vo
1

(Al + s

= [A] + 1

>
N
|

avec:

[x] vpartie entiére de A

S partie décimale de A
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Puisque A; - A, = 1-s, 1'échantillon de variates Gamma (a,\) sera obtenu
en générant des variates Gamma (o A;) dans une proportion de (1-s).100
pourcent et des variates Gamma (d ,X,) dans une proportion de s.100 pour-

cent.

3.2 Technigue de Johnk

Cette méthode est basée sur trois théorémes (PHILLIPS, 1972).

a. L'additivité des variates Gamma.

b. L'obtention d'une variate B&ta: soient U;, U, des variates

indépendantes normales N (0.1) on considére:

1
X=U1 /a
1/b
y =U, /
Alors si:
X+y=<1l
. X
la variate zZ =7 v

est distribuée selon une loi B&ta de paramétres., a,b, soit

g8 (a,b). (cf 2.3.c)
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c. Si x est une variate Gamma telle que: T (a,8) =T (n + k, 1)

8 (n,k)

et y est une variate B&ta telle que: 8 (a,b)

alors z = x y est une variate Gamma de paramétres:

Cette méthode connue sous le titre de "réjection technique" tient son
nom d'une étape de 1'algorithme de génération de variates B&ta intégré
a 1'algorithme de génération de variates Gamma (Figure5.2).

3.3. Algorithme de Phillips, (1971, 1972).

Soit X une variate suivant une distribution de Weibull & 3 paramétres.

Sa fonction densité de probabilité est:

c-1 o
_¢c [(x-a (X -a
f(x) = ¢ ( 5 > exp [( 5 ) ]
et sa fonction de distribution cumulée est:

f(x) =1 - exp [- <x;a> C]

a, b et c sont les paramdtres de la distribution (b, ¢ > o) et 1'inter-

valle de définition de la variate x est tel que x > a
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-

PAT11ips:considére la distribution de Weibull & 2 paramétres, c'est-a-dire

a = 0.

On peut montrer, Phillips (1971), que la distribution Gamma peut &tre

approximée par la distribution de Weibull & 2 paramétres. En posant:

c=8B

21
b=A /B
a=0

on obtient 1a forme simplifiée de la fonction densité de Weibull & 2

paramétres:

en posant: D = Ax

La fonction de distribution cumulée devient:

La moyenne et la variance de x sont données par:

- ()(1)
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Il est facile de générer la variate x en prenant la fonction inverse

de la fonction de distribution cumulée, on a:

1/B
| Ln (1 - F
X = ( )]

Donc en générant une variate uniforme F (ou 1-F) dans 1'intervalle

(0,1) on peut en déduire x.

La moyenne et la variance d'une variate x suivant une loi Gamma de

paramétres o, A sont:

E(x) = %
Var  (x) = 22

On dispose donc de 2 formes de la fonction densité de la distribution
Gamma; 1'une exprimée en fonction des paramétres a et A (cf. 1) et 1'au-
tre déduite de 1a loi de Weibull. & 2 paramétres qui s'exprime en fonc-
tion de A et B. 1I1 est alors possible de déterminer les relations em-
piriques entre ces 4 constantes, A, B, a, 8 & 1'aide des régressions

polynomiales (PHILLIPS, 1971).

Donc si on veut générer une variate x suivant une loi Gamma de paramétre
a et A, on en déduit les valeurs A et B correspondantes a 1'aide des
régressions établies par Phillips et connaissant A et B on peut en gé-

nérant une variate uniforme F en déduire x.
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3.4 Algorithme de ‘Ramberg

RAMBERG (1974) propose une méthode similaire & celle de Phillips. Com-
me approximation de la loi Gamma, i1 considére la loi de Weibull a 3
paramétres définie précédemment. En plus de la moyenne et de la variance,

il utilise le coefficient d'asymétrie.
Pour la loi de Weibull, on a:
E(X)=a+brT (1 +1/c)
Var (X) = b® [ (1 = 2/c) - (1 ¢+ 1/c)%]

(1 +3/c) -31(1+2/c) T(1 +£1/c) +271(1 + 1/c)3
Y =

[r(] x2/c) - T (1« 1/0)2:] 32

Pour 1a loi Gamma:

E(X) =2
var (X) = —37
v

-

Par la suite, il utilise un processus similaire a celui de PHILLIPS,
en établissant une correspondance entre d'une part (a et 1) et d'autre

part a, b et c.
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4. REVUE DES ETUDES COMPARATIVES RELATIVES AUX ALGORITHMES DE GENERATION

DE LA LOI GAMMA

Les algorithmes de génération de la variate Gamma présentés dans la sec-
tion précédente ont déja fait 1'objet d'études critiques et de comparai-
sons. Le but de ces études était de déterminer de maniére précise quel
algorithme i1 était préférable d'utiliser suivant les valeurs des para-
métres o et ). Ici nous résumons les principales caractéristiques des

comparaisons effectuées.

4.1 Technique de Naylor

BERMAN ,(1971) qui a étudié cet algorithme, remarque que la méthode donne
une trés bonne approximation de la distribution Gamma pour les fortes
valeurs du paramdtre d'échelle (A > 5); par contre, ces approximations
sont assez mauvaises pour les valeurs de A comprises entre 1 et 5 et

trés mauvaises lorsque X est plus petit que 1.

4.2 Technique de Johnk

BERMAN, (1971) conclue que cet algorithme est "exact" cependant, cette
méthode requiert de 2.5 & 3 fois plus de temps que la technique de Naylor.
L'algorithme de Johnk est donc recommandé si les coilits de génération ont

une faible importance et que 1'on désire une bonne précision.
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Se basant sur un test de Kolmogorov-Smirnov, PHILLIPS et BEIGHTLER (1972)
concluent que 1'algorithme qu'ils proposent est supérieur & ceux de
Johnk et de Naylor pour les valeurs de A comprises entre 0.1 et 1; pour
A > 1, les 3 méthodes sont équivalentes. De son cdté, WHEELER (1974)

note que 1'algorithme de Phillips perd de 1a précision lorsque le nombre

de variates générées augmente.

4.4 Algorithme de Ramberg

Une étude comparative de RAMBERG .et ql.(1974) entre 1'algorithme qu'ils

proposent et celui de Phillips montre que le premier est plus précis.

Les deux méthodes sont basées sur la distribution de Weibull, le gain de
précision vient du fait que RAMBERG .et qZ. utilisent une distribution
Weibull a 3 param@tres tandis que Phillips utilise seulement une dis-r
tribution de Weibull & 2-paramétres. L'algorithme est valable pour des
valeurs de A supérieures ou €gales a 1, sous ce seuil, la précision est

beaucoup moins bonne et 1'algorithme peu intéressant.

4.5 Conclusion

I1 résulte des études comparatives déja effectuées que les algorithmes
proposés par JOHNK (1964) et RAMBERG ¢t g7. (1974) sont globalement meil-
leurs que les autres pour générer des variates Gamma. De plus une compa-

raison de ces 2 algorithmes n'a pas été déja effectuée; c'est pourquoi
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dans ce qui suit, en nous basant sur un nombre important de simulations

et en utilisant un test d'adéquation (Kolmogorov-Smirnov) nous compare-

rons tes performances de ces 2 algorithmes afin de dégager leurs particula-

rités et d'effectuer des recommandations quant a leur utilisation.

5.  COMPARAISON DES ALGORITHMES DE RAMBERG ET DE JOHNK.

D'aprés ce qui précéde et si 1'on tient compte des études déja effectuées,
il reste, pour en arriver 3 une conclusion concernant la génération des
variates Gamma, & comparer les algorithmes de Rambert et de Johnk. Les
organigrammes de ces algorithmes se trouvent respectivement aux figures

5.1 et 5.2.

Pour effectuer cette comparaison on générera, pour des valeurs a et A
connues de la distribution Gamma, un nombre important d'échantillons de
taille N (et 1'on fera varier N). On vérifiera la qualité de la généra-
tion en effectuant pour chaque &chantillon généré un test de Kolmogorov-
Smirnov afin d'examiner si 1'échantillon provient de la loi Gamma de pa-
ramétre o et A; il s'agit donc d'étudier 1'adéquation de 1'échantillon
généré a la loi dont cet échantillon est censé provenir. On mesurera la
qualité de la génération par le taux d'acceptation du test de Kolmogorov-

Smirnov,

Un autre indice de comparaison des 2 algorithmes sera également obtenu
en ajustant a chaque échantillon 1a Toi Gamma par la méthode du maximum

de vraisemblance et par la méthode des moments et en comparant les valeurs



message indiquant que
la précision diminue

Y

61243 + A*(.474874 + A*(-.09958 +
A*(.01357476 + A*(.0009868375 +
2*(.00002889724)))))

3.25

C = 1.539714 + A*(.05696T-1*(-.0011387 +
A*(.000011163 + A*(~.00000004105))))

-

2
B =g. \/Fﬁ——:\_——%y-<ﬂ] + 1/C)>

A=a. A=-B" T (1+1/k)
V=A+B " (-In(u))

¢
©

r: fonction Gamma compléte

U: variate uniforme (0,1)

V: variate Gamma

Figure 5.1: Diagramme logique de 1'algorithme de Ramberg
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INIT

W = B&ta (A-[AJ, T-x + [A1)

23

Algorithme de génération

de variate ;B&ta (a, b).

Y=-InU

Z + WY

Q

U, Uss U], U2: variates uniformes (0,1)

VB:
V:

Figure 5.2:

variate Béta

variate Gamma

Diagramme Togique de 1'algorithme de Johnk

on génére
d'autres U

1

et U

2.

X

non
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des paramétres estimés aux valeurs initiales. Cette partie de 1'étude
mettra Egalement en évidence les particularités des 2 méthodes d'ajus-

tement considérées.
La comparaison effectuée prendra en compte 1'influence
- des valeurs des paramétres o et A;

- de la taille des échantillons générés.

5.1 Planification des simulations effectuées

Les paramétres o et A sont déterminés en imposant les valeurs du coeffi-
cient d'asymétrie et de la variance. En choisissant des valeurs du coef-
ficient d'asymétrie variant de 0.25 & 5.0, on couvre & peu prés la gamme
de variation d'asymétrie rencontrée en pratique en hydrologie. On fixe

-

la variance a 1,de facon a obtenir une seconde relation entre o et A.

Lorsque 1'asymétrie et la variance sont fixées, on obtient X et o par les

relations suivantes, valables pour Ta Toi Gamma:

C; =5 A= et

s~ VA (0552
- —

u=1=§2- o = VA

Le tableau 5.1 donne les valeurs ainsi obtenues.
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Cs .25 | .5 1//21 1 V2 2 3 4 5
A 64 16 8 4 2 1 4/9 | 1/4 |4/25
o 8 4 V8 2 V2 1 2/3 | 1/2 |2/5

Tableau 5.1: Valeurs de CS, X et a.

Douze valeurs de N (taille de chaque échantillon généré) sont choisies:

20, 40, 60, 80, 100, 150, 200, 300, 400, 500, 750, 1000.

Pour chaque valeur de N et pour chaque couple (A, o) on géndre p = 100
échantillons auxquels on applique le test de Kolmogorov-Smirnov. De
plus on ajuste par la méthode des moments et par la méthode du maximum
de vraisemblance la distribution Gamma & 1'ensemble des échantillons gé-
nérés (ces méthodes d'ajustement sont décrites par BOBEE, 1975). Pour
une taille d'échantillon N et pour un couple (ao et Ao) de valeurs des
paramétres, on dispose de p = 100 estimations des paramétres o et X pour
chaque méthode d'ajustement, on peut donc déduire les moyennes o, A et

1'écart-type S,° Sy de chaque série de 100 valeurs.

On peut admettre que les variables
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souvent des distributions de Student a 99 degrés de liberté (d'aprés le

théoréme central Timite) et 1'on peut ainsi examiner les hypothéses:

Une description détaillée du test de Student est effectuée en Annexe A
(A-2). L'application de ces tests donnent des indications importantes
tant sur la capacité globale des algorithmes utilisés pour générer des

variates Gamma que sur la validité des 2 méthodes d'ajustement employées.

5.2 Initialisation des algorithmes

Les algorithmes de Ridmberget de Johnk nécessitent la génération préa-
lable de variates uniformes. Un nombre de départ (INIT) est utilisé
dans 1'algorithme de génération des variates uniformes U(0,1). Aprés
chaque génération d'une variate uniforme, INIT est modifié et peut &tre

utilisé ensuite pour générer une autre variate uniforme.

INIT

U= 3731

\
INIT* = MODULO (7%.INIT, 231-1)

Y

U
INIT*

Figure 5.3: Diagramme logique de 1'algorithme de génération d'une variate
uniforme (Sous-routine GGUB de Ta librairie IMSL (1975)).
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INIT doit &tre compris entre 1 et 2147483647 (IMSL (1975)) et est choisi
aléatoirement, il peut donc avoir une influence sur 1'échantillon généré
surtout si ce dernier est de petite taille. Pour déterminer 1'influence

du choix du nombre de départ, on génére 100 é&chantillons pour 10 valeurs

INIT différentes.

Les paramétres de la loi Gamma retenus dans cette étude particuliére sont
A=4¢eta=2et 1'on génére des Echantillons de taille 100 & 1'aide de
1'algorithme de Johnk., On examine ensuite 3@ 1'aide du test de Kolmogorov-
Smirnov (cf. Annexe A) si les &chantillons générés proviennent de la loi

Gamma initiale (A =4, o =2).

Les résultats obtenus apparaissant dans les tableaux 5.2 et 5.3 démontrent
le peu d'influence de Ta valeur initiale INIT. Le taux d'acceptation du
test de Kolmogorov-Smirnov a 5%, varie peu et n'est pas relié a la taille

de 1a valeur initiale (Tableau 5.2).

Pour chacune des 10 valeurs INIT, on génére p = 100 échantillons de taille

N =100 et 1'on ajuste a chaque échantillon 1la loi Gamma par la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance. On dispose donc pour
chaque méthode d'ajustement dans le cas de chaque valeur INIT, de 100 esti-
mations du couple de paramétres a et A , et il est possible d'en déduire les
valeurs moyennes O et Am et les écart-types S et Sy On peut montrer

(théorame central Timite ) que les quantités u et v telles que:
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INIT Rej. 01 Eﬁﬂ; 8? Rej. 05
128 1 5 o
4947 0 2 98

21735 2 3 o

87409 1 6 93

348261 1 3 9

781097 0 1 9%

911567 0 2 98

5143742 0 5 95
6209584 2 0 98
20437509 | 1 4 95

Tableau 5.2. Influence de Ta valeur initiale de 1'a1gor1thme de génération
sur le taux d'acceptation par le test de Kolmogorov-Smirnov.
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Méthodes des moments ‘ M;;hode du maximum de vraisemblance
]
= “m Sa t A S t “m Sa t m S t
28| 2.065 .343 1.895 4.140 | .661 | 21118t—4 2.066 | .300 2.200™ 4.140 | .567 2.469
49471 2.015 | .332 .452 4.016 | .642 .249 2.030 | .300 1.000 4.046 | .576 .799
21735| 2.009 | .340 .265 3.983 | .592 .287 2.028 | .325 .862 4.021 .557 .377
87409 2.060 | .336 1.786 4.13 | .635 2.142* 2.046 | .315 1.460 4.107 | .573 1.867
348261 | 2,041 | .294 1.395 4.076 | .552 1.377 2.047 | .269 1.747 4.090 | .512 1.758
781097 { 2.065 | .319 2.038" 4.127 | .636 1.997* 2.058 | .281 2.064" 4.110 | .536 2.052%
911567 | 2.054 | .295 1.831 4.121 .561 2.157* 2.053 | .281 1.886 4.119 | .529 2.250"
5143742 | 2.022 | .32 .685 4.041 .615 667 2.019 | .333 .571 4.033 | .632 .522
6209584 | 2.054 | .335 1.612 4.101 .629 1.606 2.023 | .29 .782 4.039 | .554 .704
20437509| 2.099 .362 2.735"* | 4.176 .715 2.462* 2.067 .305 2.197 " 4.112 .597 1.876

Tableau 5.3: Adéquatpo qes &chantillons générés avec la loi Gamma d'origine (A =4 et o = 2) et influence de la
valeur initiale INIT de 1'algorithme de Johnk syr cette adéquation,

(* mejet des tests de Student du niveau de signification 5%,
** prejet des tests de Student du niveau de signification 1%).
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o = A=A
m 0 et v m 0

sa/10 SA/]O

suivent une loi de Student 3@ v = 99 degrés de liberté. 1I1 est alors pos-

sible d'examiner séparément par le test de Student (Annexe A) les hypothéses:

Cet examen (Tableau 5.3) permet d'examiner globalement dans quelle mesure
les échantillons générés proviennent bien de la Toi Gamma initiale (A = 4 et
o =2). Les résultats du tableau 5.3 montrent qu'il y a rejet de 1'hypo-
thése a = 2 au niveau de signification de 1% que dans un seul cas; on
observe plusieurs rejets au niveau de 5%; lorsqu'il y a rejet a 5%, les
valeurs calculées de t sont cependant assez voisinnes de Ta valeur criti-
que t99 (5%) = 1.98. On peut de plus, observer que les valeurs moyennes
o et A sont peu éloignées des valeurs théoriques a = 2 et Ao = 4 et ce,
indépendamment de la valeur initiale choisie INIT et de Ta méthode d'ajus-
tement utilisée. 1I1 ne semble pas en particulier y avoir de biais avec les
diverses valeurs de INIT considérées, on peut donc en conclure que le choix
de INIT n'a aucune influence sensible sur 1'algorithme de génération des
variates uniformes qui est & Ta base de 1'utilisation des algorithmes de

JOHNK et de RAMBERG.

5.3 Examen des résultats

Les résultats sont obtenus suivant Ta procédure de simulation décrite en 5.1.
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L'ensemble des valeurs INIT utilisées pour les simulations des lois Gamma
par les algorithmes de Johnk et de Ramberg, se trouve en Annexe B. Pour
examiner ces résultats, dans le but de comparer les algorithmes de Johnk
et de Ramberg, on utilisera divers critéres:
- test de Kolmogorov-Smirnov pour examiner si les &chantillons
proviennent effectivement de loi Gamma;
- test de Student pour examiner si les moyennes des valeurs des pa-
ramétres estimés s'éloignent des valeurs théoriques;
- calcul des écarts entre valeurs théoriques et moyennes des valeurs
simulées;
- temps de génération des 2 algorithmes.
Dans cet ensemble de comparaisons, on étudiera en particulier 1'influence:
- des valeurs des paramétres a et A des lois Gamma théoriques;
- de Tla taille des échantillons générés.
On sera é€galement amené, comme &lément secondaire de cette &tude, & exa-
miner le comportement des 2 méthodes d'ajustement de 1oi Gamma, que 1'on

considere.

5.3.1 Application du test de Kolmogorov-Smirnoy (K.S.)

Les aspects théoriques du test (K.S.) sont décrits dans 1'annexe A (A-1).
I1 faut cependant noter que 1'on est ici dans le cas idéal de 1'application
du test K.S., puisque les paramétres a et X sont connus & priori; en prati-
que, lorsque 1'on effectue des ajustements de lois Gamma & des séries hy-
drologiques, on estime les paramétres o et A qui ne sont donc pas connus a

priori, de sorte que 1'emploi du test K.S. n'est pas justifié. L'ensemble
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des résultats obtenus, en applicant le test K.S. & chacun des 100 échan-
tillons générés pour chaque valeur de couple o et X et pour chaque taille

N (cf.5.1), est regrouné dans les tableaux 5.4.a & 5.4.1.

Chaque tableau correspond & une valeur de couple (a, A) et chaque ligne
d'un tableau donne le taux d'acceptation du test K.S. pour les niveaux

5% et 1% lorsque 1'on considére les algorithmes de Ramberg et de Johnk.

Lorsque 1'on effectue le test K.S. au niveau de 5% (1%), on peut s'attendre
que pour 100 échantillons considérés, il y ait 5 (1) rejets, puisque 1le
niveau de signification correspond & la probabilité de rejeter 1'hypothase
que 1'échantillon provient d'une loi Gamma donnée alors que cette hypothése
est vraie; donc, méme si les 100 échantillons proviennent vraiment de la
loi Gamma fixée initialement, i1 est tout a fait normal que le test K.S.

[

conduise a@ un certain nombre de rejets.

Pour faciliter 1'examen des tableaux 5.4.a a 5.4.i.on a calculé au tableau
5.5, Te taux moyen de rejets du test K.S., en effectuant pour des valeurs
fixées des paramétres o et A de la loi Gamma, la moyenne des nombres de
rejets obtenus pour les différentes tailles d'échantillon N. Le tableau 5.5
indique que dans tous les cas oU 1'on peut 1'appliquer, 1'algorithme de
Ramberg conduit & de moins bons résultats que 1'algorithme de Johnk puis-
que lTe test K.S. conduit & un plus grand nombre moyen de rejets pour 1'algo-
rithme de Ramberg. On peut noter également que:

- le taux moyen de rejets pour 1'algorithme de Johnk pour les niveaux

1% et 5%, est toujours inférieur aux nombres attendus (respectivement

1 et 5);



RAMBERG JOHNK
N rej. 1% rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 0 4 96 0 2 98
40 2 4 94 0 3 97
60 1 6 93 1 2 97
80 8 10 82 1 7 92
100 3 13 84 2 2 96
150 6 13 81 1 4 95
200 17 22 61 0 3 97
300 26 20 54 0 4 96
400 25 25 50 1 3 96
500 39 26 35 0 3 97
750 59 19 22 0 2 98
1000 71 18 11 1 1 98

Tableau 5.4.a:

Ganma (a = 8, A = 64).

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux &chantillons tirés d'une loi

€€



RAMBERG JOHNK
N rej. rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 .2 98 1 3 96
40 3 97 1 2 97
60 3 97 0 5 95
80 3 95 1 4 95
100 3 96 0 2 98
150 8 90 0 1 99
200 5 94 1 1 98
300 7 90 1 3 96
400 6 92 0 3 97
500 7 90 0 2 98
750 7 87 0 3 97
1000 16 80 1 3 a6

Tableau 5.4.b:

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 4, » = 16),

vE



RAMBERG JOHNK
N rej. rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%

20 5 94 3 5 92
40 3 96 0 6 94
60 5 95 1 4 95
80 3 96 1 5 94
100 3 94 0 3 97
150 4 95 0 3 97
200 7 92 1 4 95
300 5 91 1 2 97
400 3 94 1 1 98
500 4 93 0 4 96
750 6 92 1 3 96
1000 4 94 0 2 98

Tableau 5.4.c:

8).

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = V8, A

113



RAMBERG JOHNK
N rej. rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 4 96 0 3 97
40 5 95 0 8 92
60 5 93 2 0 98
80 3 93 0 5 95
100 4 95 0 3 97
150 7 91 0 4 96
200 7 20 0 7 93
300 2 96 1 3 96
400 5 94 0 3 97
500 7 92 1 4 95
750 5 93 2 2 96
1000 4 94 1 5 94

Tableau 5.4.d:

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 2, 1 = 4).

9€



RAMBERG JOHNK
N rej. 1% rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 2 3 95 0 6 %4
40 0 0 100 0 4 96
60 1 3 %6 4 4 92
80 0 3 97 1 3 96
100 1 5 94 2 1 a7
150 1 6 93 1 1 98
200 5 3 92 1 3 96
300 0 3 97 0 2 98
400 3 4 a3 0 7 93
500 1 8 91 3 3 94
750 1 6 93 1 5 94
1000 3 5 92 0 5 95

Tableau 5.4.e:

Gamma (a = V2, A = 2).

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux échantillons tirés d'une loi

LE



RAMBERG JOHNK
N rej. rej. 5% acc. 5% rej. 1% rej. 5% acc. 5%

20 2 96 1 3 96
40 2 97 2 2 96
60 3 94 1 7 92
80 3 96 0 5 95
100 4 95 0 3 97
150 5 95 2 5 93
200 3 95 0 4 96
300 4 95 0 4 96
400 7 93 0 4 96
500 5 94 1 2 97
750 5 94 1 5 94
1000 3 96 1 4 95

Tableau 5.4.f:

Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 1, 1 = 1).

8¢
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[ JOHNK
B e rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 0 ‘ 3 97
40 0 1 99
60 1 6 93
80 1 3 %
100 1 3 %
150 1 3 96
200 1 2 7
300 1 8 9
400 0 6 %
500 0 4 96
750 0 3 97
1000 0 7 93

Tableau 5.4.9: Test‘de KoTmogorov-Smirnov appliqué
: aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 2/3, A = 4/9).
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JOHNK
N rej. 1% rej. 5% acc. 5%
20 1 3 96
40 0 3 97
60 1 2 97
80 1 2 97
100 0 3 97
150 0 1 99
200 0 3 97
300 1 9 90
400 0 2 98
500 1 b 93
750 2 3 97
1000 0 3 97

Fableau 5.4.h: Test de Kolmogorov-Smirnov appliqué
aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 1/2, 1 = 1/4).
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JOHNK
N | rej. 14 rej. 5% | acc. 5%
20 3 1 96
40 0 3 97
60 2 5 93
80 1 4 95
100 0 5 95
150 1 5 94
200 1 4 95
30(¢ 1 6 93
40C 1 5 94
50( 0 3 97
75( 0 4 26
1000 0 5 95
Tableau 5.4.1: Test de Ko]mogorov;smirnov appliqué
aux échantillons tirés d'une loi
Gamma (o = 2/5, x» = 4/25).




RAMBERG JOHNK

o A Rej. 1% Rej. 5% 5% Rej. 5%

8 64 21.4 15.0 85 3 97

4 16 2.0 5.8 84.2 2. 97.
v 8 8 1.8 4.3 85.7 3. 96.

2 4 1.7 4.8 85.2 3. 96.
V2 2 1.5 4.1 85.9 3. 9.
1 1 1.2 3.8 86.2 4, 96.
2/3 4/9 -—-- ---- ---- 3. 96.
1/2 1/4 -——-- -—-- -—-- 3. 96.
2/5 4/25 ——— -—— -——- 4. 95.
Tableau 5.5: Taux moyen d'acceptation et de rejet du test de KOLMOGOROV-SMIRNOV.

A
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- que le taux moyende rejets pour 1'algorithme de Ramberg pour les
niveaux 1% et 5%, décroit avec 1 (et a); ce taux est en général su-

périeur & la valeur attendue 1 pour le niveau 1% et supérieur a

la valeur attendue 5 pour le niveau 5% pour A 2 16.

On peut donc conclure de cette comparaison globale, que 1'algorithme de
Johnk conduit a de bonnes simulations pour toute la gamme considérée de
valeurs des paramétres; 1'algorithme de Ramberg donne des résultats voisins
de ceux obtenus par T'algorithme de Johnk seulement pour une petite gamme de

valeurs de x (1 < A < 8).

L'examen détaillé des tableaux 5.4.a-a 5.4.1 confirme ces résultats géné-
raux, on peut voir en particulier aux tableaux 5.4.a et 5.4.b, que pour les
valeurs élevées de » (A = 16 et » = 8) 1'algorithme de Ramberg conduit &

un taux anormalement élevé de rejets et que de plus, ce taux augmente rapi-
dement avec la taille N des échantillons générés. Pour les faibles valeurs
de N (N < 100) 1'algorithme de Ramberg donne cependant de meilleurs résultats
que pour les valeurs élevées de N. On peut également noter que le taux de
rejets par le test K.S. dans le cas de 1'algorithme de Johnk semble &tre
indépendant tant des valeurs des paramétres o et A, que de la taille N de

1'échantillon généré.

Sur Ta base du test K.S., 1'algorithme de Johnk semble donc nettement pré-

férable 3 celui de Ramberg.
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5.3.2 Application du test de Student

En 5.1, on a vu qu'il était possible d'utiliser le test de Student pour

comparer la valeur moyenne o_ et - des estimations des paramétres o et A

m
obtenus a partir de:1'ajustement aux 100 échantillons de la loi Gamma avec

les valeurs théoriques o et AO

Deux méthodes d'ajustement sont considérées:

Ajustement par la méthode des moments

Dans le cas ol les paramétres o et A de la loi Gamma sont estimés par
la méthode des moments, les résultats des tests de Student sont regrou-

pés dans les tableaux 5.6.a & 5.6.h.

Ajustement par la méthode du maximum de vraisemblance (M.V.)

Lorsque les paramétres sont estimés par la méthode du M.V., les résultats
concernant les tests de Student se trouvent dans les tableaux 5.7.a d 5.7.h.
La méthode du M.V. pour pouvoir &tre appliquée, nécessite que le coeffi-
cient d'asymétrie théorique (qui est estimé par le coefficient d'asymétrie
de 1'échantillon) soit positif. Dans de nombreux cas, surtout pour les
valeurs élevées de 1, le coefficient d'asymétrie de 1'échantillon faible

en valeur' absolue est négatif; lorsque X = 64, on trouve trés peu ou

pas (si N > 100) d'échantillons sur les 100 qui sont générés qui ont des

coefficients d'asymétrie positifs.et les résultats du test de Student ne



Ramberg Johnk
*m Sa t *m *\ t “m a t *m A t

20 9.192 3.424 3.481° |73.673 |28.321 415 9.712 .148 27 77.572 | 33.188 ¢ .089™*
40 8.240 2.158 1.112 66.115 [17.913 .181 8.171 .183 .783 65.533 | 17.521 .875
60 8.190 1.410 1.348 65.489 |11.696 .273 8.443 .851 .393" 67.371 { 14.523 .321*

80 8.162 1.626 .996 65.427 |13.670 .044 8.198 .351 .466 65.540 | 10,797 .426
i00 8.052 1.248 .417 64.330 {10.283 .321 8.201 .128 .782 65.638 | 8.937 .833
150 7.952 1.031 -.466 63.558 8.473 .522 8.232 .809 .868™" 65.825 | 6.449 .830™
200 8.145 .881 1.646 65.292 7.299 .770 8.092 .891 .033 64.816 | 7.121 .146
300 8.162 .765 2.118" 65.345 6.378 .109% 8.095 .699 .359 64.752 | 5.581 .347
406 8.071 .585 1.214 64.553 4,853 .140 8.006 .612 .098 63.952 | 4.824 .010
500 8.073 .57 1.278 64.605 4,725 .280 8.016 .499 .321 64.138  4.037 .342
750 8.084 .521 1.612 64.665 4.345 .530 7.979 .39 .530 63.806 | 3.137 .618
1000 | 8.039 .383 1.018 64.313 3.183 .983 8.031 .340 912 64.255 l 2.722 .937

Tableau 5.6.a:

Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la distribution Gamma estimé par la méthode des

moments (o

= 8, A = 64) (* test significatif au niveau de 5%, ** test significatif au niveau de 1%).

1



Ramberg Johnk
“n Su t An 5 t “m S t An *2 t
20 | 4.428 [1.414 .027™*  [17.708 |5.695 999%™ | 4.355 | 1.474 | 2.408" 17.384 |5.741 2.m”
a0 | 4.046 | .979 .470 16.151 |3.919 385 [4.327 [1.130 |2.893"  |17.227 |4.459 |2.752"*
60 | 4.115 | .637 .805 16.464 |2.580 .798 4.027 .850 .318 16.084 | 3.358 .250
80 | 4.251 | .620 .048™*  [17.038 |2.528 .150 4.126 .848 | 1.486 16.479 [3.367 |1.423
j00 | 4.150 | .558 688" 116.573 |2.146 670" | 4.067 579 |1.157 16.233 (2.226 |1.047
150 | 4.070 | .479 .461 16.275 |1.951 .410 4.013 .422 .308 16.107 |1.672 .640
200 | 4.035 | .385 .909 16.149 |1.571 .984 4.116 472 |2.458" 16.409 {1.823 |2.244"
300 | 4.008 | .303 .264 16.062 |1.235 .502 4.059 370 [1.595 16.221 [1.466 |1.508
400 | 3,996 | .258 .155 15.999 {1.018 .010 4.013 .256 .508 16.037 | .979 .378
500 | 3.980 | .243 .823 15.934 | .980 .673 4,010 .276 .362 16.039 |1.080 .361
750 | 4.011 | .2n .521 16.065 | .862 .754 3.984 169 | -.947 15.908 | .667 {-1.379
1000 | 4.003 | .176 .170 16.020 | .720 .278 4.018 .222 .811 16.071 | .887 .800
Tableau 5.6.b: Test de Student sur les valeurs movennes des paramétres de la distribution Gamma estimé par la méthode des

moments (a = 4, » = 16) (* Test significatif au niveau de 5%, ** test significatif au niveau de 1%).

9t



Ramberg Johnk
S
“m sa t )‘m 5)\ t “m Sa t Am A t

20 3.172 | 1.029 .343™ 8.834 .847 2.929** | 2.931 .994 .036 8.256 2.662 .962
* % *%

40 2.944 .659 .760 8.339 .723 1.967 3.065 .693 420 8.653 1.971 3.313
*

60 2.938 .684 .608 8.250 .810 1.381 2.966 .658 .097* 8.405 1.850 2.189

* *

80 2.928 441 .268 8.250 .19 .209 2.965 .562 .438 8.393 1.564 2.513*
: *k
100 2.930 . 369 .764™" 8.267 991 2.694** 3.025 .508 .878** 8.502 1.310 3.832

. *
150 2.882 .348 .552 8.135 919 1.469 2.914 .362 .376" 8.253 1.023 2.473
200 2.844 .290 .552 8.055 .804 .684 2.818 .317 .315 7.984 .865 -.185
300 2.858 .255 176 8.109 1 1.533 2.863 .237 .477 8.086 .656 1.131
400 2.890 .198 .]31** 8.142 .565 2.513* 2.859 .254 .220 8.089 .708 1.257
500 2.846 .196 .918 8.046 .533 .863 2.831 173 173 8.025 .463 .540

*
750 2.847 .140 .357 8.038 .387 .982 2.867 A7 .281* 8.104 .47 2.208
1000 2.833 122 .410 8.014 .336 .47 2.831 .144 .208 8.017 .398 .427
Tableau 5.6.c: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la

moments (a = V8, » = 8) (* test significatif au niveau de 5%,

distribution Gamma estimé par la méthode des

** test significatif au niveau de 1%).

Ly
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Ramberg Johnk
O.m S(! t )\m S)‘ t am ts(l t }\m 5 A ¢

dk %% *% *%k
20 2.246 .839 2.932 4,429 1.567 2.738 2.256 .899 2.848 4.501 1.779 2.816
40 2.104 .552 1.884 4.147 .976 1.506 2.109 .526 2.072* 4.163 1.004 1.624

*k ke *k ok
60 2.140 .362 3.867 4.246 .693 3.550 2.156 .463 3.369 4.304 .839 3.623

*

80 2.079 . 326 2.423* 4,175 .682 2.566 2.059 .374 1.578 4.091 .674 1.350
100 2.015 .309 .485 4.034 579 .587 2.060 .322 1.863 4.097 .579 1.675
150 2.016 .269 .595 4.021 .493 .426 2.068 .291 2.337* 4.116 .556 2.086*
200 2.043 .206 2.087* 4.093 .44 2.246* 2.048 . 246 1.951 4.100 .497 2.012*
300 2.024 .189 1.270 4,051 .358 1.425 1.999 215 -.047 4.003 .405 .074
400 2.022 .157 1.401 4,053 .305 1.738 2.011 170 .647 4.017 .313 .543
500 1.980 .129 -1.550 3.964 -.248 1.452 2.015 .159 .943 4,032 .303 1.056
750 1.999 .107 -.093 4.006 .209 .287 1.986 121 -1.157 3.975 .226 -1.106
1000 1.995 .102 -.43%0 3.984 -.190 .842 2.005 |- .103 .485 4,009 .205 .439

Tableau 5.6.d: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la Gamma estimé par la méthode des moments.
(*test significatif au niveau de 5%, ** test significatif au niveau de 1%) (a =2, A =4)



Ramberg Johnk
. s s
%m sa t A A t %y % t *m 2 t
* * *k *%
20 1.574 .619 2.585 2.191 .819 2.332 1.881 .734 6.362 2.607 .992 6.119
*% *%
40 1.569 .430 3.605 2.176 .560 3.143 1.495 .451 1.796 2.099 .561 1.765
*%k * * *
60 1.520 .341 3.109 2.110 .438 2.511 1.491 .357 2.157 2.115 .441 2.608
* *% * % *%
80 1.497 .321 2.586 2.116 .379 3.061 1.495 .251 3.227 2.093 .347 2.680
) *k *k
100 1.506 .240 3.833 2.126 .304 4.145 1.437 .257 .895 2.028 .342 .819
i *k *
150 1.454 .213 1.878 2.045 .280 1.607 1.486 .245 2.940 2.078 .318 2.453
200 1.428 77 791 2.011 .229 .480 1.423 .196 .459 2.013 .257 .506
300 1.446 .144 2.222* 2.045 .185 2.432* 1.442 .164 1.707 2.030 .207 1.449
400 1.424 .138 . 725 2.005 71 .292 1.435 .142 1.479 2.030 .187 1.604
500 1.406 .130 -.615 1.995 .167 -.299 1.426 112 1.0 2.029 .152 1.908
750 1.410 .089 -.449 1.984 .108 -1.481 1.413 .090 - 111 1.997 .19 -.252
*x
1000 1.426 .083 1.446 2.013 .108 1.204 1.439 .079 3.165 2.024 .100 2.400

Tableau 5.6.e:

Test de Student sur Tes valeurs moyennes des paramétres de la
moments (o = v2, A = 2) (* test significatif au niveau de 5%,

distribution Gamma estimé par la méthode des

** test significatif au niveau de 1%).
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Ramberg Johnk
S
“n Sy t Am S\ t “m S t ‘n A t
*%x k% *% *%
20 1.183 .504 .631 1.131 .413 3.172 1.381 .802 4.751 1.265 .499 5.311
*%* * % k23 *%
40 1.166 .372 .462 1.118 .298 3.960 1.179 .372 4,812 1.114 .299 3.813
*% *%k *k *%
60 1.117 .331 .535 1.101 .294 3.435 1.138 .285 4.877 1.102 246 4.146
%%k *%k dk dek
80 1.100 .262 .817 1.078 .222 3.514 1.103 .256 4,023 1.088 .223 3.946
) ok sk * *
100 1.060 217 .765 1.065 .187 3.476 1.059 .232 2.543 1.046 .186 2.473
150 1.014 177 9N 1.000 .148 .000 1.016 179 .894 1.002 . 156 .128
*% * * *
200 1.044 .157 .803 1.034 .133 2.556 1.033 .156 2.115 1.029 .120 2.417
300 .995 125 .400 .983 .108 -1.574 1.016 .139 1.151 1.014 .116 1.207
*k
400 1.023 .118 .949 1.029 .106 2.736 1.020 114 1.754 1.015 .096 1.563
%k * * *
500 1.027 .099 .727 1.019 .085 2.235 1.025 .100 2.500 1.022 .089 2.472
750 1.003 .084 ..357 1.003 .074 .405 .980 .076 -2.632** .992 .069 -1.159
1000 1.000 .060 .000 1.001 .055 .182 1.013 .068 1.912 1.010 .060 1.667
Tableau 5.6.f: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la distribution Gamma estimé par la méthode des

moments (o =1, A = 1) (* test significatif au niveau de 5%, ** test significatif au niveau de 1%).
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Johnk (a = 2/3, x» = 4/9)

Johnk (a = 1/2, » = 1/4)

S
m % t An ) t % ® t ‘n A t

20 | .9s0 | .553 | s.ns™ | .se7 | .23 | 5.302" | .788 | .51 | 5.636™ | .369 | .163 | 10.368™
40 .829 | .41 3.942% | 506 144 4.306"" | .697 396 | 4.978™ | .306 | .124 4.516™"
60 .789 | .239 | s5.105™" | .s504 141 4.255™"™ | .657 282 | 5.567"" | .208 | .o079 6.076 "

K Tk ke
80 739 | 272 | 2.647 466 | 132 1.667 596 | .207 | 4.638 283 | .073 4.52)
100 751 | .231 | 3.636 | 492 | .18 4.068** | 568 | .210 | 3.238™ | .274 | .078 3.077°"
150 716 | 163 | 3.006™" .474 091 3.2977" | .s61 156 | 3.910 .276 .061 4.262""
200 227 | 34 | 4108 | .67 | .068 3.382™ | 554 | 130 | 4.5 | 273 | o5 4.510"
300 .689 | .110_ | 2.000" 460 | .070 2.8 | 525 | .10 | 2.273" 258 | .043 1.860
400 .685 | .097 | 1.856 .54 | .052 1.923 505 | .083 602 254 | .035 1.143
500 671 | .080 .500 452 | .045 1.778 518 | .osa | 2.143" 258 | .037 2.162"
750 671 | .073 .548 447 | .oa .732 517 | .067 | 2.537" 257 | .027 2.593"
1000 | .672 | .063 .794 449 | .038 1.316 506 | .059 | 1.017 254 | .024 1.667

Tableau 5.6.9:

Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la distribution Gamma estimé par la mé&thode des
moments (¢ = 1/2, » = 1/4) et (a = 2/3, » = 4/9) ) )
(* test significatif au niveau de 5%, ** test significatif au niveau de 1%).

LS
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* JOHNK
*m Sa t Am SA t

20 | 1.664 | 6.237 | 1.995¢ 244 |11 7.568

a0 | .663 | .350 | 7.514 | .228 | .076 8.947 "

60 555 | .274 | 5.657°° | .189 | .066 4.394""

80 | .53 | .244 | 5.574** | 195 | .058 6.034"
100 471 205 | 3.463° | 178 | .049 3.673 (
150 453 | 156 | 3.397 | .178 | .050 3.600
200 452 | 126 | 41277 | 75 | 038 3.947°
300 444 | 108 | 40747 | 169 | .03 2.903""
400 425 | .093 | 2.688" | .165 | .029 1.724
500 426 | .082 | 37177 | 168 | .026 3.077°
750 407 | .057 | 1.228 162 | .06 1.250
1000 | .420 | .055 | 3.636" 67 | .019 3.684

Tableau 5.6.h: Test de Student sur Tles valeurs moyennes des para-
métres de Ta Gamma estimé par la méthode des moments
(o =2/5, » = 4/25)
(* test significatif au niveau de 5%,
e %* test significatif au niveau de 1%).



Ramberg

Johnk
3 s
*m a t *m $A t “m a t Am A t
k% *-l;- *k *%k
20 10.799 | 4.273 3.002 86.838 | 36.780 2.845 9.904 3.874 .807 79.364 | 31.113 3.825
40 9.257 | 1.717 2.428* 74.108 | 14.219 2.358* 8.317 1.959 .420 66.672°{ 15.765 1.487
60 9.001 .989 2.479 71.957 7.649 2.548 8.657 1.970 .002** 69.088 | 15.391 .636
** % *
80 10.759 .346 13.811 85.916 3.406 11.145 8.313 1.344 .030 66.411 | 10.818 1.943
: *
100 10.924 | 2.060 2.007 88.466 | 16.063 2.154 8.243 1.069 .033* 65.993 8.539 2.088
: *% *Kk
150 —— —— B BT T BT -—-- 8.245 .813 .843 65.897 6.453 2.773
200 -— -—— -— . -—— -—— 8.143 .905 .548 65.222 7.235 1.655
300 -—— -— -— -—-- -——- ——— 8.108 .686 .526 64.853 5.465 1.513
400 -— -— -— -——- -—— -——— 8.013 .614 .210 64.013 4.840 .026
500 ——- -—— - ———- - ——— 8.020 .502 .396 64.173 4,071 .422
750 -— -—- -——-- -—-- -—-- ———- 7.996 .391 .102 63.944 3.098 -.181
1000 | ---- ——— ——— —— -—- ——— 8.032 .338 .947 64.260 2.714 .958

Tableau 5.7.a:

Test de Student sur les valeurs moyennes das paramétres de la loi Gamma estimés par la méthode du maximum de
de vraisemblance (a = 8, 1 = 64). (* test significatif au niveau de 5% ** test significatif au niveau de 1%)
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Ramberg

Johnk
“m %: t Am 'SA t “m %1 t Am % t
ok * *k *k
20 4.595 1.382 3.753 18.258 5.590 3.521 4.568 1.488 3.478 18.220 .796 3.490
*k ,k
40 3.931 .918 .668 15.694 3.735 .728 4.405 1.189 3.231 17.552 .718 3.121
60 4.076 .668 1.049 16.288 2.701 .983 4.094 .851 1.071 16.362 .376 1.040
*k .

80 4,191 .661 2.633 16.796 2.676 2.710 4,142 .811 1.698 16.562 .246 1.679
100 4,090 .579 1.491 16.315 2.199 1.374 4,074 .561 1.299 16.271 173 1.228
]50 3.981 .458 -.406 15.914 1.850 -.455 4.024 AN .581 16.154 .634 .938

Kk *k
200 3.941 .364 | -1.596 15.771 1.484 -1.520 4.134 .460 2.913 16.480 .778 2.670
300 3.908 .290 —3.157* 15.660 1.172 -2.886"" 4,072 .346 2.081* 16.272 .369 1.987
400 3.900 .200 -5.000** 15.619 .809 -4.710™ 4,022 .240 917 16.073 .909 .803
500 3.869 .236 -5.523** 15.488 .942 —5.408** 4,021 .251 .837 16.082 .978 .838
750 3.893 .259 -4.5]7** 15.586 1.014 -4.083" 3.994 174 -.345 15.947 .674 -.786
1000 3.900 173 -5.780"* 15.608 .704 -5.568** 4,028 .215 1.302 16.112 .856 1.308

Tabieau 5.7.b: Test &e Student sur les valeurs moye
de vraisemblance 3;

(a0 = 4, » =16).

nnes des paramétres de la loi Gamma
test significatif au niveau de 5%,

estimés par la méthode du maximum de
** test significatif au niveau de 1%)
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Ramberg Johnk
- s
*m % t Am S t “m * t m A t
* % *k * *
20 3.338 1.075 4.624 9.228 2.878 4.159 3.080 1.038 .329 8.637 .755 2.218
*k *%k *k kX
40 3.034 .647 3.168 8.589 1.649 3.554 3.132 .714 .193 8.859 .045 4.137
*k *% *k k%
60 3.045 .651 3.317 8.539 1.683 3.187 3.023 .637 .046 8.563 .775 3.156
*% *k * *
80 3.014 .421 4.418 8:491 1.119 4.389 2.962 .b34 .459 8.396 .504 2.580
’ *k *k *k *k
100 2.996 .359 4.680 8.451 .925 4.876 3.027 .481 .116 8.510 .242 4.086
. *k . *%k * *%k
150 2.958 .339 3.835 8.348 .871 3.995 2.919 .354 571 8.265 .989 2.679
*k *%
200 2.911 .280 2.964 8.243 .758 3.206 2.841 .303 .429 8.049 .826 .593
Yok *k ’
300 2.912 .242 3.471 8.263 .659 3.991 2.868 .212 .887 8.102 .586 1.741
*%k *k
400 2.958 .179 7.263 8.332 .498 6.667 2.872 .240 .833 3.126 .667 1.889
*%k *%
500 2.91 177 4.689 8.229 .470 4.872 2.839 .163 .675 8.047 427 1.101
*% *k * *
750 2.915 .133 6.541 8.230 .355 6.479 2.866 .162 .346 8.103 .440 2.341
*k *k
1000 2.903 112 6.696 8.211 .300 7.033 2.833 .136 .368 8.024 .375 .640
Tableau 5.7.c: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la loi Gamma estimés par la méthode du maximum de

vraisemblance (a = v8, A = 8) (*test significatif au niveau de 5%, **test significatif au niveau de 1%).
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Ramberg Johnk
% Sa t *m S) t % Sa t *m 52 t
*k *%k *% **
20 2.313 .782 3.881 4.514 1.298 3.839 2.264 .834 3.069 4.512 1.604 3.095
*k *k *
40 2.176 .487 3.596 4.281 .822 3.401 2.120 .504 2.369 4.178 .940 1.884
*% *k *k k%
60 2.237 .367 6.458 4.430 .623 6.902 2.134 .408 3.268 4.258 .738 3.478
*x *k
80 2.154 .293 5.256 4,319 .568 5.616 2.055 .335 1.642 4,085 .595 1.429
. *k *k
100 2.114 .279 4.086 4,229 .481 4,761 2.042 .275 1.527 4.061 .475 1.284
. £ 2] *k *% *
150 2.115 .249 |+ 4.618 4.218 .430 5.070 2.067 .246 2.723 4.115 .460 2.500
= " o - N
200 2.114 .188 6.064 4.234 .365 6.411 2.027 .210 1.286 4.055 .409 1.345
*k *x
300 2.109 174 6.264 4,222 .310 7.161 1.992 .193 -.415 3.990 .360 -.278
*k **
400 2.116 a4 8.227 4.240 .252 9.524 2.021 .166 1.265 4.036 .306 1.176
sk *k
500 2.071 .113 6.283 4.146 .206 7.087 2.005 .134 .373 4.012 .253 .474
Jek **
750 2.091 .098 9.286 4,190 .182 10.440 1.985 109 | -1.376 3.974 .202 -1.287
1000 | 2.094 | .083 | 11.326™ |a.183 | .15 | 12.622* | 2:004| 094 ) 1.489 ) 4.027 | .186 | 1.452
Tableau 5.7.d: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de la loi Gamma estimés par la méthode du maximum d€

viraisemblance (o = 2, ) = 4) (*test significatif au niveau de 5%, **test significatif au niveau de 1%).
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Ramberg Johnk
*m Sa t m Sx t “m Sa t ‘n ) t
*k *k *k *k
20 1.680 .580 4.586 2.327 .704 4.645 1.840 .741 5.749 2.550 .988 5.567
*k *k * *
40 1.655 .362 6.657 2.288 417 6.906 1.492 .365 2.137 2.100 .445 2.247
Kk *k * A **
60 1.616 .319 6.332 2.240 .380 6.316 1.494 .327 2.446 2.117 .376 3.112
*k *% *%k * %k
80 1.566 27 5.609 2.212 .270 7.852 1.500 .239 3.598 2.097 .304 3.191
’ *k *k
100 1.587 .206 8.398 2.239 .229 10.437 1.430 .202 .792 2.017 .257 .661
- %k sk *k *x
150 1.551 .179 7.654 2.181 .212 8.538 1.473 .170 3.471 2.062 .225 2.756
| *k ke
200 1.533 .156 7.628 2.156 .168 9.286 1.431 AN .994 2.024 .213 1.127
*k %k * :
300 1.543 122 10.574 2.182 .138 13.188 1.441 132 2.045 2.029 .159 1.824
*% *k
400 1.542 122 10.492 2.171 .131 13.053 1.417 121 .248 2.005 .154 . 325
*de Kk *
500 1.511 .102 9.510 2.143 115 12.435 1.426 .091 1.318 2.029 .118 2.458
%k *%
750 1.523 .078 | 13.974 2.143 .087 12.989 1.413 .076 -.132 1.997 .092 -.326
. *k *%k *ke *
1000 1.527 .075 15.067 2.155 .088 17.614 1.438 .069 3.478 2.021 .083 2.530

Tableau 5.7.e:

Test de Student sur les va]eggs
' Ve

vraisemblance (o =

9

moyennes des paramétres de

la Toi Gamma estimés par la méthode du maximum de

(*test significatif au niveau de 5%, **test significatif au niveau de 1%).
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Ramberg Johnk
®m Sa t A i t “m % t n *x t
*% **k * % *k
20 1.169 .443 | 3.815 1.117 .353 3.314 1.249 .602 | 4.136 1.155 .378 4,101 |
*% * **k Kk
40 1.094 .288 | 3.264 1.048 .198 2.424 1.140 .290 | 4.828 1.074 .204 3.627
* * *k *
60 1.064 261 | 2.452 1.049 .215 2.279 1.079 .230 | 3.435 1.041 .175 2.343
. *% * *% *%
80 1.057 179 | 3.184 1.038 146 2.603 1.060 212 | 2.830 1.044 .164 2.683
: * ** * *
100 1.040 .180 | 2.222 1.045 134 3.358 1.040 .169 | 2.367 1.029 117 2.479
150 1.018 .133 | 1.353 1.005 .093 .538 1.013 131 .992 .999 .101 -.099
200 1.027 138 | 1.957 1.016 M 1.441 1.020 132 | 1.515 1.017 .097 1.753
300 1.002 .090 222" .990 .068 -1.471 1.014 .107 1.308 1.013 .078 1.667
400 1.012 .088 | 1.364 1.017 .075 2.267" 1.014 .080 | 1.750 1.010 .060 1.667
**k *%k
500 1.013 070 | 1.857 1.005 .056 .893 1.021 072 | 2.917 1.017 .055 3.091
*
750 1.005 .061 .820 1.005 .048 1.042 .986 .057 | -2.456 .998 .043 -.465
1000 1.003 .050 .600 1.004 .036 1.1 1.007 .046 | 1.522 1.004 | .036 1.1

Tableau 5.7.f: Test de Student sur les valeurs moyennes des paramétres de
vraisemblance (a =1, A = 1) (*test singificatif au niveau

la loi Gamma estimés par la méthode du maximum de

de 5%, **test significatif au niveau de 1%).
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Johnk (o = 2/3, A = 4/9)

Johnk (o = 1/2, » = 1/4)

m Sa t An Sa t “m Sa t *m Sa t
*k *% *k *k
20 .813 .388 3.763 .483 .139 2.806 .607 .322 3.323 .286 .089 4,045
*% *%k *k *%k
40 .776 .276 3.949 .483 .091 4.286 .599 .249 3.976 .263 .045 2.889
* % * %k
60 717 175 2.857 .454 .080 1.250 .558 .178 3.258 .254 .034 1.176
*k * *
80 .718 .178 2.865 .456 .060 2.000 .532 .126 2.540 .253 .028 1.071
) * * *
100 .698 .144 2.153 .460 .064 2.500 .525 121 2.066 .255 .027 1.852
150 .677 .109 .917 .448 .048 .833 .516 .093 1.720 .254 .021 1.905
200 694 - .090 3.000** .449 .032 1.563 .513 .085 1.529 .252 .020 1.000
300 .676 071 1.268 .451 .029 2.414* .510 .069 1.449 .251 .016 .625
400 .673 .066 .909 .446 .024 .833 .499 .056 -.179 .251 .014 714
500 .667 .053 .000 .449 .022 2.273" .505 .051 .980 .252 .013 1.538
750 .665 .047 -.426 .443 .020 -.385 .505 .042 1.190 .252 .010 2.000
1000 .662 .041 | -1.220 .443 .019 -.526 .498 .032 -.625 .250 .008 .000
Tableau 5.7.g: Test de Student sur Tes valeurs moyennes des paramétres de la loi Gamma estimés par la méthode du maximum de

vraisemblance

(o =2/3, A =4/9) et (a =1/2,
(*test significatif au niveau de 5%, **test significatif au niveau de 1%).

A= 1/4)
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JoHNK
%m S t > t
20 | 1.810 |11.012 | 1.280 71 043 | 2.558"
*%
40 476 .210 | 3.619 164 | .028 1.429
*k
60 472 177 | 4.068 160 | .024 .000
*% *%
80 .450 140 | 3.571 165 | .017 2.941
100 421 121 | 1.736 161|016 625
i * *%
150 422 | .099 | 2.222 165 | .014 | 3.571
200 417 078 | 2.179" 162 | .012 1.667
*%
300 421 .066 | 3.182 161 | .o10 1.000
*% * %
400 421 057 | 3.684 163 | .008 | 3.750
* % **
500 415 051 | 2.941 164 | .007 5.714
750 .406 .039 | 1.538 161 | .006 1.667
1000 | .407 032 | 2.186 161 | .006 1.667

Tableaud 5.7.h:

Test de Student sur les valeurs moyennes des param@tres de

Gamma par la mZthode du maximum de vraisemblance (o = 2/5, X =
(*test significatif au niveau de 5%,

**test significatif au niveau de 1%).

Ta 1o
4/25)
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sont pas probants dans ce cas, car basés sur un petit nombre de valeurs.
Pour A < 8, il y a trdés peu ou pas d'échantillons générés avec un coef-
ficient d'asymétrie négatif; quelques cas sont observés pour Tes faibles
valeurs de la taille de 1'échantillon N (en raison des grandes erreurs

d'échantillonnage du coefficient d'asymétrie, si N est petit).

Le tableau 5.8 indique le nombre effectif P' parmi les 100 échantillons
générés qui ont un coefficient d'asymétrie positif lorsque p' est diffé-
rent de 100. Dans chaque cas, on ajuste le nombre de dégrés de Tiberté

-

v du test de Student au nombre effectif p' d'échantillons a asymétrie po-

sitive, on a v = p'-1.

Plusieurs conclusions ressortent de 1'examen des tableaux 5.6 et 5.7 »

valables quelle que soit Ta méthode d'ajustement utilisée.

-~ Les valeurs o et Amisont en général des surestimations des
valeurs théoriques ab et Ao correspondantes, il y a toujours
en effet un biais pogitif. On peut observer que la taille de
ce biais décroit aveb la taille des échantillons générés; il
est normal que 1'estlimation de o et X soit meilleure pour un
grand échantilion. Compte tenu du nombre relativement petit
(p = 100) d'échantilllons générés pour o et A donnés, on ne

peut cependant envisager de modeliser ce biais en fonction de N;



A = 64 A =16 A =8 A =4
N
R J R J R J R J
20 21 60 76 83 95 92 94 94
40 1 77 79 90 99 97 99 99
60 6 81 85 94 99 99 99
80 3 76 83 94 96
100 2 80 92 97 99
150 0 89 96 99
200 0 9 97
300 0 94 99
400 0 98
500 0 99 99
750 0
1000 0

29

Tableau 5.8: Nombre effectif P' d'échantillons générés ayant un coefficient
d'asymétrie positif. ‘

R: Ramberg
J: Johnk



63

une telle étude nécassiterait un nombre &levé d'échantillons

générés de maniére d obtenir des variances d'échantillonnage

sa//b et Sx//b faibles.

De maniére générale pour un algorithme donné, lorsqu'il y a
rejet de 1'hypothése o = a s il y a aussi souvent rejet de
1'hypothése A = A, (ceci est surtout vrai lorsqu'il y a rejet
au niveau de signification 1% pour 1'un ou 1'autre test).
Ceci peut s'expliquer par la relation qui existe entre les 2
paramétres o et A dans les méthodes d'ajustement, une erreur

sur o entrainant ipso facto une erreur sur A.

Les rejets aux niveaux 5% et 1% sont surtout observés (quelle
que soit Ta méthode d'ajustement et quel que soit 1'a1gor1thme)}
pour les faibles valeurs de N, ceci est logique car 1'estima-
tion & partir d'un petit &chantillon implique une plus grande

variance d'échantillonnage des paramétres estimés.

En ce qui concerne 1'algorithme de Ramberg dans le cas de
1'ajustement par la méthode du maximum de vraisemblance, il

y a rejet systématique au niveau de 1% pour A < 8, alors que
ceci n'est pas observé dans le cas de 1'algorithme de Johnk
(sauf pour A = 4/25 ot i1 y a de nombreux rejets). Cet effet

qui peut &tre dU aux valeurs faibles des Ecart-type s et S,
o

sera approfondi dans ce qui suit en 5.3.3.

Dans le cas oUu 1'on ajuste les paramétres par la méthode des
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moments, on obtient des résultats comparables pour les 2

algorithmes.
IT est donc tirés difficile de favoriser un algorithme par rapport a 1'au-
tre sur Ta base du test de Student, il n'en reste pas moins que 1'algo-

rithme de Ramberg présente des difficultés de génération pour x» < 1.

5.3.3 Ecarts relatifs entre valeurs théoriques et moyennes des valeurs

simulées des paramétres.

Les tableaux 5.9.a & 5.9.1 indiquent les é&carts entre 1a moyenne des va-

leurs estimées des paramétres (a_ ou Am) et Ta valeur théorique (ao ou‘ko)

m
correspondante de la loi Gamma. Les valeurs moyennes sont en général
calculées sur 100 valeurs sauf dans le cas de la méthode du maximum de
vraisemblance pour ) élevé (cf.tableau 5.8) les écarts sont donnés en

pourcentage et 1'on a:

On peut remarquer que les écarts sont généralement positifs (90% des cas)

ce qui confirme la surestimation des valeurs a_ et Am déja observée en

m
5.3.25 c'est d'ailleurs surtout lorsque N > 150 que 1'on observe les rares

cas ou les écarts sont négatifs. De maniére générale les écarts d; et d,

ont tendance & décroitre lorsque N augmente.
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RAMBERG JOHNK
maximum de maximum de
N moments vraisemblance moments vraisemblance
o A o by [ A a A

20 14.90 15.11 34.99 35.68 21.40 | 21.21 23.80 24.00
40 3.00 3.30 15.71 15.79 2.14 2.40 3.9 4.18
60 2.38 2.33 12.51 12.43 5.54 5.27 8.21 7.95
80 2.03 2.23 34.49 34.24 2,48 2.4 3.9 3.77
100 0.65 0.52 36.55 38.23 2.51 2.56 3.04 3.1
150 | -0.60 -0.69 -—-- -—-- 2.90 2.85 3.06 2.96
200 | 4.8 2,02 | w=ee | --e- 1.5 128 | 179 | 1.9
300 2.03 2.10 -—-- - 1.19 1.18 1.35 1.33
400 0.89 0.86 -—-- “—-- 0.08 | -0.08 0.16 0.02
500 0.91 0.95 ---- ---- 0.20 0.22 0.25 0.2?
750 1.05 1.04 ---- ---- -0.26 { -0.30 -0.05 -0.09
1000 | 0.49 0.49 -—-- -—-- 0.39 0.40 0.40 0.4

Tableau 5.9.a: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des parametres par
rapport aux valeurs théoriques. X =64 o = 8



RAMBERG JOHNK
maximum de maximum de
N moments vraisemblance moments vraisemblance
[ A a A a A a A

20 10.70 10.68 14.88 14.11 8.88 8.65 14.20 13.88
40 1.15 0.94 1.73 1.91 8.18 7.67 10.13 9.70
60 2.88 2.90 1.90 1.80 0.68 0.53 2.35 2.26
80 6.28 6.49 4.78 4.98 3.15 2.99 3.55 3.51
100 3.75 3.58 2.25 1.97 1.68 1.46 1.85 1.69
150 1.75 1.72 -0.48 -0.54 0.33°| 0.69 0.60 0.96
N “200 0.88 0.93 -1.48 -1.43 2.90 2.56 3.35 3.00
300 0.20 0.39 -2.30 -2.13 1.48 1.38 1.80 1.70
400 -0.10 { -0.01 -0.43 -2.59 0.33 0.23 0.55 0.46
500 -0.50 -0.41 -3.28 -3.20 0.25 0.24 0.53 0.51
750 0.28 0.4 -2.50 -2.38 -0.40 | -0.58 -0.15 -0.33
1000 0.08 0.13 -2.50 2.45 0.45 0.44 0.70 0.70

Tableau 5.9.b:

Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paramétres par
rapport aux valeurs théoriques. :

A =16a

=4

99
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RAMBERG JOHNK

maximum de maximum de
N moments vraisemblance moments vraisemblance

a A a A a b a A
20 12.16 10.43 18.03 | 15.35 3.64 3.20 8.91 7.96
40 4.10 4.24 7.28 7.36 8.38 8.16 10.75 10.74
60 3.89 3.13 7.67 6.74 4.88 5.06 6.89 7.04
80 3.54 3.13 6.58 6.14 4.84 4.91 4.74 4.95
1700 3.51 "3.34 | 5.94 | 5.64 6.96 | 6.28 | 7.03 | 6.38
150 1.91 1.69 4.60 4.35 3.04 3.16 3.22 3.31
200 0.57 0.69 2.93 3.04 -0.35 | -0.20 0.46 0.61
300 1.06 1.36 2.97 3.29 1.24 1.08 1.4] 1.28
400 2.19 1.18 4.60 4.15 1.10 1.1 1.56 1.58
500 0.64 0.58 2.93 2.86 0.11 0.31 0.39 0.59
750 0.67 0.48 3.08 2.88 1.38 1.30 1.34 1.29
1000 0.18 0.18 2.65 2.64 0.11 0.21 0.18 0.30

Tableau 5.9.c: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paramétres par
rapport aux valeurs thforiques. X =8 a =/8
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RAMBERG JOHNK
maximum de maximum de
\ moments vraisemblance moments vraisemblance
o A o A a A a A
20 12.30 10.73 15.65 } 12.85 12.80 | 12.53 13.20 12.80
40 5.20 3.68 8.80 7.03 5.45 4.08 6.00 4.45
60 7.00 6.15 11.85 | 10.75 7.80 7.60 6.70 6.45
80 3.95 4.38 7.70 7.98 2.95 2.28 2.75 2.13
100 0.75 0.85 5.70 5.73 3.00 2.43 2.10 1.53
150 0.80 0.53 5.75 5.45 3.40 2.90 3.35 2.88
200 | 515 2.33 | 5.70 | 5.85 2.40 | 2.50 | 1.35 | 1.38
300 1.20 1.28 5.45 5.55 -0.05 0.08 -0.40 -0.25
400 1.10 1.33 5.80 6.00 0.55 0.43 1.05 0.90
500 | -1.00 -0.90 3.55 3.65 0.75 0.80 0.25 0.30
750 -0.05 0.15 4.55 4.75 -0.70 | -0.63 -0.75 -0.65
1000 | -0.25 -0.40 4.70 4,58 0.25 0.23 0.70 0.68
Tableau 5.9.d: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paramétres par

rapport aux valeurs théoriques. A =4 a =2



RAMBERG JOHNK
maximum de maximum de
N moments vraisemblance moments vraisemblance
a A a A a A a A

20 11.31 9.55 | 18.81 | 16.35 33.02 | 30.35 | 30.12 | 27.50
40 10.96 8.80 | 17.04 | 14.40 5.73 | 4.95 5.51 5.00
60 7.49 5.50 | 14.28 | 12.00 5.44 | 5.75 5.66 5.85
80 5.87 5.80 | 10.75 | 10.60 5.73 | 4.65 6.08 4.85
100 6.50 6.30 | 12.23} 11.95 1.63 | 1.40 1.13 0.85
150 2.83 2.25 9.69 | 9.05 5.09 | 3.90 4.17 3.10
-200 0.99 | --0.55 8.41 | 7.80 0.64 | 0.65 1.20 1.20
300 2.26 2.25 9.121 9.10 1.98| 1.50 1.91 1.45
400 0.7 0.25 9.05{ 8.55 1.48] 1.50 0.21 0.25
500 | _0.57 -0.25 6.86 | 7.15 0.85| 1.45 0.85 1.45
750 | -0.28 -0.80 7.1 7.15 -0.07| -0.15 | -0.07 | -0.15
1000 0.85 0.65 7.99{ 7.75 i.77 1.20 1.70 1.05

Tableau 5.9.e:

Pourcentage de déviation des valeurs moyennes
):2(;:‘)/2

rapport aux valeurs théoriques.

des paramétres

par
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RAMBERG JOHNK

maximum de maximum de
monents vraisemblance moments vraisemblance
N
[V} A a A a A a A

20 18.30 | 13.10 16.90 | 11.70 38.10 | 26.50 24.90 15.50

40 16.60 11.80 9.40 4.80 17.90 | 11.40 14.00 7.40

60 11.70 10.10 6.40 4.90 13.90 | 10.20 7.90 4.10

80 10.00 7.80 5.70 3.80 10.30 8.80 6.00 4.40

0L

0 | 6.00| 6.50 | 4.00 | 4.50 5.90 | 4.60 | 4.00 | 2.90
150 1.40 | 0.50 | 1.80 [ 0.50 1.60 | 0.20 | 1.3 |-0.10
200 4.40 3.40 2.70 | 1.60 3.30 | 2.90 | 2.00 1.70
30 | -0.50 | -1.70 | 0.20 | -1.00 1.60 | 1.40 | 1.40 | 1.30
a0 | 2.30] 2.9 1.20| 1.70 2.00 | 1.50 | 1.40 | 1.00
s00 | 2.70] 1.9 | 1.30 | 0.50 2.50 | 2,20 | 2.10 | 1.70
750 | 0.30] 0.30 | 0.50 | 0.50 | -2.00{-0.80 | -1.40 | -0.20
j000{ 0.00 [ 0.0 | 0.3 | 0.40 1.30 | 1.00 | 0.70 | o0.40

Tableau 5.9.f: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paramétres par
rapport aux valeurs théoriques. A =1 a =1
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"
JOHNK
| _‘ maximum de
! moments vraisemblance
¥ I
o A o A
20 42,45 | 27.68 | 21.90 | 8.78
40 24.30 | 13.95 | 16.35 | 8.78
- 60 18.30 | 13.50 7.50 | 2.25
80 10.80 | 4.95 7.65 | 2.70
100 12.60 | 10.80 4.65 | 3.60
150 7.35 | 6.75 1.50 | 0.90
200 8.25| 5.18 4.05 | 1.13
300 3.30 | 3.60 1.35 | 1.58
400 2.70 | 2.25 0.90 | 0.45
500 0.60| 1.80 0.00 | 1.13
750 0.60| 0.68 | -0.30 |-0.23
1000 0.75| 1.13 | -0.75 |-0.23

Tableau 5.9.9: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paraiLies
par rapport aux valeurs théoriques. x» = 4/9 o = 2/3
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JOHNK
maximum de
\ ; moments vraisemblance
" ) A o A

20 57.60 |47.60 21.40 | 14.40
40 39.40 |22.40 19.80 | 5.20
60 31.40 |19.20 11.60 | 1.60
80 19.20 [13.20 6.40 | 1.20
100 13.60 | 9.60 5.00 | 2.00
150 12.20 | 10.40 3.20 | 1.60
200 10.80 | 9.20 2.60 | 0.80
300 5.00 | 3.20 2.00 | 0.40
430 1.00 | 1.60 -0.20 | 0.40
500 3.60 | 3.20 1.00 | 0.80
750 3.40 | 2.80 1.00 | 0.80
- 1000 1.20 | 1.60 -0.40 | 0.00

0 ‘
Tableau 5.9.h: PoOUrcentage de d

!

Eviation dec valeurs rmoyennes des paramndimes

par rapport aux Maleurs théoriques.. x = 1/4 o = 1/2
o



~J
o

! ; JOHNK
j 1 | maximum de
; 3 | moments vraisemblance
: N
‘ a A o A
20 311.00 | 52.50 | 352.50 | 6.88
40 65.75 42 .50 19.00 2.50
60 38.75 18.13 18.00 0.00
80 34.00 21.88 12.50 3.13
100 17.75 11.25 5.25 0.63
150 13.25 11.25 5.50 3.13
| 200 13.00 9.38 4.25 1.25
300 11.00 5.63 5.25 0.63
400 6.25 3.13 5.25 1.88
500 6.50 5.00 3.75 2.50
750 1.75 1.25 1.50 0.63
1000 5.00 4.38 1.75 0.63

Tadfequ 5.9.7: Pourcentage de déviation des valeurs moyennes des paramétres
par rapport aux valeurs théoriques. X = 4/25 a = 2/5
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Pour A plus petit que 1 seul 1'algorithme de Johnk est utilisé. Plus A
est petit, plus Tes pourcentages de déviation augmentent, on note donc
une 1égére baisse de précision de 1'algorithme lorsque A diminue. Cette
baisse de précision est plus remarquable si la méthode des moments est
choisie pour 1'ajustement, cette méthode conduit a des pourcentages de
déviation nettement plus élevés que ceux obtenus par 1'utilisation de 1la
méthode du maximum de vraisemblance; pour cette derniére méthode, Tles
pourcentages de déviation sont :presque tous inférieurs a 5% pour N = 100
pour les 3 valeurs de A €tudiées, tandis que pour atteindre les mémes
écarts, on doit avoir N > 300 et méme N = 750 pour A = .16 Torsque 1'on
utilise la méthode des moments. L'écart relatif est plus Eélevé sur a

qu'il ne 1'est sur x et ce pour les deux méthodes d'ajustement et toutes

les valeurs de N 3 part quelques exceptions.

Lorsque X = 1 et que 1'on utilise 1a méthode des moments pour 1'ajuste-
ment i1 n'existe pas de différence marquée entre les deux algorithmes
de génération. Les deux algorithmes conduisent & des écarts relatifs
comparables. Les écarts sont presque tous inférieurs & 5% pour N = 100

(40 pour X = 64) et inférieurs 3 2% pour N > 400 (150 pour X = 64).

L'emploi de 1a méthode du maximum de vraisemblance pour 1'ajustement
avantage nettement 1'algorithme de Johnk sauf pour A =1 olU les résultats
deviennent comparables pour les deux algorithmes. Pour toutes les va-
leurs de X, 1'algorithme de Johnk conduit & des écarts relatifs généra-

lement inférieurs & 5% pour N > 100 et inférieurs a 2% pour N > 300.

Les résultats pour 1'algorithme de Ramberg sont Tes mémes sensiblement
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pour A = 16 et A = 1 mais pour A =8, 4 et 2, on obtient des &carts plus
élevés pour 1'algorithme de Ramberg que ceux obtenus pour 1'algorithme -

de Johnk, particuliérement & A = 2.

Pour les valeurs de » > 1 on ne note pas d'écarts plus élevés sur 1'un

ou 1'autre paramétre.

L'algorithme de Johnk semble donc supérieur a celui de Ramberg en prenant
les écarts relatifs comme base de comparaison. C'est seulement dans le
cas A =1 que Tes 2 algorithmes donnent des résultats comparables (ceci

avait d'ailleurs déja été observé en 5.3.1).

5.3.4 Temps de génération

De maniére générale, les calculs sont plus Tlongs lorsque 1'on utilise
1'algorithme de Johnk plutdt que celui de Ramberg. Cette différence

entre les 2 algorithmes est accentuée lorsque A ou N augmente pour at-
teindre un temps double lorsque A = 64 et N = 1000. Lorsque » =1 Te
temps de calcul par les 2 algorithmes est trés voisin quel que soit N.
Ces résultats confirment ceux déja observés par les différents auteurs

(RAMBERG et al., 1974; JOHNK, 1964).

CONCLUSION

I1 résulte de T'ensemble des comparaisons effectuées que 1'algorithme

de Ramberg bien que plus rapide que 1'algorithme de Johnk donne des
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résultats en général inférieurs a3 ce dernier.

Le seul cas ou 1'on obtient des résultats comparables est atteint pour

A =1, mais alors les 2 algorithmes ont des temps de calcul voisins.

I1 semble donc nettement préférable d'utiliser 1'algorithme de JOHNK

(qui est valable quelles que soient les valeurs des paramétres):si 1'on
désire effectuer des simulations précises de la loi Gamma. Si cependant,
1'on ne désire pas une génération de trés bonne qualité, et si les colts
de génération constituent un facteur important, alors 1'algorithme de
Ramberg pourrait &tre considéré pour 1 < <8. (pour 1 < 1 cet algori-

thme n'est pas opérationnel).
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ANNEXE A

DESCRIPTION DU TEST DE
KOLMOGOROV-SMIRNOV ET
DU TEST DE“STUDENT
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A-1.  TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

Soit un échantillon de taille N classé par ordre croissant x; < X, < X3 <

..... < xy - La statistique Dy de KOLMOGORQV-SMIRNOV (K.S.) est définie
par
Dy = Max | F(x) - FN(x) |
X
ol

F(x) est la fonction de distribution théorique;
FN(x) est la fonction de distribution expérimentale

(en escalier) telle que:

i s . )
FN(x) =y SToxg s x <X +1 (j=1,....,N-1)

On peut définir pour 1 < j <N Sj tel que:

55 = Max [!F(xj) - DN JR(xy) - J/N|]
on a alors:

D, = Mjax (Gj)
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BIRNBAUM (1952) a tabulé la distribution de Dy» 11 est donc possible de
tester @ un niveau de signification o 1a validité de l1a distribution choi-

sie pour représenter 1'échantillon:

Si D, <A

N N (5%) 1la distribution est satisfaisante;

Si DN > Ay (1%) 1a distribution est incorrecte.

AN(a) représente la valeur de probabilité au dépassement.

N AN(SA) AN(IA)
20 .304 .364
40 .215 .258
60 .176 .210
80 .152 .182
100 .136 .163
150 111 .133
200 .096 115
300 .079 .094
400 .068 .082
500 .061 .073
750 .050 .060
1000 .043 .050

Table Al: Valeurs critiques pour le test KOLMOGOROV-SMIRNOV,
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A-2. TEST DE STUDENT

Soit un échantillon de N observations Y]"'YN tiré d'une population nor-
male de moyenne u et d'écart-type o. La moyenne et 1'écart-type de 1'Echan-

tillon sont:

E Y .
1
-i

7= =

N

N
=]

N

N

> (N

o= | izl
N-1

et 1'écart-type de Y est:

On a alors que -~ est distribué selon une 10i de Student avec N-1
s(Y)
dégrés de liberté.

Les hypothéses du test sont:

HO: u= po

H] B * uo
et soit _

px = Y- Yo
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si t* < t(1-a/2, N-1) on accepte H0 au niveau de signification o sinon

on rejette Ho et on accepte H].
Les valeurs critiques utilisées principalement dans cette étude sont:

pour o= .01: t(.995,99) = 2.631]
pour o = .05: t(.975,99) = 1.987

Dans certains cas le nombre d'échantillons sur lesquels on ajuste une 1oi
Gamma par la méthode du maximum de vraisemblance est différent de 100, le

nombre de degrés de Tiberté de Ta variate t se trouve donc changé.



ANNEXE B

VALEURS INITIALES (INIT) UTILISEES
DANS LES ALGORITHMES DE JOHNK ET DE RAMBERG






A=64, a =8 A =16, a = 4 A=8,a=1v8

Ramberg Johnk Ramberg Johnk Ramberg Johnk

20 70929 358012 74125896 $870215 74121593 5632398

40 99202 940281 521098 9011445368 77774122 22233

60 2257565 60124537 123621478 55522 41298790 3030975

80 8128775 78186825 85201349 51002347 2143698 11209852

100 55161593 940125378 500012975 3212304 22355641 88523301
150 6107?08 4203579 933396524 1472583 44330 30002103
200 963258{41 8100034966 5412 23104795 20032179 986532014
300 3574120 310590321 1327985 9420139 8683569 9696985
400 99852014 8523014087 52523146 45310876 2089123 99022274
500 12345678 98520123 9632100 85230 82823047 63640
750 18521439 210398560 447213 8000089301 55633321 5633987
1000 35762186 66632147 98885687 6393214 56329852 14563987

Tableau B.1: Nombre de départ (INIT) pour les algorithmes de génération (Ramberg et Johnk).

L-9



A=4, a=2 A=2,a=v2 A=1, agl
Ramberg Johnk Ramberg Johnk Ramberg Johnk
20_ 88442301 25860147 996369 21212307 99852026 21013658
40 31075109 89012457 22130465 77876420 8402 54210369
60 47310895 74120896 46462853 2017 20136874 96321012
80 8501 753901248 56015 142014 414125320 874236
109 298704 63149532 3001985 44463089 741474128 8520012
150 91203486 75302149 114709 296074 555663 3210
200 42031098 - 4021 369528 8630124 89865320 9963690
300 442310 9963691 534698 640423 7410001 755521113
400 8774502 41230128 1212089 1930541 9885220 663295841
SOQ 12345 6663210 7676283 46428 888551493 775321
759 5123079 499987 20916 504 4411112 489012203
]090 852003197 522314 3089154 90431873 5552 4198602
Tableau B.2: Nombre de départ (INIT) pour les algorithmes de génération (Ramberg et Johnk).



N A=4/9, 0 =2/3x=1/4,5 a=1/2 |x=4/25 a=2/5
20 3019732 446628 930781
40 44509815 33201208 31985204
60 131086 900127 6309
80 3195132 29930001 39725
1Q0 32898901 8044 880123
150 830912 110986 229035714
200 394012 39960147 905
300 19283 40878 53097
400 65407 9021354 390210
500 -80239 802216473 300917
750 71100952 6033798 6364
8003199 988863014 2182593

Tab]eéu B.3: Nombre de‘départ (INIT) pour:1'algorithme de Johnk

c-g






ANNEXE C

PROGRAMMES DE GENERATION PAR
LES ALGORITHMES DE. JOHNK ET DE RAMBERG
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Le programme SIMUL génére des variates Gamma, Pearson type 3, log-
Gamma, log-Pearson type 3 et Gammavgénéralisée; Les deux algorithmes
utilisés (Johnk et Ramberg) géndrent des variates Gamma (VG) que 1'on
peut transformer par de simples opérations pour obtenir des variates

suivant une autre distribution:

- Pearson type 3
VP = VG + M
oll M est le paramétre d'origine de la distri-

bution Pearson type 3;

- log-Gamma

LG = 10'C
- Tlog-Pearson type 3

Lp = 10 (V&-M)
- Gamma généralisée

66 = vo /3

ol S est un paramétre de la distribution Gamma

généralisée.

Les données sont fournies au programme par une carte sur laquelle doi-
vent figurer:

a: paramétre de forme de la distribution Gamma (>0)

A: paramétre d'échelle de la distribution Gamma (>0)

m: paramétre d'origine de la distribution Pearson
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type 3 ( = 0 si on veut une Gamma, log,.-Gamma ou Gamma généralisée)
10

S: paramétre de la distribution Gamma généralisée (=1 si on veut

une Gamma, Pearson type 3, 1og]o-Gamma ou 1og]O-Pearson type 3)

NECH: nombres d'échantillons (tirés de 1a méme loi) que 1'on veut
générer
N: taille de chacun des NECH échantillons

IMET: Algorithme de génération

= 0 Ramberg
=1 Johnk
IKOL: Test de Kolmogorov-Smirnov

=0 non calculé

=1 calculé

ILOG: = 0 si on désire une distribution Gamma, Pearson type 3 ou
Gamma généralisée
=1 si on désire une distribution 1og]o-Gammauou 1og1o-Pearson

type 3

INIT: un entier compris entre 1 et 2147483647, sert & initialiser 1'al-

gorithme de génération de variates uniformes.



C-3

Le format d'écriture doit &tre (4F10.2, 5I5, I10)

On répéte cette carte autant de fois que 1'on a de distributions diffé-

rentes a générer.

Les échantillons générés se trouvent sur le fichier TAPE 1 que 1'on peut

-

conserver a titre de fichier permanent au moyen d'une carte controle:

SAVE (TAPE 1 = XXXXXXX)
ou
REPLACE (TAPE 1 = XXXXXXX)
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PRUGRAS SIMULCINPLTY, 0TPT, TAPEL)

Ct PROGRAMME

LLGeGAMMA , PE

GHFWFRE DES VARLATES GAMMA,
ARSON 3, LUA=PEARSUN 3 FT

GAMMA GENERALISEE,SIMUL OTILTSF DEUX

ALGORITHMLES

DE BERERATTIUN,CELUT DE JNHNK

aMNS JRGAM ET CELUT OF KAMBERG DANS RaGat,
Oh CALCULE AIISST (A STATISTIQUFE DE KOLMUGDRUV=
SHIRNGY ASSUMIFE A L ECHANTILLON GENERF,

VARIARLES LUFS

AL PHA

JPARARETRE GAMMA (FORSAE),POSITIF

LAMRLA, PAFAMETRE GAMBA (ECHELLE) PUSITIF
i, PARAMETRE PEARSON (PUSITION),P(SITIF
S,FARAMETRE GAvMA GENERALISFE (EXPDSART)

HELH,

NOMERE 0 ECHANTILLONS A GEMERER

fip NOMAKRE DE VARTATES PaR ECHANTILLON

IMET,
IKLrL’

ILut,

iMiY,

GImFHS IO 0L 00) G50
REAL LAMBDRA,#

FEADY 900, ALPHA,L AMBDA
IF (R, Fiu) STOP
ALPpwat 0

51=1,7/5

PeIbT 90, AL PHA, LANMRBRD
TF(THRT=1Y 2,6,6

ALGOE

PHRIMNT 903
a8 J=i,,MECH

METHODE DE GENERATTION

=0 RKAMBERG

=1 JURHKNK

TEST GF KULHOGOROVeZIMIRENOV

=0 MiN=CALCULE

=1 CalLCULE

DISTRIHUTINE LOGARTTHMIRUE

=0 GAMHIA,PEARSUON 3,GAMeA GENERAL ISEF
=1 LufeGAMMA,LUGePLARSON 3

i ERTIER CUMPRIS ENMTRE 1 FT 2147483447

FPIERKE RUULCHER
lhfl’fs-EAU
JUIH 1979

niad

’r‘eblh‘ﬁ(hg“p ]‘ﬁF r, ]KUL' IL(“‘;‘ I'\JIT

A,"?,S’i"‘j,If\IIT

TTHEF DF RKAMKRERG

CALL RAGAMCILAMBDA, ALPMA, ALPNEW THNITyRpt,N)

Al PHEMEw]

0% MmN
GIRI=CLIRY+HIARE]
TFCTLDG,ER,0) 6D T6 3
GORY=10xxB (K]
Cin T ITnyF

MRITEOL) (GUR) K1, 0)
IF(IRDLel) S,4,4
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PRINT 902,08 i
5 LOHTINUE |
G T g

ALGNETTHHAFE DE JORNK

o PRINT 904
B9 1 RECH
CAlLL JUGAM(TRNIT,LAMRGA, ALPHA N, R,G)
(3 7 K=y, 8
GIRISIGIRIMM)®RS]
IFEILNG ER,0) 6o Te 7
GIKYS1GhR5{K)
7 COpTIWUE
ERITECL) (GIR),Ks1,N)
IF(TROL=1) 9,8, 8
6 CALL MULPO(G,N,ALPHA, La¥yla, M, 5,0N)
FRikT 902,00
WL T IHGE
LOTo g

GO0 FURMAT{UF1U,2,5T5,110)

GOL FONPAT(IHY 8%, kALPHAZ K, F7,2,0X, %L AMBUAS® , F7,2,8X,%Mm2%,F7,2,84,%x5=x%
.:F/.B;ﬁxf*f‘i:*-1‘3;*‘-?‘-.*1'?‘41'1"—7*-1133

GNP FORBAT (/,25X, *RFBULTAT B TFST KeS: UNax,F7,3)

GOZ FURMAT(/, 10X, *ALGORTTHNE DE RAMBERG®)

Gou FORMAT(/, 10X, xALGORTTHME DF JORNKX)
bR
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SUBRDUTIIHE RAGAM(A, R AP, ISEFD by baN)

CETTF SUUSmRNUTINE GFHREKE DES VARIATES GLAKMA
PAR L ALGDRITHM®E pF WAMRBERG

PARAMETRES ApPARAMETHE GAMMA (FORME),PUSITIF

Ry PARAMETRE GAMMA(ECHELLF),POSTTTF
AP,PARAKETRE DF CUNTROLE,ST AP EST

PESITIF OnN CALDULE C
TSFED,UN ENTIER COMPRIS EnNTRE

1 FT 21474R3647
R,VECTEUR CUNTFUANT LES VARIATES UNIFURMFS
GL,VECTFUR CONTENART LES VARIATES GARMA
MyNOMBRE DE VARIATES A GFNERER

BIsENSINN KOLY,6(1)
IF(AR,LT,0,0) GO TO S
HEl, /R
IFEAL T, 1,0) GO TO
IFCALLELL10,0) G0 T g
IF (A GE, 100,0) 60 Tn 3
C=1,9397104A400,056% 1=An(=0,0011387+A%(0,000011163+
Ax{w{, 000000041085Y)))
G0 Tn 4
] PRINT 9046
¢ LBG,612434A% (0, AT0HTde A% (~0,09958+AX(0,01357470+
A (=D NONOBAHZITR+ARCG,B0NO2R89T724)))I )
GOOTH 4
3 C=3%,2%
4 CianTINUE
1=t ,.41,/C
X2=1 ,42,/C0
YisCaMMA(X])
Yezravna(Xe)
B1zSURT(AZ(Y2mYak2) )4l
Al=AxRmB %Y1
H=1,/R
ARPzmin 0
5o 7 Jdmt
HoLALL URIFOISERED,1,R)
GEJYSA+H I w (AL DGIRELY)YAx(1,/C)
H"(FZ{J),LT.H,{)) (ﬁ“ TU {
T CORTINUE
GNG FORMAT(/,259X, %A PRFCTISTON DIMINUE (LURSQUE LAMAEDA FLUS PETIT GUF
o %)
HE Tk
LR

L]

1
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SUHRGUTINE JUGBAM(TSFED, A B, N W, R)

CETIFE smus.unufﬁwg GFHNFRE DES VARIATES GLAMMA PAK

. ALGURITHME

PARAMETRES

BIWFRSTON HOuY,w (1)

PFELJOMEK
TBEED, N ENTIER CUMPRIS ENTRE

{ ET 21474B3647,UTTLISE NDANS

HMTF, RFHPLACF PAR UN NOUVEAU ISEFD
A PARAMETKE GAMMA (FORME),PLUS GRAND WlE
H,PARAMETKE GAMiA (ECHELLE),PUSITIF
NyNOMBRE DE VARIATES A GERFRER
K, VECTEUR DE TRAVATIL (F DIMENSTION

Atl, AU RETOUR,CONTIENT LE NEGATIF

PES LUGARITHMES DES VARIATES UNIFORMES
R,VECTFUR CUONYENANT LES VARIATES GAnMA

GATA REPSP/OGDILGO0N0000000DQ0LR/

pel /R

1a=A

Al=AwmTa

IF (AL, LF JREPSP)Y GO T

izt Nwp]

IF(RLLLFLREPSP) Wit TO

Hizl+TA

BOod Tay,N

CaLl VNTFOISEFD,HY %)
RIVENC N3 IR SR |

Wl J)z=pAl UGIW (I
COsTIMUF

Al=0 0
IF{TA b L,N) GO T 4

D003 d=1,TA

;‘\1:’./\14"«(.}\

COnT [HUF

KOTISCAT#R(T ) *ulb1 ) ) »R

if}zlglp‘
HE TR

i) A TN
fO[Ysn, 0
Gy Ty
R Tmtl,N
K{[)=1,.0
B To g

ERD

5

7
VARTIATES HBETA

RETACISEFU, A1 ,8 ] ,n, k)

VARIATES UNIFORKFS

VARTATES GAMNMA

CaAS SPECTAUX,LORSGUE A EST ENTTER

ol
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SHURRIITYINE BETACISEFD ,Prdetipgk)

CETTE SOUS=RNUTEHE GENFRF DES VARIATES
BETA UTILISEFS DANS JUGAM

PARAMETRES TEFED,UN ENTIER CUMPRIS FHNTRF
1 ET 2147483647, UTILTISFE DANS
nTF , REMPLACE PAR LN NOUVEAYU TSEFD
P,PREMIER PARAMETRE RETA,POSTTIF
£, 86C0NE PARAMFTRE BFTA,PUSITIF
My NOMBRE DE VARIATES A GEMERER
R,VECTEUR CONTFNANT LES VARIATES BETA

BTHFLUSI0M KIR),U(2)
I=u
Himl 0P
1=t ,0/0
i i=i+1
VARTATFES LNIJFOURRES
& AL I TFLISEED, 2,40
Xmijl1 Y axiy
Yzl 2w
Y=L+
PEJETTE DU ACCERTE
IF (Y 6T, 1,0) 6GOTH 2
FLIY=Y /LY
IF(T 0T, 68y G 10 1
BE THek N

bR
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SURROUTTHE UNTF CISEFD, b, )

{3 ] MF

[ T A

peid

i

CETTH SHHS—HHUTFNE GENFRF NES VARIATFS PSEUOO-
ALEATOTRES {AnSIL THTERVALLE (0,1) SFLN# UNE
LOT UNTFORME

PAKAMETEFS TEFED,Un ENTIER DE L IMTERVALLF
(1,214T4R3IB4T ), KEAPLACE A LA SORTIF
by HOMHRE [F YARIATES A GENERFR
R,VECTFUR CUNTERANT LES VARIATES UNIFURMES

SI0H K1)
TeP3lma(Phrki])=]
SpRN3I=1/7(2%%x51)
TPRPIIHZZ2IUTURIAUT Y/,
SEPHTL/LImpldROnGoonpneagnooB/
T:1’M

ISEELEMOD(1680T*ISEFD, [PP31M)
WEII=FLOAT(TSFED) *SPPH3Y
KE THiE

bR
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SUBRGUTTHFE KOLMO(G, N a,8,0,0,0H)

CETTE SULSmOLTINE CALCULE
DE ROLMEGURGYmSHTRNDY

PARAMETHE S GaVARLATES, AU
VALEUKS DE

N HUMBRE OF ¥

b, PaKAME THE G

LA STATISTIOLE

RETULRK CONTLERT LES
LA FONCTION UF DISTRIBUTION
ARIATES
AMIA (FORME)

R,PabaMETHFE GAMEA (ECHELLE)

CLPARAMETRE P
DR, VALEUR DE

GIRFRNSION (1)

Capl TRI(G,M)

DG Y Tst N
LSa*((LTI)*x ) =)
LALL BAMIN(Y, R, PE0E)
JTF (S, L T,0,) PRORsY  =PRP
=01 )=Peing

GO TIMNUF

im0

Anmi

il 2 Tml N
Y1zABS(G(I)=(T=1)/AM)
YPzAHS(G(Y)mI/AN)
GEuzmakRax] (Y1,Y2)
DhmAmAXY (D, DELD

(LT IHF

fob Tliker

£

EARSCGN (POSTTIUM)
LA STATISTIRUE K=§
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SUBRNUTTHF GAMIM(X,P,FrOR)

CETYTF SUUSaRnuTIMNE EvalLUFE LA FORCTIOH DE

NISTRIGLTINE GAMMA INCOMPLETE

PakaMETRES X Valbtik JUSAU A LAGUELLE OK
THTEGKRE LA FORCTION GAMMA
P,RPARAMETEE GAMMA (ECHF[LE)
PROR, PRORARILITE

DIefF R8I0 VIig),Viie)
EGUTYALFRCE (V{3),vi(1))
TEST SUR X ET P
REOE0 0
IF(X,,GE,0,0) Go 108
FERTMT 100
i TU 9nos
JF(P, 6T, 0, 0,ANG P LEL1000,) GO TO 10
BRINT 200
GIOTO 9nns
T MU
IF (X, FiaaG,0) GO TO 900%
LOGmGAMKA ET INITIALISF
FALGEALNGLARS(GAMKATR)Y ))
LRTaFwAL UGLX)
YU TR b
IF(ICHNTaYORT)  GT ,»674,657431988) 6GU TO 15
A¥s, 0
O Ty 20
AAEF AR (CHTmY(MTY
b .“;:=1 .E.‘q
LTz -8

FHOIXY DE L ALGORTTHME
TF IR LF 1 0 UR (X LT, PIY GU TG 490
FXPANSGTION En FRACTIONS
Y=, mp
FES SRS IR
CHT=0,0
v(3)=1.m
YEP2)sY
ARS8 Y
VIUaYs7xX
PrOReV(R)/V04)
LrRTeCHT+] 0
YEY41,0
L3L+2 .0
YOMTZYRONT
VIRYSYI 1Y *ZmV (1)RYORT
VISV (2)YhZmV (2)RYOHT
IFLV{RY ERN, 0,0) GO TG S50
HATTIUsVIS)Y/V(6)
FELUC=ABS(PRURWKATIO)
IF(REDLC .GT . CHTY GO T 3¢
IF(REDUC G LEJHATTURCHTY GU TR 3%
PRURZRATIO



01 T o856
T4 PROAZT, 0mPROWKAY
i1 T 5008
FXRPANSTON Fiv SERTLES
G40 RATT=P
ChT=y,0
HRORRY O
A% HATTORRATTOH] O
CHTSCHTRX/KATTIU
PRORIPROB+(HT
IF(ORT  GT  CUTY LU TO 4%
FRORzRxaAX /P
GOOTL 9008
¢ 0 8% I=1,4
YiIdavieD)
ShOCOETIMUF
IFCARS(V(R)YLLT.BTIG) 60U TD 25

il AN el ,4
YOI sVITI/ETG
G0 DT INLE
GUTH 2%
100 FOURATL/,18Y, %X EBT KEGATTIF®)
200D FURSAT(/, 18X, %P EBT WEGATIF*)
Qune WE TGN
b
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SUHARGUTTINE TRT (X, M)

FETTE SOUSerNTHE

QUR LES VALEUKS DE VY

PARAMETHES

BTHERSINN X (1)
IhTmn
LFQIRT BEW, 1) RETUFY
ITnT=[MNT/e
IFThasnwTHT

MmANKZN

4 Tet, TRYTH
JEIHIMT

ANET=X(T)
IF{XEFImX (Y 0,04,3
XLI)=%(J)

X JYsXOF]

Hapkey

CmTIHUE

TF (MARK)2, 1,2

B

VyVECTFUR CUNTEMART LES VALEUKS A TRIpR
FT all RETOUR,

Ny BUMERE

D VALEWKS

L ES VALER

A TRTE

EFFECTUF Ui TRI ASCERDANT

S TRTIEES
(4
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FUNPTTIUN GAMBA(Y)

APPROYTHATION DE A FOMCTION GAMMA CHNMPLFETE DE ¥

i ‘ ”F\ \]:f“~ 3 T‘ifl”‘)

UATA B/m RTT7191692, FREPORKIL, =, EQR1086937,,91R206R57,
-.7567OQG7R,;GR219°AQQ.-.1°$527&1dp.03%66&343f

Y¥y=i,

JF(Yw 1e2:2

1F(r FLENLGY GN OTO 4
‘ i‘_" 3 T - ‘ ¢ ."; ‘}‘
YYy=YYy¥a(T+X)
Cop T RLF
GAGHASYYY R (1R (1 JRA+E (2 IRX Ak 24K (B3I kA4 (4) X k%Y
AR (RIX X2 S+H(H I X kxbtA(TIRXARTH+HR(R) X &k 8]

]
IF (Yl T,1,) GAMMARGAMMALZY

ETURR
ol



