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RESUME

La modélisation des précipitations atmosphériques a toujours revêtu un intérêt particulier
pour les chercheurs, afin de répondre à toutes sortes de problèmes touchant à la gestion de
la ressource eau (comme la prévision des événements de précipitation extrêmes pour le
dimensionnement des ouvrages hydrauliques) ou encore pour ce qui est de prévenir la
population face à I'arrivée de fortes averses de pluie. Or, la grande variabilité spatio-
temporelle exhibée par le phénomène a toujours su poser des défis de taille aux
scientifiques cherchant à le modéliser.

L'une de ces difficultés concerne la bonne performance des modèles sur plusieurs échelles
de temps. Afin de pallier à cette lacune à laquelle se sont butés la plupart de ceux-ci
(notamment les modèles se basant sur les processus ponctuels), une nouvelle approche a
commencé à se répandre au cours des dernières années faisant appel à la propriété
d'invariance d'échelle, qui offre une solution à ce problème.

On discute donc dans ce mémoire des aspects théoriques de I'invariance d'échelle, d'une
méthode permettant de détecter sa présence dans les séries de pluie, en plus de développer
un modèle simple de simulation s'appuyant sur le principe des cascades multiplicatives.
Une section de ce travail est aussi réservée à l'étude de I'effet de I'atome en zéro (i.e. la
probabilité d'observer des mesures de précipitation nulles) sur le modèle en question.

Ce modèle est testé sur des données horaires en provenance de I'Alabama. Après avoir
vérifié la présence de la propriété d'invariance d'échelle sur les données, des simulations ont
été effectuées afin de le valider. La performance du modèle est évaluée au niveau de la
reproduction des moments statistiques ainsi que de la distribution observée pour les
intervalles secs. Les résultats satisfaisants obtenus permettent de conclure à I'utilité de
recourir à ce type de modèle pour des applications futures. Quelques perspectives de
recherche concernant la prévision des événements extrêmes sont d'ailleurs exposées.
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1. INTRODUCTION

L.L Caractéristiques du phénomène de précipitation

1.1.1 Les statistiques

La précipitation atmosphérique est une composante importante de tout modèle de prévision

hydrologique. Afin de la modéliser, il importe de bien comprendre sa structure. Dans une

perspective de gestion de la ressource eau, des éléments tels l'occurrence des événements

extrêmes ainsi que la distribution des périodes sèches (i.e. les temps d'attente entre deux

averses) peuvent donc prendre une importance considérable.

Or, les différentes manifestations du phénomène de précipitation atmosphérique présentent

une grande variabilité dans le temps et I'espace. Si différentes caractéristiques statistiques

peuvent être dégagées selon le type de climat, le problème consistant à déterminer des

distributions de probabilité marginales et conjointes permettant de bien cerner tous les

aspects du phénomène se révèle très complexe. En effet, la dépendance spatio-temporelle

commune aux séries de précipitations rend très difficile I'obtention des distributions

conjointes explicites (i.e. les fonctions exprimant les probabilités d'observer simultanément

divers niveaux de précipitation en differents points de I'espace spatio-temporel).

Cela n'empêche toutefois pas de modéliser celles-ci par diverses approximations. De

nombreuses pistes de solutions ont été proposées dans la littérature. Sans vouloir en faire

une longue énumération, il est possible cependant de faire ressortir certains traits communs

qui semblent incontournables lorsque vient le temps de choisir une distribution marginale

de probabilité pour la pluie (la variable étudiée étant alors I'inténsité de la précipitation).
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Tout d'abord, avant de s'attaquer à I'intensité de la précipitation, on peut voir le phénomène

sous I'angle d'un processus stochastique à deux états, i.e. soit il pleut, soit il ne pleut pas.

La conséquence de cette affirmation est de dire qu'il existe une probabilité non nulle

d'observer une intensité de précipitation égale à zéro, d'où I'impossibilité de considérer une

distribution de type continu uniquement. On doit donc se toumer vers une distribution

marginale qui se divise en deux composantes : I'une discrète (pour les valeurs nulles) et

I'autre continue (pour les valeurs supérieures à zéro).

On remarque ensuite que la distribution des intensités positives est asymétrique. Cela mène

au problème de la queue de la distribution, qui lui-même fait référence au problème de

I'estimation des événements extrêmes. Deux points de vue sont alors régulièrement

confrontés dans la littérature. L'un stipule que la décroissance de la distribution pour les

grandes valeurs se fait de façon exponentielle, ou même plus rapidement encore (comme

dans le cas de la loi normale). D'autres diront en revanche que le comportement exhibé est

plutôt du type hyperbolique, ce qui implique une divergence des moments d'ordre élevé (i.e.

que les estimateurs de ces moments augmentent avec la taille de l'échantillon). La

décroissance de la fonction de distribution se fait alors de façon beaucoup plus lente, avec

pour résultat une fréquence observée plus grande pour les événements extrêmes (Bendjoudi

et Hubert [1998]).

La caractérisation de la distribution pour les événements extrêmes se révèle d'une

importance cruciale pour des fins d'ingénierie hydraulique par exemple, lorsque vient le

temps de planifier la construction de nouveaux ouvrages. En effet, I'allure des courbes IDF

(Intensité-Durée-Fréquence), utilisées pour le design de telles constructions, sera bien

différente selon le type de distribution choisie (queue de type hyperbolique vs

exponentielle). Comme leur nom I'indique, ces courbes relient I'intensité i à la durée d de

même qu'à la période moyenne de retour T, période qui se définit comme étant I'inverse de

la fréquence (i.e.l'inverse de la probabilité au dépassement de l'événement sur une unité de

temps). Étant donné que la probabilité au dépassement P66p pour les événements extrêmes
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est plus grande dans le cas hyperbolique (Hyp) que dans le cas exponentiel (Exp), on

observe donc la relation suivante concernant les périodes de retour:

==2 Trro ( T"*o ( 1 . 1 )

1.1.2 Les aspects déterministes

Bien qu'issus de processus physiques déterministes, la complexité des interactions que I'on

retrouve au sein des phénomènes atmosphériques fait en sorte que leur comportement peut,

à la limite, être assimilé à un processus aléatoire. En termes de systèmes dynamiques, un

système aléatoire est un système avec une infinité de degrés de liberté. Ainsi, un système

avec un nombre relativement élevé de degrés de liberté peut, à de certaines fins, être

assimilé à un système avec une infinité de degrés de liberté (i.e. un processus aléatoire).

La question qui se pose alors est de savoir quand il est possible de formuler un modèle

mathématique déterministe permettant de reproduire le comportement apparemment

désordonné du phénomène ; quand, par contre, il est recommandable d'utiliser un modèle

stochastique seulement ; et quand, notamment, on peut utiliser une combinaison des deux?

Le tout en notant que la fonction de distribution des valeurs d'une variable est

nécessairement une des distributions invariantes à la transformation temporelle du système

dynamique dont elle fait partie.

Un modèle de la pluie doit se caractériser tout d'abord par des changements brusques dans

la série, ce que I'on dénomme I'intermittence. Puis, de façon opposée, on dénote également

une certaine persistance dans les séries de pluie, ce qui se traduit par une décroissance lente

de la fonction d'autocorrélation, possiblement reliée à la notion d'invariance d'échelle qui

sera expliquée dans ce qui suit. En somme, on se retrouve avec des séries qui présentent

des tendances soutenues srr certaines périodes de temps, mais qui peuvent également se

retrouver perturbées à tout moment.

[ t  * ] , , ,  ' [ .0*]u.o
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Reproduire de telles interactions au sein d'un système dynamique requiert que ce dernier

soit non linéaire et qu'il soit très sensible aux conditions initiales. Même s'il est bien connu

que des systèmes chaotiques assez simples peuvent donner naissance à de telles propriétés

(voir, e.g., Devaney ll992l), il semble que pour les champs de précipitation, une

combinaison de processus stochastiques dans une structure déterministe soit le meilleur

moyen d'atteindre cet objectif, ceux-ci disposant d'un nombre élevé de degrés de liberté. I

s'agit là de I'idée qui sera développée dans la suite de ce mémoire.

1.1.3 L'invariance d'échelle

L'étude de la propriété d'invariance d'échelle dans les phénomènes hydrologiques est une

façon de répondre aux problèmes concernant la compréhension, la mesure et la prédiction

de ces processus sur une large gamme d'échelles. Ce concept est relié à la propriété d'auto-

similarité (Mandelbrot [1989]), quoique celle-ci ait surtout une connotation géométrique.

De manière abrégée, cela veut dire que le degré d'irrégularité observé dans une série

chronologique sera statistiquement semblable à toutes les échelles, moyennant un facteur

d'échelle. C'est donc dire que si I'on fait un zoom sur une certaine zone de la série, on peut

s'attendre à retrouver le même geffe de fluctuations dans cette zone que celles observées à

plus grande échelle. Autrement dit, c'est comme si la structure générale de la série se

répétait statistiquement à I'intérieur de celle-ci, ce qui implique qu'une composante de la

variabilité de la série peut être caractérisée indépendamment de l'échelle d'observation.

En développant ainsi des modèles invariants d'échelle, on en arrive à reproduire des

systèmes qui semblent évoluer naturellement dans le temps et I'espace vers un état "d'auto-

organisation" critique, caractérisé par des lois de puissance.
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1.2 Approches de modélisation de la précipitation

1.2,1 Discussion sur les processus ponctuels

l.2.l.l Description d'un processus ponctuel

Alors qu'un processus stochastique représente une famille de variables aléatoires indexées

par I'ensemble des nombres réels (ou entiers), un champ aléatoire se définit de façon

analogue comme une collection de variables aléatoires indexées par les éléments des sous-

ensembles d'un espace dans lequel le phénomène aléatoire évolue (e.g., Rn, tr = 1, 2,3, ...).

Si les variables en question ne peuvent prendre que des valeurs positives et entières, on se

retrouve alors avec ce qu'il a été convenu d'appeler dans la littérature un processus

ponctuel.

Pour en donner une définition plus formelle, disons simplement qu'un processus ponctuel

N( ) représente une famille de variables aléatoires à valeurs positives et entières N(A),

indexées par des sous-ensembles A d'un espace approprié 3, et satisfaisant les conditions

suivantes:

(D N(O):0 (A représentant l'ensemble vide)

(II) P[N(A) ( oo] : I (si A est un ensemble borné)

f  ( *  \  *  I
(III) Pl *[9o,j = 

]*(o,) l= 
t (pour des ensembles mutuellement disjoints Ar, Az, .,.)

De façon plus concrète, on peut voir N(A) comme étant la fréquence observée d'un certain

phénomène aléatoire dans un intervalle ou une région A c 5. Il est clair que dans un

contexte d'application à des modèles de précipitation, l'espace 5 considéré est R* (i.e. le

temps) ou encore l'espace Euclidien à n dimensions Rn (n < 4), pour les modèles espace-

temps.
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Pour un traitement plus détaillé de la théorie des processus ponctuels, le lecteur est référé,

e.9.,à Cox et Isham [1980], qui offrent une approche concrète axée sur les applications, à

Waymire et Gupta [1981a, 1981b, 1981c], qui se concentrent sur les applications aux

modèles de précipitation, ainsi qu'à Daley et Vere-Jones [1988] pour une approche plus

approfondie s'appuyant sur la théorie des mesures.

1.2.1.2 Définition du processus ponctuel de Poisson

De façon générale, il est possible de saisir la structure probabiliste complète d'un processus

ponctuel à travers la spécification des distributions conjointes des nombres de points dans

un nombre fini d'ensembles arbitraires et (mutuellement) disjoints. Dans le cas d'un

processus de Poisson N( ) de paramètre d'intensité 1,, I > 0, cela revient à dire que pour

tout k : 1,2,...,Ies variables N(A1), ..., N(Ar) sont indépendantes pour des sous-ensembles

disjoints Al, ..., Ar. de R. De plus, ces variables sont distribuées selon des lois de Poisson

de moyennes respectives ÀlA1l, ..., ÀlAtl, où lAil (i : 1,.,.,k) représente la longueur de

I'intervalle Ai. On peut noter les similitudes entre la définition du processus ponctuel de

Poisson et celle du processus stochastique de Poisson.

Le processus de Poisson se caractérise également à l'aide de ses propriétés fondamentales,

qui s'énumèrent comme suit:

(i) complètement aléatoire: N(A1), ..., N(Ar) sont indépendantes pour des régions

disjointes Al, ..., A1, pour tout k > 1 (il s'agit de l'équivalent de la propriété

d'incréments indépendants dans la théorie des processus stochastiques)

(ii) sans événements simultanés: P[N(A) >-2]: o(lAl) pour lAl ) 0

(iii) homogène ou stationnaire: P[N(A): 1] : ÀlAl + o(lAl) pour lAl ) 0 et À > 0

La propriété (iii) montre que I'homogénéité du processus de Poisson découle du fait que

l'on suppose le paramètre d'intensité À comme étant constant dans le temps. Un processus
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satisfaisant aux conditions (i)-(iii) mais pour lequel le paramètre l" est fonction du temps,

i.e. )" :1"(t), est appelé un processus de Poisson non homogène avec fonction d'intensité

l"(t). Pour un tour d'horizon plus général concernant les processus ponctuels poissonniens,

le lecteur est référé à l*bi-Zeid ll997l.

Enfin, en ne considérant ce processus que dans une seule dimension (le temps) et puisque

l'arrivée d'événements simultanés a une probabilité nulle, il devient également possible de

le spécifier à I'aide de la distribution conjointe des temps d'attente 4 0 : 1,2,...) entre

chaque événement. En fait, il suffit de dire que les temps d'attente { sont indépendants et

identiquement distribués selon une loi exponentielle de paramètre À pour caractériser un

processus ponctuel de Poisson de paramètre d'intensité À, l" > 0.

1.2.1.3 Représentation canonique d'un processus ponctuel

Dans le cas d'un processus ponctuel défini sur la droite réelle, I'espace des réalisations C)

peut être vu comme I'ensemble des différentes positions que peuvent prendre les points

(correspondant à l'arrivée des événements) sur la droite. Un élément w de f) se représente

donc comme une suite de nombres réels, i.e. que:

(  ) *
w = 1 X '  l .

\  ' /  l = l
(x r  <  xz  < . . . ) (r .2)

On suppose qu'une telle suite respecte la condition (II) de la définition d'un processus

ponctuel (section l.2.I.l), i.e. qu'elle ne peut contenir qu'un nombre fini de points dans

tout sous-ensemble A borné de R. On est alors en mesure d'affirmer que w représente une

réalisation possible du processus N( ).

Or, on peut associer une mesure de dénombrement à toute réalisation possible w e Ç).

Cette mesure se définit ainsi (Waymire et Gupta [1981b]):
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N(w, A)  = card{ i :  x ,  eA} ,  A c  R, ,  *  =  { r , , } : ,
(1 .3 )

où card dénote le cardinal de I'ensemble en question. Cela revient à dire que pour une

réalisation w donnée du processus N( ), N(w, A) représente le nombre de points se

retrouvant dans I'ensemble A. T.'utilité d'une telle définition réside dans le fait qu'elle

permet d'introduire la notion d'intégrale stochastique. La notion d'intégrale d'une fonction

f(') définie sur R est bien connue. Imaginons cependant une fonction f(.), qui au lieu d'être

définie sur R, n'est définie que sur un sous-ensemble infini (quoique dénombrable) de R..

Autrement dit, une fonction f(.) déflrnie sur un sous-ensemble w e Ç) représentant une

réalisation possible d'un processus ponctuel N( ). On peut comprendre intuitivement que

I'intégrale d'une telle fonction sur w coffespond en fait à une somme infinie de termes f(x1)

pour chaque élément Xi € w. L'expression d'une telle intégrale (dite stochastique) par

rapport au processus ponctuel N( ) peut être déduite en se servant de la définition (1.3), ce

qui se traduit de la façon suivante:

o

I  r r * l dN (w .x )= I f ( x , ) ." /
J K ?

t=l

* = { ^ , } * , .  o
(1 .4 )

où l'expression dN(w, x) vaut 1 si un événement s'est produit dans I'intervalle [x, x+ôç] 6u

0 sinon. On peut donc définir la fonction f(.) indépendamment sur R. On utilise

habituellement I'expression (1.4) sous cette notation abrégée:

I r (* ldN(x) = l r1x,)J R 1 . (1.s)

L'équivalence entre I'intégrale et la somme infinie de l'équation (1.5) peut aussi être mise en

évidence en remarquant que:
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iP=âu*,',

N ( A ) =  f  a N l * ; = I l
.rA

(1.6)

où ô représente la distribution de Dirac. Puisque I'on se retrouve avec une somme infinie

en (1.5), des problèmes de convergence peuvent se poser. Une façon de contourner cela est

de dire que f(.) = 0 en dehors d'un sous-ensemble A borné de R, en plus de poser la

condition que (.) est elle-même bornée. Dans ce cas, la condition (II) de la section \.2.l.l

nous assure que f(xi) * 0 que pour un nombre fini de points, et donc que l'intégrale définie

en (1.5) existe. Notons également que dans la mesure où f(.) = I sur R, l'expression (1.5)

nous pennet de réexprimer la variable N(A), A c R, sous la forme:

(1 .7 )

1.2,1.4 Processus ponctuels de type groupé (Cluster processes)

Les précipitations se présentent généralement sous forme groupée. Sans entrer dans les

détails, c'est que I'avènement d'un front pluvieux amène avec lui son lot d'averses. Une

référence fondamentale sur le sujet, souvent citée dans la littérature, concerne les travaux

de Le Cam [1961]. Kawas et Delleur [1981], par exemple, se basent sur ce dernier afin de

construire leur modèle stochastique pour représenter des données journalières de pluie

provenant de l'Indiana.

Ce genre de dépendance a donc amené les chercheurs à considérer un type de processus

ponctuel que l'on qualifie de groupé. Soit N1( ) un processus ponctuel sur R. que l'on

dénote comme le processus des centres des groupes. Définissons également, pour tout

x € R, un processus N2( | x) que I'on dénote comme le processus des membres du groupe

dont le centre est situé au point x. Supposons que N2( I xr), ..., Nz( | 4) représentent k

processus indépendants pour k valeurs distinctes Xl, ..., xr € R (k:1,2,...). Un processus
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N( ) résultant de la superposition de ces divers processus est alors dit être de type groupé et

peut s'exprimer ainsi:

NO= I  N, (  1" , )
x ;  eN1  o

(1 .8 )

Bien que définis de façon générale, les processus ponctuels groupés ne sont intéressants en

pratique que dans certaines situations spéciales. Dans les cas d'application à des modèles

de précipitation, on s'intéresse tout particulièrement aux processus ponctuels groupés dits

de Poisson, i.e. dont le processus des centres des groupes est poissonnien. Un exemple

simple d'un tel processus ponctuel groupé est le processus de Poisson composé au sein

duquel un nombre aléatoire d'événements se produit au centre de chaque groupe. On

suppose que les nombres de points pour chaque groupe sont indépendants et identiquement

distribués.

Le processus de Neyman-Scott est un autre exemple de processus groupé qui présente un

intérêt particulier dans la modélisation des précipitations. Comme son nom I'indique, ce

processus a été introduit par Neyman et Scott [1958] afin de modéliser la distribution des

galaxies dans l'espace (les galaxies étant vues comme des regroupements). En bref, il

s'agit d'un processus groupé de Poisson pour lequel un nombre aléatoire de points sont

dispersés de façon indépendante par rapport aux centres des groupes, et ce en accord avec

une distribution de distance commune f(.). On suppose là aussi que les tailles (i.e. le

nombre de points) des groupes sont indépendantes et identiquement distribuées.

1.2.1.5 Exemple d'application : modèle de Poisson

Ce modèle ne présente aucune dépendance statistique dans sa structure. On y assume que

l'intensité de la précipitation consiste en une série d'événements pluvieux instantanés. La

position dans le temps de ces divers événements est gouvernée par un processus de Poisson

N(t) de paramètre À, d'où EtN(t)] : It (section I.2.1.2). À chaque événement est associée
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une amplitude (hauteur de pluie) aléatoire Ui, de telle sorte que U1, Uz,Ur... représentent

des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ayant pour fonction de

densité fu(u). Ces variables sont également considérées comme indépendantes de N(t).

Ainsi l'intensité de la précipitation e(t) au temps t peut s'écrire sous la forme:

e(t) dt : U(t) dN(t) (1.e)

où dN(t) vaut 1 si un événement survient dans I'intervalle [t, t+dt] ou zéro sinon (voir

section L2.I.3). Une illustration schématique de ce modèle est donnée à la figure 1.1.

1 l

H

a

u

' [ ]

u

r

En tenant compte des hypothèses formulées précédemment,

processus de Poisson composé (Compound Poisson Process).

moyenne, la variance et la covariance de ce processus sont

Parzentl962l) et sont données par:

I = Unité de longueur

t = Unité de temps

Figure 1.1: Description schématique du modèle de Poisson (amplitudes indépendantes)

On définit par la suite à partir de (1.9), de même qu'en utilisant l'équation (1.5) dérivée à la

section I.2.1.3,la variable Nu(t) donnant le niveau de pluie accumulée au temps t:

Nu(t) = t > 0 ,  U o : 0
( 1 . 1 0 )

Nu(t) représente donc un

Les expressions pour la

bien connues (voir, e.g.,

{e (v )dv  
=  Ïu , ,

Temps [t]
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E[Nu(t)]

Var[Nu(t)]

E[u]Àr

E[U2]],t

( 1 . 1 1 )

(r.T2)

( 1 . 1 3 )

( 1 . 1 4 )

(1 .1s)

( 1 . 1 6 )

Afin de tester les propriétés de ce modèle à différentes échelles de temps T, il faut tout

d'abord obtenir des estimations pour les paramètres À, E[U] et E[U']. Pour limiter le

nombre de paramètres à estimer, on peut supposer que les amplitudes Ui sont distribuées

selon une loi exponentielle de paramètre o, i.e. que fu(u) : oe-*. La moyenne et la

variance de U sont alors données par E[U] : llo et Var[U] : Ilo2. Or, en se servant du fait

que var[u] : E[u2]*(E[u])2, on en déduit que E[u2] :2/o2, i.e. que E[u'] : 2(E[u])2, ce

qui nous permet de réécrire les équations (1.14) et (1.15) en fonction des paramètres I et

E[U] uniquement, d'où I'on obtient ces expressions pour ]" et E[U]:

Cov[Nu(t1), Nu(tz)] : E[U2]I.min(t1, t2)

où E[U] représente la hauteur de pluie moyenne associée à un événement pluvieux. Il est

possible d'en déduire les caractéristiques pour les hauteurs de pluie cumulées sur des

périodes de temps successives (et disjointes) de longueur T. En effet, en posant:

Y1 : Nu(iT) -Nu(i- l).T), i :  I ,2,.. .

les variables Yi ainsi définies sont indépendantes et identiquement distribuées. En dénotant

leur fonction de densité commune par fy(y), il est assez simple de démontrer à partir des

formules (1.11), (1.I2) et (1.13) que les moments du premier et du second ordre de Y

s'expriment sous la forme:

E[Y]

VarIY]

Cov[Y; \]

E[u]Àr
Elu2l).7

0  ( i + j )
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1ut"t= ElulÀr \
\vartvl = z(npl' xr f

Varl"YlElul= tq"r
<+

^ z(Epv1)'
^ = 

vbdYl {

( 1 . 1  7 )

(  1 .  1 8 )

Rodriguez-Iturbe et al. [1984] soulignent I'importance de choisir des intervalles de temps

considérés comme homogènes d'un point de vue hydrologique pour I'analyse des données,

de façon à ce que l'estimation des paramètres garde un sens. En effet, la valeur des

paramètres peut changer au fil des mois ou des saisons par exemple. Pour chaque mois ou

chaque saison, on commence tout d'abord par estimer la moyenne E[Y] et la variance

Var[Y] à partir de la séquence des hauteurs de pluie cumulées Yi à notre disposition. Puis,

en admettant une distribution exponentielle pour LJ, on peut ensuite estimer les paramètres

1, et E[U] à l'aide des équations (1.17) et (1.18), où la valeur de T correspond à la fréquence

à laquelle les valeurs Yi sont récoltées. Ainsi, avec T égal à une heure ou une journée,

I'estimation de l" représenterait de façon intuitive le nombre moyen d'événements pluvieux

par heure ou par jour (sachant que E[N(T)] : ÀT).

Rodriguez-Iturbe et al. 11984] mentionnent également que ce modèle possède quelques

propriétés intéressantes permettant de vérifier son aptitude à représenter les données à

differentes échelles. Par exemple, si l'autocorrélation estimée à partir des données est

significativement differente de zéro (en utilisant, €.9.,le test d'Anderson [1941]) à l'échelle

de temps considérée, cela suggère que le modèle n'est pas adéquat pour décrire le processus

de précipitation à cette échelle. De plus, si les valeurs estimées des paramètres à deux

échelles de temps differentes sont éloignées l'une de I'autre lorsque ramenées à une échelle

de temps commune, cela peut indiquer que le modèle n'est pas valide à ces deux échelles

simultanément (i.e. que les résultats du modèle obtenus à une certaine échelle ne peuvent

pas être transposés à une autre échelle simplementpar agrégation/désagrégation).
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Pour d'autres exemples d'application, le lecteur est réferé à Grenier U9991qui propose une

évaluation de la perfonnance de divers modèles de précipitation basés sur des processus

ponctuels de type groupé.

1.2.2 L'invariance dféchelle et son utilité dans la modélisation

L'utilisation de modèles stochastiques est une alternative pratique à I'emploi de modèles

déterministes pour représenter des phénomènes complexes, comme la précipitation. On

évalue habituellement la qualité d'un modèle stochastique par sa capacité à reproduire les

caractéristiques statistiques présentées par le phénomène en question (e.9. les moments

statistiques). Dans le cas de la pluie, une propriété dénommée invariance d'échelle retient

I'attention. Pour des fins de modélisation, I'invariance d'échelle peut être vue comme une

propriété permettant de caractériser un processus stochastique de façon à pouvoir en tirer

aisément toute l'information probabiliste dont on a besoin. Au même titre, par exemple,

que les hypothèses d'incréments indépendants etlou de stationnarité, l'hypothèse

d'invariance d'échelle sert donc à décrire une certaine catégorie de processus stochastiques.

Dans ce cas-ci, les processus en question ont la particularité de conserver certaines

propriétés (les distributions d'énergie et de masse par exemple, lorsqu'il s'agit de processus

physiques) lorsqu'ils sont soumis à des opérations de changement d'échelle.

Pour en donner une définition brève, la propriété d'invariance d'échelle implique que les

propriétés statistiques de la série à grande échelle (T6) sont reliées aux propriétés

statistiques à plus petite échelle (Tp) par un simple opérateur de changement d'échelle

donné par À = Tc/Tp. Cela implique généralement I'existence d'une fonction de

changement d'échelle, pour tout À, par laquelle les processus agrégés à differentes échelles

peuvent être rendus équivalents en distributions de probabilité (marginales etlou

conjointes).
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Une définition plus restrictive de I'invariance d'échelle peut être obtenue en considérant

l'égalité au niveau des moments statistiques au lieu de l'égalité au niveau des distributions

de probabilité pour les processus agrégés à différentes échelles (toujours à I'aide d'une

fonction de changement d'échelle). Ce genre d'approche est plus commode pour des

considérations d'ordre pratique et sera par le fait même privilégiée dans la suite de ce

mémoire. Une discussion plus détaillée sur les aspects théoriques de l'invariance d'échelle

fait I'objet de la section2.l.l. Le lecteur est également réferé à Gupta et Waymire [1990] à

ce sujet.

L'investigation de la propriété d'invariance d'échelle dans les données de pluie est quelque

chose qui reçoit une attention croissante dans la littérature concernant la modélisation des

précipitations, celle-ci se révélant souvent présente (voir, e.g., Schertzer et Lovejoy [987],

Olsson et at. 11993], Tessier et al. [T996]). En effet, la simulation de processus invariants

d'échelle à l'aide de cascades multiplicatives (section 2.1.3) s'avère efficace pour la

reproduction des séries de pluie, particulièrement au niveau de l'effet de regroupement

(clustering) typiquement observé dans la précipitation.

Un autre avantage des modèles invariants d'échelle est qu'ils offrent une alternative simple

et attrayante à l'utilisation de modèles reposant sur les processus ponctuels. En effet, bien

que ces derniers puissent donnerjusqu'à un certain point une description physique adéquate

du phénomène de précipitation, ils ont besoin pour ce faire d'un grand nombre de

paramètres, surtout pour bien reproduire I'effet de regroupement. Autrement dit, la

simulation de I'invariance d'échelle au sein d'un processus ponctuel ne s'obtient qu'au prix

d'un manque de parcimonie. Il en résulte alors que ces modèles ont souvent de la diffrculté

à représenter correctement le phénomène à différentes échelles, les valeurs estimées des

paramètres ne se révélant valables que pour l'échelle de temps considérée. Dans le cas d'un

modèle invariant d'échelle, les paramètres sont par construction valides à toutes les échelles

et, conséquemment, peu nombreux. La présence de la propriété d'invariance d'échelle

mérite donc d'être exploitée lorsque vient le temps de modéliser la précipitation. L'objectif

1 5



Modélisation stochastique de la pluie à I'aide de modèles invariants d'échelle

principal de ce mémoire est d'illustrer ce propos en donnant un bon aperçu de ce que I'on

peut tirer de l'utilisation de modèles invariants d'échelle.



2. MODÉLISATION DANS LE CADRE DB

L' INVARIANCE D' É CHELLE

2.1 Aspects théoriques

2.1.1 Invariance d'échelle simple et spectre de Rényi

Cette section vise à décrire le contexte théorique à partir duquel on peut définir la marche à

suivre afin de détecter la présence de la propriété d'invariance d'échelle dans une série de

données pluviométriques. Notons tout d'abord que dans le cadre de ce mémoire, on ne

s'intéresse qu'aux applications sur les séries temporelles, i.e. à une dimension, par

opposition aux séries spatio-temporelles (à dimension 2 ou 3). Cela permettra donc

d'alléger la présentation qui va suivre quoiqu'une théorie générale sur I'invariance

d'échelle soit déjà bien établie (voir, e.9., Schertzer et Lovejoy [1987], Gupta et Waymire

[1990]). Puisqu'elle sera répétée souvent, l'expression "invariance d'échelle" va désormais

être remplacée par I'abréviation "IE".

Soit {X(t)} un processus stochastique à paramètre continu (i.e. t e R). Définissons à partir

de ce dernier le processus agrégé {Y(40}, où At représente le pas de temps auquel on

agrège (e.g. I heure pour une série horaire,24heures pour une série journalière, etc...), et

que l'on peut exprimer ainsi:

Y(At) = 
[, x1t1 At (2.r)

La propriété d'IE simple, habituellement associée à des processus possédant des

distributions de probabilité continues, survient lorsque pour toute échelle I > 0, il existe

une constante C(1,) telle que l'égalité suivante soit satisfaite:
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(2.2)

d

où = symbolise l'égalité au niveau des distributions. En ce sens, on parlera parfois de l'IE

simple au sens strict. On peut remarquer que la fonction d'échelle C(1") prend la forme

d'une loi de puissance car, pour deux valeurs l"r et 12, on montre à I'aide de (2.2) que:

{c11",1,,;v(lt;}1 {v1r.,l.,lt;11 1v11,, pi,,Atl)}: {c1i,,;v1l,,Ar)}: {c11,,;c11., )y(At)}

et puisque la distribution de Y(40 est ici supposée arbitraire, cela implique que:

c(Ir l .2) = c(À,)c(Àr)

( .  i - t  )  d

{[cti.lJ-'Y(À^t)l = {v1nt;}

{r-"v1r.rt;} I 1v1r;}

Il est facile de voir que (2.3) se généralise pour n arguments (n > 2). Par conséquent, on a

C(f,o) : [C(^.)]o pour tout k e Q, et en autant que C(],) soit continue en À, pour tout k e R

(pour une dérivation rigoureuse, voir Lamperti tl962l). En utilisant I'identité eh(u) : u, on

en déduit que:

C(1,) = C(ehrrr)= lC(")] '"(À) 
-.n(cte))t4r; - 1rn(c1";)

En d'autres mots, en dénotant I'expression tn(C1e;) par []€, on a C(À) :]"ffi, et l'équation

(2.2) peut alors se réécrire sous la forme:

(2.3)

(2.4)

Il est à noter que la valeur du paramètre 3t (dénommé l'exposant d'échelle) doit être

positive dans l'équation (2.4) de façon à s'assurer que la valeur du facteur de normalisation

l"-tf soit cohérente (i.e. que si l" > 1, on doit avoir )r-fl < I et vice versa). Remarquons
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également qu'un processus stochastique formé d'une succession de variables indépendantes

et identiquement distribuées n'obéit pas de façon générale à la propriété d'IE simple. Il a

été démontré par Lévy [1937] que cela est vrai si et seulement si les distributions de

probabilité appartiennent à une certaine classe connue sous I'appellation de "strictement

stable".

La relation décrite en (2.4) pour les densités entraîne nécessairement une relation semblable

pour les moments statistiques (d'ordre q), dans la mesure où ces derniers existent, ce qui

peut s'exprimer ainsi:

I 9

nfivqi,rt;l' ]= r[1^"tr^,)l' ] 
= r"n[v1nt;l' ]

(2.s)

La propriété définie par (2.5) est parfois appelée l'IE simple au sens large, puisque celle-ci

ne fait réference qu'aux moments, par opposition à l'IE simple au sens strict qui fait appel à

l'égalité des distributions. D'un point de vue théorique, I'IE simple au sens large constifue

une hypothèse moins forte que celle au sens strict. En effet, on remarque que si (2.a)

implique (2.5), le contraire n'est pas vrai. Puis, si I'IE simple au sens large peut perdre son

sens lorsque les moments ne sont pas définis pour certaines valeurs de q, cela n'empêche

pas que l'IE simple au sens strict puisse toujours exister. D'un point de vue pratique

cependant, l'IE simple au sens large peut facilement être vérifiée par l'estimation des

moments en fonction de I (pour differentes valeurs de q). En effet, il découle de l'équation

(2.5) que la relation obtenue doit être linéaire dans un diagramme log-log, ce qui, le cas

échéant, permet en plus d'estimer la valeur de I'exposant d'échelle *€.

Cela nous amène à introduire le spectre de Rényi [1970], qui est défini comme suit:

rn(Ili^^"lY (l,^t)lq )r(q) = lg 
-

ln(1,)
(2.6)
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où T représente la période totale d'observation. Une façon de définir la propriété d'IE

pour un processus stochastique est de dire que le rapport des log dans (2.6) peut s'exprimer

indépendamment de À pour tout q. Plus particulièrement, pour un processus obéissant à la

propriété d'IE simple, l'équation (2.5) s'applique, et en la substituant dans (2.6) on obtient:

'[*[frïx(^')l'])'"[* [i rl11^^" 1", (r^t)l' ])t(q) = l im -
^+t,

= l i m -
À+0

ln(À)
= l i m -

l,+0 ln(À)

r,h'-'Iili'lrrrtll') m(ro"-')+ I
= llm - --j.----z-

l .-+o rrr( i ,) 
@ =l-qH

ln(À) (2.7)

On constate donc que I'IE simple élimine bel et bien la dépendance par rapport à l, dans

I'expression (2.7), ce qui nous permet de ne pas tenir compte de la limite dans la définition

du spectre r, et ce qui implique que celui-ci est entièrement déterminé par la valeur de 3t

(puisqu'il s'agit d'une fonction linéaire de pente -8() potx des processus invariants d'échelle

simple. Le résultat obtenu en (2.7) nous indique également que r(0) : 1. r(0) se trouve en

fait à représenter la dimension de I'ensemble-support, qui correspond à I'axe du temps (dd

dimension 1) dans le cas d'une série chronologique. Cependant, t(0) : 1 veut aussi dire que

la probabilité d'observer des valeurs nulles dans la série est égale à zéro. Or, dans le cas

particulier où {Y(Ât)} représente un processus non négatif (tel la pluie), on s'imagine

facilement qu'il y a de fortes chances pour que I'on se retrouve avec des valeurs nulles.

Cela est une bonne indication que I'IE simple ne constitue pas un modèle approprié pour ce

genre de processus (i.e. aux échelles où le processus est intermittent).

On peut obtenir une définition alternative du spectre t dans le cas d'un processus non

négatif par le biais de la règle de l'Hospital, qui devient alors facilement applicable à la

définition (2.6), ce qui nous permet de réécrire celle-ci sous la forme:
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r(q) = lg 
-
o(r'(Ill*"[rru,r]'))

a(m11,;)

Ainsi, t(q) s'interprète comme la pente de la relation du log de la sommation des

puissances d'ordre q, (i.e. la sommation des valeurs du processus élevées à la puissance q)

en fonction du log de 1", lorsque À se rapproche de 0. Pour q: I,la somme des éléments

reste la même pour tout )v, i.e. que la pente vaut 0 partout, ce qui implique que t(1) = 0 (si

t(1) existe). Sous l'hypothèse d'IE, on peut laisser tomber la limite dans la définition (2.8)

car la pente de la relation ne doit pas dépendre de 1", ce qui veut dire que la relation est

linéaire. Cela suggère donc que l'évaluation de la pente en question devient un estimateur

naturel pour r(q) dans le contexte d'IE, estimateur dont I'expression est donnée par:

â(q) = -
o(tn1r,y)

où S(À,q) = I:l*"[\(],&)]q

représente I'estimation de la sommation des puissances d'ordre q au pas de temps ÀAt.

L'estimateur défini en (2.9) se révèle donc être un outil permettant de détecter la présence

de la propriété d'IE dans les données. Dans un premier temps, il s'agit de vérifier la

linéarité des relations h(S1I,q)) ur h(À) pour différentes valeurs de q et d'estimer les

pentes pour celles-ci. En reportant ensuite les estimations i1q; sur un graphique, on doit

vérifier I'alignement des points pour confirmer la présence de I'IE simple (au sens large du

moins).

Mentionnons cependant qu'une fonction r(q) non linéaire nous amène à considérer un autre

type d'IE qui s'avère être une généralisation de I'IE simple. En effet, la propriété d'IE

multifractale est définie par une équation similaire à (2.5), la difference se situant au

(2.8)

a(rn(s1l.,qy))
(2.e)

(2.10)
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niveau de la dérivée dr(q)/dq qui, au lieu d'être constante, devient fonction de q. On peut

démontrer que dans ce cas le spectre r, au lieu d'être linéaire, est alors strictement convexe.

On note que les étapes menant à vérifier la présence de I'IE multifractale dans les données

sont les mêmes que dans le cas de I'IE simple (i.e.,linéarité des relations tn(S1i,,q;) vs

ln(}.), estimation des pentes, graphique des valeurs i(q).n fonction de q) car c'est l'allure

de la fonction r(q) estimée qui permet de distinguer entre I'IE simple ou multifractale.

Le terme multifractal est relié à la notion de spectre des dimensions (Hentschel et

Procaccia [1983]) qui, pour des processus non négatifs, est défini comme suit:

D(q) = +gl( r - q ) (2.n)

On désigne comme monofractals les processus dont le spectre r s'exprime sous la forme

t(q) = (I-q).cte (par analogie avec I'I.E. simple, r(q) est linéaire avec q dans ce cas). Or,

dans le contexte de monofractalité, on remarque que D(q) est constant pour tout e, i.e.

qu'une dimension unique sert à caractériser tout le processus, soit D(0) : r(0) (: cte), d'où

I'utilisation du préfixe "mono". On doit noter ici que r(0) n'est pas nécessairement égal à 1,

i.e. que contrairement à I'IE simple, la propriété de monofractalité peut s'appliquer à des

processus non négatifs admettant des valeurs nulles. Dans le cas multifractal, on devine

bien entendu que D(q) varie en fonction de q. Le spectre D(q) devient alors une fonction

strictement décroissante.

La quantité r(0) : D(0) porte le nom de dimension de capacité quoique celle-ci soit souvent

considérée comme étant "la" dimension fractale (par abus de langage). Dans le cas

monofractal, bien qu'on ait le choix de la valeur de q pour estimer la dimension unique, on

s'intéresse avant tout à D(0) puisqu'il s'agit de la seule valeur du spectre D(q) dont

I'existence est assurée (Hentschel et Procaccia [1983]). La section 2.2.2 traite d'ailleurs
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spécifiquement de I'estimation de cette quantité qui peut déjà révéler des détails

intéressants sur les données dont on dispose.

Le lien existant entre la dimension de capacité et "la" dimension fractale vient du fait que

celle-ci a une interprétation géométrique. En effet, tel qu'il sera explicité à la section

suivante, déterminer la dimension de capacité d'une série chronologique (non négative)

implique la transformation de cette dernière en une suite de 0 et de I (en remplaçant

simplement les valeurs supérieures à zéro par des 1). En transposant la série ainsi modifiée

en un ensemble de segments élémentaires dont la longueur correspond au pas de temps

employé et qui seront soit vides (pour les valeurs 0) ou pleins (pour les valeurs 1), on

obtient un objet géométrique qui peut être assimilé à une construction fractale. Un exemple

d'une telle construction est donné à la section qui suit.

2,1.2 Exemple de construction fractale et comptage de boîtes

Les concepts introduits à la section précédente nous donnent les outils nécessaires afin de

détecter la présence de la propriété d'IE dans une série de données de précipitation. Une

première étape en ce sens concerne l'estimation de la dimension de capacité. Il a été fait

mention à la section 2.1.1 qu'il existe un parallèle entre cette notion appliquée aux séries

chronologiques et la dimension fractale servant à caractériser des objets géométriques auto-

similaires issus d'une construction itérative. Un exemple classique en la matière est la

poussière de Cantor (pour en savoir plus sur la géométrie fractale, le lecteur est référé à

Mandelbrot [1982] ou encore à Mandelbrot [1989] pour une référence en français).

On construit cet ensemble à partir d'un segment de longueur a que I'on divise en trois pour

ensuite en retirer la partie centrale (voir figure 2.1). On se retrouve alors avec un ensemble

formé de deux segments de longueur al3 et séparés par un vide de même longueur. La

construction se poursuit en divisant à chaque itération chaque segment présent en trois et en

lui ôtant sa partie centrale.

23
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Figure 2.1: Quatre étapes dans la construction d'un ensemble de Cantor

En se référant à la figure 2.1, on constate qu'à I'itérationn, on dénombre2n segments de

longueur al3",c'est à dire que I'on se retrouve avec unnombre grandissant de segments à

chaque itération tandis que la longueur de ceux-ci diminue constamment. Ce que I'on

désigne comme I'ensemble de Cantor est le résultat de cette construction prolongée jusqu'à

I'infini (qui nous laisse en présence de "poussière" car les segments se transforment en

points d'accumulation à la limite). Afin de caractériser cet ensemble, on utilise la

"dimension d'auto-similarité" D : log(2n)/log(3') : log(2)/log(3) (Mandelbrot [1982] ou

[1989]). De nombreuses variations de la poussière de Cantor peuvent être obtenues en

faisant varier le rapport de réduction et le nombre de segments conservés. On peut même

en faire des versions stochastiques en rendant aléatoires les positions des segments à

chaque itération. Dans chaque cas, la dimension d'auto-similarité de I'ensemble est

facilement déterminée en appliquant la formule suivante:

Itération 0:

Itération 1:

Itération2:

Itération 3:

Itération 4:

Dcunro, =

-

I I

I T  T T

i l i l  i l i l

-

I I

I T  I I

l l l l  l l l r

log(nombre de segments conservés)

log(inverse du rapport de réduction) (2.r2)

Or, tel qu'il a été établi à la section précédente, il est possible de transformer une série

chronologique en un objet géométrique, le résultat obtenu étant une suite de segments

élémentaires soit vides (pour les valeurs nulles) ou pleins (pour les valeurs supérieures à

zéro) dont la longueur correspond au pas de temps. En répétant cet exercice pour une

même série agrégée à différentes échelles de temps, il est ainsi possible d'évoquer la

construction d'un ensemble de Cantor. On remarque cependant qu'on ne peut utiliser
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directement la formule (2.12) pour déterminer la dimension d'une telle série puisqu'on n'a

aucune connaissance a priori du processus sous-jacent ayant mené à cette réalisation (i.e.

qu'on ne connaît pas les paramètres de I'ensemble de Cantor que I'on suppose à I'origine de

la série). En fait, on doit utiliser un corollaire de (2.12) qui nous dit que le nombre de

segments présents P à I'itération n est fonction de la longueur / de ces derniers selon la

relation:

+ tog(e1D)= -D[log(/) - log(a)]
(2.13)

où a est la longueur du segment d'origine. C'est donc dire que si I'on reporte dans un

diagramme log-log le nombre de segments présents à chaque étape de la construction d'un

ensemble de Cantor en fonction de la longueur de ceux-ci, la relation observée sera linéaire

et de pente égale à -D. L'algorithme du comptage de boîtes s'inspire de l'équation (2.13)

pour développer une méthode permettant d'estimer la dimension d'une série chronologique.

Dans le cas d'une série pluviométrique, cette méthode consiste simplement à compter le

nombre d'événements pluvieux (i.e. le nombre d'entrées supérieures à zéro) dans la série

agrégée à differentes échelles et de reporter le tout dans un diagramme log-log (échelle

d'agrégation vs nombre d'événements) pour vérif,rer tout d'abord la linéarité de la relation

puis, le cas échéant, estimer la dimension (i.e. la pente). Tel qu'on le verra à la section

2.2.2, ceci correspond à la méthodologie décrite à la section 2.1.1 pour I'estimation de la

dimension de capacité r(0), i.e. que dans un cadre dépassant I'interprétation géométrique,

cet algorithme contribue à la validation de I'hypothèse d'IE dans les données.

2.1.3 Les cascades multiplicatives monofractales

Les cascades multiplicatives constituent un outil régulièrement employé dans la simulation

de processus invariants d'échelle. Pour en donner une description simple, disons qu'il s'agit

d'une construction itérative commençant avec une "masse" initiale (m) distribuée
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uniformément sur le support approprié (dans ce cas-ci, I'axe du temps). À chaque étape,le

support est divisé en un certain nombre de branches (ô) et autant de poids (w) sont générés

de façon à ce que la masse soit redistribuée dans chaque branche par multiplication avec les

poids respectifs (voir figure 2.2). ll est possible de s'assurer d'une conservation moyenne de

la masse en imposant la condition que I'espérance de la somme des poids doit être égale à 1.

Si la somme de ceux-ci vaut exactement 1, on dit alors que les poids sont complémentaires

tandis que la cascade est considérée comme étant microcanonique. On remarque que dans

le cas d'une cascade canonique, i.e. dont les poids sont non complémentaires, il n'est pas

possible de reconstruire la cascade par agrégation des valeurs obtenues aux niveaux

inferieurs afin de remonter jusqu'au niveau initial (puisqu'on ne retrouvera pas exactement

la valeur de la masse initiale).

wlo)...w1')m w\? ...wlDm

Figure 2,2: Schéma d'une cascade à deux branches

Il est possible de faire une analogie entre une cascade multiplicative et I'ensemble de Cantor

(voir section précédente) dans la mesure où il existe une probabilité po non nulle que la

valeur des poids puisse être égale à 0. Sous cet angle, I'ensemble de Cantor représenté à la

figure 2.1 peut être vu comme une cascade à 3 branches dont la probabilité po vaut l/3. ll

importe toutefois de spécifier qu'il s'agit là d'une cascade déterministe puisque la position

de la branche "vide" est connue d'avance (celle-ci se retrouvant toujours au centre). On

(k)

*\"**lt)*

w[')yw[t)m1 w\')7w[')m1 w\')1w\')m1
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pourrait dire également qu'il s'agit d'une cascade microcanonique puisqu'il y a exactement

deux branches "pleines" à chaque sous-division (en supposant que la somme des deux poids

non nuls soit égale à 1).

La dimension (fractale) de I'ensemble de Cantor telle que donnée par la formule (2.12) peut

se résumer sous la forme D: log(c)/log(ô), où c représente le nombre de branches "pleines"

et où ô est le nombre total de branches. Ainsi, si I'on fixe au préalable la valeur de la

dimension D, il est possible de déterminer des valeurs pour c et ô permettant de construire

une cascade dont la dimension (de capacité) sera égale à D. Par exemple, si D : 1/3, on

doit avoir 3log(c) : log(à), ou encore c3 : b, d'où I'on peut déduire la solution c : 2 et

à : 8. C'est donc dire qu'en construisant une cascade à huit branches avec seulement 2 des

huit poids qui sont non nuls à chaque étape, on obtiendra une série dont la dimension

vaudra 1/3. On peut y ajouter un élément stochastique en rendant aléatoires les positions

des branches non nulles sans pour autant affecter la valeur de la dimension.

Dans une perspective de simulation stochastique cependant, on préfere généralement

utiliser des cascades canoniques qui sont moins restrictives dans leur construction par

rapport aux conditions qu'elles imposent sur le processus sous-jacent. Pour reprendre

I'exemple précédent, au lieu de se retrouver avec deux poids sur huit qui sont plus grands

que zéro, la valeur de chaque poids serait plutôt déterminée sur une base individuelle en

accordant une probabilité l-ps: ll4 (: clb :218) que ces derniers soient non nuls. Si on

perd alors I'assurance que la dimension de la série résultante sera exactement égale à 1/3, on

peut en contrepartie ajuster la distribution des poids de façon à ce que I'espérance de la

somme de ceux-ci soit égale à 1, avec pour résultat une conservation de la masse en

moyenne. En utilisant la formule l-clb pour calculer la valeur de po, puis en supposant que

les poids sont générés de façon indépendante, il est facile de déterminer la distribution

appropriée, qui peut s'exprimer sous la forme:
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r*(,) = [r-f)u,,,, +f,a,,"1wy
(2.r4)

où ô représente la distribution de Dirac. La variable W ne peut donc prendre que les

valeurs 0 ou l/c avec des probabilités de l-(clb) et c/b respectivement. On vérifie qu'en

générant ô variables Wi indépendantes et identiquement distribuées selon (2.I4),

I'espérance de leur somme vaut bel et bien 1:

On a considéré jusqu'ici les valeurs de à et c comme étant entières. Si cela est trivial pour ô

(pour qu'il y ait cascade, ô doit être un entier plus grand ou égal à 2), on note que cette

restriction n'est pas nécessaire pour c puisque la valeur de po peut être obtenue uniquement

à partir du nombre de branches ô et de la dimension D, comme suit:

loslcl
o=;; iu l  + D. loe[ô]  =loe[c]  = bD -c -  bD- '

(2.rs)

Cette constatation est utile en pratique car elle nous dit qu'il est possible de générer des

cascades de dimension (sous-unitaire) quelconque en fixant au préalable le nombre de

branches ô. En effet, pour des valeurs données de ô et D, on déduit de (2.15) que

PIW: 0]: po: 1-6D-l et que soit W:0 ou soit W : I lc: ô-D. Remarquons que dans le

cas où D : 1, po : 0 et les poids valent tous automatiquement llb ; en d'autres mots, la

masse est alors toujours répartie également le long du support à toutes les étapes de la

construction de la cascade, i.e. qu'|In'y a pas de discontinuité du processus.

L'hypothèse de I'indépendance des poids, bien que simplificatrice, peut être relaxée afin de

laisser place à des résultats plus réalistes. Dans le cas de la pluie tout particulièrement, où

"[à"] = answl = u[(' -;)'. (, ))=' ! ='

c
=  

b = r -  P o
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I'autocorrélation à l'échelle horaire est habituellement significative (voir section suivante),

I'ajout d'une certaine corrélation au niveau des poids de la cascade peut constituer une façon

de mieux se conformer à la distribution observée pour les périodes sèches.

2.2 YérifTcation de I'hypothèse doinvariance doéchelle sur

les données ; zones d'applicabilité

2.2.1 Démarche méthodologique et présentation des données

L'objectif poursuivi dans les trois prochaines sections consiste à donner un exemple concret

de validation de I'hypothèse d'IE dans une série chronologique. La démarche adoptée

s'inspire des grandes lignes de la section 2.LI, i.e. qu'elle fait appel à I'estimation du

spectre t en différentes valeurs de q, ce qui fait I'objet de la section2.2.3. Auparavant, à la

section 2.2.2, une attention plus particulière est portée au cas g : 0, où I'on procède à

I'estimation de la dimension de capacité t(0) par le biais de l'algorithme du comptage de

boîtes qui a été décrit à la section 2.1.2.

Toutefois, avant de procéder, il convient de dire quelques mots sur la série de données

retenue pour effectuer cet exercice. Il s'agit d'un échantillon provenant de la station AL

748 (Division 3) en Alabama et contenant 19368 relevés pluviométriques horaires recueillis

entre le 19 juillet 1993 et le 3 octobre 1995. Les mesures effectuées pendant cette période

présentent l'avantage d'être complètes (i.e. pas de données manquantes) en plus de provenir

d'une région géographique où la précipitation demeure relativement uniforme tout au cours

de l'année (car pas d'hiver froid). Cela permettra de ne pas se soucier des problèmes

relatifs aux effets saisonniers.
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300 400 p0
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Figure2.3: 720 relevés pluviométriques horaires d'une station de I'Alabama

Question de faire un survol rapide des statistiques de la série, on peut dire tout d'abord que

la moyenne et la variance sont assez faibles à 0,0064 et 0,0023 pouce/heure respectivement.

Cela n'est pas surprenant puisque bien que les mesures varient entre 0 et 1,5 poucelheure,

laproportion de valeurs nulles dans les données s'élève à96,7yo. La figure 2.3 présente les

720 premiers relevés de la série, ce qui correspond environ à un mois de données. On y

constate un effet de regroupement (le clustering) provoqué par quelques averses se

présentant de façon quasi ponctuelle. En effet, la durée moyenne d'une averse est de 1,75

heure par opposition à la durée moyenne entre celles-ci qui est de 51 heures. Cette dernière

valeur peut sembler relativement faible en comparaison avec d'autres séries horaires

typiques ; elle passe malgré tout à 67 heures dans la série agrégée à deux heures, puis à 80

heures dans la série agrégée à quatre heures (cela étant probablement dû à la présence de

courtes périodes sèches intercalées au coeur des événements pluvieux, ce qui n'est plus

visible à grande échelle).
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Figure 2.4: Fonction d'autocorrélation estimée de la série horaire de I'Alabama

La figure 2.4 présente la fonction d'autocorrélation estimée des données à l'échelle horaire.

Le test d'Anderson [1941] nous peflnet d'affirmer que celle-ci est significativement

differente de zéro (pour un seuil de confiance cr : 0,05 tel qu'indiqué sur la frgure 2.4)

jusqu'à un délai de 12 heures. En effet, la valeur critique de ce test étant donnée par

1,96lJN =0,014 (où N représente le nombre total d'observations dans la série, soit

19 368), la valeur absolue de I'autocorrélation estimée ne doit donc pas excéder cette valeur

critique afin d'être considérée comme non significative. Tel que mentionné à la section

I.1.2, cette décroissance lente de la fonction d'autocorrélation peut être perçue comme une

manifestation du phénomène de persistance typique aux séries de précipitation.

2.2.2 Estimation de la dimension de capacité

Nous sommes intéressés ici à estimer la dimension de capacité du jeu de données à notre

disposition. En se référant à la section 2.L1, cela consiste à évaluer le spectre r en q = 0.

On doit alors considérer I'estimateur défini en (2.9), pour lequel il faut calculer les

sommations S(À,0) en fonction de differentes valeurs de À. Or, dans le contexte de la

::':l
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section 2.11, )u était un réel positif représentant un facteur d'échelle permettant soit de

rapetisser (À < 1) ou d'agrandir (1, > 1) l'échelle d'observation du processus original. On

comprend cependant qu'en pratique nous soyons limités à la résolution des données, i.e.

que I'on ne peut utiliser que des valeurs discrètes pour À (I,2,3,...). Toute valeur

intermédiaire impliquerait une désagrégation de la série à une échelle plus fine, ce dont on

ne dispose pas. En ce qui concerne I'expression de la sommation des puissances d'ordre 0

au pas de temps ÀAt (At : I heure dans ce cas-ci), elle prend la forme suivante, en accord

avec (2.10):

s(À,0) = 1'g'IIi [n, 1r.t;]' (2.16)

où &(l,At) représente le i"' élément de la série agrégée au pas de temps ÀAt et où N est

toujours le nombre d'entrées dans la série. Si N/À n'est pas entier, on se limite à la partie

entière. L'expression (2.16) se résume en fait en une sommation de 0 (pour les valeurs

nulles) et de I (pour les valeurs strictement positives). Ainsi, les valeurs nulles de la série

ne contribuent pas à l'évaluation de la sommation des puissances d'ordre 0, ce qui se justifie

par I'emploi de la limite dans (2.16) (en effet, bien que 00 soit indéfini, on remarque que

hlfO. = 0 ). S(À,0) correspond donc au nombre de valeurs supérieures à zéro dans la série

agrégée à l'échelle ÀAt.

L'estimation de r(0), qui selon (2.9) est donnée pu. i1o1 - - 
40"(sq',-1))) 

, s'obtient alors en
d(ln()"))

examinant les valeurs de S(1",0) sur un diagramme log-log en fonction de )", i.e. en calculant

la pente d'une éventuelle droite se dessinant sur un tel graphique. On voit que cela

correspond bien à la description de I'algorithme du comptage de boîtes dont il a été question

à la section 2.1.2. Nombre d'auteurs ont utilisé cette procédure pour caractériser la

variabilité temporelle des précipitations (e.g. Hubert et Carbonnel [1989), Olsson et al.

ll992l). Cette approche, au départ géométrique, s'est ensuite raffinée pour incorporer la



Chapitre 2 - Modélisation dans le cadre de l'invariance d'échelle

propriété d'IE dans des modèles tenant compte également de I'intensité de la précipitation,

permettant dès lors d'effectuer des simulations. Un exemple d'un tel modèle, conçu pour

reproduire la série de données introduite à la section précédente, et se basant sur le principe

des cascades multiplicatives (section 2.ï.3) est développé à la section 2.3.

Les résultats obtenus suite à I'application de la méthode du comptage de boîtes (facilement

programmable d'ailleurs) sur les données horaires de I'Alabama sont illustrés à la figure 2.5.

Les sommations S(1",0) y ont été calculées pour ÀAt : t heure, 2 heures, 3 heures, et ainsi

de suite jusqu'à 8760 heures (i.e. un an). Ce que I'on observe tout d'abord sur la frgure2.5,

c'est qu'il y a un bon alignement des points pour les petites valeurs de l, (de 1 à 6 heures en

fait) et que la pente estimée (par régression) pour le segment couvrant ces périodes équivaut

à -0,37, d'où l'estimation de la dimension est donnée pu, i(O) =0,37. La linéarité des

points après six heures est moins évidente quoique ces derniers suivent assez bien une

droite de pente -0,37 (droite qui est indiquée sur le graphique par des cercles [ooo]), en

autant que I'on reste sous la barre des 6 jours environ (i.e. tant que ln(I) <ln(6x24) = 5).

Figure 2.5: Algorithme du comptage de boîtes appliqué aux données horaires de I'Alabama (estimation de la

dimension de capacité)

J J
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En effet, on s'aperçoit que pour des périodes de I'ordre de la semaine et plus, la pente de la

relation tn(S11",01) vs h(1,) commence à s'accentuer pour tendre finalement vers -1. Cela

n'est guère surprenant puisque, d'une certaine façon, cet effet est pratiquement intrinsèque

au phénomène de précipitation. Ce qui se passe, c'est qu'au delà d'un intervalle de temps

suffisamment grand, on peut être presque certain qu'une chute de pluie surviendra. Dans le

cas de la série utilisée ici, la période sèche maximale enregistrée est de 578 heures. Cela

veut donc dire que pour l. > 578, S(1.,0) = I:11 = N/À , puisqu'on est assuré que

R(7,40 > 0 pour tout i. Conséquemment, tn(S1l,,O;) : h(N)-ln(î,) et
o(rn(ql.,o;))

o(tn1l";)

Cela suggère que la série observée serait le résultat de la combinaison de deux processus

d'IE : dans la mesure où la monofractalité est vérifiée (ce qui est le sujet de la section

suivante), on aurait donc pour les petites échelles (de quelques heures à quelques jours) un

processus de dimension 0,37 puis, pour les grandes échelles (au delà d'une semaine), un

processus de dimension 1. Bien que, techniquement, la dimension t(0) soit définie en (2.8)

par la valeur de la pente vers À : 0, le fait que la relation tn(S1l,,O) vs h(î") soit linéaire

pour les grandes échelles nous permet de justifier cette extrapolation. En effet, tel

qu'argumenté à la section 2.L1, la linéarité découlant du contexte d'IE nous permet

d'éliminer la limite dans la définition du spectre r. On se retrouve alors avec deux régimes

distincts d'IE, ce dont on devra tenir compte dans la modélisation.

L'identification de plusieurs régimes d'IE à I'aide de la méthode du comptage de boîtes a

déjà été mise en évidence par Olsson et al.11993]. Selon toute vraisemblance, un troisième

segment serait apparu sur la figure 2.5 si nous avions disposé de données de résolution plus

fine. D'après I'auteur, pour des échelles en deçà d'une heure, on se situe habituellement au

niveau de la durée typique d'un événement pluvieux (la valeur moyenne de 1,75 heure

donnée à la section précédente est quant à elle dépendante de l'échelle d'échantillonnage

d'une heure, puisque 60% des averses enregistrées se sont produites à I'intérieur d'une

- 1 .
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période d'une heure). Le processus est alors plus susceptible de présenter des

caractéristiques multifractales en raison de la grande variabilité de la distribution

caractérisant la durée des événements pluvieux (Olsson et al. ll993l). Lorsqu'on passe à

des échelles allant de quelques heures à quelques jours, on se situe plutôt au niveau de la

durée entre les événements. La dimension de 0,37 estimée pour ces périodes peut ainsi être

vue comme une mesure de I'intermittence des événements pluvieux dans le temps.

La transition d'une pente de *0,37 à -l sur la figure 2.5 ne se fait pas brutalement ; c'est

donc dire qu'il existe une zone de transition (entre une et deux semaines

approximativement, i.e. pour 5 = ln(6x2a) < h(À) < ln(14x24) = 5,8) à I'intérieur de

laquelle I'hypothèse d'IE ne s'applique pas vraiment. Comme il s'agit d'une fenêtre

relativement petite, un compromis raisonnable à adopter dans la modélisation consiste à

déterminer une frontière séparant les courtes périodes des longues périodes. Pour cela, on

peut prendre simplement I'intersection des droites de pente -0,31 et -1 (indiquées par des

cercles [ooo] sur la figure 2.5) représentant respectivement les petites et les grandes durées,

et qui équivaut à222 heures dans ce cas-ci, soit 9,25 jours.

Il reste toutefois à confirmer I'hypothèse de monofractalité en effectuant une estimation

plus complète du spectre t, ce qui est proposé à la prochaine section. Dans la perspective

de deux régimes d'IE, il faudra de plus obtenir deux fonctions i1q; estimées, soit une pour

les courtes périodes et une autre pour les longues périodes.

En terminant cette section, mentionnons que I'algorithme du comptage de boîtes se

généralise facilement pour des dimensions du support supérieures à I, i.e. qu'il est

également applicable aux séries spatio-temporelles. En deux dimensions, au lieu de

compter des segments, on va compter des carrés ; en trois dimensions, ce sera des cubes et

ainsi de suite...
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2.2.3 Estimation du spectre r

L'estimation de la dimension de capacité r(0) effectuée à la section précédente nous a

permis d'accomplir un premier pas vers I'objectif de validation de I'hypothèse d'IE dans une

série temporelle de précipitation. Il reste maintenant à estimer la fonction r(q) pour des

valeurs de q supérieures à 0. Pour confirmer la présence de la propriété de monofractalité,

il faut que le spectre estimé î14 oUeirse à la relation r(q) : (1-q).r(0) telle que donnée à

la section 2.1.1 pour des processus monofractals. Tout cela sans oublier qu'on désire

vérifier cette hypothèse deux fois puisque deux régimes d'IE aux propriétés differentes (i.e.

dont la dimension r(0) : D(0) n'est pas la même) ont été préalablement identifiés en

fonction des échelles de temps considérées (soit grandes ou petites).

L'estimation de r(q) pour une valeur de q fixée s'effectue selon la méthodologie décrite à la

section précédente, excepté que des sommations S(À,0), on passe désormais aux

sommations S(I,q) à évaluer en fonction de 1., de façon à obtenir i(q) put la pente de la

relation tn(S1i,,q;) vs h(1.) (si celle-ci est linéaire), conformément à (2.9). L'expression de

la sommation des puissances d'ordre q au pas de temps IAt, toujours en accord avec (2.10),

est alors donnée par:

s(t,q) = IIi [*, (]"^t)]q (2.r1)

Contrairement à la sommation des puissances d'ordre 0 en (2.16), où I'on ne fait

qu'additionner des 0 et des l, la sommation des puissances d'ordre q (q > 0) en (2.17) tient

compte de I'intensité de la précipitation et donc la variabilité de I'estimateur S(l,,q) sera

d'autant plus grande que la valeur de q sera grande. C'est pour cette raison qu'en pratique

on se limite à de petites valeurs de q (inferieures à 3 ou 4) afin d'effectuer I'estimation du

spectre t (pour qu'elle demeure fiable).
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En ce qui concerne I'application de la méthode aux données de I'Alabama, les sommations

S ( I , q ) o n t é t é c a l c u l é e s p o u r l : I , 2 , 3 , . . . , 8 7 6 0 e t p o u r g : 0 , 1 , 0 , 2 , 0 , 3 , . . . , 2 , 9 , 3 .  D a n s

le cas g : 1, puisque la sommation des éléments de la série agrégée à differentes échelles

reste la même pour tout À, on a que S(À,1) est constant, d'où i(t) = 0 car la pente est nulle.

Les frgures 2.6,2.7,2.8 et2.9 présentent les graphiques des relations h(S1l,,q)) vs h()")

pour q : 0,5, 1,5,2,0 et2,5 respectivement.

.i:ri:.

Ln(t)

Figure 2.6: Relation ln(S(À, q)) vs ln(À) calculée pour q = 0,5 sur les données horaires de I'Alabama

5 l
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ro
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Figure 2.7: Relation ln(S(À,q)) vs ln(}") calculée pour q = 1,5 sur les données horaires de I'Alabama

Ln(r,)

Figure 2.8: Relation ln(S(À, q)) vs ln(},) calculée pour q = 2,0 sur les données horaires de I'Alabama
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' " ' f : i a "

Figure 2.9: Relation

f : , . ,

ln(S(1", q)) vs 1n(À) calculée pour q = 2,5 sur les données horaires de I'Alabama

Concernant ces quatre figures, on peut remarquer tout d'abord que le cas g : 0,5 ressemble

beaucoup au cas q: 0 (voir figure 2.5 àla section précédente). On constate par la suite que

les valeurs Oe h(S(I,q)) tendent à osciller de plus en plus à mesure que q augmente (bien

que ces oscillations soient atténuées en coordonnées log-log), ce qui rejoint ce qui a été dit

auparavant par rapport à la variabilité de I'estimateur S(I,q) qui grandit avec q. À propos

de I'alignement des points, on peut dire de façon générale qu'il a la même allure que dans le

cas q : 0, c'est-à-dire qu'il est bon pour les courtes et les longues périodes tandis qu'une

zone de transition est observée entre les deux (cette zone se situant sensiblement dans les

mêmes intervalles pour ln(}") que lorsque q:0).

Avant de passer à I'estimation des différentes valeurs î14, it importe de définir les

intervalles sur lesquels elle sera faite. Dans le cas Ae î10;, on a retenu I'intervalle allant de

I à 6 heures pour les petites périodes bien qu'on aurait pu prolonger celui-ci fiusqu'à

quelques jours même) tout en gardant un bon coefficient de détermination (R' = 0,99) dans

In(1,.). l'
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la régression. Cependant, la linéarité des points pour les courtes périodes devient de moins

en moins bonne lorsque la valeur de q s'accroît, ce qui peut être observé sur les figures 2.6 à

2.9. Il vaut donc mieux retenir un petit intervalle sur lequel I'estimation sera très bonne

quel que soit q, quitte à étendre ce résultat pour toutes les périodes allant de 1 à Z22heures

(222heures étant la frontière entre les courtes et les longues périodes telle que déterminée à

la section 2.2.2), en acceptant I'idée que I'alignement des points pour ces périodes peut être

assimilé à celui observé pour les six premières heures.

Le même raisonnement s'applique pour les longues périodes, i.e. que I'estimation se fera sur

un intervalle où la linéarité est très bonne pour ensuite prolonger le résultat jusqu'à la

frontière séparant les petites des grandes durées. Un choix logique ici consiste à prendre

I'intervalle allant de 578 à 8760 heures puisque, comme il a été expliqué à la section 2.2.2,

les points de la relation h(S(À,O)) vs h(À) s'ajustent à une droite de pente -1 lorsque

À > 578. On dispose dès lors de tous les éléments nécessaires pour réaliser I'estimation du

spectre t, dont les principaux résultats sont exposés dans le tableau 2.1.

Expliquons tout d'abord la signification des symboles employés dans ce tableau : q demeure

bien sûr l'ordre de puissance de la sommation, î14. et i1q;" sont les estimations du

spectre r en q pour les courtes et les longues périodes respectivement, tandis que R2ç et R2p

sont les coeffrcients de détermination associés provenant de la régression. Seule

I'estimation de r(1) a été omise puisque cette dernière est triviale (i.e. r,(I), : r(1), : 0).

On remarque que les valeurs des coefficients de détermination sont généralement bonnes

bien que R2c < 0,99 lorsque q est supérieur à 2,L Il s'agit là d'un premier signe que la

linéarité commence à s'effriter pour les petites périodes avec q qui s'agrandit.

Heureusement, ce problème ne se présente pas dans le cas des longues périodes puisque les

valeurs des coefficients R2r sont toutes supérieures à 0,998. Il faut préciser toutefois que ce

très bon alignement des points aux grandes échelles est un effet imputable à la
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représentation en coordonnées log-log qui masque les écarts (en écrasant les grandes

valeurs de S(},,q)).

Tableau 2.1 : Estimation du spectre r pour la série de données horaires de I'Alabama

4 l

,' '"r-l 0.3698 0,9977 1.0000 1,0000t:,9,rx;

w
-0,2564 0,9947 -0,5715 0,9996

U ,

up- - , '  
,

0,3407 0,9981 0,8969 1,0000 *0,2974 0,9939 -0,6648 0,9996

0,3096 0,9984 0,1946 1,0000 -0,3315 0,9931 -0,7 571 0,9995

0,2764 0,9987 0,6930 1,00001;9,'; '
. :. ,,,1,f

-0,3768 0,9923 -0,8500 0,9995

0,2413 0,9989 0,592r 1,0000 -0,4151 0,9914 -0,9418 0,9994

0,2044 0,9991 0,4919 0,9999 -0,4525 0,9906 -1 ,03500,9993

0,1  658 0,9991 0,3923 0,9999 212 -0,4890 0,9897 -1,12620,9992

0,1259 0,9991 0,2933 0,9999 213 -0,5246 0,9888 -I,2r70 0,9992

0,0848 0,9990 0, I  950 0,9999 214 -0,5594 0,9879 -1,3073 0,9991

O,n 0,0427 0,9987 0,0912 0,9998?,s -0,5934 0,9870 -1,397 7 0,9991

l
0 0 216 -0,6268 0,9860 -1,4866 0,9990

l.L . -0,0431 0,9980-0,0966 0,99982r7 -0,6595 0,9850 -1,57560,9990

-0,0864 0,9974-0,1927 0,9997ùs'| r'. '.'.
-0,6916 0,9840 -1,6642 0,9989

w-0,1295 0,9968-0,2882 0,9997 219 -0,1232 0,9829 -r,7523 0,9989

-0,r724 0,9962 -0,3832 0,9991 3;-0 -0,7544 0,9817-1,84010,9988

1'5 -0,2141 0,9954-0,4776 0,9996

Pour juger de

graphiquement,

monofractalité,

la linéarité des fonctions î(O. et î(q)r, il faut les représenter

ce qui est fait à la figure 2.10. Les droites théoriques correspondant à la

^ -  
soit r(q)ç : (1-q).r(0)" et t(q)r. : (1-q).t(0)'- (voir section 2.1.1), y ont
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été ajoutées. On peut constater au premier au coup d'oeil que I'adéquation semble bonne

pour les deux régimes d'IE. Les lignes verticales apparaissant sur la figure représentent les

intervalles de confiance (à 95%) calculés lors de la régression pour chaque valeur estimée.

On voit que ceux-ci commencent à s'accroître rapidement dans le cas des courtes périodes

pour q > 2, reflétant ainsi I'incertitude grandissante de I'estimation dans cette région. Dans

le cas des longues périodes, les intervalles sont tout simplement trop petits pour apparaître

sur la figure (en raison du fort coefficient de détermination).

Figure 2.10: Représentation graphique de I'estimation du spectre r

Les valeurs théoriques de {2)ç et {2)y reliées à la monofractalité sont données par

r(2)c: 0-2).ï(o)" : -0,37 et r(2)1- = (1-2).î(o)r: -1. Si on les compare avec les valeurs

estimées du tableau 2.1, soit i(r).:-0,415 et i1z1r: -0,94,on peut considérer qu'il s'agit

là d'un écart raisonnable permettant d'accepter I'hypothèse de monofractalité pour les deux

régimes. Bien que ce choix en faveur du cas monofractal soit discutable (surtout pour les

grandes échelles), une discussion plus en profondeur sur les aspects multifractals de I'IE est

réservée pour des travaux futurs.

r(e).=(1-q).0,37

t(q)" = (1-q)
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2.3 Description du modèle de précipitation s'appuyant

sur les cascades multiplicatives

L'ensemble des éléments qui ont été développés depuis le début de ce chapitre va

maintenant permettre d'élaborer un modèle de simulation pouvant reproduire des séries de

précipitation aux caractéristiques similaires à celle de I'Alabama avec laquelle nous

travaillons dans la présente étude. Concernant cette série, il a été établi à la section 2.2.2

que celle-ci présente des caractéristiques d'IE, avec deux régimes distincts cependant, soit

un pour les courtes périodes et un autre pour les longues périodes, la frontière entre ces

deux régimes ayant été déterminée à 222 heures. L'étude du spectre r à la section 2.2.3 a

permis de confirmer cette hypothèse, i.e. que la série provient de la combinaison de deux

processus invariants d'échelle monofractals (section 2.I.1) et dont les dimensions associées

sont de 0,37 pour les petites échelles et de 1 pour les grandes échelles.

Le modèle repose donc sur le principe des cascades monofractales décrites à la section

2.1.3. En ce sens, l'équation (2.15) nous indique quels sont les paramètres de la cascade

(canonique) à déterminer. Or, pour les petites échelles, la dimension D a été estimée à 0,37 .

Pour une question de simplicité, on peut poser b:2 (mentionnons que le choix du nombre

de branches est arbitraire puisque I'analyse du spectre r ne nous révèle que la dimension),

ce qui nous pennet de calculer la valeur de po, i.e. po: 1-6D-1 : 1-2Q'37-t) = 0,354 (selon

(2.15)). On peut déduire ensuite la valeur à employer pour les poids non nuls, donnée par

b-D : 2-D :2?03t) = 0,774. La cascade ne pouvant être développée que sur des échelles (en

heures) correspondant à des puissances de 2, rl faudra se limiter à l'échelle de 27 : 128

heures afin de ne pas excéder la frontière séparant les deux régimes d'IE, soit 222heures.

Pour les longues périodes (i.e.2k heures, où k > 8), la dimension passe à 1, ce qui veut dire

que la masse est en fait simplement divisée en deux à toutes les étapes de génération de la

cascade, tel qu'expliqué à la section 2.1.3. Il suffrt alors de simuler des valeurs que pour la

plus petite des grandes échelles, soit 28 : 256 heures, pour ensuite les désagréger
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conformément au processus de construction de la cascade correspondant aux courtes

périodes. Or, pour les données de I'Alabama agrégées à 256 heures, on observe une

autocorrélation d'ordre 1 plutôt faible à -0,067. Cela suggère que les totaux agrégés à cette

échelle peuvent être simulés de façon indépendante. En effet, la valeur critique du test

d'Anderson [1941] (voir section2.2.l) est alors donnée par T,96lJB =0,226 (au seuil de

confiance cr : 0,05), où 75 correspond à la longueur de la série agrégée à 256 heures. Il

devient donc naturel dans ce contexte de considérer une distribution de Lévy pour simuler

ces valeurs, puisqu'il a été prouvé par Lévy [1937] qu'une suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées obéit à la propriété d'IE simple (formule (2.4),

section 2.1.1) si et seulement si les distributions appartiennent à une certaine classe

dénommée "strictement stable" (ou bien "Lévy-stable"), dont la densité est donnée par:

f (x) = 
*- [ .-","1' .orf xu - ps' lul"-'u tan(na I ùb"

(2 .18)

etoùles3paramètressont:0<a(2,I 'exposantcaructérist ique(quiéquivautàl ' inversede

I'exposant d'échelle 8€,i.e. a: I lSt); - l  < B3I, le coeff icient d'asymétrie, ets ) 0, le

paramètre d'échelle. En admettant que le processus agrégé à 256 heures ne contient pas de

zéro, il est alors possible de lui appliquer la propriété d'IE simple et I'on peut ainsi se servir

de I'expression dérivé e en (2.7) pour le spectre r, soit t(q) : l-q7€ , afin de déterminer la

valeur du paramètre d: Ilït. En effet, en ayant ici identifié un régime d'IE monofractale

de dimension I pour les grandes échelles, il en découle que le spectre des dimensions D(q),

tel que défini en (2.I1), est constant pour tout q,(i.e.que D(q) = 1), d'où t(q) = 1-q. Il en

ressor tquer(q) :  l -q ï !  =  l -q  + 3{  = l ,  e tparconséquent  ona a=1.  En ce qui

concerne le coefficient d'asymétrie 0, son calcul est simple également puisque le cas F : I

est le seul qui permette de ne générer uniquement que des valeurs positives, ce qui ne nous

laisse d'autre choix puisque I'on travaille sur un processus de précipitation. Quant au

paramètre d'échelle s, celui-ci peut être ajusté de façon empirique étant donné qu'il n'agit

qu'au niveau de I'amplitude des résultats.
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L'intégrale contenue dans I'expression de la densité d'une variable aléatoire de Lévy en

(2.18) ne présente de solution explicite que dans peu de cas, notamment pour La: I ; P: 0l

et la: 2 ; F:0] qui correspondent respectivement aux distributions de Cauchy et normale.

Cela implique que la simulation de variables "Lévy-stable" dans le cas général doit être

effectuée à I'aide d'approximations. L'algorithme privilégié ici se base sur le théorème

suivant tiré du livre de Fristedt et Gray 11997), et qui dit en substance qu'une fonction de

répartition F(.) est attirée par une distribution Lévy de paramètre a si et seulement si:
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-  - l - off(t- F(u)) du

f (t 
- F(u)) du

(2.re)

U
Or, si I'on définitunevariable aléatoire X telle que X= 

l_U, 
où la distribution deU est

uniforme sur l'intervalle (0,1), on a F"t*) = 
* 

et l'on vérifie aisément que la distribution

de X satisfait l'équation (2.19) pour a : 1. De plus, comme X est définie sur I'intervalle

(0,*), il est donc possible de s'en servir pour générer des variables Lévy dont le paramètre

B vaû l. En fait, le théorème donné en (2.19) est une version généralisée du théorème

\aN \1

central limite qui nous permet d'affirmer que la distribution de la variable Y = Li=1^i= t--T-,

où les variables Xi sont indépendantes et identiquement distribuées selon Fx(x), tend vers

une Lévy de paramètres a: I, P: 1 et s lorsque N tend vers I'infini.

En somme, la simulation des séries pluviométriques s'effectue en deux étapes. Dans un

premier temps, il s'agit de simuler les totaux agrégés Y à 256 heures selon I'algorithme qui

vient d'être décrit (i.e. en simulant un certain nombre N de variables Xi distribuées selon

Fx(x), puis en les additionnant). Afin de s'ajuster à la longueur de la série originale qui

comporte 19 368 observations, on peut simuler 75 valeurs de départ, ce qui permettra

d'obtenir des séries synthétiques comportant75x256: 19200 valeurs à l'échelle horaire.
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Ensuite, pour chaque valeur Y, on amorce le processus de cascade multiplicative avec les

paramètres déterminés au début de la section, soit b :2 et p0 = 0,354. La série résultante

provient donc de la juxtaposition de ces 75 cascades. Si théoriquement, chaque cascade

doit être développée jusqu'à I'infini, on peut se contenter en pratique de simuler jusqu'à

quelques niveaux sous l'échelle horaire (les résultats finaux étant obtenus par agrégation à

partir du dernier niveau généré). La figure 2.Il reprend de façon illustrée le modèle

développé au cours de cette section.

(256h)

(128h)

(64h)

(1h) wfo)...wf')Y wjP... wf ')v

-+ Les poids wio sont indépendants

-+ P[wiC) = 0] :po : l-2D-1 = 0,354

+ Phtic) = 2(0'37) = 0'774f : I-Po = 0'646

Figure 2.1 l: Schéma du modèle de simulation des séries de précipitation

En terminant cette section, il est important de mentionner que I'hypothèse de I'indépendance

des poids n'a pas véritablement été testée. Cependant, une vérification sera effectuée de

façon empirique au chapitre 3 (où I'on traite de la validation du modèle) en comparant la

distribution des intervalles secs (à differentes échelles) pour les séries simulées avec la

distribution des intervalles secs de la série orieinale.

Y ( Lévy la:  I ,  Ê:  l ,  s | )

wfa[wf')v] wlDlw[Dv] w\al.\\vl ,f,l*\n\
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2.4 Compensation de loeffet de I'atome en zéro sur la

distribution des poids reconstitués de la cascade

Il a déjà été fait mention à la section 2.1.3 qu'il n'est pas possible de reconstruire une

cascade multiplicative en partant des niveaux inférieurs, à moins que celle-ci ne soit

microcanonique. En se basant sur I'exemple de la cascade à deux branches de la frgure 2.2,

I'illustration de ce problème est donnée à la frgure 2.I2. On y voit bien qu'il faut que

chaque paire de poids soit complémentaire afin de retomber sur les valeurs originales.

Figure 2.12: Reconstitution d'une série de données en tant que cascade à deux branches

Or, il s'agit là d'une difficulté qui a un effet au niveau de la simulation puisqu'elle vient

modifier la valeur frnale de la probabilité ps que I'on détermine à I'aide de la dimension

estimée de la série (formule (2.I5), section 2.I.3). En effet, si I'on suppose que les poids de

la cascade de la figure 2.2 sont générés de façon indépendante et non complémentaire, les

poids du niveau (1) possèdent chacun une certaine probabilitépg d'être nuls. On comprend

cependant qu'à la figure 2.I2 il faille également tenir compte de la probabilité que la somme

des poids du niveau (2) soit nulle. C'est donc dire que la probabilité d'observer des valeurs

nulles au niveau (1) est supérieure àpe lorsque I'on reconstruit la cascade par agrégation des

valeurs du niveau (2). Ainsi, en agrégeant les résultats de la simulation, on observera une

valeur de ps differente de celle estimée à partir de la série. La question qui se pose alors est

47

w[')1wl')m1 w[')yw[Dm1 w\')1wl')m1 w\')7w[')m1

(r1" * w\\)w\Dm(rl" *w\')wl\m

[(rf" +wl')wfD *(*\" +w\,)w\\ lm
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de savoir s'il est possible de corriger la situation en modifiant, par exemple, la valeur

initiale de po?

Pour y répondre, il convient tout d'abord d'examiner la distribution des poids reconstitués

en fonction du nombre de niveaux d'agrégation. Plus spécifiquement, on va s'intéresser à

I'expression de la fonction de masse de la variable W*tkl qui représente le nombre de poids

supérieurs à zéro après k niveaux d'agrégation. Au cours de la construction de la cascade,

la distribution de cette variable (W*) est la même à chaque niveau ; de plus, si les poids sont

générés de façon indépendante, il s'agit alors d'une binomiale de paramètres b et p, où b

représente le nombre de branches etp est la probabilité que les poids soient plus grands que

zéro (i.e. que p = l-po). Cette première observation permet donc d'affirmer que la

distribution des poids au dernier niveau de la cascade est binomiale, i.e. que W* - Bin(ô,p).

Afin de vérifier ce résultat de façon empirique, il n'est possible cependant que de compter le

nombre de valeurs positives pour chaque bloc de ô valeurs. En effet, en se plaçant dans la

perspective où I'on dispose comme seule information du résultat final de la simulation, on

ne peut savoir si la présence de ô valeurs nulles adjacentes résulte de la génération de ô

poids nuls au niveau précédent ou bien si cela s'est produit auparavant à un niveau

supérieur (empêchant ainsi de connaître la véritable valeur de W).

Pour mieux fixer les idées à ce propos, imaginons la construction et la reconstruction d'une

cascade à deux branches, au bout de trois niveaux de génération, telles que représentées à la

fi,gure 2.I3. La partie (a) de la figure illustre la construction de la cascade. La masse

initiale est donnée par A(0) (> 0), tandis que les valeurs Aj(D (i : | ,2,3 et j : T,2,..,2i) sont les

valeurs résultantes, au niveau i, de la multiplication avec les poids respectifs wj(i). À ta

partie (b), on reprend les valeurs du dernier niveau de la cascade développée en (a) (i.e.

Br(3) : A:('), j : I,2,..,8) pour les additionner deux par deux, de façon à tenter de reconstituer

la cascade de la partie (a).
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(0)

( 1 )

(2)

(3)

(3)

(2)

( 1 )

(0)

(b)

Figure 2.13: Construction (a) et reconstruction (b) de trois niveaux d'une cascade à deux branches

Pour retourner maintenant à la discussion sur la vérification empirique du fait que la

distribution de la variable W+ est binomiale, en se basant désormais sur le schéma 2.I3, il

faut commencer par repérer les valeurs q(') CI : 1,2,...,8) qui sont supérieures à zéro. En

ayant 4(') t 0 pour une valeur de j donnée, on est alors assuré que Aiz@ > 0 (si j est pair)

ou encore que A6+ryz(2) > 0 (si j est impair), et par conséquent on sait que w;(3) > 0. On ne

peutaf f i rmerparcontrequew;(3) :0s iBj ( ' ) :0 ,cars iA; l r ( ' ) :0(oubienA6+ryr( ' ) :0po.r t

j impair), on se retrouve avec B;(3) : 0 peu importe la valeur de wj(3). Tout cela pour dire

enfin qu'on ne peut observer directement le cas W+ : 0 sans faire référence au processus
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générateur de la cascade. On peut toutefois établir des probabilités conditionnelles pour les

cas W* : 1 et 
'W+ : 2 sachant que W+ > 0. Effectivement, en admettant que W+ - Bin(2,p),

on a:

(2,20)

On peut donc s'attendre à ce que les nombres de cas 
'W+ : 1 et W+ : 2 au dernier niveau

d'une cascade à deux branches (avec des poids indépendants) respectent ces proportions par

rapport au nombre total de cas 
'W* > 0. Que se passe-t-il cependant après un niveau

d'agrégation, i.e. comment s'exprime la distribution de la variable W*tlh Encore là, il n'est

possible que d'observer les cas W*[l] : 1 et W*[1] : 2. On cherche alors de nouveau à

établir les probabilités conditionnelles à l'événement W*tri > 0. Prise isolément, cette

condition permet d'affirmer dans un premier temps q.te A(t) > 0 (pour j : I ou 2, cf, figure

2.13) ; puis, en supposant toujours que les poids sont générés indépendamment les uns des

autres, le chemin menant à la réalisation de l'événement Br(zl t 0 0 : I,2,3 ou 4) s'exprime

par la combinaison des probabilités P[,\(2) t 0] .t P[W+ > 0], i.e. que:

t[u5', 'o lal', '0]= tlol', ' o].rfw. '0]= rlr-(r - à'1
( 1 : 1 , 2 , 3  o u 4 ;  i :  I  s i j :  I  o u  2 ; i : 2  s i j : 3  o u 4 )

(2.2r)

Ainsi, en posant p['] : pU-Q-ù21, on en déduit que W*ttl - Bin(2,pltl; et il suffit de

remplacer p par pttl dans les formules de (2.20) afin d'obtenir les probabilités

conditionnelles recherchées. soit:
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à

)

p[wl'1

plwl'r

,  . . ,  ' r  2  -2Ot t )=r lwl '1  to l=f f i

= z l w l " t o ] =  
{ ; (2.22)

En poussant I'exercice à un second niveau d'agrégation, on détermine de façon analogue à

la démarche qui a mené à (2.21) que pt21 : p1l5tt) > Ol.P[W+tl] > 0l : p[ï-(T-pttl;21, où

j = 1 ou 2. Les probabilités conditionnelles se déduisent dès lors selon le calcul établi en

(2.20), sachant que W*t2l - Bin(2,plzl).

On généralise facilement ces concepts pour une cascade à n niveaux et à b branches, et dont

les poids sont indépendants. En effet, en répétant I'essence de la démarche établie jusqu'ici,

on en arrive rapidement à la conclusion que W*[k] - Bin(ôptkl; pour k: 0,1,2,...,n-1, où

p[kl : p[-0-p!k-tl1à1 pour k: I,2,...,n-1, en prenant pl0l :p @ien qu'on ne puisse définir

la variable W*['], on comprend que I'expression TI-1I-Ot'-tl;à1 représente la probabilité de

retrouver une masse initiale non nulle). Il devient donc intéressant d'étudier la suite de

nombres réels définie par (ptkl) puisqu'elle permet potentiellement de répondre à la question

posée au début de cette section, à savoir comment corriger la valeur initiale dep6 de façon à

ce que les résultats de la simulation respectent la valeur de po estimée à partir des données

originales.

Commençons par démontrer que (ptol) forme une suite décroissante. En effet, en partant du

fait que 0 < p < I (car il s'agit d'une probabilité), on peut procéder par récurrence:

1)  p lu  .p lo l  :  p

>  0 <  p < r  =  ( r - o ) ' < 1 : +  r - ( r -  p ) u  . r  =  p l 1= o l t - ( t - o ) ' ]  < p <
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2) plk-rl < plk-21 + plkl <plk-rl G > 1)

>ptk - r r  <  p :k -z )=( f  -  p tk - t )  I  r ( t  -  p tk -z t  I= f  - ( t -  Orx- t f

+ ptkt = pl -(r - o'u-' ,1]. olt - û - ptk-2) I ]= pro-'r o

. l * (1  -o tx -z t f

On démontre ensuite aussi facilement queptol > 0 pour tout k puisque:

p l t l t  o

>  0<  p<T  +  ( t -  o ) ' >0  +  p t t )  = r [ r - ( r  -  ù ' l >0  <

p lk - r l>0  =  p lL l tO  G>  1 ;  onsa i tauss iquep lk - l l <  I ca rp l k - t l <p< I )

>  0 <  p t k - t t < r  =  ( f  - O r u : t ) b  > 0  +  p t u l = r l f - ( f - O r t - r r ) ô ] t O  "

En résumé, la suite lpttl; est décroissante et minorée (par 0), ce qui prouve qu'elle est

convergente, i.e. que limptkl existe. Si I'on dénote cette limite par p[*], elle peut se

calculer de la façon suivante:

(2.23)

( l  r l  )
Si ô : 2 par exemple, on obtient l'équation quadratique pt*rl lz-:1-ot-l l=0 en

\L  PJ  )

remplaçant dans (2.23), équation dont les racines sont données par 0 et 2-(Ilp). On en

conclutq. t"pt- l :0si  p<0,5 etque pl-1:2-( ï lp) lorsque p>0,5.C'estdoncdirequela

cascade finit par disparaître lorsqu'on simule avec un p inferieur ou égal à 0,5 (i.e. que I'on

se retrouve éventuellement avec des valeurs nulles partout au fur et à mesure que I'on

avance dans la construction de la cascade). On peut démontrer qu'en général, pour ô

branches,pl-l:0 lorsquep < Ilb. Le calcul de pt*l (lorsquep > Ilb) devient plus complexe

l )

2)

pt' t  =rfr-(r-p' ' ' ) ' ]



les formules reliant la valeur depl-l à celle de p etvice versa sont données par:

(oùp > 0,5)

(2.24)

L'expression de la valeur de p en fonction de pt"ol donnée en (2.24) est intéressante

puisqu'elle met en évidence un autre moyen permettant de tester I'hypothèse d'IE sur une

série de données, puis par le fait même d'estimer sa dimension. En effet, si I'on s'imagine

que la série considérée provient de la génération d'une cascade à deux branches (avec des

poids indépendants) développée jusqu'à I'infini, l'étude de la distribution des poids

reconstitués de la série devrait faire ressortir la valeur de pt-]. Afin de valider la présence

de I'IE, il faut toutefois s'assurer que la valeur de pt-l ainsi estimée reste à peu près

semblable sur plusieurs échelles. Puis, en utilisant (2.24) pour découvrir le po associé (car

po: l-p), il ne reste plus qu'à déduire la dimension à I'aide de (2.15), d'où découle cette

formule:

(2.2s)

Les résultats de cet exercice effectué sur la série de données horaires de I'Alabama sont

reportés dans le tableau 2.2. Pour reprendre la notation utilisée au cours de cette section, il

s'agit d'évaluer les proportions P[W+: 1 | W* > 0] et P[rW+:2 | W* > 0] pour differents pas

de temps (1 heure, 2 heures, 4 heures, etc...). Les formules de (2.20) permettant de calculer

la valeur de pt*l reliée à ces probabilités, on peut ensuite estimer la dimension à partir de

I'expression donnée en (2.25). Le tableau 2.2 nous indique donc que I'IE semble respectée

pour des échelles n'excédant pas les 64 heures et que la dimension de la série est alors
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par contre pour b ) 2, c'est pourquoi on préferera en pratique en revenir au cas b:2, dont

53
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L=O= 2_p t * )
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estimée autour de 0,345. Cette valeur de la dimension est assez voisine de celle obtenue à

la section 2.2.2, soit 0,37, bien que la zone d'IE soit plus restreinte qu'à cette section, où

I'effet d'lB (scaling) semblait s'étendre facilement jusqu'à une centaine d'heures. Et puis

I'on constate de nouveau que la dimension passe à I pour les grandes échelles.

Tableau 2.2: Étude de la distribution des poids reconstitués (en fonction de l'échelle d'agrégation) de la série

de données pluviométriques de la station de I'Alabama

Si la dimension estimée D détermine la valeur de p à utiliser durant la simulation des séries

synthétiques, il n'en demeure pas moins que la transition de la valeur de p à pt-l u, cours du

processus d'habillage de la cascade (i.e. lors de la reconstruction) résulte en une perte

d'information sur la construction de la cascade. Cela se répercute tout particulièrement sur

le moment d'ordre 0, qui représente la proportion espérée de valeurs non nulles dans la

série. Au cours de la construction d'une cascade dont les poids sont indépendants, celui-ci

s'exprime par pk lorsqu'on se situe au kiè" niveau de génération. En revanche, une fois

revenu au même niveau au cours de I'agrégation (en admettant que la construction s'est

*
2,6522 0,4299 0,3491

2,6239 0,4325 0,3516

;
2,6471 0,4304 0,3496

2,6970 0,4258 0,3454

2,9796 0,4016 0,3234

2,73T7 0,4227 0,3425
.' r''ry4r "r'' r ,7317 0,5359 0,4500

0,5455 0,7857 0,7199

0,2333 0,8955 0,8566
'

,
0,0 1,0 1 ,0
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poursuivie jusqu'à I'infini), le moment d'ordre 0 s'exprime alors parpk-lpt"ol, i.e. que celui-ci

se trouve réduit par un facteur de pr*l\p.

Il faut donc apporter la correction suivante afin de retrouver un moment d'ordre 0

correspondant à la valeur initiale de p au cours de la reconstruction : au premier niveau, il

suffit de modifier la valeur de p en la multipliant par le facteur plpt'\, puis on utilise à

nouveau le p initial pour la généralion des niveaux subséquents. En conséquence, le

moment d'ordre 0 pendant la construction devient pk*t pl*l au kiè" niveau ; tandis qu'après

avoir agrégé les valeurs de la cascade à partir de I'infini pour revenir au même niveau, sa

valeur est diminuée d'un facteur pt*l lp, i.e. que I'on retrouve pk. En bref, si I'on se réfere au

schéma 2.1 I du modèle de simulation. on doit y inclure cette modification:

5 5

[dr,,, , ol= p+ - P'
j ' r " '  

' " J ' p r * r - 2 p - l

L p l r l " t o ] =  p = r - p o

s i j = 1  ( i = l o u 2 )

s i j > 2  ( i = 1 , 2 , . . . , 2 i )

(2.26)














































