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RESUME

La régression et la corrélation demeurent des outils statistiques
simples mais néanmoins valables dans 1a recherche d'une 1iaison quantitative

entre des variables.

La consultation de plusieurs articles scientifiques nous a convaincus
que les fondements théoriques de ces méthodes sont peu connus et qu'en
pratique ces deux outils d'analyse sont trés souvent confondus. I1 en
résulte fréquemment des interprétations abusives des phénoménes que 1'on

-

cherche a comprendre.

Ce mémoire comprend essentiellement deux parties. La premiére est une
présentation synthétique de 1a théorie de 1a régression et de 1a corrélation
et une description des principaux outils d'investigation auxquels peut se
référer le chercheur. La seconde partie illustre, par des exemples
concrets, les utilisations inadéquates les plus fréquentes. On y suggére
aussi certains solutions méthodologiques simples permettant de vérifier si
les caractéristiques des échantillons répondent aux hypothéses qui consti-

-

tuent les conditions nécessaires a une utilisation rigoureuse des méthodes

de régression et de corrélation.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION




1. INTRODUCTION

Les méthodes de régression et de corrélation sont parmi les outils
statistiques les plus utilisés pour modéliser des relations entre variables
et pour mesurer 1'importance de leur dépendance statistique (coefficient de

corrélation).

La simplicité relative de ces méthodes n'est certainement pas étrangére
a leur usage repandu et ce, aussi bien dans les sciences humaines que

physiques.

Si pour un échantillon quelconque on se limite, comme c'est souvent le
cas, a estimer les paramétres d'une droite ou encore a calculer le coeffi-
cient de corrélation, 1'outil d'investigation est en effet trés simple mais
présente aussi un intéret limité. En effet la fiabilite des résultats ne
peut étre appréciée sans le recours 3 des tests objectifs qui permettent de
quantifier 1'incertitude associée aux différents estimateurs. La question de
1'utilisation méme de ces méthodes s'avére plus importante encore: elle ne
sera justifiable que dans la mesure ol certaines hypothéses de base auront

d'abord été vérifiées.

En pratique ces hypothéses sont rarement vérifiées et c'est pourquoi
de nombreux abus d'utilisation de ces méthodes peuvent &tre fréquemment
relevés. A la limite les conclusions d'une recherche pourront étre mises en
doute et ce constat justifie ce mémoire qui s'adresse surtout aux utili-

sateurs.




L'objectif général de ce mémoire consiste en effet a mettre en relief
les utilisations potentiellement inadequates de ces méthodes d'analyse, et

les conclusions erronées qui peuvent en découler.

De fagon plus spécifique nous nous proposons de:

(1) presenter les différentes hypothéses théoriques de la reégression en
insistant sur leur importance relative et sur les conséquences qui

découlent de leur non-respect;

(2) decrire les tests qui permettent de vérifier ces hypothéses, en faisant

ressortir les conditions préalables a leur utilisation.

(3) analyser les différentes transformations que 1'on peut opérer sur les
variables originales pour qu'elles respectent les hypothéses de base et

analyser les résultats obtenus a partir de ces transformations.

En plus des hypothéses qui constituent le fondement de 1a validité des
deux méthodes statistiques considérées, d'autres aspects plus généraux, 1iés
d la nature des &chantillons, sont aussi &tudiés dans la mesure ol ils
peuvent affecter 1a validite des résultats obtenus. De la méme fagon nous
présentons pour ces sujets les tests qui permettent de veérifier si les

échantillons répondent aux critéres d'homogénéité et de représentativité et

les solutions que 1'on peut envisager pour s'y conformer.

Dans cette méme optique, le probléeme des corrélations fictives sera

eégalement discuté. De nombreux cas ont été signalés, notamment dans les




sciences de 1'eau. C'est pourquoi nous avons jugé opportun d'accorder une
attention particuliére a ce sujet auquel nous avons donné un sens large afin

de pouvoir concilier les differentes definitions qu'en donnent divers

auteurs.

Bien que sous certaines conditions la régression et la corrélation
puissent etre utiliseées de fagon complémentaire i1 n'en demeure pas moins
que ces méthodes d'analyse sont distinctes et c'est pourquoi elles sont
présentées dans des chapitres difféerents. Les conditions d'utilisation et
les hypothéses qui sous-tendent chacune de ces approches, souvent confondues
en pratique, permettront de mettre en relief leur complémentarité et leur

différence.

Les chapitres deux (régression) et trois (corrélation) présentent les
principaux résultats theéoriques de ces méthodes. L'ensemble de ces chapi-
tres ne prétend pas cependant étre une revue exhaustive de la theorie de
base. De nombreux ouvrages ont été écrits sur le sujet et on s'y référera
pour des développements plus complets. On y trouvera surtout les éléments

et les principales notations utiles a 1a compréhension des chapitres 4 et 5.

Les hypothéses de base spécifiques a ces méthodes et les conditions
géenérales qui permettent de valider les résultats obtenus sont analysées aux
chapitres 4 (reégression) et 5 (corrgelation). La plupart des sujets traiteés
sont illustrés par des exemples tirées de la litterature scientifique. On
pourra mettre en évidence les erreurs les plus fréquentes et on verra que

les objectifs visés par les transformations de variables sont trés souvent

mal compris.




Dans le cadre de ce mémoire, seule 1a théorie de 1a régression lingéaire
simple (R.L.S.) est présentée. On discutera toutefois de relations non-
linéaires dans le cas ol la théorie de la R.L.S. devient applicable aprés

certaines transformations des variables originales.
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2.  ANALYSE DE REGRESSION LINEAIRE SIMPLE (R.L.S.) : ASPECTS THEORIQUES

2.1 INTRODUCTION

On trouvera dans ce chapitre les principales formules utiles pour
1'estimation des paramétres du modéle lineaire. D'autres modéles et qui
sont en fait des cas particuliers de 1a R.L.S. sont également présentés. Ces
modéles moins connus, qui présentent néanmoins un grand intérét, s'avérent
utiles lorsque certaines informations "a priori" sur la population étudiée

sont connues.

Outre les méthodes d'estimation des paramétres de 1a droite nous
résumons les formules qui permettent d'éprouver de fagon objective les
résultats obtenus. Les tests de signification et les intervalles de
confiance et de prévision sont présentés pour le modéle géneral. Nous
tenons compte aussi des autres modéles en présentant ces mémes reésultats

dans des tableaux de syntheése.

Quelques notions relatives a la regression inverse ont aussi retenu
notre attention. En effet, contrairement aux cas précédents, le choix des

formules se fait ici en fonction de 1a nature de 1a variable indépendante.

Une définition explicite du coefficient de détermination et de 1'écart-
type résiduel est également présentée. Dans les chapitres 4 (régression) et
5 (correlation) on référera trés souvent a ces coefficients (section 2.3.7),

fréquemment utilisés en dehors de Teur champ d'application.




Essentiellement ce chapitre vise donc deux objectifs:

(1) constituer une synthése des principales notions théoriques associées a

1'analyse de régression, en insistant sur certains résultats moins

connus et néanmoins trés utiles.

(2) présenter les différentes formules et notations utilisées dans les

chapitres 4 et 5.

2.2 DEFINITION GENERALE ET HISTORIQUE DE LA REGRESSION

La régression est une technique statistique employée pour décrire la
liaison entre des variables. Les outils statistiques utilisés en analyse de
régression permettent d'établir un modéle mathématique de 1a relation entre
les variables et de quantifier 1'incertitude associée a la relation qui en
résulte. L'objectif le plus fréquent et le plus général est de prédire la
valeur d'une certaine variable dite dépendante, connaissant 1a valeur d'une
variable qui lui est associée (ou semble lui étre associée), et que 1'on

nomme généralement variable indépendante ou explicative.

Le concept de régression fut introduit par Galton (1885) dont les
recherches portaient sur 1'hérédité. Cet auteur fut un des premiers qui
décrivit les liens de dépendance entre certaines variables physiologiques.
I1 s'intéressa a 1a relation entre 1a taille des parents et celle de leurs

enfants.

Ses résultats démontraient que les enfants dont les parents &taient

trés grands, s'avéraient en moyenne plus petits que leurs parents et que les




enfants dont les parents étaient trés petits étaient en moyenne plus grands
que leurs parents. I1 en déduisit que d'une génération @ 1'autre la carac-
téristique de taille au 1ieu de s'accentuer (de plus en plus grande et de

plus en plus petite) "régressait" c'est-a-dire se rapprochait de 1a moyen-

ne.

On donne aujourd'hui une toute autre interprétation aux resultats de
Galton. En fait Galton généralisa a toute la population ce qu'il avait
demontré pour un individu (en 1'occurence les cas extremes, soit les trés
grands et les trés petits). En realité les parents de grande taille ont des
enfants de grande taille, eégalement aussi des enfants plus petits, de sorte
que globalement 1a taille moyenne des enfants d'une famille pourra étre plus
faible que celle des parents. En somme les grands ne produisent pas tous
des grands ou des plus grands. 1I1 en résulte que les tailles extremes (dans
une famille) demeurent exceptionnelles, tout comme dans 1a population dont
1'echantillon est issu. Ce fait implique que 1a distribution des tailles et
la dispersion autour de la moyenne demeure la méme dans la population et

qu'en realité i1 n'y a pas "réegression" au sens ou 1'entendait Galton.

Quoiqu'il en soit le terme reégression a survéecu mais s'applique plus
géenéralement aux méthodes statistiques qui decrivent et étudient 1a relation

entre des variables.




2.3 REGRESSION LINEAIRE SIMPLE

2.3.1 Définition

L'équation de 1a liaison entre deux variables peut prendre des formes
diverses. La fonction sera linéaire ou parabolique, hyperbolique, exponen-
tielle, etc. De tous les modéles possibles, 1e modéle lineaire est 1e plus
utilise. D'une part parce qu'il est simple et qu'il constitue trés souvent
une approximation satisfaisante de 1la relation qui existe entre les
variables. D'autre part parce qu'il est souvent possible de ramener une
relation non-linéaire a une relation lineaire par transformation des

variables.

Si 1a relation entre les variables semble lineaire et que d'autre part
elle met en relation deux seules variables, 1a régression sera dite 1inéaire

simple. L'@quation générale est alors:
q

y = a + bx (2.1)

avec y = variable dépendante
x = variable independante
a = ordonnée a 1'origine de la droite
b = pente de 1a droite




2.3.2 Modéles théoriques et modéles empiriques

Le modéle théorique d'une régression 1inéaire simple est décrit par

1'équation suivante:
n=at+ BX (2.2)

avec n = espérance de Y pour une valeur donnée de X soit E(Y|X = X)
x = valeur prise par la variable dépendante X
o et g = paramétres du modéle, respectivement ordonnée a 1'origine et

pente de la droite théorique.

Théoriquement n représente la valeur moyenne d'une distribution condi-
tionnelle. Soit Ta valeur moyenne de Y &tant donné X = x . En effet a moins
que le rapport entre X et Y soit une relation mathématique parfaite on peut
s'attendre a obtenir pour un x donné de 1a variable X plusieurs valeurs y de
la variable Y. La valeur recherchée n est théoriquement au centre de 1la

distribution et en constitue la moyenne.

Une valeur observée particuliére y; se confond rarement a la valeur
ponctuelle correspondante sur la droite de régression théorique soit n; (ou
d son estimation dans 1'échantillon Yi). La différence entre la valeur
théorique particuliére de l1a droite (”i) et 1a valeur observée y; constitue
la partie imprévisible du modéle ou son erreur e. soit:

1

€. = (‘y'i - n_i) (2.3)
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la valeur observée ¥; est donc égale a:

(2.4)

L'erreur € peut étre due a un ensemble de causes: soit des erreurs de
mesure sur y ou en raison du fait que 1e modéle ne tienne pas compte de

toutes les variables explicatives associées a 1a variable dépendante.

En pratique on ne dispose pour une valeur X de 1a variable X que d'une

seule valeur Y5 de la variable Y ou d'un é&chantillon 1imité de valeurs Yj

et on ne peut connaitre ni la vraie moyenne n ni la valeur exacte des

paramétres « et 8. La droite de régression théorique est alors estimée a

partir d'un é&chantillon 1imité de couples Xis Y5 oi i=1aN. Lemodéle

empirique est alors:

y = a + bx (2.5)

oll y, a et b sont les estimateurs respectifs de n, o« et B

Pour 1'échantillon e, est estimé par e.. Les résidus e. constituent la
i P i i

partie imprévisible du modéle. e, mesure donc 1'écart entre une observation

y; et son estimation ponctuelle §} sur 1a droite empirique. On a:

i =Yy (2.6)
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d'ou 1'on tire 1a valeur de Y;

y. =a+ bx, + e,
! ! (2.7)

~

Yi

Le modéle de 1'@quation 2.5 est souvent présenté sous une autre forme

qui est équivalente,

y=2a +b(x -X) (modéle 2)

L'@quivalence numérique entre le modéle 1 (EQ 2.5) et le modele 2 est
présenté a la section 2.3.4. D'autres modéles peuvent-étre considérés si
1'on a certaines connaissances a priori concernant 1a droite théorique. Par
exemple on peut connaitre avec exactitude la valeur de Y pour un X donné.

Soit lorsque X = x_, Y = Yo = Mg - On a donc pour ce point particulier

s s
n = a+p (xs) et 1'équation générale du modéle devient:

3
= + - X
n ng + B (x S)
estimé par:

y = ng * b (x - xs) (modele 3)
En pratique le modéle qui présente le plus d'intérét est un cas
particulier du modéle 3, qui représente le cas d'une droite passant par

1'origine. L'@quation est alors n = gX

On peut aussi mentionner le cas ol 1'on connaitrait a 1'avance 1la
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valeur de Ta pente (ce qui est assez rare en pratique soit, B = Bo) et comme
cas particulier 8 = 0. Ces différents modéles sont présentés au tableau 2.1.
Les caractéristiques des paramétres (estimation, tests et intervalles de
confiance) sont spécifiques a chacun de ces modéles et ils seront présentés

a la section 2.3.4.

2.3.3 Hypothéses de la régression

En analyse de régression 1'on utilise la méthode des moindres carrés
pour ajuster une droite a la série observée (échantillon). Cette méthode
présentée a la section 2.3.4 consiste a minimiser 1a somme des carrés des

résidus (ei) et permet d'estimer les paramétres du modéle linéaire.

Pratiquement cette méthode peut étre utilisée quelle que soit 1'allure
de la relation. En effet, on peut ajuster une droite a une distribution
curvilinéaire (exponentielle, Tlogarithmique, parabolique, etc.). Cette
droite sera 1a meilleure dans le sens des moindres carrées. Cependant on
conviendra qu'un tel modéle (l1inéaire) est peu intéressant si la relation
n‘est pas linéaire. Avant de considérer cette méthode d'ajustement il est

donc important d'examiner si elle convient & 1'allure de 1a relation.

Pour que le modéle de régression représente adéquatement les observa-
tions et pour utiliser les résultats théoriques associés a 1'analyse de
régression (tests et intervalles de confiance) on devra d'abord vérifier
certaines hypothéses. La théorie de 1a régression lineaire simple s'appuie
donc sur les hypothéses
suivantes:

- hypothése concernant 1a variable indépendante.
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MODELE THEORIQUE EMPIRIQUE COMMENTAIRES
1 n=a+ BX y = a + bx Modéle général
aucune connaisance a
priori
2 n=a + g(x=X) y = a'+ b (x-X) Modéle général.

Equivalent au modéle 1.
Présente un intérét
particulier pour
certains développements
théoriques.

3 n =g+ plx=x.) | y = ngt b (xex,) Equation du modéle
lorsque la droite
théorique passe par le
point (xS, ns)

4 n = BX y = bx Equation du modéle
lorsque la droite passe
par 1'origine: o = 0.
Cas particulier du
modéle 3(xs=0, ns=0)

5 n= o y = a Equation du modéle
lorsque B = 0. Cas
particulier pour B=8,

TABLEAU 2.1 Régression lin@aire simple. Modéles théoriques et empiriques
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« la variable X qui peut étre fixée ou aléatoire doit théoriquement

étre mesurée sans erreur.

- hypothése concernant la variable dépendante.
 la relation statistique entre X et Y doit étre 1ineaire.
« Tla distribution condifionne]]e de Y pour X = X; est une 1oi normale
N (n,0?) avec n = E(Y|X = X3)
« la variance conditionnelle de Y lorsque X = X; est constante et
elle est indépendante de X. Elle est égale a o2 quelle que soit la

valeur prise par X (caractéristique dite d'homoscédasticité).

+ les observations Y sont mutuellement indépendantes (Cov (Ys, Yj) =0)

La figure 2.1 illustre quelques distributions conditionnelles de Y pour
des valeurs Xs fixées (i =1 a 4). Sur la figure 2.1B les variances ne sont
pas constantes et la distribution conditionnelle de Y ne suit pas toujours
une loi normale. Sur la figure 2.1C 1'hypothése de linearité n'est pas

respectée.

IT est aussi possible de présenter les hypothéses de la reégression
linéaire sous une autre forme en considérant 1a variable centreée gy Etant
donné 1a relation qui existe entre e; ety (EQ 2.3), on aura les hypothéses
suivantes:

1e modéle est 1inéaire

1a distribution de ¢ (pour X = xi) est normale de moyenne 0 et
de variance o2 soit N(0, o?)

la variance de ¢ est constante et indépendante de X.

les erreurs €5 et € sont mutuellement indépendantes,

(Cov (ei,ej) = 0)
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P(Y|X=x; )
P(Y[X=xi)

A C
P(Y|X=x ) Y

/
el
X
’ » L >
X Xo X3 Xq

FIGURE 2.1 Examen des hypothéses de 1a régression linéaire.
Modifié d'aprés Kleinbaum et Kupper (1978).
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2.3.4 Estimation et caractérisation statistique des coefficients

a et gpetq

Lorsqu'on dispose de N couples d'observations (Xi’ yi) 1'équation de 1a
droite de regression est obtenue en estimant les paramétres « et B par la

méthode des moindres carrés.

Si les differentes observations étaient parfaitement confondues sur une
droite cette equation serait aisement deduite du calcul de 1a pente. On en
déduirait 1a valeur de 1'ordonnée a 1'origine (a). Cependant les observa-
tions se présentent 1e plus souvent sous 1a forme d'un nuage de points ol, a
un x, donng, correspond un ou plusieurs Yie A travers ce nuage de points on
pourrait tracer une droite approximative qui aurait le désavantage d'étre
differente pour chaque observateur. La meilleure droite doit donc procéder
d'une méthode plus objective. Pour 1'échantillon il s'agit de minimiser la

somme des carrés des residus e, c'est-a-dire minimiser SS, tel que:

N N y
ss,=1et =1 ly; -¥;) (2.8)
en remplacant yi par sa valeur (EQ 2.7) on est conduit a minimiser:

ss [y; - (a+ bx) ]’

-
n
I~z

i=1
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En minimisant SSr par rapport a a et b et en annulant leurs dérivés

partielles on obtient:

a=y"bi (209)

b = (2.10)

il est aussi possible de démontrer que b peut encore s'écrire

N
1/N-1i21(x1-x) (y;-¥) Sxy
b = = (2.11)
N _.2 2
1/N-1 } (x5= X) Sy
i=1

ot 1'on reconnait le rapport de 1a covariance estimmée de x et y Sxy sur la

2
variance Sy de 1a variable indépendante. En simplifiant (2.11) on obtient:

N
izl (x;-X) (y;-¥) Ssxy
b = = (2.12)
N
Lot S

i=1




- 18

avec SS Sxy (N-1)

2
5, (N-1)

et SS

En remplacant a par sa valeur (EQ. 2.9) dans y = atbx on obtient pour

1 a droite”y une nouvelle &quation.

y=y+b(x -X) (2.13)

En posant y = a' on obtient le modéle 2 présente a la section 2.3.2. On
voit ainsi que 1a droite passe nécessairement par le point (x, y) En effet,
six=X,y=Yy+b(X-X)=y. On peut aussi vérifier que 1e couple (X, y)
est au centre de gravité du nuage de points constitués par les N couples

(X-i’ .yi)-

Caractéristiques statistiques des coefficients.

Si 1'hypothése de normalité est respectée c'est-a-dire si la distribu-
tion de Y pour X = X; suit une 1oi normale de moyenne n et de variance o2
(ou encore si ¢ est une variate normale N (0, oé) on peut déduire les
moments des estimateurs (espérance mathématique et variance), leur distribu-
tion et celle de leur variables centrés réeduites. On trouvera en appendice
1 une présentation détaillee de ces caractéristiques pour le modele 1, et
aux tableaux 2.2 et 2.3, une synthése de ces caractéristiques pour les

differents modéles présentés a 1a section 2.3.2.



MODELE EMPIRIQUE

ECART-TYPE ASSOCIE A a

ECART-TYPE ASSOCIE A b

ECART-TYPE ASSOCIE A y

(1) ¥ =a+bx Sy = Se \T/N + §2/SSX $ = Se /ﬁ SS" = Se (I/N +(x-§)2/ Ssx)!i
~ ' - - - - 2
(2) §=a'+b (x -3 S3= Sg /YN Sy = Sg / /S5, 5= Se (1M + xR/ 55, )
(3) §=ng+blx=X) s =S,/ [1( ) - %) 2\
y =g X = e b - e \'/2 Xj ~Xs Sy = Se(‘xi' Xg) /[ Lxg=xq) )
La droite passe par le point
(xg, ng)
N 2 2
(4) ¥ = bx S, --Se/w/{xi2 SS;=Se (x/[xi);i
(5) y=a Sa=5e/'\/_N_ """""" S}':Selﬁ

Tableau 2.2 Ecart-type des estimateurs a, b et y des modéles de 1a

régression.

61 -
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MODELES ESTIMATEURS MOMENTS
1. n=a+ px ¥ =a+bx E(5) = n var § = o2 [l/N +[(x~>‘<)2/ ssx]]
a=y~bXx E (a) = a var a = og [1/N +(x 2/ SSX)]
b = Ssxy / SSy E(b) =g var b = 2 / SS,
B n=a + 8(x-X) y = a' + b(x~Xx) E(Y) =nq var y = og [1/ N + [( x~X)2 / SSX]]~
a'=sy E(a')= & var a' = o2 /N
_ E (b) =8 var b = 02 / SS
b = SSXy/ SSX € X
- ng + 8 (x=xg)| ¥ = ng + blx-x.) E(Y) =nq var y = agl}xi—xs)2 /) (xi~xs)2]
Y o(ys=n.) (x:-x.) 5
b = LI 12 » E (b) =8 var b = az /3 (x4=xg)
) (Xi - xs)
s o i 2 2
4. n = 8x y = bx E(y) =nq var y = gé [x /3 Xi}
2 . 2
b= Ix;¥; / Ix; E(b) =8 var b = ¢2 / jx;
5. n=a y=a' E(Yy) = o vary=o§/N
a'=y E (a')= o' var a's og'/ N

TABLEAU 2.3 Caractéristiques statistiques des modéles de régression

linéaire simple.
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2.3.5 Tests et intervalles de confiance des coefficients a et B.

2.3.5.1 Généralités

La droite de régression obtenue a partir de 1'é&chantililon constitue
une estimation de 1a droite théorique. En effet un autre échantillon permet-
trait d'obtenir une droite différente, laquelle serait une nouvelle estima-

tion de la droite théorique réelle.

A chacune de ces droites correspondraient autant d'estimateurs a et b
des coefficients a et B. Dans les faits cependant on dispose pour estimer
la droite d'un seul échantillon et donc d'une valeur unique pour a et b. 11
est donc important d'effectuer un test sur 1la pertinence des valeurs

particuliéres prises par les estimateurs.

En supposant que 1'on veuille tester si 1'estimateur de B est signifi-
cativement différent d'une valeur By quelconque on pose les hypothéses
suivantes:

Ho ¢ B = By
Hy : B # Bg test bilateéral

Pour un test unilatéral 1'hypothése H; peut prendre 1a forme:

Hi : B<Bo ou Hy 2 B> o

On compare ensuite 1a valeur centrée réduite ty= (b - By) / S,

(Eq. A 1.6) a une valeur critique t. que 1'on trouve dans les tables de
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Student. La valeur critique tC est choisie en fonction du nombre de degrés
de 1iberté v, spécifique au modéle consideré et du niveau de signification
a. Le niveau de signification « est déterminé en fonction du type d'erreur
que 1'on veut minimiser. Plus a est petit et plus on minimise 1'erreur de
type I qui consiste & rejetter Hy quand Hgy est vrai. A 1'inverse plus a est
grand et plus on minimise 1'erreur de type II (accepter Hy quand Hy est
faux) mais on augmente 1'erreur de type I. Les valeurs de « généralement
utilisés sont « = 0,05 et « = 0,01. En supposant N = 12 et a = 0,05, 1a

valeur critique de 1a table de Student sera:

pour un test bilatéral: t. =ty ,(a/2) = tio (0,025)= 2,228
et pour un test unilatéral: t, = tN_z(Z) = t;o (0,05) = 1,812

Bien qu'il soit possible de vérifier 1'égalité de B ou de « a quelque
valeur que ce soit B, ou ay, en pratique il est surtout intéressant de

vérifier si B =0 et si a =0. Ces tests sont présentés dans ce qui suit.

2.3.5.2 Tests sur « et B (tests séparés)

e Test sur g

L'hypothése H, que 1'on désire généralement examiner pour la pente
est:

Hy : =0

HL : B#0
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Ce test permet de vérifier si 1a pente de 1a droite de régression est
significative. En effet, la pente estimée (b) est 1iee a 1a dépendance de y
sur x. Si on peut démontrer que B n'est pas significativement different de
zéro la relation 2.2.

a + BX (modéle 1)

3
n

devient alors

constante (modeéle 5)

=
1]
33
]

Dans ce cas la meilleure estimation de y est égale a sa moyenne (y) .
On en déduit pour une valeur particuliere Yt

yi=9+e1’
puisque y est distribué de fagon aléatoire autour de sa moyenne.

Pour un niveau de signification & on comparera donc la valeur to = b/Sb
a 1a valeur critique tN-Z (a/2). Accepter 1'hypothése nulle signifie que
1'information que 1'on peut tirer de 1'échantillon ne permet pas de conclure
que la pente est significative. On en deduit donc (avec un certain risque
d'erreur) que la droite de régression est non-significative c'est-a-dire que
1a connaissance de 1a variable indépendante n'est pas utile pour estimer la
variable dependante. Ces conclusions sont cependant valables si on a
d'abord vérifie 1'hypothése de 1inéarité. En effet si l1a linearite entre x
et y n'a pas été vérifige la signification du test peut étre tres diffe-

rente.
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e Test sur «

Un test sur a présente souvent de 1'intérét lorsqu'on veut vérifier que
1'ordonnée a 1'origine est nulle c'est-a-dire que la droite passe par
1'origine. Supposons par exemple que 1'assimilation d'un certain métal (M)
par un organisme aquatique, est nulle en 1'absence d'un autre métal
(M; =0). On rendrait compte de cette connaissance en utilisant 1e modéle 4
pour ajuster la droite. Dans le cas cependant oli un telle évidence n'est
pas connue mais qu'on présume suite aux résultats expérimentaux (plusieurs
points au voisinage de 0 (M; = 0, M, = 0) que la droite passe par 1'origine,
i1 peut étre utile d'effectuer un test sur «. Les hypothéses que 1'on doit

poser sont donc pour un test bilatéral:

H1:a=/=0
Pour un niveau de signification donné on compare 1a quantite t; = a/Sa
a la valeur critique tN_z(E/Z). Si on ne peut rejeter 1'hypothése nulle

(Hg: a« = 0) on pourra alors utiliser 1e modéle 4 pour estimer 1a pente.

Pour les difféerents modéles la quantite ty (voir appendice 1) sera
estimée en tenant compte des valeurs particuliéres Sas Sps (voir tableau
2.2) et du nombre de degrés de 1iberté associés 3 1a valeur critique t, soit

t(N-l) pour les modéles 3, 4 et 5 (voir tableau 2.3).
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2.3.5.3. Test simultané sur « et B

Dans 1e cas du modéle 1 les estimateurs a et b ne sont pas indépendants
2
puisque leur covariance est non nulle. En effet, on a Cov(a,b) =-0, / SSX

I1 serait donc plus rigoureux de tester simultanément les valeurs « et B.

On doit alors considérer les hypothéses suivantes:

Hp : @ = ay et B = B

learﬁao ou B # By

On peut montrer (Neter et Wasserman, 1974) que si Hy est vrai l1a quantité Fy

2 - 2 N >
Fo =___§ < N (a-ag) + 2NX (a-ag) (b-Bg) + (b=Bg) ) X5 > (2.14)

i=1
2$e

suit une 10oi F @ 2 et N-2 degres de 1iberté. On compare donc Fy avec 1a

valeur critique F (a). Si Fg< F (a), on accepte Hy.

2’ N-2 2, N-2

2.3.5.4. Intervalles de confiance pour a, B et n

Connaissant 1a distribution de «, B et n et leurs ecart-types respec-
tifs (estimés par Sa’ Sb et S;), les intervalles de confiance au niveau de
confiance (1-z) peuvent &tre déduits des &quations A 1.5 & A 1.7 (Appendice

1). On a

ay ~
DL RN (2.15)
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B1

o= b et (E2) LS, (2.16)
m ~ -
s =y + tN_z(a/Z) : Sy (2.17)

On tiendra compte pour les difféerents modéles des valeurs particuliéres

de Sa’ Sb

critique tc soit, t

et Sy et du nombre de degrés de 1iberté associés a la valeur
N-p Pour les modéles 1 et 2 et tN_1 pour les autres
modéles. Si on construit 1'intervalle de confiance point par point autour

de y on peut vérifier que 1'écart est :

. minimum pour X = X modéles 1 et 2

. minimun au point fixé Xq modéle 3

. nul pour X =0etY=0 modéle 4
modéle 5

. constant pour tout X

Les intervalles de confiance pour ces différents modéles sont présentés a la

figure 2.2.

2.3.6 Prédiction 3 partir de l1a droite de régression.

2.3.6.1 Estimation de la variable dépendante et intervalle de prévision.

Rappellons que le principal objectif de 1a régression est de prédire la
valeur de y pour une valeur de x donné. Pour x = Xy la meilleure estimation

que 1'on puisse faire de la variable dépendante correspond a@ yg situé sur la
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FIGURE 2.2  Intervalle de confiance n et d'une valeur prédite yg associé a xg.
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droite de régression construite a partir de 1'echantillon initial. L'inter-
valle de confiance présenté a la section 2.3.5 représente 1'intervalle de
confiance autour de 1a droite, dont chaque point correspond theoriquement a
l1a valeur moyenne de 1a distribution de Y pour X = X De 1a méme maniére
on peut construire un intervalle pour une estimation ponctuelle de Y. Cet
intervalle appelle intervalle de prévision est nécessairement plus large que

1'intervalle de confiance.

La valeur reéelle de yo correspond a ng entaché d'une erreur gg. On a

Yo =mno t g

De cette relation il est possible de determiner 1a variance associée a

2
yo soit S, et son estimation dans 1'échantillon S§O. Soit pour le modéle

1:
.2
2 2 1 (xg - x)

= 1+ + 2.17
Sy0 Se m — ( )
L (x5 = X)

avecC

2
Se =SS, /N -2

On peut en déduire pour une valeur particuliére y, les valeurs limites

y1 et y, de 1'intervalle de prévision au niveau de confiance (1 - ).

On trouvera au tableau 2.4 un résumé des intervalles associés a une

valeur y, pour les modéles 1, 2, 3, 4, et 5. Bien que plus large que
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VALEURS ESTIMEES POUR X

INTERVALLE DE PREVISION y, < y, < ¥,

(2) Fo = 2"+ blxgR) Yis Y2 = Fot by, @2 s, [1+1/N +<(xo- )2 / ssx)):l"
o~ ~ ~ 4 2 2\|%
(3) yo = ag + b(xg~ XS) Yis Y2 = Yot tN-—Z (a/2) Se (1 +(x g~ XS) /) (xi- XS)

droite passant par (xs, as)

o ~ P 2
(5) Jo = a Yo ¥2 = ot tyy (&/2) s, (1+ 1/M)*
S, = (55, / (N -2)% modales 1 et 2
Se = (SS./ (N -1)!E modéles 3,4 et 5

TABLEAU 2.4 Intervalles de prévisions pour une valeur y, associé a x

0.
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1'intervalle de confiance (associé a 1a moyenne) 1'intervalle de prévision
conserve néanmoins la méme allure et les mémes caractéristiques. Ces

intervalles sont également illustrées @ 1a figure 2.2.

2.3.6.2 Estimation de 1a variable indépendante (régression inverse)

Dans ce qui précéde on suppose que Y est une variable aleatoire qui
suit une distribution normale. La théorie présentée jusqu'ici est valable
quelque soit la nature de X (fixée ou aleatoire) et sa distribution (normale
ou quelconque). Cependant si 1'on désire préedire x pour une valeur de y
(régression inverse) et construire 1'intervalle autour de cette valeur on
doit considérer 1a nature de l1a variable x et deux situations sont possi-

bles:

(a) x est une variable aléatoire dont la distribution est normale. La
droite de régression est alors construite de 1a fagon décrite précédemment

et 1'on considére 1a régression de x sur y, soit:
X = a+ by (2.18)

Les coefficients a (axy) et b (bxy) sont estimés de 1a fagon qui a &té

décrite précédemment. On a donc:

sxy
bxy =_
2 (2.19)
Sy
=X - by (2.20)

a
Xy
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I1 en est de méme pour les caractéristiques statistiques presentees

dans les sections précédentes.

(b} x est une variable fixée (prend des valeurs particuliéres fixees par
1'expérimentateur) ou encore x est une variable aleatoire qui ne suit pas
une distribution normale. On ne peut considérer la régression de x sur y
car les hypothéses de 1a régression ne sont pas respectées. On procede alors

de 1a fagon suivante. On considére & titre d'exemple le modele 2, soit:

n=oa+p (&-X) (2.21)

£ est 1a valeur recherchée et peut-étre déduite de:

§=i+1%; (2.22)
et 1'on a pour 1'échantillon:
. Yo -2
X =X+ __ (2.23)
b

a et b sont déduits de la régression de y sur x et 1'on a, a = y et
= 9
b Sxy / SX.

Dans le cas ou x est une variable fixée plusieurs approches ont &té

suggérées pour la construction d'un intervalle autour de 1a valeur estimée

Xg. On trouvera dans Montgomery et Peck (1982) plusieurs réeférences et
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certaines remarques concernant ces différentes approches. L'approche
q

suggérée par Hald (1952) est présentée dans ce qui suit.

La valeur theorique £, (estimée par xg) se situe a 1'intéerieur de

1'intervalle de confiance dont les valeurs limites sont &; et &,

€2 €& £ &1

L'estimation de ces valeurs limites, Hald (1969) correspond a:

€1 (Xo-i)z'

€2

R ~ oy e 1,1
=X+ —f(xo- X) 2 ty ola/2) — A/D(__+ ) +
D b Q N SSy

Lorsque 1a pente est significativement différente de zéro i1 est possible de

démontrer que D = 1 (Bobée 1983) et l1a relation précédente est réduite a

-2
g1 ~ Se 1 1 (XQ - X)
g, = %o * tN_z(a/Z). . + +
2 b Q N SS,

b, X, $S,» N sont déduits de 1'é&chantillon

Q = nombre de mesures considérées pour obtenir y,
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I1 est aussi possible de déterminer 1'intervalle de confiance autour &,

en utilisant une méthode graphique (Bobgee 1983).

2.3.7 Mesures de dispersion autour de la droite.

Lorsque 1a droite de régression est construite (estimation des paramé-
tres) i1 est souvent utile de connaitre 1'adéquation du modéle et sa capaci-

té a expliquer la variation de Y en fonction de X.

L'écart-type des réesidus et le coefficient de determination mesurent
respectivement 1'écart des différentes observations autour de la droite et
le proportion de variation expliquéee par le modéle. On peut aussi en

déduire 1a proportion de variation non expliquée.

Pour comprendre la signification physique de ces mesures on consideére
d'abord 1'écart entre une valeur Y; donnge et sa moyenne y dans 1'échantil-
lon, soit (yi- y). Cette difference qui constitue 1a variation totale
autour de y est égale @ 1a somme de deux autres différences 1'une résiduelle
(yi— y), non expliquée par 1e modele Tingaire et 1'autre expliquee (;}- y).

On a donc:

(¥;= 9) = (yy= ¥) + (44- 9) (2.24)
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En @levant au carrée et en faisant 1a sommation pour tous les y; on obtient.

N

~o - 2 ~ ~r -
V= ¥) +2 )} (y;=¥;) (¥ +9)

! |i=1 |

SSy = SSr + SSy + A

N
L y-
i=1

I

0~z

g (y-5.)°
Yi=y:) +
=1 ' i

(2.25)

I1 est possible de démontrer (Bobgée, 1983) que A = 0. L'équation 2.25 est

donc réduite a
SS = SS  + SS~ 2.26
y y ( )

On voit donc que pour un échantillon ajusté par 1a méthode des moindres
carrés la somme des carres des écarts des observations Y5 par rapport ala
moyenne y est constituée d'une partie résiduelle non expliquée et d'une
partie expliquée par l1a régression. De cette expression on definit deux
mesures importantes en analyse de régression, soit 1'écart type reésiduel Se
(notamment utilisé dans les tests et dans 1a construction des intervalles de
confiance et de prévision) et le coefficient de détermination R? qui mesure

la proportion de variance expliquée par le modéle. On a :

S = modéles 1 et 2 (2.27)

et

R2 = _ variation expliquée (2.28)

variation totale
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Pour la régression lingaire la quantité R? peut &tre calculée plus
simplement par r2 qui correspond au coefficient de corrélation au carré
(chapitre 3). Cependant 1lorsqu'il s'agit de regression non-linéaire
(régression-polynominale par exemple) cette équivalence n'est plus vraie et
R2 doit étre déduit de 1'équation 2.28. De plus, comme on en discutera aux
chapitres 4 et 5 la quantité R? n'est plus définie lorsqu'on transforme la

variable y pour linéariser les observations.

RZ est un nombre sans dimension compris entre 0 et 1. La proportion de

variance non expliquée correspond d (1 - R2?) égale a:

2 SS,.
(1 -R) = (2.29)

SS
y

Les quantités R? et (1 - R?) sont souvent multipliées par 100 et 1'on parle

alors de pourcentage de variation expliquée et non-expliquée.

2.3.8. Comparaison de deux droites de régression

2.3.8.1 Généralités

I1 est souvent souhaitable de vérifier si deux droites de régression
theoriques sont significativement différentes. Par exemple, on peut envisa-

ger deux méthodes expérimentales pour construire un modéle de régression
entre x et y et etre intéeressé a vérifier si les résultats associés a

chacune de ces méthodes sont comparables. En quelque sorte on veut vérifier

si 1'une ou 1'autre des méthodes sont significativement différentes ou si au
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contraire les @chantillons obtenus pour chacune d'elles proviennent d'une
méme population. On peut & cette fin appliquer un test d'idendité des

droites.

Avant d'appliquer un test d'idenditeé des droites i1 est preéférable
d'appliquer un test d'égalité des pentes. En effet si les pentes sont
significativement différentes on peut conclure que les droites sont aussi
différentes. Cependant 1a réciproque n'est pas toujours vraie. En effet on
peut avoir des droites de pentes identiques trés &loignees 1'une de 1'autre.
On ne doit donc pas confondre égalite des droites et identité des pentes
comme nous avons pu le relever dans certaines publications. A cet effet un

exemple réel sera présenté au chapitre 4.

Deux tests differents doivent étre considéerés pour tester 1'égalité des

2 2
pentes selon que les variances Sel et Se2 sont significativement differentes

ou non. On trouvera a 1'appendice 2 une présentation du test d'égalité des

variances, et un test d'égalité des pentes a 1'appendice 3.

Dans ce qui suit nous présentons le test F tiré de Neter et Wasserman
(1974). Nous faisons ressortir par un exemple graphique que nous avons
construit, 1a signification physique de ce test. Hald (1952) et Smillie
(1966) suggérent un autre test (voir Appendice 4) beaucoup plus long a
appliquer que le test F. A partir d'un exemple que nous &tudions au chapi-
tre 4 on pourra vérifier 1'intéret que présente son utilisation. Ce test
semble en effet plus sensible a 1a difféerence entre deux droites lorsque les

tailles des échantillons sont faibles.
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2.3.8.2 Test d'identité des droites (Test F)

Pour ce test (Neter et Wasserman, 1974) on considére les échantillons

1 et 2 et les droites associées soit:

=a; +b; x

<
—
1

= ay + b2 X

<
N
|

et un échantillon combing conduisant & 1a droite

y(C) = A + Bx

avec:

n1 = nombre d'observations de 1'échantillon 1
n2 = nombre d'observations de 1'échantillon 2
Ne =M+

Pour effectuer le test on doit calculer Tes quantites SS,. specifiques aux

échantillons 1 et 2 (SSrl et SSV,2 ) et @ 1'échantillon combiné (SSR).

On pose:
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et on examine 1'hypothése:

H R S %)) et BJ.:BZ

H o tap #ay ou By # By

on estime 1a quantité Fy soit:

(SSR - SS )/2
12
Fo = (2030)
Ssrlz/(nl +ny =4)

Pour un niveau de signification a donné on compare alors 1a valeur F, avec
lTa valeur critique FC pour 2 et (n; + n,- 4) degrés de liberté, soit

F2,(n1+n2_4) (“), Si Fo < F_ on accepte Ho. Sinon, on rejette Ho.

La signification physique de ce test peut &tre visualisée a la figure
2.3. Les observations qui ont servi a construire cet exemple ainsi que les
principaux calculs sont présentés a 1'Annexe 1. On compare ici les droites

d, et d, et les droites m; et m,.

Pour d; et d, on a des pentes identiques (b;= b,) et Ad = (ay - b;).

De méme pour m; et m, on a aussi des pentes égales (b') et am = (a}) - a}).
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On a Am= Ad . La différence entre d, et d, est donc équivalente a 1a
différence entre m; et m,. Cependant les variances résiduelles pour les
droites d; et d, sont trés faibles (voir Annexe 1). On obtient d'autre part
une variance combinée SSR trés &levée et par suite une statistique F, &levée

ce qui conduit au rejet de Hy.

Les variances S, et SSY‘2 de m, et m, sont beaucoup plus &levées. Par

1

suite 1a différence entre SSR et Ssr12 est beaucoup plus faible que pour les

droites d; et d,. On obtient donc une valeur Fg faible et 1'on ne peut

rejeter Hg.
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3. ANALYSE DE CORRELATION: ASPECTS THEORIQUES

3.1 INTRODUCTION.

Dans son sens le plus général le terme corrélation denote 1'interdepen-
dance entre des variables quantitatives (discréetes ou continues) ou entre

des variables qualitatives.

Le coefficient de corrélation mesure le degre d'interdépendance entre
ces variables. 1I1 existe plusieurs types de coefficient de correlation dont
1'utilisation est 1iée a 1a nature des variables étudiées. Ainsi parmi les
coefficients non paramétriques on pourra distinguer entre corrélation

d'association, de contingence ou encore corrélation des rangs.

Le coefficient d'association mesure 1'interdépendance entre des varia-
bles aleatoires discrétes dont chacune est 1imitée a deux valeurs qualita-
tives. Par exemple, les variables male, femelle ou encore positif, négatif.
Lorsque les variables peuvent prendre plus de deux valeurs mais en nombre

fini on utilisera le coefficient de contingence.

Enfin si les variables peuvent étre ordonnees dans un ordre quelconque,
les variables sont alors considerees comme semi-quantitatives et leur inter-

dépendance peuvent €tre etudiees par le coefficient de corréelation des
rangs. Les coefficients de corrélation des rangs les plus connus sont le

coefficient re de Spearman et le coefficient © de Kendall. De tous les
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coefficients non-paramétriques ce sont d'ailleurs les plus utiliseés.

Le coefficient de corrélation de Pearson (p) dont i1 sera question par
Ta suite est un coefficient paramétrique qui mesure 1'interdépendance entre
deux variables quantitatives. C'est le coefficient 1e plus usuel et c'est
celui auquel on se réfere généeralement lorsqu'on parle de coefficient de

corrélation.

3.2 DEFINITION

Le coefficient de corrélation est un nombre sans dimension qui peut
varier entre +1 et -l. Sous certaines conditions i1 peut étre utilise
comme outil complémentaire @ 1'analyse de regression. Par definition, son
utilisation est conditionnelle @ 1a nature de 1a variable indépendante ainsi

qu'a 1a nature de la distribution jointe de X et Y.

Le coefficient de corrélation entre les variables X et Y représente le
rapport entre la covariance de X et Y sur le produit de leur &cart type
respectif soit:

% %
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Dans 1'échantillon i1 est estimé par r

N
] ((x.- R (y;- y)) /N
ro= Sy o =\ 1 (3.2)
S S N N 3
X ( Y (%= i)z/N ) (y; - i)z/N)
i=1 i=1

) ] % )
N ¥ Xy - x: 1y
=1 U =1 li=1 !
r= 1 (3.3)
N o, N N, N L\ %
N J ox; =( ) x;) NYy: - ()ys)
( i=1 ' =1 ] i=1" ' q=1 ]

3.3 CONDITIONS D'UTILISATIONS DU COEFFICIENT DE CORRELATION

Répétons que p est un nombre sans dimension qui peut prendre n'importe
quelle valeurs valeurs entre +1 et -1. Pour qu'il puisse &tre interprété
sans &quivoque la variable X doit &tre alatoire. De plus p peut &tre
estimé quelle que soit la nature de 1a distribution jointe entre X et Y.
Cependant, 1'interprétation de sa valeur numérique est largement
conditionnée par 1a nature de la distribution jointe de X et Y. En outre,
1'équivalence entre un coefficient de corrélation nul, (p = 0) et
1" indépendance de X et Y n'est vérifié que lorsque 1a distribution jointe de

X et Y est normale.
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4 INTERPRETATION DE LA VALEUR DU COEFFICIENT DE CORRELATION

4.1 Cas d'une loi jointe normale bivariée

si X et Y sont indépendants alors p = 0 et 1a réciproque est aussi vraie

si p=0 alors X et Y sont indépendants.

si p=t1 la correlation ou dépendance (qui sont ici &quivalents)
entre X et Y est parfaite.

si -1 ¢« p<1 il existe une corrélation ou dépendance statistique
entre X et Y qui est plus ou moins forte selon 1a valeur

particuliére prise par p.

.4.2 Cas d'une loi jointe quelconque

Si X et Y sont indépendantes alors p = 0 mais la réciproque n'est pas

vraie

Si p = 0 on ne peut conclure que X et Y sont independants. On peut seule-
ment dire que X et Y ne sont pas corrélés. En effet, dans le cas d'une
loi jointe quelconque, indépendance et corrélation ne sont pas équiva-

lents.

Si p # 0 il y a une certaine dépendance entre les variables, mais on ne
peut en préciser la nature non plus que 1'intensité réelle du lien entre

les variables.
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3.4.3 Commentaires

La seule connaissance de p (estimé par r) ne peut donc suffire a nous
renseigner sur la nature de la dépendance ni méme sur 1'existence d'une
dépendance entre les variables. Pour &tre en mesure d'interpréter sans
équivoque le coefficient de corrélation on devra donc vérifier que le loi
jointe est normale. Les méthodes de vérification sont discutées au chapitre
5. Dans le cas d'une loi jointe quelconque le rapport de corrélation pré-
senté a la section suivante peut s'avérer un outil trés utile pour &tudier

1'intensité de la dépendance entre les variables.

3.5 RAPPORT DE CORRELATION
3.5.1 péfinition

Lorsque Ta distribution jointe entre X et Y n'est pas normale, et aussi

Torsque la relation n'est pas linéaire, on peut utiliser le rapport de

2
corrélation Oyy Pour étudier 1'intensité de 1a relation entre les variables

X et Y (régression de Y sur X). En effet, le rapport de corrélation est
2
indépendant de la distribution jointe entre les variables. On définit o

YX
(Bobée, 1983) par

2 Var{E(Y|x}

Oyx

(3.4)

Var Y

avec E (Y | X) = espérance de Y &tant donné X
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avec E (Y|x) = espérance de Y &tant donné X

Pour 1'échantillon le rapport de corrélation peut étre estimé (Bobee 1983)

2
par Tyx
+ SS
. TTTR (3.6)
K |
Yy
ss D epiestwon
avec = A = N -
Y i=1 oY y '
AN
SSy = Y; -y
Yoo !
K n, 2
s, = J Y (§. -¥.)
S SIS
ou K = nombre de X différents
n. = nombre de Y5 differents pour x = X,

1

Ces quantités sont plus faciles a calculer si 1'on tient compte de 1la

2
relation 2.28 ol SSy =r (ssy). De plus si n; est constant pour tout x;

2
(méme nombre de replicats), Tyx est alors donné par:
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I 1}
1
1
<2
!

2
r (SS.) + n; (¥

2 Y Visr 7
Tyx - (3.7)

s (N - 1)
oo -

3.5.2 Interprétation du rapport de corrélation.

Le rapport @$X présente un grand intérét lorsque la distribution jointe

n‘est pas normale. Cependant, comme 1'indique sa formulation, il ne peut

étre utilisé que lorsque 1'on dispose de réplicats.

Contrairement, au coefficient de correlation, O%X n'est pas symétrique:

on a e$x (régression de Y sur X) # OiY (régression de X sur Y). Cependant

si 1a loi jointe est une 1oi normale bivariée on aura par définition:

2

2 = =
%x = %Ky = °

Théoriquement on peut montrer (Kendall et Stuart, 1979) que:
< p2 2
0 < p% < er <1

et pour 1'échantillion

2 2
0 €« récx Tyx <1
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Si zj est beaucoup plus &levé que r2 on peut conclure qu'une relation
non- lingaire serait plus approprige. En effet 1'égalité entre p? et Oi/x
est vérifié lorsque 1a relation entre les variables est linéaire. S'il ne
fait aucun doute (examen graphique) que 1a relation est 1ineaire on calcule-
ra de préférence r? plus facile a estimer que zj.

Si la relation est non-linéaire (et c'est le cas lorsque la distribu-
tion jointe est non-normale) mais que 1'on ne dispose pas de replicats on

peut toujours estimer r(ou r2) mais 1'interprétation de sa valeur est plus
P

1imitée. (voir 3.4.2)
3.6 TESTS ET INTERVALLES DE CONFIANCE POUR LE COEFFICIENT DE CORRELATION

Lorsque la distribution jointe de X,Y est normale il est possible de
tester p pour une valeur quelconque (p = py) et de determiner 1'intervalle
de confiance associé a cette valeur. En pratique si 1'on ne s'@loigne pas
trop de 1'hypothése de normalité de la loi jointe ces tests peuvent &étre

utilisés de maniére approximative (Bobée, 1983).
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3.6.1 Test sur le coefficient de corrélation

r est une variable aléatoire dont 1a distribution est symétrique pour p
voisin de 0 et de plus en plus asymétrique Torsque p se rapproche de 1
(Neter et Wasserman, 1974). On doit donc envisager un test different

suivant que p = 0 ou p = p; (valeur quelconque differente de 0).

(A) Test pour p =0

En pratique c'est le test le plus souvent utilisé. En effet ce test
équivaut a examiner 1'indépendance de X et Y & condition que 1a distribution

jointe soit normale. On pose les hypothéses suivantes:

Hp : p=0

Hl tp#0
Si on ne peut rejeter 1'hypothése nulle Hy, on conviendra que les
variables sont indépendantes. Si p = 0 on peut démontrer (Neter et

Wasserman, 1974) que la quantité t,

t0= d (3-8)

\/ 1-r2 / (M-z)'

suit une loi de Student a (N-2) degrés de liberté.

Pour un niveau de signification o (généralement @ = 0,01 et a = 0,05)

et pour un test bilatéral on compare 1a quantité tg(déduite de 1'échantil-
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lon) avec la valeur critique ty-2 (a /2) donnge par la table de Student.

si to< | tyo (2/2) ] on accepte Hy au niveau «
to> ty_, (%/2) on rejette Ho au niveau « et p > 0
to > -ty (2/2) on rejette Hy au niveau o et p < 0

(B) TEST POUR p # O

Etant donnée 1'asymétrie de la distribution de ¢ (p # 0), on utilise

une approximation que 1'on doit a Fisher (1956). On pose les hypothéses

suivantes:

Ho 2 p = po test bilatéral
Hi ¢ o # pg

et on calcule la quantité Z:

z=_L Lt (3.9)

2 1-r

Z &tant fonction de r, on peut trouver pour une valeur r quelconque la

-

valeur Z correspondante dans des tables construites a cette fin (voir Neter

et Wasserman, 1974).
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Fisher (1956) a démontré que la quantité Z suit une loi normale de

_ 2
moyenne Z et de variance o% soit N ~ (Z, 02) avec:

. 1 1+ pg
= In ) (3.10)
2 1 - pg
2

On détermine Z 3 partir de la valeur p, (fix@e par le test). On

calcule ensuite 1a variable standardisée ug soit:

Pour un niveau de signification a, on compare la valeur up a la valeur

critique u (a/2) que 1'on trouve dans 1a table de 1a distribution normale.

o< | u (@/2) | on accepte Hg et p = pg
ug> u (a/2) on rejette Hy et p > pg
Ug< -u (a/2) on rejette Hy et p < p
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3.6.2 Comparaison de 2 coefficients de corrélation

On peut aussi généraliser le test précédent pour comparer 2 coeffi-
cients de corrélation. Supposons deux couples d'&chantillons de taille N; et
N, et les estimations r;, et r, de leurs coefficients de corrélation. On

suppose que les &chantillons proviennent de populations indépendantes. On

veut vérifier si p; = py. On pose:

Si Hy est vrai:

1 1+Y‘1 1
Zy = ——1n( ) suit une Toi N (Zg ; )
2 1-r; Ni- 3
de méme
1 l1+r, 1
Zy = — 1IN ( ———) suitune 10i N (Zg ; ——u ")
2 l-Y‘z N2-3

IT n'est pas nécessaire de connaitre Z; (valeur associée a p, par 1'équation

3.10). On peut en déduire cependant la distribution de (Z;- Z,). On a

2
(Hald, 1952), (Z, - Z,) est distribué suivant une Toi N(0, }

i=1
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et 1a quantité u :

, -1,
us= suit une 1oi N (0,1)
((1/N1-3) + (1/N2-3)) s

Comme pour les autres tests on comparera u avec la valeur critique
u(®/2). En cas de rejet de Ho on concluera que p; < p, ou que p; > py selon

1'hypothése H; que 1'on aura posée.

On peut aussi comparer K (K>2) coefficients de corrélation. On se

référera & Hald (1952) pour une présentation détaillée de ce test.

3.6.3 Intervalle de confiance

Pour construire 1'intervalle de confiance du coefficient de corrélation

on utilise les résultats de 1a section précédente (p = py # 0).

La variable Z est distribuée selon une loi N(Z, o%). Au niveau de

confiance (1 - a) % 1'intervalle de confiance autour de Z est tel que
Z-uf(a/2). o <2 <Z+u(2/2) - o7 (3.13)

Z est déduit de 1'équation 3.9 et o, déduit de 1'@quation 3.11. On obtient
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les limites Z et Z, associées & Z soit: Z; < Z < Z, par

Z;
Ly

Z+ul(a?2) <o (3.14)

JA

Par la transformation 3.9 (ou encore dans les tables construites a

cette fin) on peut en déduire les 1imites p; et p,.

Exemple numérique

On a pour un échantillon N = 10 et r = 0,90. On cherche les limites de

p pour un intervalle de confiance a 95%. D'aprés 3.9 et 3.11 on peut dédui-

re Z et oy
Z =1,4722
OZ = 00,3780
et u (a/2) =1,96 (table de 1a 1oi normale).

Les Timites Z, et Z, sont donc d'aprés 3.14

Z, =1,4722 + 1,96 (0,3780) = 2,2130

N
N
1

=1,4722 - 1,96 (0,3780)

0,7313

et 1'on a 0,7313 < Z < 2,2130
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En utilisant la table de transformation de Fisher ou en remplacant Z

par sa valeur (Z et Z,) dans 3.9 on déduit

0,6239 < p < 0,9764

L'intervalle autour de p permet &galement de vérifier si p est signifi-
cativement différent de py quelconque. Ici par exemple on pourra dire qu'au
niveau « =0,05 p est significativement différent de 0,5. 1I1 n'est pas
significativement différent de 0,8 etc. Si les limites de 1'intervalle
comprennent Ta valeur p = 0, on peut alors conclure que p n'est pas signifi-

cativement différent de zéro pour le niveau de signification « choisi.

3.7 LIEN NUMERIQUE ENTRE LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET LA DROITE DE
REGRESSION

Lorsque 1a distribution jointe de X et Y est normale, 1a distribution

conditionnelle de Y pour X = X; suit une 101 normale de moyenne n egale a:

%y
by * P ——

n:E(YIX:xi)=
X

(x; = by (3.16)

avec et oy : moyenne et écart-type de 1a distribution marginale de X.

by et oy : moyenne et écart-type de 1a distribution marginale de Y.
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En comparant cette relation au modéle 2 on a
E(Y]X = x;) = ' + B (X - X) (3.16)

Ces expressions sont équivalentes si:

™
H]
o]
—
e
~
8
L d

En tenant compte de 1a définition de p on a

Cov (X,Y) oy Cov (X,Y)
B = I (3.17)

et 1'on retrouve 1a valeur de B (pente de 1a droite) estimée par 1a méthode
des moindres carrés. Lorsque la distribution jointe de X et Y est normale

la distribution conditionnelle de Y pour X = X; est donc équivalente au

modéle 2 et B = p cY/cX. Pour un &chantillon on a donc.

y=yrrL o (x,-% (3.18)

S
et b=pr 3 =_% (3.19)
SX
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4. ANALYSE DE REGRESSION: NON RESPECT DES HYPOTHESES ET MAUVAISES
UTILISATIONS.

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons d'abord les hypothéses de base

sous-jacentes @ 1a régression lineaire simple et mettons en relief leur

signification physique et leur importance relative.

Parallélement a la présentation des hypothéses et des tests que 1'on
peut utiliser pour les vérifier, nous abordons le sujet des transformations
de variables qui permettent dans certains cas de se conformer aux hypothéses
initiales. Nous avons pu constater que ces transformations sont utilisées
trés fréquemment mais pas toujours de fagon adéquate et c'est pourquoi nous
mettons beaucoup d'emphase sur cet aspect. L'objectif général qui doit étre
poursuivi lorsqu'on transforme les variables est mis en évidence de méme que
1'interprétation que 1'on doit donner aux variables transformées et au

modéle qui en résulte.

Le probléme dissu de la présence des valeurs extrémes et de leur
influence sur 1'estimation des paramétres est aussi discuté dans le

cadre général de 1a représentativité des &chantillons (population homogéne).

Certains sujets traités dans ce chapitre concernent aussi les résutlats

de 1'analyse de corrélation. Par exemple:
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- 1'interprétation du coefficient de corrélation lorsque le modéle est non

lingaire (hypothése de 1inéarité non-respectée);

- interprétation du coefficient de corrélation lorsque les variables ont été

transformées;
- effet des valeurs extrémes sur 1a valeur du coefficient de corrélation;

- intéret des quantités SSr (sommation des carrés des résidus) et r (coeffi-

cient de corrélation) pour le choix du meilleur modéle;

Ces sujets (homogenéité des &chantillons, valeurs extrémes et valeurs
aberrantes, etc.) sont discutés a la fois dans la section relative a la
régression et a la corrélation, en raison des implications qu'ils ont sur le

modéle de régression et sur la valeur du coefficient de corrélation.

Les hypothéses dont nous discutons (section 4.2) concernent 1a variable
déependante Y. Théoriquement on doit supposer cependant que la variable X
est mesurée sans erreur ce qui constitue une hypothése supplémentaire. En
raison de la complexité et de la spécificité de cette hypothése i1 était
difficile d'en discuter en quelques pages et de fagon satisfaisante dans le
cadre de ce mémoire. Lorsque X est mesuré avec erreur il n'est pas possible
dans ce cas de transformer les variables originales pour se ramener aux
hypothéses de 1a reégression. On doit alors envisager d'autres méthodes
d'estimation des paramétres du modéle linéaire et utiliser des tests diffe-

rents de ceux présentés aux chapitres précédents.
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Dans 1a littérature scientifique cette hypothése est discutée dans le
cadre des relations structurelles et fonctionnelles et nous réféerons donc le
lecteur a des ouvrages spécialisés (Kendall et Stuart, 1979; Johnston, 1977;

Mandel, 1984).

Les exemples présentés aux chapitres 4 et 5 ne sont pas toujours des cas
rares. D'une part certaines erreurs méthodologiques sont trés frequentes et
nous n'en avons retenu que quelques exemples pour fins d'illustrations.
D'autre part beaucoup d'articles scientifiques ne contiennent pas suffisam-
ment d'informations sur les données originales pour que 1'on puisse conclure
rigoureusement a des applications erronées; mais i1 n'en demeure pas moins
que 1'examen graphique de leurs données laisse souvent suspecter de telles

erreurs.

4.2 ANALYSE DES HYPOTHESES SOUS-JACENTES A LA REGRESSION

La vérification des hypothéses qui sous-tendent l1a théorie de 1la
régression permet de vérifier 1'adequation du modéle et son aptitude a

représenter le phénoméne étudié.

La vérification des hypothéses peut étre faite dans plusieurs cas par
des méthodes graphiques. Ces méthodes sont simples d'application et c'est
ce qui en fait 1'avantage principal. Cependant, ces méthodes ne reposent
pas sur des critéres quantitatifs et c'est pourquoi, dans certains cas
litigieux, leur interprétation est difficile. Lorsque 1a méthode graphique

ne démontre pas clairement le respect ou le non respect d'une hypothése
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quelconque, i1 est possible, sous certaines conditions, d'appliquer des

tests plus rigoureux.

Dans ce qui suit, les principaux tests et méthodes de détection sont
présentés. Lorsque les hypothéses de 1a régression ne sont pas respectées,
il est possible, dans certains cas, de transformer les données originales et
d'utiliser par 1a suite 1a régression pour ajuster un modéle sur les nouvel-

les variables.

4.2.1 Hypothése de 1inéarité

4.2.1.1 vérification de 1a l1inéarité

La pertinence du recours a un modele lingaire peut ressortir de fagon
évidente de 1'examen graphique des différents couples (Xi’yi)' Si tel n'est
pas le cas, une meilleure visualisation peut etre obtenue en reportant sur
un graphique les différents X; et les résidus correspondant e;= (yi - 9}) ol
yi représente 1'estimation ponctuelle de Y5 deduite de 1a droite y. Les
résidus sont reportés de part et d'autre d'une droite horizontale de valeur
e, = 0. On conclura a la représentativité d'un modéle lineaire si les
résidus sont compris a 1'intérieur d'une bande horizontale de part et

d'autre de cette droite (voir figure 4.1 A).

I1 est souvent plus révélateur d'étudier le graphique des variables

(Xi’ei) plutdt que (Xi’yi)' D'une part, si 1a relation entre x et y n'est
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pas linéaire, le graphique des résidus fait souvent ressortir la structure
résiduelle et permet dans certains cas d'identifier 1a fonction appropriée
(Neter et Wasserman, 1974). D'autre part, 1'écart a la linéarité peut étre
masquée dans le graphique original (Xi’yi) du seul fait de 1'échelle utili-
sée. En effet, une faible échelle sur 1'axe des y aura pour résultat de
comprimer les differents y; sur la droite y, et 1a présence d'une composante
non linéaire peut alors etre masquée comme on peut le voir a la figure

4.1 B.
La distribution des résidus ne présente pas toujours un patron trés
clair pour lequel il est facile de conclure ou non a la linearité. On peut

alors effectuer un test de linéarite (Test F). Les conditions d'applica-

tions du test sont les suivantes:

- toutes les autres hypothéses de 1a régression sont respectées ou supposées

respectées;
- on doit avoir au moins trois valeurs différentes de x;

- on doit pour les differents X (i =1 @ K) disposer de réplicats. Cepen-
dant, i1 n'est pas indispensable de disposer de réplicats pour tous les
niveaux de x (Baillargeon, 1977; Neter et Wasserman, 1974).

Ce test permet d'examiner les hypothéses suivantes:

Ho: m = a + BX (on accepte 1'hypothése de 1linearite)
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Hi: n# a+ BX (on rejette 1'hypothése de linearite)

Si le modéle linéaire est adéquat, i1 est possible de démontrer (Bobége,

1983) que 1a quantité F; définie par:

SS, /(K-2)

Fo=— (4.1)
§S,/ (N-K)

suit une loi F avec (K-2) et (N-K) degrés de liberté. Le numérateur et le

dénominateur du rapport Fy correspondent respectivement aux quantités

suivantes:
K ni
SS, = § ) {y. -y:)? (4.2)
Lo VT
K gi X
SS. = ) (Yis = ¥s:) (4.3)
Eogsp g1 TV
oi K = nombre de X différents
n = nombre de Y; différents pour chacun des X33
K
N=7) n
i=1

On trouvera dans Bobge (1983) et Baillargeon et Rainville (1977) des
exemples detailles de ce test. En pratique, il est suggéré Bobeée (1983) de

calculer SSL et SS, (équation 2.27), plus faciles a determiner que $Sp. La

relation qui existe entre ces quantités permet alors de déterminer SS En

EO
effet, on a
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SSr = SS. + S§S (4.4)

on calcule d'abord SSr. D'aprés 2.29 on peut déduire que $S,= (1 -r?)

2
SSy avec SSy = Sy (N-1). On determine ensuite SSL et on déeduit SSE. Pour

un niveau de signification o donné, on compare la quantité Fy avec 1a valeur

critique FK_2 N_K(EZ) que 1'on trouve dans les tables de Fisher.
Si  Fp < FK-2,N-K(“) on accepte Hg
Fo > FK-Z,N-K(a) on rejette Hy

I1 est important de souligner que les réplicats pour un niveau X; donné
le sont vraiment si chaque observation est un essai independant. Lorsqu'on
effectue plus d'une mesure sur un méme eéchantillon, on ne peut parler
d'observations multiples véritables. Dans ce cas, pour un X; donné, chaque
mesure y. n'est pas indépendante de 1'observation suivante. En mesurant le
méme échantillon plusieurs fois, on controle 1a valeur y; en éliminant la
variabiliteé inhérente a 1a relation @tudiée. En effet, Y5 peut étre diffe-
rent de yi en raison d'erreurs de mesures mais aussi d'erreurs de structure.
Or ici en mesurant n; fois un méme échantillon toute variabilité de cette
nature (erreur de structure ) est &liminée. On ne peut donc dans ce cas

appliquer un test de 1linéarité, puisqu'on ne posséde pas de véritables

réplicats indépendants.
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4.2.1.2 Linearisation: objectif et principe général

Lorsque 1'hypothése de linearite n'est pas respectée deux solutions
peuvent étre envisagées. Ajuster les données par une méthode autre que la
reégression lineaire, (par exemple: régression non linéaire) ou encore
transformer les variables initiales de telle sorte qu'elles respectent
1'hypothése de 1lingarité. I1 est en effet possible, dans certains cas,
d'opérer des transformations qui permettent de se ramener a une relation
Tineaire. Ce faisant, i1 est alors permis d'utiliser la méthode des
moindres carrés pour estimer les paramétres de 1'é@chantillon lingéarisé.
L'objectif général des transformations est de se ramener au modéle le plus

simple possible.

Le principe des transformations qui permettent de 1linéariser 1les
données est en soi assez simple. Lles transformations les plus utiles sont
les transformations logarithmiques et les transformations réciproques. Par
exemple un modéle multiplicatif de type y = axb peut &tre Tinearisé en

utilisant 1e logarithme de 1a fonction soit:

Fonction théorique Ty = axb

Logarithme de l1a fonction: logy = Tog a + b log x

En posant: y' =logy

log x

a' = log a
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On obtient:

Fonction linéarisée: y' = a' + bx'

Plusieurs de ces fonctions linearisables sont indiquées au tableau 4.1.

Nous présentons un exemple numérique qui correspondrait au modéle théeorique

1 de ce tableau.

Exemple numérique

On suppose que 1'équation théorique du modéle est y = axb. On utilise
les variables y' = log y et x' = 1og x. Le modéle 1inéaire de y', en

fonction de x' est:

~

y' = 0,3010 + 5x°

Le modéle théorique exprimé en fonction de x et y, est déduit en utilisant

1'antilog du modele linéaire. On a:

logy = 0,3010 + 5 Tog x
101og Yy _ 10(0,3010 + 5 log x)
§=2,0x

Connaissant 1'equation de 1a fonction theorique i1 serait facile de la
linéariser en choisissant la transformation appropriée. Cependant, ces
fonctions ne sont pratiquement jamais connues a priori. C'est en effet ce

qu'on cherche justement a identifier. I1 faut donc dans la plupart des cas
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TABLEAU 4.1 Linéarisation de fonctions curvilignes et variables associées.

Fonctions théoriques LinBarisation variables a utiliser
(modéle résultant) pour linéariser
1 y= axb logy=loga+blogx| y'etex' y'=Tlogy
y'= a' +bx' x' = log x
g y = aePX Iny =1na+bx yietx y =1lny
y' = a' +bx
3. y=aX logy = loga+logh* | y'etx y' =1logy
y'=a' +b'x
4, y=a+b {In x) y etx' x'=1nx
ou y = a+ bx' ou
y=a+b (log x) x' = log x
5. _y--.._.x.__... _.1_ ﬂ:-f_ y'et x' y'=_1.
ax + b y X y
L: a+-b_
y X
| B t | - 1
y'= a+bx X ==
- b - ] ] [ 1
6. y=a+t— y = a+bx y etx X' = e
7. y=t L= a+bx yetx y =L
a + bx y y
y' = a+bx
8 y=aeb/x 1ny=1na+—2- y'etx' y'=1ny
yl =a.+bx. xi= 1
9, y= l_x L= a4 be y' et x' y'z_l.
a +be y y
y' = a+ bx x' =X
10. y=a+b log (c-x) y=a+bx' y et x' x'slog{c-x)
11. y=c¢+ aebx (y~c) = aebx y' et x y'sin {y-c)
In (y-c) = In a + bx
y' =a' +bx

pour les modéles 10 et 11 onac = %
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essayer differentes transformations jusqu'a ce que 1'on obteinne une

relation linéaire.

La méthode par essai et erreur est plutdot fastidieuse et inutilement
Tongue. Deux types de méthodes peuvent &tre envisagées pour choisir la
transformation appropriee: (1) Une méthode graphique (2) une méthode analy-

tique.

4.2.1.3 Methodes d'approche pour choisir une transformation

Méthode graphique

Du seul examen graphique de la série, on peut d'emblée &liminer certai-
nes transformations. Plusieurs des fonctions possiblement utiles et linea-
risables (fonctions intrinséquement lineéaires) sont illustrées a la figure
4.2. Cette figure (voir aussi le tableau 4.1) présente 1'équation de la
fonction théorique (souvent inconnue), et sa représentation graphique qui
tient compte notamment des differentes valeurs du paramétre b. Finalement
lTes variables que 1'on devrait utiliser pour linéariser 1'une ou 1'autre de
ces fonctions peuvent &tre déduites du tableau 4.1. A la lumidre de cette
figure, le choix d'une transformation peut &tre "guidé" par un des aspects
suivants, qui peut &tre connu a priori ou que 1'on peut observer a partir

des données.

- existence d'asymptote verticale et/ou horizontale

- valeurs centreées a 1'origine
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- concaviteé ou convexité de la série

La figure 4.2 et le tableau 4.1 présentent une synthése des fonctions
que 1'on trouve le plus souvent dans plusieurs ouvrages de réféerence. Nous
avons aussi ajouté d'autres fonctions rarement suggérées et qui n'en demeu-
rent pas moins trés utiles. Par exemple 1a fonctiony = a + b (1og(c-x))
suggérée par Smilie (1966) qui peut &tre utile si 1'on connait a priori une
valeur asymptotique quelconque ou si 1'échantillon permet de déeduire une

telle asymptote.

Méthode analytique

On peut également déterminer par une méthode analytique la transforma-
tion la plus appropriée pour les variables x ou y. Ces méthodes ne peuvent
&tre utilisées conjointement cependant. Etant donné que la linearisation
requiert parfois une transformation simul tanée des deux variables, ces
méthodes ont donc un intérét 1imité a moins que 1'on sache a priori laquelle
des variables doit étre transformée. Box et Tidwell (1962) décrivent une
méthode qui permet de trouver la meilleure transformation pour la variable
Xx. Cette méthode requiert 1'utilisation de 1a réegression multiple et c'est
pourquoi nous n'en discutons pas ici. On trouvera dans Montgomery et Peck
(1982) une présentation simplifiée de cette procédure. D'autres réeféerences
et exemples pourront également &tre trouvés dans Gunst et Mason (1980) et
dans Dolby (1963). On retiendra une méthode suggérée par Box et Cox (1964)
pour une transformation de la variable y. Etant donné que, pour respecter
1'hypothése d'homoscédasticité, on doit souvent transformer la variable y,

nous reportons 3 la section 4.2.2 la présentation de cette méthode.
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Exemple graphique

Les variables du graphique 1 de 1a figure 4.3 représentent un échantil-
lon non linéaire. On peut vérifier qu'une droite ajuste mal les données et
ce, méme si le coefficient de corrélation (linéaire) est &levé. Six trans-
formations furent utilisées pour lineariser les variables. Si on se référe
aux fonctions de la figure 4.2, les transformations suivantes semblent

appropriées.

log y et log X

x et logy
x et l/y

lTog(c-x) ety

Deux transformations qui auraient pu @étre &liminees a priori furent
aussi utiliseées soit 1/x et y et log x et y (voir modéles 6 et 4, figure
4.2). On peut vérifier pour ces modéles la non linearité des variables
transformées (graphiques 2A et 3A, figure 4.3) et les modeles qui résultent
de transformations inapproprigées (graphiques 2B et 3B, figure 4.3). On peut
aussi noter que méme si une transformation peut sembler convenable a priori,
on n'obtient pas nécessairement un résultat satisfaisant, ce que démontre
d'ailleurs 1'utilisation des variables log x et log y (modéle présumé:

y = axb)

Les modéles y = abx, y=1/(a + bx), y = a + b(log(c-x)) ajustent bien
les observations (graphiques 58, 6B et 7B, figure 4.3). Le choix de 1'un ou

1'autre devra &tre fait en fonction de critéres quantitatifs ou encore a 1a
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lumigére de certaines connaissances a priori que 1'on peut avoir du phénoméne

étudié.
4.2.1.4 Choix du meilleur modéle

Si plusieurs transformations permettent d'obtenir un modéle satis-
faisant, on devra tenir compte des caractéristiques du modéle ou encore de
Ta qualité prédictive du modele représentée par la quantite SS,. (équation

2.8) pour le choix de 1'une ou de 1'autre des transformations.
(a) caractéristiques du modéle

Le choix final de 1'un des modéles peut &tre decidé en fonction de
certaines caracteristiques. Valeurs centrées a 1'origine, modéle asymptoti-
que, etc. Par exemple on pourra retenir le modéle 7B (figure 4.3) si une
asymptote de valeur -a/b semble appropriée. Cependant, on peut supposer que
le modele est asymptotique mais que des asymptotes de valeur -a/b ou de
valeur ¢ = ¢y ne sont pas du tout plausibles pour 1e phénoméne consideéré.
On pourra retenir alors 1e modele dont 1a valeur prédictive est 1a meilleure

pour les données observées.

b) qualités predictives du modéle (quantite SSr)

Lorsque plusieurs transformations permettent de lineariser les diffe-
rents couples x',y' et qu'aucune connaissance a priori ne permet de privilé-

gier un modéle plutdt qu'un autre, le modéle pour lequel la quantite SSr est
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minimum devra étre retenu. Ce mod&le aura en effet 1a meilleure valeur

prédictive. I1 n'est pas inutile de noter que les quantites $S,. sont calcu-
lées sur le graphique des différents modéles résultant des transformations
utilisees. En effet, 1a quantiteé SS, n'est d'aucune utilite sur les grahi-
ques des variables transformées (SSr“) puisque ces dernigres sont reportées

selon des échelles differentes.

Commentaires et exemples

Comparaison entre SS , r et r'?

Plusieurs exemples tirés de la littérature démontrent que 1'on utilise
trés souvent le coefficient de corrélation ou le coefficient de determina-
tion comme critére d'appréciation du meilleur modele suite a differentes
transformations. Comme on 1'a vu aux sections 2.3.7 et 3.4 le coefficient
de détermination et le coefficient de corrélation sont dans certains cas des
outils complémentaires a 1'analyse de regression. L'@quivalence numérique

entre SSr et r soit §S, = (1 - r2) SSy (équation 2.29) permet de constater

que plus la variance expliquée par le modeéle 1inéaire est &levée et plus la

variabilite résiduelle SSr est faible.

Lorsqu'on transforme 1a variable y cette &quivalence n'est plus vraie.
Dans ce qui suit, on pourra comparer pour 1'exemple précédent (figure 4.3)
les quantites SSr, SSr., et SSr" et en tirer certaines conclusions quant a
r2 (coefficient de détermination des variables originales) et (r')2 (coeffi-

cient de détermination des variables transformées x' et y'). Ces quantités

sont ainsi définies:
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N o 2 2
SS,. = 121(yi - ¥;) ouencore SS = (1 -r) SSy

(yi - yi) correspond a 1a difference entre 1a variable observée y; et son
estimation ponctuelle déduite de 1'un des modéles illustrés aux graphiques

2B 3@ 7B (figure 4.3).

2
SSu=1 - (r') SSy

2
(r') correspond au coefficient de détermination des variables transformées

et

SS, = .
y <, (y

) =5 (N-1)
AR A

il o~1 22

N | e 2 ] 2
Ssrn = iZl(yi = ,Y.i) =1 - (r') SSy.

Au tableau 4.2 le calcul de ces différentes quantités a été reproduit.
La quantité SSr" n‘est pas indiquée Torsque 1a transformation affecte 1a
variable indépendante uniquement. En effet, dans ce cas, y' n'existe pas et
1'on a donc SSr. = SSr". Des résultats de ce tableau, on peut tirer les

conclusions suivantes:

- La quantite SSr“ est peu utile puisque 1a sommation des résidus au




TABLEAU 4.2

2
Comparaison des quantités r

» SS,
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v et SS.u. (variables originales et variables transformées).

. N
variables . ~ 2 =2 2
originales Modéles (y) r r 1.Zl(yi— y) (1-r )Ssy
. X, ¥ ¥ =-0,4350 +0,9379 x 0,9328 0,8701 1.3522 1.3522
2 ] t ( l)2 B m =
Variables Modéle (3) r r SSr = SSr. = SSr.. =
transformées I; 2 2 .
{y:~y;) 1- (r') sS '
G5 71T y 1-(r") SSys
2 x' = 1/x ¥=4,16 - 3,55 x' -0,732 0,537 4,82 4,82
3 x' = log x y = 0,450 + 4,82 x' 0,841 0,706 3,06 3,06
4 x' = Tog x et ¥'=-0,069 + 0,927 x' 0,934 0,872 1,91 1,33 0,040
y' = logy ou
¥ = 0,853 (x 9977
5 y' = logy y'=-0,212 + 0,172 x 0,989 0,977 0,378 0,236 0,007
ou
¥ = 0,614 (1,89%)
6 x' = log (¢ ~ x) ¥ =2,67 -~ 2,50 x' -0,992 0,985 0,161 0,161
¢ =5,1
7 y' = 1y ¥ =1,18 - 0,200 x ~0,996 0,993 0,484 0,076 0,003
ou
y = 1/{1,18 -0,200 x)
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carré des modéles 1A et 7A n'est pas comparable &tant donné que les

variables sont 3 des échelles différentes.

- L'examen de la quantite SSr. permet de constater que lorsque la varia-

ble y est transformée, les quantiteés SSr et SSr. ne sont pas identi-

N o 2 2

ques, c'est-a-dire (yi - yi) 21 - (r") SSy. Par exemple, a la
i=1

quantite SSr minimum (mod&le 6) ne correspond pas le coefficient de

2
détermination (r') maximum (modéle 7).

La quantité $S,. ne peut donc pas étre remplacée par (r")2 comme critére
de comparaison de differents modéles. Au chapitre 5, nous discuterons de
facon plus explicite de la signification et de 1'utilisation des coeffi-
cients de detemmination et de corrélation aprés une transformation de

variables, soit:

2
(1) comparaison de (r') et SSr pour plusieurs modéles ajustés a un méme

échantillon,

2
(2) comparaison de (r') et SSr pour differents échantillons auxquels on a

ajusté un modéle identique.
EXEMPLE 4.1 (linéarisation)

Les données de 1'exemple qui suit sont tirés d'un manuel de reférence

en chimie de 1'eau (Hem, 1971). Les données de la figure 4.4 représentent
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le débit (Q) et la conductivite (C) mesurés dans une riviere pendant une
annee. Les variables furent reconstituées a partir d'un graphique a échel-
les logarithmiques. On peut constater qu'un modéle linéaire serait peu
adéquat pour représenter 1'échantillon de Q,C. En utilisant les variables

'

x' = log Cety' = 1og Q (figure 4.5), nous avons ajusté un modele 1ineaire

(4.5A). On obtient 1'@quation y' = 3,8712 - 0,5003x"

L'examen de 1a figure 4.5A, de méme que 1'étude des résidus de 1'équa-
tion obtenue, permet de confirmer la linearité des observations transfor-
mées. On peut donc conclure que la transformation utilisée est adequate, du

moins pour 1'échantillon des valeurs dont on dispose.

L'auteur ajuste une courbe (figure 4.5B) (aucune &quation présentée)
qui selon lui convient mieux a 1'échantillon qu'un modéle lingaire. "The
scatter of point is substantial and it would be difficult to fit them to a
straight 1ine." Cette courbe tient compte de 2 caractéristiques du modéle
théorique présumée. On suppose que pour C ~ 0, Q = 16000 et que pour

C > 1000, Q = 200 = constante.

I1 n'est pas de notre ressort de vérifier si ces valeurs ont un certain
fondement theorique. Comme i1 fut discuté au chapitre 2, on peut construire
un modéle en tenant compte d'une valeur fixee a 1'avance ou encore utiliser
un modéle asymptotique. Encore faut-il vérifier que ce modéle est compati-
ble pour les observations mesurées. Or, dans ce cas, pour des valeurs de
concentrations tres faibles, les valeurs mesurées sont trées éloignees de la

valeur 1imite suggérée. On a en effet pour C ~ 15 (qui correspond a la plus

faible valeur mesurée) Q = 1600. De plus, 98% des valeurs de débits obser-
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4~y =lgC

A

~ )

y = 3,8712-0,5003x

3 -
x'=log Q
> | I I
I 2 3 4
a4~y =logC

| | 1
| 2 ) —

FIGURE 4.5 Relation entre le débit et la conductivité; echantillon
linéarisé . A: Ajustement d'une droite. B: Modéle ajusté
manuellement (Hem, 1971).
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vées sont inférieurs @ 440. Or le modéle fixe les valeurs de concentration
a 200 pour Q > 1000, valeur de débits pour laquelle une seule observation
fut mesurée (Q ~ 1240, C = 300). 1I1 s'agit donc 1a d'extrapolation plutot
risquee. Selon que 1'on considére que 1'@chantillon est représentatif ou

non, on pourra selon nous conclure de la fagon suivante.

(1) L'échantillon est représentatif.

L'utilisation des variables 1og Q et l1og C linearise les variables et par
suite 1e modele y' = a + bx' (y= axb) est valable pour ajuster 1'échantillon
dont on dispose. Le modéle exprimé en fonction de x et y est reproduit a la

figure 4.5A.
(2) L'échantillon est non-représentatif.

Puisque le modéle théorique proposé par 1'auteur ajuste mal 1'échantillon,
on devrait donc conclure que 1'échantillon est peu representatif pour 1'étu-
de de la relation entre le débit et la conductivite. On peut d'ailleurs
remarquer que pour la courbe suggérée par 1'auteur, environ 70% (figure 4.5

B) des observations sont sous la courbe.
EXEMPLE 4.2 (1inéarisation)

L'échantillon de 1a figure 4.6A met en relation le nombre de prises (y)
d'une espéce piscicole en fonction de 1'age (x). Les variablesy' = lny et
x utilisées par 1'auteur (Winters, 1983) sont présentées a la figure 4.6B.

Comme on peut le voir, la relation n'est pas linéaire et 1a transformation




1000

800

600

400

300

200

2,0

0,0

FIGURE 4.6

- 84

y'=8,5-0,664 (y'ziny)

Y = -156,70 +1606,91 x'
(x'="/x)

~o r'=-0, 98

i \ modéle ajusteé manuellement
\/ (d'apres Winters , 1983 )

B O

Comparaison des différents modéles pour 1'exemple 4.2
Donnees tireées de Winters (1983).
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utilisée est donc peu adéquate. Nous avons vérifie qu'aucune des transfor-
mations simples décrites a 1a figure 4.2 ne permettait d'obtenir une 1inea-
risation parfaite. Cependant, si 1'on s'en tient @ 1'un de ces modéles, le
modéle Tn y = a + bx n'est certainement pas le plus adéquat. En utilisant
les variables y et x' = 1/x, on obtient en effet un modéle pour lequel 1la

quantite §S. est beaucoup plus faible. On a:

= 8,15 - 0,664 x (y' = 1ny) SS

<
!

157867,83

= -156,70 + 1606,91x' (x' =1/x) SS

<?
1

19720,30

Comme on 1'a dit, le coefficient de corrélation des variables transfor-
mées, soit r', ne peut étre utilisé comme critére pour vérifier 1'adequation
du modéle ou encore pour comparer plusieurs modéles entre eux. On peut
d'ailleurs veérifier ici que le coefficient de corréelation le plus @levée
correspond au modele 1ogarithmique (r' = -0,98) pour lequel la quantiteé SS,.
est aussi la plus @levee. En utilisant les variables 1/x et y on obtient

r' =0,97.

4.2.1.5 Tests et intervalles de confiance (Variables originales et variables

transformées)

Si 1a linearisation semble acceptable et que les autres hypothéses sont
verifiees, i1 est possible d'utiliser les tests et de construire les inter-

valles de confiance associés a 1a droite.
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L'hypothése concernant 1'indépendance des erreurs ne dépend pas du
modéle utilisé, mais du mode d'échantillonnage. 1I1 n'est donc pas intéres-
sant d'en discuter dans le contexte de linéarisation. En theorie, 1'hypo-
thése de 1a normalité des résidus doit étre vérifiée. Cependant, si 1'on ne
s'en eloigne pas trop et que 1'échantillon est grand, on peut appliquer les
résultats concernant les tests et les intervalles de confiance (Bobée,
1983). En pratique, cette hypothése n'est donc pas trés restrictive. De
plus, 1'écart a la normalité est souvent due au fait que la variance rési-
duelle n'est pas constante. I1 est donc suggéré (Neter et Wasserman, 1974)
de vérifier d'abord 1'hypothése concernant 1a variance des résidus, hypothe-

se beaucoup plus restrictive en pratique.

I1 ne faut pas perdre de vue que les hypothéses doivent &tre vérifiees

pour le modéle transformé. Une variance reésiduelle constante pour les

variables transformées n'é@quivaut pas en général a variance constante pour
q P

le modéle original.

EXEMPLE 4.3

Supposons 1'utilisation des variables x et y' = log y et les résidus

e

% = y% - ?% . Si les résidus e; présentent une variance constante quelque
soit x, 1'intervalle de confiance autour de y' peut &tre construit et les
résultats transposés. Comme les valeurs des résidus sont 1logarithmiques,
une variance constante. (variables x et log y) refléte en fait une variance

résiduelle proportionnelle @ x pour 1'&chantillon original (variables x et
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y), variance dés lors minimum a 1'origine et croissante avec x. Un tel
échantillon est présenté a 1a figure 4.7, série 1. De méme, si le patron

résiduel de e% présente une variance décroissante en fonction de x (série

2, figure 4.7), on ne doit pas en conclure que, dans 1e modéle original, la
dispersion de 1a variable dépendante diminue quand x augmente. Au contrai-
re, une decroissance de la variance en fonction de x peut refléeter une
variance constante dans le modéle original (série 2, figure 4.7) et méme une
variance croissante. On doit aussi envisager le cas ol 1'on obtient pour

les résidus une variance croissante avec x. Etant donnée la transformation

utilisée ici, une variance croissante avec x (série 3) refléte cette fois
une variance croissante avec x dans le modéle original, variance souvent

beaucoup plus importante que ne le laissent supposer les variables transfor-

mées.

Dans ce contexte (variables transformées) une variance non constante
n'affecte pas nécessairement 1a validite du modele. Dans certains cas, cela
peut refléter un modéle dont 1a valeur prédictive est trés bonne (voir série
2, figure 4.7). Lorsque les variables transformées ne présentent pas une

variance constante, on doit en conclure que le patron résiduel est tel qu'il

n'est pas possible d'utiliser les tests et de construire les intervalles de

confiance a partir des résultats de la régression, ce qui n'invalide pas le

modéle obtenu aprés transformation.

Comme il n'est pas toujours facile d'imaginer 1'é&chantillon original a
partir des variables transformées, on se méfiera lorsque seules ces dernié-

res sont présentées dans 1'é@tude d'une relation entre les variables. Cette

procédure, trés souvent utilisée, masque souvent une dispersion telle que le
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modeéle résultant n'a pratiquement aucun intérét pour estimer y. Plusieurs

exemples réels seront présentés.

La présentation unique des variables transformées peut donc &tre

trompeuse. Nous avons aussi remarqué 1'utilisation fréquente du coefficient
2

de corrélation r' et de déetermination (r') comme mesure de 1a forte dépen-

dance entre les variables x et y, alors que r' mesure seulement 1'interde-

pendance entre les variables transformées.

A partir de 1'exemple de 1a figure 4.7, on pourra aussi vérifier le peu
d'intérét du coefficient de corrélation r' ou de (r')2 pour la comparaison
de plusieurs échantillons dont les variables sont transformées. Ces discus-
sions et les exemples sont reportées au chapitre 5. On pourra y verifier

2
d'ailleurs 1'intérét d'utiliser 1e rapport de corrélation Tyx'

4.2.2 Hypothése d'homoscédasticité (variance constante)

Une autre hypothése qu'il est important de veérifier concerne 1la
constance de la variance de 1a distribution conditionnelle de y pour x = X;
2

soit cy Lorsque cette variance est non constante, elle est alors dite

bx;°
hétéroscedastique. On peut toujours estimer les paramétres de la distribu-
tion par 1a méthode des moindres carrés. Les estimateurs de a et B sont
alors non biaisés et efficaces. Cependant, ils ne possédent plus une
variance minimum, c'est-a-dire qu'ils ne sont pas exhaustifs (Neter et

Wasserman, 1974), ce qui de ce fait invalide 1'utilisation des tests et la

construction des intervalles de confiance et de prévision.
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4,2.2.1 vérification de 1'hypothése d'homoscédasticite

Plusieurs tests permettent de vérifier 1'hypothése d'homoscedasticite.
Treés souvent cependant les observations présentent un patron caractéristique
qui suggére de fagon @vidente une variance non constante. On aura par
exemple une variance nettement croissante ou décroissante en fonction de x.
Pour des cas moins évidents, on pourra vérifier cette hypothése par une
méthode graphique. Certains tests permettent aussi de verifier si 1la

variance est constante.

La méthode graphique est trés simple. Elle consiste a reporter en

abcisse les résidus e, = (y.

i - yi) en fonction de x. L'@tude des résidus e,

permet donc de vérifier simultanément 1'hypothése de 1inearite et d'homoscé-
dasticité. Quelques patrons caractéristiques sont présentés a la figure
4.8. On conclut a 1'homoscédasticiteé si les résidus e; sont compris a
1'intérieur d'une bande parallele a 1'axe des x (figure 4.8A), c'est-a-dire
que la valeur des residus positifs et negatifs sont approximativement
constants et ne varient pas de fagon systematique en fonction de x. S'il
est difficile de conclure a partir du graphique, on peut utiliser certains
tests pour vérifier 1'égalité de 1a variance. Selon que 1'on dispose ou non

de réplicats, on appliquera le test de Bartlett ou le test F.

Test de Bartlett

Ce test peut étre utilisé si 1'on dispose de réplicats. On calcule

pour chacun des X33 i=1 a K 1a variance des yij correspondants; j =1 a ne
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Variance constante

variance croissante

Variagnce décroissante

Varignce minimum pour
valeurs extremes de x

Examen de 1'hypothése d'homoscédasticite.
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I1 s'agit alors de vérifier 1'égalité des K variances ainsi obtenues.

La qualiteé de ce test depend de 1a taille des échantillons; en prati-
que, on considere que n; > 5 est acceptable (Scherrer, 1984). De plus, ce

test est &galement sensible au non-respect de 1'hypothése de normalité.

L'utilisation du test est donc assez limitée. D'une part on doit
disposer d'au moins 5 replicats pour chacun des X; . D'autre part parce
qu'une variance non constante (ou que 1'on soupgconne non-constante) est
souvent observée lorsque la distribution de y suit une distribution autre
que la distribution normale. Ce test est neanmoins utile dans certains cas

et est présenté en détail a 1'appendice 5.
Test F

Lorsqu'on ne dispose pas de réplicats on peut diviser 1'&chantillon en
deux ou plusieurs sous-groupes. En supposant deux sous-groupes N; et N,,
le premier serait constitué par les N/2 plus faibles valeurs de x et le
second par les N/2 plus fortes valeurs de x. En supposant un nombre pair
d'observations, on aura N; = N,. Si le nombre est impair 1a valeur médiane
pourra etre associee a 1'un des groupes, les variances SZ (EQ. 2.27)
correspondant a chacun des groupes.

On calcule ensuite le rapport des variances F; que 1'on compare @ une valeur
critique Fc (table de Fischer). Par exemple pour un niveau de signification

(] - - 2 2 -~ 3
« et un test unilateral et en supposant Se2 > Se1 on concluera a une varian-
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ce significativement difféerente si F, > Fc

2 2
avec Fo = Se2 /S e,
et Feo = FVZ,Vl(a) vo = d.d.1.du numérateur
v; = d.d.1. du dénominateur

I1 est important de noter que le test dépend du nombre de degre de
liberté des groupes N, et N, et donc de 1a taille de 1'échantillon (N). Pour
de petits échantillons, des différences importantes entre les variances ne
conduisent pas néecessairement au rejet de 1'hypothése nulle (Hg: oi = cﬁ).
Par exemple pour un échantillon de 8 observations (N; = No= 4) et un niveau

= 0,025 (test unilatéral) le rapport des variances F;, doit étre supérieur

R

39,2 (et 3 19,2 si le niveau choisi est « = 0,05) pour que 1'on puisse

I

conclure 3 une difféerence significative. Pour un &hantillon de 16 observa-
tions (N; = N, = 8) 1a valeur critique sera égale a 6,98 au niveau @ = 0,025

et 3 4,95 au niveau « = 0,05.

4.2.2.2 Causes de 1'hétéroscédasticiteé

La distribution de y sera necessairement hétéroscédastique si 1la
variance de y est fonctionnellement reliée a 1a moyenne (Montgomery et Peck,
1982). C'est le cas par exemple si y suit une distribution de Poisson ou

une distribution binominale. On observera aussi une distribution hetérosce-

dastique si 1'erreur de mesure sur y croit en fonction de x.
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4.2.2.3 Stabilisation de 1a variance

De méme que pour une relation non-lingaire on peut transformer les
variables pour les ramener a une droite, certaines transformations permet-
tent de stabiliser la variance, ce qui valide 1'utilisation des tests pour
les paramétres o et g et permet aussi de construire 1'intervalle de confian-
ce associé aux paramétres et a la droite. La variance est stabilisée si les
résidus e, des variables transformées sont constants quelque soit x. On

devra envisager deux types de transformations fort differente selon que:

(1) La distribution est hétéroscédastique parce que Y ne suit pas une

distribution normale.

(2) La distribution de Y est normale mais 1'erreur de mesure croit (ou

décroit) avec x.

- Y ne suit pas une distribution normale

On sait par exemple que pour une distribution de Poisson 1a moyenne est
égale a la variance. On aura donc, si Y croit en fonction de X une moyenne
(91, pour x = xi) croissante et une variance (S: pour x = Xi) elle aussi
croissante. Le tableau 4.3 met en relief le type de transformation appro-
prie en fonction de 1a relation qui existe entre 1a moyenne et 1a variance,

et spécifie 1a distribution correspondante.
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1
TABLEAU 4.3 TRANSFORMATIONS POUR STABILISER LA VARIANCE (1)

Relation entre la variance

2
de Y (oY) et 1a moyenne E

(Y)

Transformations

appropriées

2
oy = constante distribution normale aucune transformation
2 distribution de N v

Oy ~ E(Y) Poisson LA At

2 _ distribution b eso~l

oy = E(Y) [1-E(Y{] i nimaTe pour Y'= sin” VY

0<Y, <1
i

2 —

oy = [E(Y)]2 Y' = 1nY

o$ = [em]e Y=y "%
o$ = |E(Y)|® vt o=yl

(1) tiré de Montgomery et P

eck (1982).
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- L'erreur de mesure est fonction de x

Méme si la distribution conditionnelle de y par rapport a x est
normale, on peut aussi observer une variance non-constante dans le cas ol la
précision des mesures de y n'est pas toujours 1a méme. Par exemple, si 1'on
mesure la concentration d'un @l@ament chimique (y) en fonction du pH(x), i1l
est possible que les mesures soient d'autant moins précises que les concen-
trations sont fortes. L'@cart-type de 1a distribution conditionnelle de Y;

(ou de ei) est alors proportionnelle a x, soit:

°Yixi = Cxi C = constante
ou encore

2 L] 2 ] 2

°y Xi =C Xi avec C =2

De maniére plus générale, on aura:

= C h(x) h(x) = fonction de x

Comme on le sait, 1a méthode des moindres carrés consiste a minimiser

~ 2
(yi - yi) . Lorsque 1a variance conditionnelle de y

i=1
est une fonction de x, on suggére d'utiliser 1a méthode des moindres carrés

N
la quantité ss_ = ]

pondérés (Montgomery et Peck, 1982). Cette méthode (weigthed least-squares)

consiste a minimiser 1a somme des carres des résidus en introduisant un
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poids W, pour chaque X;e On est alors conduit a minimiser:

Le poids est inversement proportionnel a la variance conditionnelle de

2
yi. En supposant Gy\x.

= C'x% , on minimiserait 1a quantite:
i

-v.) (4.6)

On obtient finalement les &quations 4.7 et 4.8 qui permettent d'estimer

les paramétres a et b.

N Yy N N
T S (R S S S (4.7)
i=1  x i=1 x% i=1 X
N yi N 1
) = a J = +Nb (4.8)
i=1 Xi i=1 x1

Pour le cas particulier ol 1a variance croit avec x, le procédé consis-
te en somme & accorder une moindre importance aux fortes valeurs de x et a
mettre plus d'emphase sur les faibles valeurs de x pour lesquelles Tla
variance est plus faible. I1 est possible de démontrer (Neter et Wasserman,
1974) qu'on obtient les mémes résultats en divisant la droite y = a + bx

par x, soit:
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y - a._;_ + b (4.9)

"=ax'+b (4.10)

<
[]

En d'autres termes a et b peuvent étre estimés en effectuant une
régression avec les variables y' et x' (y' = y/x et x' = 1/x). Si 1'on veut
obtenir par 1a suite 1'équation de 1a droite par rapport a y (et non y'), il

suffit de multiplier 1'équation par x.

y'x = {ax' + b)x (4.11)
y'x = ax' (x) + bx (4.12)
y = a+ bx (4.13)

Cette transformation est particuliére car elle met en relation des
fonctions de variables possédant une variable commune, technique discutee
dans le cadre des correlations fictives. On doit donc souligner ici qu'il
ne s'agit pas d'interpreter les variables transformées (ou encore d'utiliser
le coefficient de corrélation des variables transformées) mais bien de
stabiliser par ce moyen 1a variance pour &tre en mesure d'utiliser certains
résultats de la régression. Nous proposons a cet effet quelques exemples
qui font ressortir d'une part 1'utilité du procede voir figures 4.10 et 4.11

et 1'utilisation abusive de ce méme procédé (exemple 4.4).
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Exemple numérique

On a un échantillon dont les variables x et y présentent une variance
non constante. On suppose que les variables 1/x = x' et y/x = y' stabili-

sent l1a variance. La régression de y' et x' aboutit au modéle suivant:

~

y' = 3,80 + 0,5x' (modele pour les variables transformées)

On aura simplement pour y et Xx:

y = 0,5 + 3,80x (nouveau modéle pour les variables x et y)

4,2.2.4 Commentaires et exemples

- Comparaison entre le test F et le test graphique

Nous avons appliqué 1e test F @ un exemple présenté dans Chatterjee et
Price (1977). Par le test graphique (yi,ei) Tes auteurs concluent que la
variance est croissante avec x (figure 4.9). Comme 1e nombre d'observations
était impair (N = 9), le test fut appliqué en considerant des groupes non-

2 2
e@gaux. Le rapport des variances Fg = Sez/ Sel est estimé et est compareé au

rapport critique F_ pour un niveau de signification « = 0,025 et @ =  0,05.

On obtient:
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VARIABLES ORIGINALES 6 —e RESIDUS
y ° ’
20 4l
O e
IG— 2 - (=]
12+ o / 0 -_ - o
8- J “2Fo
o o |
41— o - o -4 -
o ° 1 1 1 1 X -6 1 1 e 1 ° 1 X
0,04 0,!2 0,20 0,04 0,12 0,20
\/; VARIABLES TRANSFORMEES £ RESIDUS
1,00}~ o
o o
o o
0 L
o]
o o
IFo ~1,00 °
0 1 1 1 1 X L 1 1 L X
0,04 0,12 0,20 0,04 0,2 0,20

FIGURE 4.9 Vérification de 1'hypothése d'homoscédasticité par un test
graphique. Comparaison entre les résidus des variables
originales (A) et transformées (B). Données tirées de
Chatterjee et Price (1977).
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2 2
FL=Se /S =352 ¢ Fe =160 Ny=4 N =5
F, = F2,3(0,025)
— 2 - —
Fo = Sq, / Se, = 7572 ¢ F = 39,2 LI
F. = Fs.(0,025f"

On obtient donc toujours Fy < FC et 1'on ne peut demontrer que les
différences sont significatives, méme en choisissant un niveau de signifi-
cation plus @levé. En effet pour o = 0,05 on aurait: F, = 3,52 < F. = 9,55

et F, = 7,72 < F_ = 19,2

On n'aboutit donc pas forcément aux mémes conclusions en utilisant le
test F et Te test graphique. Le test F a &te construit pour vérifier si les
variances provenant de deux populations étaient significativement différen-
tes. I1 est donc utilisé ici pour répondre @ un autre objectif. Indépen-
demment du test F i1 est souhaitable de considerer d'abord les resultats du
test graphique si ce dernier permet de conclure sans ambiguiteé @ un probléme
d'hetéroscédasticite. Le test F pourra &tre considéeré pour des cas plus

litigeux et lorsque la taille de 1'échantillon est assez &levée.

- Choix d'une transformation

Theéoriquement, le choix d'une transformation devrait @tre fonction de
ce qui cause 1'hétéroscedasticité. En pratique on dispose rarement de cette

connaissance. Méme en sachant que Y ne suit pas une distribution normale
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encore faudrait-il identifier @ quelle distribution Y appartient. De plus
i1 n'est pas facile de faire un choix a partir de 1a seule observation des
couples

(Xi’yi)' Le graphique des résidus en fonction de x permet de mettre en
relief un probleme d'heéetéroscédasticite, mais ne donne pas d'indication sur

1e moyen d'y remédier.

En pratique donc, on devra procéder par essai et erreur, c'est-a-dire
essayer plusieurs transformations, construire le patron résiduel correspon-
dant, et retenir celle qui permet de stabiliser 1a variance. De plus, dans
certains cas, plusieurs transformations semblent stabiliser la variance et
i1l est difficile de choisir objectivement 1a wmeilleure transformation.
L'examen des residus &tant souvent beaucoup plus difficile a interpréter que
lorsqu'il s'agit d'une linéarisation, on peut aussi envisager une méthode

analytique pour comparer plusieurs transformations.

Box et Cox (1964) proposent une méthode générale qui permet de choisir,
pour la classe des transformations puissances, la transformation la plus
appropriée. Cette méthode consiste a déterminer pour l1a variable yx la
valeur du paramétre A qui minimise les résidus SSr (A). Pour differentes

valeurs de A et pour que les quantiteés SSr(x) soient comparables (échelles
()

comparables), on considérera les variables y soit:
A-1
y A+ 0
A-1
Mg (4.14)
o
gy »=0
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YG correspond @ 1a moyenne géométrique des différents ¥; (i=1 a N) soit:

ve = () (ya) oo g™

Cette méthode procéde par itération et 1'on choisi arbitrairement 1la

premiére valeur de A. En supposant A = 0,5 on effectuera une régression

0,5
(méthode des moindres carrés) en utilisant les variables x et y( ? ), soit,

d'aprés (4.14), et pour tous les ¥y

y;(005-1) y;=r°
yio,s = 9
0,5lyg (°+°-1)] 0,5y4"1°

(043)

On calcule ensuite pour les variables Y5 et x 1a quantite SSr(X). On

compare ainsi cette quantité pour d'autres valeurs de A
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Exemple numérique

On suppose les résultats suivants pour différentes valeurs de A

A Y $S,.(A) Variables 3 utiliser
-1 y-1 400 1/y
-0,5 y-0s5 200 1 vy
0 yo 75 In y
0,5 y% 5 2 Yy
1,0 yt 18 y
2,0 y2 79 y?

On obtient ici une quantite SSr(x) minimum pour A = 0,5. On en déduit
que, pour 1'echantillon dont on dispose, les variables qui stabilisent 1la
variance sont x et v y. On trouvera dans Montgomery et Peck (1982) des

exemples détaillés de cette méthode.
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- Effet des transformations

Certaines transformations ont peu d'influence sur 1'équation theorique
du modéle. C'est l1e cas lorsqu'on utilise les variables y/x et 1/x. Cette
transformation est intéressante si on suppose qu'en dépit d'une variance
non-constante, un modéle lineaire est plausible. On aura donc un modéle
lingaire comme pour une régression en utilisant y et x. Cependant, cette
droite sera plus centree aux valeurs de x possédant une variance minimum.
L'effet de cette transformation est mis en &vidence a la figure 4.10. Les

données de cet exemple sont tirées de Chatterjee et Price (1977).

En supposant une variance minimum pour les faibles valeurs de x, la
stabilisation réduira 1'écart-type associe aux parametres a et b, soit S, et

S Pour les modéles 1 et 2 (figure 4.10), les valeurs minimum et maximum

b.
des estimateurs a et b sont préesentées au tableau 4.4. L'intervalle de

confiance a 90% autour de a est illustré & la figure 4.10.




Figure 4.10 Stabilisation de la variance.
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¥ =14,448 + 0,115 x

y'=0,121 + 3,803 x'

ou
y =3,803+0,l2!«x

l | I l
300 600 900 1200 1500 1800

MOINDRES CARRES

= == = = = = MOINDRES CARRES PONDERES

Comparaison des intervalles aa

et Aa' associés a 1a méthode des moindres carres et des
moindres carrés pondérés. Modifié d'aprés Chatterjee-et Price

(1977).
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ECART-TYPE DES ESTIMATEURS a ET

originales et variables transformées)

Variables 3 (Sy) a as b (Sp) by b,
utilisées

(x,y) 14,4 (9,56 ) -1,88 30,8 0,115 (0,011) 0,096 0,134
1/x, y/x) | 3,80 (4,57 ) -4,45 12,1 0,121 (0,009) 0,105 0,137

a;, a,, by, b, sont les valeurs limites des paramétres pour un

intervalle a 90%.

La plupart des transformations qui stabilisent 1a variance ne sont pas

des modéles lineaires (tableau 4.3).

d'utiliser un modéle non-linéaire.

On vérifiera donc s'il est pertinent

Par exemple, en utilisant les variables

x et vy, le modéle est de 1a forme suivante:

YY = a + bx

ce qui se traduit en fonction de y par

(4.15)

y = a2+ 2ab x + b2 x
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ou encore

y = A+ Bx + Cx? (4.16)

Un tel modéle est présenté a la figure 4.11. L'etude des reésidus a
permis de vérifier que 1'utilisation des variables vy et x stabilisent la
variance. Les observations sont tirees de Montgomery et Peck (1982), de
méme que la transformation suggérée vy et x. Nous avons construit les
modéles (courbe et droite) correspondant aux transformations (vy et x) et
(y/x et 1/x). On peut vérifier que les variables y/x et 1/x stabilisent
aussi la variance. On devra dés lors choisir entre un modéle lineaire et un
modele non-linéaire qui aboutissent @ des valeurs prédictives tres différen-
tes pour x > 2400. Lorsque les transformations a comparer affectent et la
variable dépendante et la variable indépendante, i1 n'est plus possible
d'utiliser un modéle analytique pour comparer plusieurs transformations. On
peut alors considérer le modéle qui permet d'obtenir une variance minimum
pour les paramétres. L'écart-type S, et les valeurs minimum et maximum
(intervalle a 90%) permettent de vérifier que le modele non lingaire (Yy et
x) est plus efficace. Les résultats pour les variables x et y ainsi que

pour les deux transformations sont présentés au tableau 4.5.
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MODELE 2 ’
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Figure 4.11

Stabilisation de la variance; comparaison entre une
transformation 1inaire et non-lineaire. Données tirées de
Montgomery et Peck (1982).
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TABLEAU 4.5- ECART-TYPE ET VALEURS LIMITES DE a POUR DIFFERENTS MODELES
LINEAIRES ET NON LINEAIRES

I | l

Variables utilisées a (s,) a) an
Xxety -0,8313 (0,7405) -1,157 -0,0908
y/x et 1/x -0,7324 (0,2677) -1,181 -0,2835
/Y et x 0,3390 0,1328 0,6400

L'intervalle autour de a doit d'abord &tre calculé@ pour les variables
transformées. On estime ensuite les résultats pour le graphique des varia-
bles x et y. Par exemple, pour les variables vy et x, on obtient les résul-

tats suivants:

0,5822 + 0,00095x avec y' = /¥y

atty ,(a/2)S,
0,5822 + 1,677(0,1299)

Pour 1'ordonnée 3 1'origine a = 0,5822 on obtient 1es valeurs limites
a; = 0,3644 et a, = 0,8000. D'aprés 4.16, on peut en déduire 1'ordonnée 3
1'origine (A) et les valeurs limites en terme des variables x et y. On a:

2 2 2
A=a =0,3390, A =a; =0,1328 et Ay=a, = 0,6400.
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La difference la plus "visible" suite a une transformation apparait
surtout lorsque 1'on construit 1'intervalle de confiance associe au nouveau
modele. A la figure 4.12, on peut observer un &chantillon dont les résidus
sont croissants avec x. La figure 4.12 permet de comparer la droite ajustee
par 1a méthode des moindres carrés et la droite des moindres carrés pondérés
Ces droites différent assez peu. On remarque cependant que 1'intervalle
associe au modele transformé (figure 4.12c) reflete 1a dispersion des points
(croissante avec x), ce qui n'est pas le cas de 1'intervalle déduit du

modéle y = a + bx (figure 4.12b).

TABLEAU 4.6 - ECART-TYPE DES ESTIMATEURS a ET b (Mod&les Tinéaires)

I
Variables a (S,) a, a- b (Sp) by b
utilisees
X,y 4,2 (3,3) 1,2 7,3 | 4,5 (0,53) 3,6 5,5
1/x,y/x 5,7 (0,40) 4,9 6,4 | 4,2 (0,97) 2,4 5,9
!

a;, a, by, b, sont les valeurs limites estimées pour un intervalle a

90% (a« = 0,05)
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sof A

Figure 4.12 Comparaison des droites et des intervalles de prévision déduits
de 1a méthodes des moindres carrées et des moindres carres
pondérés. Données tirées de Neter et Wasserman (1974).
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EXEMPLE 4.4

Les variables de 1a figure 4.13A sont tirés de Younger (1979). L'équa-
tion y = 2,3873 + 0,3066x représente 1a droite ajustée a 1'échantillon par
1a méthode des moindres carrés. Le test de la pente ou encore du coeffi-
cient de correlation (r = 0,3201) permet de conclure a une relation non-
significative entre les variables x et y. Cependant, le test graphique (xi,
ei) et le test F mettent en &vidence un probléme d'hétéroscedasticité. On
obtient en effet pour les sous-groupes N; et N, un rapport Fy > FC (valeur

critique). On a:
Fo = 9,42 et F_ = Fg (0,05) = 5,5

Etant donné 1a variance non constante, les tests de 1a pente (ou encore
du coefficient de correlation) ne sont pas rigoureusement applicables. Il
est donc souhaitable de transformer les variables pour stabiliser 1a varian-
ce. Lles variables y' = y/x et x' = 1/x suggéreées pour Younger (1979) stabi-
lisent 1a variance, comme on peut le vérifier @ 1a figure 4.138. L'équation
y' = 0,3000 + 2,4026x' est déduite des variables y' et x'. On obtient donc
en fonction de x et y (voir EQ 4.10 3 4.13) y = 2,4026 + 0,3000x.

L'auteur qui etudie 1'eéchantillon en conclut que les variables sont
stabilisées et que la nouvelle équation donne des valeurs de y legérement

différentes de 1'@quation originale. Cependant, méme si pour la droite y',
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F1gure 4.13 Comparaison_des pentes suite a la stabilisation de 1a variance.
Données tirees de Younger (1979) Exemple 4.4.
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la pente (b' = 2,4026) et le coefficient de correlation (r' = 0,89) sont

significatifs, on ne peut rien en conclure quant aux variables originales.

En effet, on ne peut conclure, comme le suggére 1'auteur, que la

relation entre x et y est significative, du seul fait que b' (ou r') sont

significatifs. Ce qui est vrai pour les variables y' et x' ne 1'est pas
nécessairement pour les variables originales (x et y). Comme on 1'a
mentionné précédemment, la stabilisation de la variance permet d'obtenir
pour les paramétres une variance minimum. Puisque a' correspond a la pente
sur le graphique de y et x, on doit comparer S (écart-type de b) et S;

(8écart-type de a'). Les résultats sont présentés au tableau 4.7
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TABLEAU 4.7 - STABILISATION DE LA VARIANCE, INTERVALLE AUTOUR DE LA PENTE
MODELE ORIGINAL ET MODELE TRANSFORME

Valeurs 1imites Intervalle
Variables Pente Ecart-type | de 1'intervalle (1-a)x100
lutilisees de la pente |
|
Xx ety b = 0,3066 0,2516 -0,1392 0,7522 (90%)
-0,2369 0,8500 (95%)
x'=1/x a'= 0,3000 0,2267 -0,1015 0,7015 (90%)
y'=y/x -0,1896 0,789 (95%)
!

On vérifie bien que S; €S- Cependant, que 1'on considére les varia-
bles x, y ou x' et y', les limites de 1'intervalle & 90% et a 95% contien-
nent 1a valeur zéro, ce qui permet de vérifier que 1a pente n'est pas signi-
ficativement differente de zéro. On arriverait aux mémes conclusions en
effectuant un test de signification de l1a pente, c'est-a-dire un test sur

a'. On calcule t; que 1'on compare & la valeur critique t.-
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a
t, = = 1,32

sL (N + (R8s,

Pour a = 0,025 1a valeur critique t. = t13 (0,025) = 2,160. Puisque tg

< t., Hy est accepté (voir section 2.3.5.2).

Nous en concluons donc qu'é@tant donné la stabilisation de 1a variance
le test de 1a pente est valide, et 1a relation est non-significative puisque

la pente n'est pas significativement différente de O.
EXEMPLE 4.5

Les données de 1'exemple suivant sont tirées d'une publication de
Jensen (1979). Nous avons étudié un des graphiques présente dans 1'article
de cet auteur. Les variables, 1'eéquation de l1a courbe et 1'intervalle de
confiance sont présentés a la figure 4.14A. L'équation de la courbe a &teé
déduite en utilisant les variables x et y' = In{y-c) avec ¢ = 21,7. Par la
méthode des moindres carrés on obtient 1'équation

~

y' = -7,684 + 37,85 x.
ce qui se traduit en fonction de y et x par:
37 85
? X)

y = 21,7 + (0,00046 e

L'étude de ces résidus e% en fonction de X; nous a permis de
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Figure 4.14 Linearisation et intervalle de confiance associé au nouveau
modéle. A: D'aprés Jensen (1979). B: Intervalle de confiance
du modéle non-linéaire (Exemple 4.5).
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vérifier 1a linearité des variables y' et x. Le méme graphique (xi,e% )
peut etre utilisé pour vérifier 1'hypothése d'homocédasticité. Comme la
variance ne semblait pas parfaitement constante, nous avons applique le test
F d'égalité des variances, test moins subjectif que le test graphique. Les
resultats suivants furent obtenus pour les niveaux de signification =

0,025 et x = 0,05 et N = 34

2 2
FO = 52 / Sl = 2,69 avec Nl = N2 =17
F_ = Fis 15(0,025) = 2,86
F. = F15 15(0,05) = 2,40

Au niveau de signification a = 0,025 F, < Fc’ on pourrait donc accep-
ter 1'hypothése d'égalité des variances. Ce faisant, on peut utiliser les
résultats de la régression linéaire pour construire 1'intervalle autour de

y' (intervalle de confiance) ou encore 1'intervalle de prévision. Cet
intervalle doit évidemment &tre construit a partir des variables y' et x.
En effet, les hypothéses de 1inearité et d'homoscedasticité sont respectées
en fonction de ces variables. Les résultats peuvent ensuite &tre transposés
sur le graphique de y et x. Les limites de 1'intervalle de prévision

(1-a/2) x 100 au point x = xy sont n} et n}) estimés par:

_ 2
yi . ~ 1 (xg - X) L

(N-2)
N SSx
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Par exemple, on obtient pour x = 0,19 les résultats suivants:
X | y' l yi ¥
i i

0,19 ’ -0,6779 l— 1,6793 10,3234
I |

Les limites y; et y, sur 1e graphique de y et x sont données par

y; = e 116793 + 217 = 21,89

y, = 93234 4+ 217 = 32,08

L'intervalle de prévision @ 95% a été construit point par point et les
résul tats transposés sur le graphique y et x (figure 4.14 B). Comme on peut
le voir, cet intervalle (figure 4.14 A) est tres different de 1'intervalle
présenté par 1'auteur. 1I1 est aussi intéressant de noter que cet intervalle
(figure 4.14 A) est trés large 13 ol les observations sont peu dispersées
(x <« 0,18) et qu'il est minimum 13 ol les observations presentent une
dispersion importante x =~ 20. On notera aussi que le coefficient de
régression r = 0,90 est déduit des variables y' et x et que cela n'implique
pas nécessairement une corrélation importante pour les variables y et x
comme cela est suggéré. On se rappellera 1'exemple précédent ou 1'on

obtenait un fort coefficient pour les variables transformées et néanmoins

une relation non significative en terme des variables y et x.
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4.2.3 Hypothése de normalité

Si 1'on désire connaitre 1a distribution de a, b et de y, on doit aussi
s'assurer que les résidus sont distribués normalement. Cette condition est
en effet neécessaire pour une utilisation rigoureuse des tests et pour la

construction des intervalles de confiance.

Comme on 1'a dgja signale cependant, cette hypothése n'est pas trés
restrictive en pratique. En effet, les résultats concernant les tests et
les intervalles de confiance peuvent étre utilisés si 1'écart @ 1a normalite
n‘est pas trop grand et si la taille de 1'&chantillon n'est pas trop petit
(Bobée, 1983; Neter et Wasserman, 1974). L'écart a la normalité peut avoir

plusieurs causes:

- modéle non adéquat pour représenter 1'échantillon;

- variance non constante;

- présence de valeurs extrémes.

I1 est donc souhaitable de vérifier d'abord ces conditions avant
d'effectuer un test de normalite. Treés souvent d'ailleurs, une stabilisa-
tion de la variance aura aussi pour effet de normaliser la distribution des
résidus. A 1'inverse, cependant, on pourra aussi detruire 1'hypothése de
normalité en effectuant une transformation quelconque et c'est pourquoi i1

est utile de verifier cette hypothése pour les variables transformées. A

cet effet un exemple est présenté.
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4.2.3.1 Vérification de 1a normalité des résidus

Plusieurs méthodes et tests graphiques peuvent &tre utilisés pour

vérifier 1'hypothése de normalité de 1a distribution conditionnelle de y/x.

Nous en résumons ici quelques unes.

- Méthodes graphiques

Les méthodes graphiques sont assez simples a appliquer, mais de fagon

générale, elles ne présentent un intérét que si N est élevé.

(a) On peut construire 1'histogramme de la distribution des
e; = (yi - yi) et vérifier 1a forme et la symétrie de cette histogramme.
Cette méthode d'appréciation est trés subjective et ne présente un intérét
reel que si N est trés &levé. Elle peut cependant &tre utilisée conjointe-

ment a une autre méthode.

(b) On peut aussi calculer 1a proportion des residus e, comprise dans
le domaine (—KSe + KSe) ou S, est estimé par 1'équation 2.27. Pour la loi
normale, l1a proportion des valeurs qui devraient &tre comprises a 1'inté-
rieur de ce domaine est connue et peut étre déduite a partir de 1a table de
la l1oi normale. Quelques valeurs Timites genéralement utilisees sont

présentées au tableau 4.8. Par exemple, on vérifiera qu'environ 38% des
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résidus sont compris a 1'intérieur * 0,5 Se et 68% a 1'interieur de * 1Se.

TABLEAU 4.8 -~ PROBABILITES ASSOCIEES A LA LOI NORMALE

K Pr(-KS, < e < KS,)
0.5 38.29%
1.0 68.27%
1.5 86.64%
2.0 95.45%
2.5 98.76%
3.0 99.73%

On peut aussi utiliser 1a variables standardisées Us » soit:

g, = = (4.17)

et vérifier la proportion comprise a 1'intérieur du domaine (-K; +K).

(c) La normalité peut aussi étre vérifi@e sur un papier de probabilitée
normale. On présente généralement ce test (Baillargeon Rainville, 1977;

Neter et Wasserman, 1983; Scherrer, 1984) pour des données groupées en
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en classe ce qui suggeére un &chantillon trés élevé. Nous considerons ici le

test pour des observations non groupées. Les observations standardisees sont

d'abord classées par ordre croissant:

On associe a chaque résidu standardisé une probabilité empirique Fge

I1 existe plusieurs formules pour calculer F On trouvera dans Bobée

K.
(1983) quelques-unes des formules fréquemment utilisees. Nous considérons
les formules de Weibull et de Hazen, suggéerée par Daniel et Wood (1971) et

par Gunst et Mason (1980).

K

Fg « —— (formule de Weibull) (4.18)
N+1
Fe =_Ji_:_91§ (formule de Hazen) (4.19)
N
avec K = rang des observations classées
N = nombre d'observations

Les variables standardisées u; et lTeur probabilité associée Fy
(fréquences cumulées) sont ensuite reportées sur le papier de probabilite
normale. Sur ce papier les points correspondant a la loi normale sont
situés sur une droite. Donc si la distribution des u; est normale les

observations devraient étre approximativement sur une droite.

La fiabilite de cette méthode repose d'abord sur la taille de
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1'échantillon. On trouvera dans Daniel & Wood (1971) plusieurs exemples
pour des @chantillons variant de 8 a 384 observations. On ne peut s'atten-
dre au tracé d'une droite parfaite. I1 faut donc interpreter 1e graphique;
en ce sens on peut utiliser les graphiques illustrées dans Daniel & Wood
(1971) comme guide d'interprétaton. On peut voir que méme si u; provient
d'une distribution normale, on obtient rarement une droite 1orsque 1e nombre
d'observations est faible. Cette méthode graphique devrait étre utilisee
(Montgomery et Peck, 1982) lorsqu'on dispose d'un &chantillon d'au moins 20
observations. Neter et Wasserman (1983) proposent aussi de calculer le
coefficient de correlation entre u; et Fi. Un coefficient supérieur a 0,90

serait 1'indice d'une normalité acceptable.

- Tests

Lorsqu'il est difficile de conclure a partir d'une méthode graphique,

certains tests permettent de vérifier 1a normalité des résidus.

Les tests du CHI-2 et de Kolmogorov-Smirnov suggérés par Neter et
Wasserman (1974) ne sont pas trés puissants pour 2tudier la validite de la
101 normale ajustée a un échantillon (Bobeée, 1983). Dans le contexte de la
régression, on devrait considérer surtout le test baseé sur 1'asymétrie et

1'aplatissement (Scherrer, 1984) ou le test W (Shapiro et Wilk, 1965).




- 126

Le test basé sur 1'asymétrie et 1'aplatissement est fiable si N > 15.
Le test W peut étre appliqué méme si la taille de 1'échantillon est faible.
I1 présente donc un avantage sur le test precedent et sur les méthodes
graphiques deéja préesentees. Il sera sommairement présenté dans ce qui suit.

- Description du test W

Les résidus e sont classés par ordre croissant.

On calcule ensuite 1a quantite $S,. et on determine 1a quantité B soit:

K
B ='§ ay (eN_j+1 - ej) (4.20)
J=1
avec K=_1" si N est pair
2
K = _E:i si N est impair
2

aj est un coefficient donné par des tables (test W de normalité) et i1 est

fonction du nombre d'observations N. On calcule par 1a suite W

(4.21)

On compare alors W, a 1a valeur critique wc également donnée par des tables.

W, est fonction de N et de a. Si Wy < W (@) on rejette 1'hypothese de

normalité.
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Exemple numérique

Soit un échantillon de taille N = 6 et les résidus e;

€

1 =2,7
-2,8
-3

L= w N

1

(3]

3,5
4,0

onak= =3et d'aprés 4.20 et 4.21 calcule B et W,

2
3
B= 7 a4+ 2,7) + ay(3,5 + 2,8) + as(1 + 3,0) = 6,37
i=1
avec a; = 0,6341, a, = 0,2806, a3 = 0,0875
2 2
wﬂ . B - (6,37) = 0’7593

SSP 53,38

Pour ¥ = 0,05 on a W(0,05) = 0,788. Comme Wy, < W (0,05) on ne peut accepter

1'hypothése de normalité.
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4.2.3.2 Normalisation des residus

Les transformations les plus utiles pour normaliser les résidus sont
les transformations logarithmiques et 1a transformation racine carré. Comme
on 1'a déja mentionné, les transformations qui permettent de stabiliser les
variances peuvent aussi dans certains cas normaliser les résidus. Comme ce
n'est pas toujours le cas, on doit donc s'assurer que ces transformations ne

détruisent pas 1'hypothése de normalité.

Deux exemples sont examinés dans ce qui suit. Pour le premier, on
examine 1a normaliteé des résidus pour deux &chantillons présentés dans une
publication (Sharpley et al., 1985). Pour le second, on examine les résidus
e. et e% (résidus des variables transformées). Par ces exemples, on pourra

i
aussi comparer les résultats d'un test graphique et du test W.

EXEMPLE 4.6

Les variables de 1a figure 4.15 (encadre) et 4.16 (encadré) représen-
tent les valeurs de phosphore et d'azote mesurées (x) et prédites (y) par un

modele. Comme 1'&chantillon est grand N = 31, la vérification de 1a norma-

1ité peut étre faite a 1'aide d'un test graphique (papier de probabilité
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normale) . Pour ce test 1a formule de Hazen fut utilisee (EQ. 4.19)

L'examen des figures 4.15 et 4.16 permettent de conclure au non respect
de 1'hypothése de normalité. Bien que les reésultats du test graphique
soient fiables (&tant donné 1a taille de 1'échantillon) le test W fut aussi
appliqué. On obtient pour le phosphore: Wy = 0,8165 et W(0,05) = 0,929.
On a donc Wy < W(0,05), et 1'hypothese de normalite doit &tre rejetée. On
arrive aux mémes conclusions pour un niveau « = 0,02 et a = 0,01. En effet

W(0,02) = 0,914 et W (0,01) = 0,902

Le non-respect de 1'hypothése de normalité ne fait donc aucun doute.
Pour 1'azote, on doit aussi rejeter 1'hypothése de normalité puisque
Wo = 0,8864. On ne peut donc souscrire aux conclusions suggerées dans
1'article d'une relation significative entre les variables. En effet, les
tests de signification ne sont guére applicables, étant donné le non-respect

évident de 1'hypothése de normalité.

Cet exemple sera aussi étudie au chapitre 5. On pourra vérifier &gale-
ment par un test que les conditions d'utilisation et d'interpretation du

coefficient de corrélation ne sont pas respectées.
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EXEMPLE 4.7

Comme on 1'a dit, certaines transformations qui stabilisent 1a variance
peuvent cependant conduire au non-respect de 1'hypothése de normalité pour
les variables transformées. L'exemple présenté a la figure 4.12 est repris

ici.

Les résidus standardisés ei/se des variables originales ont d'abord été
étudiés par un test graphique (figure 4.17A). Comme on peut le voir, les
résidus sont linaires et 1'hypothése de normalité est respectée, et ce,
méme si pour ce modéle, la variance est non constante. Les résultats du
test W confirment 1e test graphique. On obtient, Wy = 0,9688. Pour N = 12
et o = 0,05 et 0,01, les valeurs de W de 1a table sont W(0,05) = 0,803 et
W(0,01) = 0,859. Par suite W, > W(a) et 1'hypothése de normalitéd est

confirmée.

Dans un pareil cas, si les résidus des variables originales suivent une
distribution normale, une transformation pour stabiliser la variance peut
alors détruire 1a normalité. Le méme test graphique a &té utilisé pour les
variables x' = 1/x et y' = y/x choisies pour stabiliser la variance. Les
résidus standardisés e'/Sé (figure 4.17B) ne présentent plus une linéarité
aussi bonne que les variables originales. Etant donné 1a taille de 1'&chan-
tillon (N = 12), on peut difficilement conclure 3 partir de ce test. Le
test W a donc &té appliqué. On obtient, Wy, = 0,859. D'autre part comme

précédemment W (0,05) = 0,803 et W (0,01) = 0,859.
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Figure 4.17 Examen de 1a normalité des résidus.
A: Variables originales. B: Variables transformées pour
stabiliser la variance (exemple 4.7).
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On peut donc conclure que les variables transformées stabilisent 1a variance
et que ces memes variables permettent aussi de respecter 1'hypothése de

normalité, bien que 1'on soit d 1a 1imite pour a = 0,0l.

4.2.4 Hypothése de 1'indépendance des erreurs

Si dans une certaine mesure, on peut s'@loigner un peu de 1'hypothése
de normalité des résidus, et de celle d'homocédasticite, i1 n'en est pas de
méme en ce qui concerne 1'indépendance des erreurs. Cette hypothése est
fondamentale et ne pas la respecter peut conduire dans certains cas a un
modéle tout a fait erroné. On doit, pour cette hypothése, vérifier que

1'erreur e;pour x = x, est indeépendante de €. Pour x = x; ..

IT convient de distinguer entre deux types d'autocorrelation trées
différents (Chatterjee et Price, 1977). On differencie en effet 1'autocor-
rélation fictive (apparent autocorrélation) qui est due @ 1'omission d'une
ou de variables importantes dans le modéle et 1'autocorrelation véritable
(pure autocorrélation) qui est due a un probléme de persistance. Il n'est
pas superflu de faire cette distinction. En effet, les causes et les solu-
tions qu'on doit envisager sont trés différentes, selon que 1'on se réféere a

un type ou 1'autre d'autocorrélation.
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4.2.4.1 Causes de 1'autocorrélation

On observe souvent une dépendance entre les erreurs lorsque les obser-
vations peuvent &tre ordonngées selon une séquence particuligre. De nombreux
cas de non indépendance des résidus sont relevés lorsque les observations
sont obtenues selon une séquence temporelle. De fagon générale, Ta non
indépendance des résidus peut étre 1ieée a d'autres facteurs. En sciences de
1'eau, par exemple, on pourra mettre en é&vidence 1'influence d'une variable
spatiale (altitude, 1localisation voisine des points de mesure dans un

bassin, embouchure versus téte d'un bassin versant, etc.).
4.2.4.2 Mise en évidence de 1'autocorrélation

Pour s'assurer de 1'indépendance des résidus, on peut utiliser un test
graphique. Un exemple fictif est présenté a 1a figure 4.18. Cette figure
représente la relation entre deux variables physico-chimiques. Les mesures
ont été prises a des dates differentes (figure 4.18A). Les résidus ont été
classés en fonction de 1a date de mesure et les variables e, ti sont illus-
trées a 1a figure 4.18C. Ce graphique fait ressortir la dépendance systéma-
tique des résidus e, en fonction de ti’ ce qui ne peut étre mis en évidence
a la figure 4.188 (xi, ei). Pour conclure a 1'indépendance des résidus, on

devra vérifier que ces derniers sont reépartis de fagon aleatoire, en

fonction de t (figure 4.18D).
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FIGURE 4.18 Exemple de résidus autocorr@lés en fonction du temps
d'aprés Bobée (1983).
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L'allure du graphique permet aussi de distinguer s'il s'agit d'autocor-
rélation positive ou négative (figure 4.19). Dans le premier cas, les
résidus adjacents sont du méme ordre de grandeur et de méme signe (4.19A).
Si T1'autocorrélation est négative, les résidus alternent systématiquement
entre les valeurs positives et negatives (4.19 C). D'aprés plusieurs
auteurs (Chatterjee et Price, 1977; Montgomery et Peck, 1982; Bobee, 1983;
Younger, 1979), les cas d'autocorrélation négative sont peu fregquents et de

-

plus beaucoup plus difficiles a identifier.

On peut aussi retrouver le méme type de probleme pour des périodes
homogénes (avant et aprés une pluie, saisons, etc.). Par exemple, chaque
observation ne dépend pas d'une date de mesure, mais est 1iée a une saison.
La figure 4.20 représente des variables physico-chimiques. Sauf exception,
on peut observer que les résidus sont positifs durant 1'automne et négatifs
durant 1'éte, ce qui indiquerait qu'il faut introduire une variable explica-
tive supplémentaire et utiliser la régression multiple. Cet aspect est
repris a la section 4.3 ol 1'on discute de 1a représentativité de 1'échan-

tillon.

L'autocorrélation peut donc &tre mise en @vidence par un test graphi-
que. I1 est parfois difficile de conclure a partir de ce test dont 1'allure
ne présente pas une variation aussi systematique que les graphiques présen-
tés ici. On peut donc utiliser certains tests qui permettent de vérifier

cette hypothése de maniére moins subjective.
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I1Tustration de 1'autocorrélation positive et négative.
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ECHANTILLON TOTAL

e = période d'ete
ox x = période d'automne

FIGURE 4.20 Autocorrélation due a 1'hétérogénéité de 1'échantillen
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Le test de Durbin-Watson (1951) spéecialement adapté a 1'ajustement d'un
modéle par la méthode des moindres carrés (Bobee, 1983) est decrit dans la
suite. On trouvera d'autres tests également utiles dans Theil et Nagar
(1961) et de nombreuses reféerences pour différentes approches dans Mont-

gomery et Peck (1982).

Nous considérons ici le cas ol chaque mesure est prise a une date
differente (altitude differente, etc.). Pour le cas ou les variables
semblent groupées en nuages distincts, figure 4.20, on vérifiera si les
popul ations sont homogénes et si les droites de régression qu'on obtiendrait
pour chacun des groupes sont significativement difféerentes. Ce probléme

particulier est abordé a la section 4.3.
- Test de Durbin-Watson

Le test de Durbin-Watson (1951), permet de vérifier s'il existe une
certaine corrélation entres les diverses observations ordonnees en fonction
du temps (t). On étudie le coefficient d'autocorrélation d'ordre 1 (p;)
soit Te coefficient d'autocorrélation entre Tes séries e, et e, ,), décalés

d'une unité de temps. On considére la statistique D telle que
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N 2
tZz(et - e q)
D - (4‘22)
N
y e
=1 t

Pour tester si un coefficient d'autocorrélation est significativement

positif, on considére les hypothéses suivantes:

HO: p=0

Hl: p>0

On compare la quantité D aux valeurs critiques d, et dz que 1'on trouve dans

les tables et que 1'on choisi en fonction des critéres suivants:

(1) Niveau de signification o (o = 0,01 ou o = 0,05)

(2) Nombre d'observations N. Pour appliquer ce test, on doit disposer
d'un échantillon d'au moins 15 observations

(3) Nombre de variables indépendantes (k). Pour la régression simple

on a donc: k = p~1 ol p est le nombre de paramétres.

En fonction de la quantité D et des variables du et dz’ on conclut de 1la

fagon suivante:

on rejette Hy si D < d2
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on accepte H, si D> du

on ne peut conclure si dz <D < du

Pour tester si une autocorrélation est significativement négative, on &tudie

Ta quantité (4-D) et on considére 1'hypothése H;, H;: 5 <0

on rejette H, si 4~D < dy
on accepte H, si 4-D > d2
on ne peut conclure si du < 4-D < d2

Lorsqu'on ne peut conclure en principe on devrait recueillir plus
d'informations (&chantillon plus grand). Si cela est impossible et c'est
souvent le cas pour une série temporelle, on peut utiliser une approximation
du test de Durbin-Watson, applicable si 1'échantillon a une taille &levée

(N > 40) (Durbin et Watson, 1951).

On peut présenter le test d'une autre fagon qui est équivalente, mais
qui fait mieux ressortir la rationalité du test. On compare la statistique
D aux valeurs critiques d2 et d, (test d'autocorrélation positive) ou aux
valeurs (4~du) et (4~d2). La relation approximative (voir Chatterjee et

Price, 1977) qui existe entre D et ¥, (estimation de 5;) D = 2(1~-F,)
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g

e.e

. ey ttl

avec | P Tee— (4.23)

g
e
g=2 U1

permet de voir que D peut étre compris entre 0 et 4 et qu'une valeur proche
de 2 permet de conclure & une autocorrélation nulle ou non significative.
En fonction des différentes valeurs prises par D, on conclura de 1a fagon

illustrée a la figure 4.21

Figure 4.21 Criteéres de decision pour 1e test d'autocorrélation

Autocorrélation Aucune Autocorrélation
l I l I
positive ? autocorrélation ? négative
D
0 9 - - :
dx du 2 (4 du) (4~dx) =

4.2.4.3 Elimination de 1'autocorrdlation

Lorsqu'on peut mettre en @vidence un probléme d'autocorrélation,
plusieurs approches peuvent étre envisagées pour construire un modéle dont
les résidus soient independants. Si on peut démontrer par exemple qu'il
existe une dépendance des reésidus en fonction du temps, on doit vérifier si
cette dépendance est lige a une variable omise par le modéle (et qui varie
dans le temps) ou s'il s'agit d'un probléme de persistance (dépendance

réelle des observations dans le temps).
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Pour le premier cas, on doit identifier 1a variable cle omise par le
modeéle et qui est influencée par le temps de mesure. En sciences de 1'eau,
ce pourrait étre par exemple le debit ou 1a température qui varie de fagon
systématique pendant la période d'échantillonnage. Si une telle variable
peut étre identifiee, elle devra &tre incluse dans le modeéle. Le modéle
résultant serait donc une regression multiple. On pourra par la suite
verifier 1'indépendance des résidus par le test de Durbin-Watson (1951). Si
les observations semblent regroupées en fonction d'un aspect particulier
(saison, altitude, etc.), on peut envisager une régression pour chaque sous-

groupe. Ce probléme est discuté a la section 4.3.

Si 1'on ne peut mettre en relief 1'influence déterminante d'une seconde
variable, on pourra alors utiliser un modéle autoregressif. Plusieurs des
résul tats theoriques de 1a regression ne sont plus valides lorsque Tles
résidus sont autocorrélés. Bien que les paramétres soient non biaises, la

2 2
variance résiduelle Se sous estime o, . On obtient donc pour a et B des

e

estimateurs Sa et Sb beaucoup plus petits qu'ils ne devraient 1'étre en
realité. Conséquemment, les résultats concernant les tests et la construc-
tion des intervalles de confiance et de prévision ne sont plus rigoureuse-
ment applicables. La prise en compte du coefficient d'autocorréelation

permet d'obtenir des estimateurs beaucoup plus fiables.
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Description générale du modéle autorégressif

On suppose dans ce qui suit une série ol les observations peuvent étre
ordonnées dans le temps (t). Un modele autorégressif tient compte du

coefficient d'autocorrélation p; entre les variables e_ et €y 1 qui permet

t
de définir des nouvelles variables x't et y't. Les variables sont des

fonctions 1inéaires de Xi_1 et Y1 de pente p;, soit:

Xp = Xg - X

(4.24)
'yt = ‘yt - plyt_l
Xt’yt sont lTes variables classées en fonction du temps. En utilisant ces
nouvelles variables, on obtient 1a droite 9“, soit:

y% = q' + B'x% (4.25)

Deux approches sont généralement utilisées pour estimer les coefficients ce
sont les méthodes de Cochrane-Orcutt (méthode itérative) et 1a méthode des
"premigres différences". Comme p, n'est pas connu, i1 est estimé dans
1'&chantillon par r; soit r; = ry (méthode de Cochrane-Orcutt). Pour la

méthode des premigres différences, on assume a priori que p; = 1.
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- Méthode de Cochrane-Orcutt

Comme le modele 4.25 est lingaire, les coefficients o' et B' peuvent
étre estimés par 1a méthode des moindres carrés en effectuant une régression

en fonction des variables x% et y%

pad

<
i

= ‘yt = rl‘yt-l

avec r; calculé dans 1'échantillon d'aprés 1'équation 4.23. On obtient donc
un nouveau modéle
Y Al [}
Yp =@ * bixy (4.26)
On peut démontrer (Montgomery et Peck, 1982) qu'il existe entre les coeffi-
cients a et B (y = a + px) et o' et p' (§1 = o'+ B'x% ) 1a relation suivan-
te:

o B (4.27)

g =B (4.28)

«' sera d'autant plus différent de a que p; (estimé par r;) sera plus &leve.
On doit par suite vérifier que les résidus du nouveau modeéle ne sont pas
autocorrélés en utilisant @ nouveau le test de Durbin-Watson. Si les rési-
dus sont encore interdépendants, on définit de nouvelles variables x" et y",

en réestimant p a partir des résidus e% du modele transformé et ainsi de
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suite jusqu'a ce que 1'autocorrélation soit &liminee.

Cette méthode n'est pas toujours trés performante. Cela s'explique
entre autres par le fait que lorsque les résidus sont correlés positivement,
r, sous estime p, (Montgomery et Peck, 1982; Neter et Waserman, 1974).
Certains auteurs suggérent de s'en tenir 3 une (ou deux) itération(s) apres
quoi on devrait utiliser une autre technique (Montgomery et Peck 1982;

Chatterjee et Price, 1977).

En supposant une autocorrélation nulle suite @ une premiére itération,
on devra vérifier que la pente du modele résultant est approximativement
égale a celle du modéle original, (b' = b) sans quoi l1a méthode n'est pas

appropriée.
- Méthode des premiéres différences

Cette méthode constitue un cas particulier de 1'approche de Cochrane-
Orcutt. On suppose cependant que p; = 1. Etant donne (4.27),

a' = all - p;) = 0. La variable y; est donc &gale a:

I= 1,1
‘yt th+s
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et 1e modéle

Yi =th

Comme le modéle est centré 3 1'origine, B' est estimé par b' soit:

N~z
—_

~<
ot -
b3
o+ -

<
1]
wnad
Nz
>
N

o
—
o+ -

et 1'on doit 13 aussi vérifier que b' ~ b. Pour ce modele, 1'indépendance
des erreurs ne peut étre vérifiee par le test de Durbin-Watson qui n'est pas

valide lorsque 1a droite est centrée a 1'origine.
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4.3 PROBLEMES LIES A L'ECHANTILLONNAGE

4.3.1 Echantillon non homogéne

On entend par échantillon non homogéne, un échantillon dont les diffe-
rents couples (x, y) proviennent de plusieurs populations differentes. Ce
probléme peut &tre illustré par un exemple. Prenons 1'@tude de 1a relation
entre deux variables physico-chimiques x et y. Les differents couples sont
présentés a la figure 4.22 A. Les échantillons proviennent de deux lacs
dont les observations apparaissent comme deux groupes distincts. Les pentes
respectives b; et b, ne sont pas significativement differentes de zéro. Par
contre, 1a pente obtenue pour toutes les observations est trés significati-
vement difféerente de zéro et laisse croire a une relation importante entre
les variables x et y, relation uniquement due a 1a mise en commun des deux

groupes.

D'un point de vue graphique, ce probléeme peut souvent &tre mis en
évidence si les observations sont distribuées en groupes distincts corres-
pondant a differentes populations. Cependant, si tous les couples provien-
nent de populations differentes, par exemple 15 mesures et 15 lacs, le
probléme sera plus difficile a deceler a moins d'avoir des informations

précises concernant le mode d'échantillonnage.

On ne doit pas conclure cependant que deux echantillons obtenus de

fagon indépendante (deux 1lacs, deux méthodes de mesure, etc.) sont
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FIGURE 4.22 Vérification de 1'homogénéité de 1'échantilion
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nécessairement issus de populations différentes. Si les variables obtenues
semblent regroupées en fonction d'un aspect quelconque (lac,, lac,, lacy ou
Tac de téte, lac a 1'embouchure), on doit d'abord vérifier si les pentes des
droites de régression sont significativement différentes de zéro pour chaque
groupe. En supposant les pentes b; et b, significatives, on peut ensuite
vérifier par 1a méthode décrite au chapitre 2 (section 2.3.8) si les droites
y; et y, sont significativement différentes. Les graphiques B et C de 1a
figure 4.22 presentent ces differents cas. En B les pentes b; et b, sont
significatives mais les droites y; et y, différent. En C les droites y; et
;2 ne sont pas significativement différentes. Des exemples reels correspon-

dant a ces différents cas sont présentés dans ce qui suit.

EXEMPLE 4.8

L'exemple suivant représente une expérience oli 1'on tente de mesurer 1a
capacité d'une plante a regulariser la quantité d'eau absorbée (y) en fonc-
tion de la capacite de retention de 1'eau d'un sol (x). Les observations

mesurées sont présentées a la figure 4.23A.

Les auteurs Ungar et al. (1979) concluent a une relation trés signi-
ficative entre les variables x et y, ce qui est vrai si on applique un test
de signification de 1a pente (section 2.3.5.2) pour les 56 observations. On

aty =9,12 et ts, (0,05) = 1,67.
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Etant donné que ty > tc, et ce, méme pour un niveau de signification

égal a 0,0005 (tg, (0,0005) = 3.49) on peut rejeter 1'hypothése nulle et

conclure a une relation trés significative.

Comme on 1'a dit, les résultats des tests sont valides si les hypothe-
ses de la régression sont respectées (1inearité, homoscédasticite, normalite
des résidus) ce qui a été vérifié pour cet exemple. Cependant, on peut
mettre en doute 1a représentativité de 1'échantillon. En effet, les varia-
bles ne forment pas un groupe homogéne. L'@chantillon est constitué de
valeurs obtenues en laboratoire: groupe 1 figure 4.23B et de valeurs
obtenues sur le terrain a deux peériodes differentes: groupes 2 et 3 figure
4.238. Comme on peut 1'observer, ces observations forment des groupes
distincts. Or si 1'on teste les pentes de chacun des groupes, on peut
vérifier qu'elles ne sont pas significatives (pentes b; et by) ou trés peu
significatives (b3). De méme, on obtient pour chaque groupe un coefficient

de corrélation pratiquement nul (r; et r,) ou faiblement significatif (r3).

I1 en résulte donc une relation significative due en grande partie a 1a
mise en commun des sous groupes 1, 2 et 3. On peut surtout critiquer ici 1a
prise en compte du groupe des valeurs obtenues en laboratoire (visiblement
utilisées ici pour combler 1e manque d'observations entre x = 0 et x = -2).
En effet, sur 1e terrain, on peut supposer 1'influence conjugée de plusieurs

autres variables (vent, humidite, température, etc.) lesquelles demeurent
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constantes dans une expérience contrdlée en laboratoire. En supposant que
la période de mesure n'influence pas ou influence peu 1a relation de y et x
on pourrait @tudier les groupes 2 et 3. On peut vérifier que pour ce
groupe, la pente est significative du moins pour « = 0,01. De méme, on
obtient un coefficient de correlation significatif r = 0,38 pour N = 27, qui
est cependant beaucoup moins @levé que le coefficient obtenu pour 1'échan-
tillon total r = 0,78 pour N = 56. On obtient aussi des estimateurs a et b

trés différents lorsque 1'on considére 1'échantillon total (tableau 4.10).

TABLEAU 4.10 - COMPARAISON DES ESTIMATEURS a ET b DE L'ECHANTILLON TOTAL
ET DE SOUS-GROUPES HOMOGENES (exemple 4.8)

Groupe Paramétres Test de la pente
considére N a b to t(n-2) (@)
@ =0,01 a=0,05

1 29 -3,48 0,003 0,0138 2,473 1,073

2 13 -5,73 0,029 0,2004 2,718 1,796

3 14  -6,20 0,332 2,211 2,681 1,782
2et3 27 -5,51 0,331 2,068 2,485 1.708
TOTAL 56 -2,97 0,928 9,117 2,400 1,675

EXEMPLE 4.9

L'exemple qui suit est tiré d'un article présente par Hedges et al.,

(1984). Le graphique de 1a figure 4.24 a eté construit a partir des donnees
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FIGURE 4.24 Vérification de 1'homogénéité de 1'&chantillon (exemple 4.9)

Donngées tirees de Hedges et al.(1984)
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originales. Ce graphique met en relation la quantité totale de lignine et
le rapport carbone-azote dans les sédiments de l1a riviére Columbia et de ses
principaux tributaires. Pour cette &tude, 19 sites furent &chantillonnés
pour 1'ensemble du bassin de la riviére Columbia. Le test de signification
de la pente (ou encore du coefficient de corrélation) permet de conclure 3

une relation trés significative (r = 0,68).

Dans 1le cadre général de 1'@tude qui porte sur plusieurs autres
aspects, les auteurs ont identifié deux régions trés distinctes du point de
vue de Ta végétation que 1'on nommera ici zone 1 et zone 2. Les différentes
stations peuvent &tre incluses dans 1'une ou 1'autre de ces zones. La
riviére "WL" (stations WL 1 et WL 2) coulent entiérement dans la zone 1. La
riviére "MR" (station MR) coule presqu'entiérement dans cette méme zone sauf
pour une faible partie de son cours. I1 en est de méme pour la station
identifiée par TP (situé a 1'embouchure du bassin versant). Ces différentes
stations sont identifiées a la figure 4.24B. Les 15 autres points de mesure
sont situés dans la zone 2. Les 4 stations de la zone 1 (WL 1, WL 2, MR et
TP) se différencient aussi des stations de la zone 2 par la nature des
dépdts meubles constitués principalement de sables grossiers (MR et TP) ou
d'un mélange de matériel grossier et fin (WL 1 et WL 2). Les dépdts meubles
de la majorité des 15 autres stations sont constitués de matériel trés fin

(sauf une exception).
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L'étude de 1a relation entre la lignine et le rapport C/N (carbone/
azote) par reégion homogéne ne permet plus de conclure & une relation signi-
ficative. En effet, pour les 15 points de mesure de 1a zone 2, on obtient
une pente pratiquement nulle et donc non-significative (voir figure 4.24B).
On arrive d'ailleurs aux mémes conclusions en incluant la station TP qui,
étant située a 1'embouchure du bassin principal, est dans une certaine
mesure influenceée par la zone 2. L'inclusion des trois autres stations (WL
1, WL 2, et MR), qui sont strictement comprises dans 1a zone 1 permet cette
fois d'obtenir une relation tres significative. On est donc en droit de se
demander si la relation de y et x n'est pas significative uniquement en

raison de ce regroupement.

En supposant que ces caracteristiques physiques n'aient aucune influen-
ce sur les variables étudiées, i1 ne semble pas que le modele linéaire soit
le plus adequat pour décrire la relation de y et x . De plus, le faible
pouvoir explicatif du modele linéaire est en grande partie masqué, si 1'on
peut dire, par 1'influence trés importante de 1a station WL 2. En effet, on
obtient pour les 18 premiéres stations un coefficient de determination trés
faible soit R2 = 0,2886. Or, 1'inclusion du point extréme WL 1 a pour effet

d'augmenter ce coefficient de prés de 20%: R2 = 0,4659 (N = 19).
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EXEMPLE 4.10

Le test de la pente permet de vérifier si la relation obtenue par
groupe homogéne est significative. Comme on 1'a vu pour les deux exemples
précédents, dans certains cas, seule la mise en commn des différents

groupes permet d'obtenir une relation significative.

En supposant d'autre part des pentes significatives pour les groupes
considérés, on ne peut cependant conclure que les variables proviennent
d'une méme population, et ce, méme si les pentes obtenues @taient identi-
ques. En effet, deux echantillons dont les pentes sont identiques peuvent
neanmoins représenter des populations fort differentes. On doit donc dans
1'ordre effectuer:

- un test de signification des pentes;

- un test d'@galités des pentes des groupes considérés;

- un test d'identite des droites.

Nous avons appliqué cette procedure pour 1'exemple suivant lequel met
en relation 1'énergie totale (Tumineuse et calorifique) appliquée a une eau
résiduaire et le taux d'@puration de cette eau. Cette expérience fut menée
dans deux bassins de profondeurs différentes. Les droites obtenues pour le
bassin 1 (35 cm) et 1e bassin 2 (25 cm) sont illustrees a la figure 4.25.
L'auteur (Pouliot, 1985) concluait qu'etant donne 1'égalité des pentes ont

pouvait conclure @ 1'identite des procedés utilisant des bassins de profon-

deurs différentes.
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Nous avons repris le test de comparaison des pentes. En effet, on ne
pouvait se fier aux resultats du test utilisé dans 1'@tude, ce test etant
inadéquat. La quantité t (équation A 1.6) utilisée pour effectuer le test
soit: t = b—B/Sb ne permet pas de comparer deux pentes (supposons b1 et b2),
mais est utile pour vérifier si une pente b est significativement differente

d'une pente theorique g = By.

Dans ce qui suit, nous avons d'abord compare les variances residuelles

Sgl (bassin 1) et Séz (bassin 2) pour &tre en mesure de choisir le test

adequat de comparaison des pentes (voir discussion 3 cet effet @ 1a section
2.3.8.2). Les droites furent ensuite comparees. Les tests préesentés a la

section 2.3.8 et & 1'appendice 4 furent appliqués.
(a) Vérification de 1'égalité des variances (Test F).
On calcule d'abord Fy que 1'on compare a F. avec @ = 0,05

Fo = 456,93/292,05 = 1,56

-n
1

c - F3,3 (0,05) = 9,28

Puisque Fj < F. on accepte 1" hypothése H, d'égalite des variances.

(b) vVvérification de 1'égalité des pentes
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Etant donné que les variances ne sont pas significativement differen-
tes, on peut utiliser le test t pour vérifier 1'égalité des pentes. Puisque

~ 2
N; et N, sont petits (N; = Ny = 5) on utilise Set defini & 1'appendice 4.

b, -by
ty = = - 1,05

>
§gt<(1/ssxl : 1/ssx2)>

Pour un test bilatéral avec « = 0,05 et (N - 2) degres de 1iberté on a,

t, = tg (0,025) = 2,306 . Puisque ty = < ItCI on accepte Hg.
(c) Vérification de 1'identité des droites {(test t)

Etant donné que les pentes ne sont pas significativement différentes,

on peut donc vérifier 1'identité des droites.

_ 0,3215(394 693,30)+ 0,3717 (292 496,80)
b = = 0,3429
394 693,30 + 292 496,80

- ~ 2 -~ 2 :
Etant donné que N est petit, on utilise Set plutot que Set pour estimer la

variance de b et de b (voir Appendice 4).
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~ 2
) Set 381,34
S = * = 0,000555
b SS, +SS 687 190,10

X1 X2

Y1 -9 350,96 - 251,2
b = = = 0,5604
X] = Xy 679,80 - 501,8

2 S 1 1 381,34 (0,4)
= — ( + ) = = 0,0048143
S (Xl - X2) Nl. N2 (31 684,00)

2 2
var (b - B) = Sy +Sp = 0,0053693

b-b _ 0,5604 - 0,3429

+ var (b - B) 0,0732799

= 2,968

tU:

t. = t(0,025) = 2,447

Pout un test bilatéral et un niveau « = 0,05, on obtient ty ~ tc et on

conclue donc que les droites sont significativement différentes.

(d) Veérification de 1'identité des droites (Test F)

(SSR - SS. ) /2 (6032,9381 - 224,06) /2
.- ) = 5,06

+ - 2246,06
S, / (N1 + Nz - &) /6
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Pour que les resultats du test soient comparables au test précédent, on
choisit un test bilatéral et un niveau « = 0,05. La valeur critique

F (0,025) est égale a 7.26. On a donc; Fy < FC et on ne peut

¢~ Fa2,6
conclure que les droites sont différentes.

Commentaires

Comme on 1'a souligné précédemment, 1'égalité des pentes n'est pas
équivalente a 1'identite des droites. Par le test t (test de Hald), on peut
en effet vérifier que, pour un test bilateral et un niveau @ = 0,05 les
droites sont significativement différentes bien que les pentes n'@étaient pas
significativement differentes. Il est important de souligner que le test F
de comparaison des droites ne permet pas cependant de rejeter Hy. Par le
test t et le test F et un niveau o = 0,05, on arrive donc d des conclusions
différentes. A notre connaissance, 1a puissance respective de ces tests n'a
pas @té mise en @vidence mais le test t semble plus rigoureux puisqu'il
propose certaines corrections lorsque 1'&chantillon est de faible taille.
On doit aussi considérer qu'en réduisant 1a valeur de « (a = 0,01), les
résultats des tests sont identiques et Hy : n; = n, est acceptée. Il est
donc assez difficile de conclure quant a 1'identite des droites. Seul un
échantillon plus &levé permettrait de minimiser le risque d'erreur qui est

d'autant plus grand que 1'échantillon est faible, comme c'est ici le cas.
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4.3.2 Echantillon non représentatif (valeurs extremes et valeurs

aberrantes.)

L'examen graphique des observations permet trés souvent de déceler dans
1'echantillon 1a présence d'un ou de plusieurs valeurs extremes (outliers).
Dans certains cas, on peut démontrer que ces valeurs sont aberrantes. En
effet, pour des raisons theoriques, i1 est parfois possible de mettre en
évidence la non-validité de certaines mesures qui ont pu étre obtenues a
cause d'une erreur de lecture de 1'expérimentateur, d'une erreur de trans-
cription ou encore en raison d'une defectuosité de 1'appareil de mesure

utilisé. Ces valeurs peuvent alors étre é1iminées.

Si tel n'est pas le cas, on peut toujours effectuer un test de normali-
te et vérifier si ces résidus ou encore les variables x et y sont comprises
a 1'intérieur de + K &carts types. Ce test est plutdot grossier et c'est
pourquoi i1 est suggéré d'utiliser un test plus objectif (Gunst et Mason,
1980; Bobee, 1983). Nous présentons ici le test de Grubbs (1969) suggéere
par Bobée (1983).

Test de Grubbs

L'hypothése H, est que toutes les valeurs appartiennent a la méme
population. Si H, est rejetée, on est amené a conclure que la valeur extrée-
me n'appartient pas a la distribution des (N - 1) autres observations. On
suppose ici une valeur extréme par rapport a 1'axe des x. Les valeurs de x

sont classées par ordre croissant

Xl < X2 < oo.XN
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oll Xy constitue 1a valeur extréme. On détermine ensuite 1a quantite SSX:

2
s, (N-1)

(7]
(7]
1
[ -t
-
>
]
b3
S
i

On estime ensuite 1a méme quantité en &liminant 1a valeur qui semble douteu-
se soit SS% . On a donc SSX pour les N observations et ss; pour les (N -
1) observations. On calcule par suite le rapport B:

SS;
B =

SS,

Plus XN est extréme et plus le rapport B devient petit. Cette valeur est
comparée a une valeur critique BC calculee par Grubbs (1969). Pour un

echantillon de N observations et un niveau de signification o, les quantités

B et B, seront comparees de 1a fagon suivante.

Si B < B, (@, N) la valeur x, doit &tre rejetée

Si B> B, (o, N) la valeur x est acceptee.

Ce test est valide si 1'hypothése de normalite est respectée. Les
résultats du test peuvent donc etre faussés si 1'échantilon considerg ne
respecte pas cette hypothése. Ce peut étre 1e cas par exemple si 1a relation

entre les variables est non-linéaire.
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Le test peut aussi s'appliquer si deux observations semblent extrémes.
On calcule alors SSx et 55; , ou 53; est constitue des (N-2) observations

restantes.

11 faut bien comprendre que ce test ne permet pas de decider si nous
sommes en présence de valeurs aberrantes ou simplement de valeurs reelles
mais exceptionnelles. Seules certaines connaissances theoriques du phéeno-

méne permettront d'en décider.
Commentaires et exemples

Une valeur extreme peut se situer dans 1'axe principal du nuage de
points des autres observations et étre approximativement au centre de celui-
ci. Dans ce cas, cette valeur aura peu d'effet sur 1'équation theorique du
modéle (estimation des coefficients a et b). D'autre part, une valeur peut
étre tout a fait marginale par rapport aux autres observations et 1a consi-
dérer peut donner lieu & un modéle peu représentatif pour les (N - 1) autres
points. I1 est surtout important de souligner ici 1'influence trés grande
que peut avoir un point extréme sur les tests de signification et particu-
liérement pour le test de pente, mais aussi du coefficient de corrélation.
A cet effet, nous ferons ressortir par quelques exemples une tendance assez
répandue chez plusieurs chercheurs. Lorsque certaines valeurs affaiblissent
1e modele (ou 1a valeur du coefficient de correlation), on a plutot tendance

3 rejeter ces valeurs, les considérant d'emblée comme valeurs aberrantes.
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A 1'inverse, lorsqu'une ou quelques valeurs permettent d'obtenir une
relation significative, ces valeurs sont cette fois-ci retenues et conside-
rées comme significatives. A la limite, ce procedé aboutit parfois a

1'établissement de corrélations fictives.

Pour la majorité des articles consultes, les tests utilisés par les
auteurs portent sur le coefficient de corrélation plutdt que sur la pente.
C'est pourquoi nous reportons au chapitre 5 la majorite des exemples qui
traitent de ce probléeme. Un seul exemple sera présente ici. Cet exemple
illustre bien 1'influence des points extrémes sur 1'@quation du modéle

1inéaire et sur le test de 1a pente.

Exemple 4.11

L'échantillon (N = 15) analysé ici est présenté par Bonny (1978). Tous
les graphiques de cette &tude faisaient nettement ressortir la présence de 2
points extremes. Pour un des graphiques (figure 4.26A) nous avons vérifie
1'influence de ces points sur 1'estimation des coefficients du modéle
lingaire et sur les tests de signification. Le modéle présente dans cet
article possede les caractéristiquees suivantes (voir figure 4.26B):
1'ordonnée a 1'origine est négative ce qui physiquement n'a aucun sens pour
ce phénoméne représentant la quantité de pollen déposé en fonction de la
pluie. La pente est trés significative. On obtient une quantiteé
tg = 4,86 > t;3 (0,05) = 1,77. En @liminant les deux points extremes

(N

13) on obtient pour le modéle lineaire (figure 4.26B) un ordonnee a
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FIGURE 4.26

Influence de points extremes sur les coefficients du modele de

regress1on linéaire (exemple 4.11)
Données tirees de Barny (1978)
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1'origine positive mais une pente non significative (b = 0,0015) avec

t, = 1,63 < t;; (0,05) = 1,80.

En considérant 1'échantillon total on obtient donc une relation signi-
ficative mais qui représente mal les 13 premiéres observations (valeur de y
négative pour x < 50 et pente trés forte alors que la croissance est prati-
quement nulle). En @liminant les deux points extrémes (qui par ailleurs
sont rejetés par le test de Grubbs s'applique) la relation est non signifi-
cative. On peut aussi ajouter que la prise en compte de ces deux points
fait pratiquement doubler 1a valeur du coefficient de corrélation &gal a

0,44 pour N = 13 et a 0,80 pour N = 15.

Si on accepte les resultats du test de Grubbs on en vient 3a conclure
que la relation est non-significative pour les 13 premiéres observations.
Cependant, on peut aussi supposer que la population d'origine est non-
normale, et que par exemple la relation est non-lineaire. A ce titre nous
avons ajusté deux autres modéles. On pourra d'ailleurs vérifier que pour
ces modeles (figure 4.26C) on obtient une quantite §S,. moindre que pour le

modéle 1inéaire.
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CHAPITRE 5

ANALYSE DE CORRELATION : CORRELATION FICTIVE ET AUTRES
UTILISATIONS ABUSIVES DU COEFFICIENT DE CORRELATION.
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CHAPITRE 5 : ANALYSE DE CORRELATION : CORRELATION FICTIVE ET AUTRES UTILISA-
TIONS ABUSIVES DU COEFFICIENT DE CORRELATION.

5.1 INTRODUCTION

Les aspects théoriques utiles pour 1'estimation et 1'interprétation du

coefficient de corrélation ont été présentés au chapitre 3.

Dans le présent chapitre nous &tudions les principaux abus concernant
1'utilisation de ce coefficient. Tout comme en analyse de régression on doit
pour utiliser et interpréter le coefficient de corrélation vérifier que
certaines conditions et hypothéses sont respectées. Ces hypothéses concer-

nent particuliérement le mode d'échantillonnage (X aléatoire) et la nature

de la distribution jointe entre X et Y.

D'autres aspects doivent &tre considérgs lorsqu'on analyse la valeur
de r. D'une part si 1'on peut démontrer que la distribution jointe est
normale cela n'assure pas que le coefficient soit significatif, ce qu'il

faudra vérifier par un autre test (test de signification).

Nous aborderons également le probléme des corrélations fictives. Il
suffit de consulter quelques auteurs pour se rendre compte des sens trés
différents donnés 3 ce terme. A cet effet nous avons jugé utile de faire
certaines distinctions entre, par exemple, la corrélation due au hasard

(non-sense corrélation) et qui n'a aucun sens physique et 1a "corrélation
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fictive" (spurious correlation) 1iée a 1'introduction de variables communes.

Enfin un sujet peu discuté dans 1a littérature concerne 1'utilisation
du coefficient de corrélation suite a 1a transformation des variables origi-

nales X et Y. Cet aspect sera &galement abordé dans ce chapitre.

5.2 COEFFICIENT DE CORRELATION ET NATURE DE LA DISTRIBUTION JOINTE

5.2.1 Généralites

Comme on 1'a déja signalé (section 3.4), 1'interprétation de 1a valeur
du coefficient de corrélation est sans @quivoque si la distribution jointe
entre X et Y est une loi normale. I1 est important de noter que si 1la
distribution jointe bivariée est normale les distributions marginales sont
aussi normales. Cependant, la réciproque n'est pas toujours vraie. En
effet, si les distributions marginales sont normales on ne peut rien
conclure quant a la nature de la distribution jointe (Neter et Wasserman,

1974, Hald, 1952).

On peut envisager deux procédures pour s'assurer que les conditions
d'utilisation du coefficient de corrélation sont respectées: vérifier si les
distributions marginales sont normales. Si au moins une d'entre elles ne

1'est pas on peut immédiatement conclure a l1a non-normalité de la distribu-
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tion jointe. Si les distributions marginales sont normales, on devra
vérifier aussi 1a nature de 1a distribution jointe. Si 1'on soupgonne qu'au
moins une des deux distributions marginales est non normale on devrait envi-
sager cette procédure car elle est beaucoup moins longue. Sinon i1 vaut
mieux vérifier uniquement la nature de la distribution jointe. Les princi-
paux tests et méthodes graphiques présentés a 1a section 4.2.3 pour vérifier
Ta normalité des résidus peuvent galement étre appliqués pour vérifier la
normalite des distributions marginales des variables X et Y. Le test qui
permet de vérifier 1a normalite de 1a distribution jointe est beaucoup moins
connu et c'est pourquoi nous avons jugé opportun de la présenter de fagon
detaillee. En fait, de toutes les publications consultées, ol 1'on
employait Te coefficient de corrélation nous n'avons jamais vu 1'utilisation

de ce test.

5.2.2 Vérification de 1a normalité de 1a distribution jointe de X, Y.

(Hald, 1952).

Nous résumons ici les principales @tapes a suivre pour vérifier la
normalité de la distribution jointe de X et Y par un test graphique. A
partir de 1'échantillon des observations Xis ¥i ON estime le coefficient de
corrélation r. On considére aussi les variables u et v qui représentent
respectivement les variables standardisées de x et y. Pour les différents
couples Us;, Vs on calcule 1a quantite Bi soit:

_ 1 2 , 2
B, = (us - 2r ugvs + Vi) (5.1)

Vo (1-r2y 7
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Si la distribution jointe de ui,vi est normale, Bi suit une 1oi CHI-2 a 2
degrés de liberté (Hald, 1952). On doit alors comparer les points expéri-
mentaux (Bi’ Gi) aux points theoriques (x%, Gi)’ lesquels représentent une

droite de pente -0,217 sur un papier de probabilité semi-logarithmique.

- Tracé de points theoriques (xZ , G;)

La fonction de distribution cumuiée (FDC) de la loi CHI-2 étant:

-xf/z
F(xg) =1-¢e (5.2)

par transformation et pour le log ( base 10) on obtient:

x? = - 4,605 Tog [1 - F (x3) ] (5.3)

En posant G(x%) =1-F (x% ) qui correspond a 1a probabilité au dépassement
on a:

2 = - 4,605 1og [G (x3)]

=
-
1

-0,217 %2

2= log [G(x?)] (5.4)

Si on reporte en abcisse les quantités Gi (échelle 10g) et en ordonnée x?

sur un graphique on obtient une droite de pente négative.
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Exemple de calcul pour x? (avec i = 0 3 4)et G,

x% Log G; =0-217 x% G;=10 log G; Coordonnges sur
i l ] (en %) | le graphique |
0 0 100 (0, 100,00)
1 -0,217 60,67 (1, 60,67)
2 -0,434 36,81 (2, 36,81)
3 -0,651 22,34 (3, 22,34)
L

- Tracé de points expérimentaux (Bi’ Gi)

Les quantites Bi sont d'abord classées par ordre croissant soit:
B. <B,, € ...B < B avec i =1 aN\
On associe aux valeurs classées une probabilite empirique Fi (Eq. 4.18 et
4.19). On calcule G, (en %) soit, G; = (1 - Fi) 100. On reporte ensuite sur
le graphique les difféerents couples (Bi’ Gi(%))‘ Si B; suit une 1oi CHI-2

les différents points seront situés au voisinage de la droite théorique.

5.2.3 Commentaires et exemples

Un des critéres les plus visuellement vérifiables qui 1&gitime 1'uti-

lisation du coefficient de correlation est sans doute 1a linearitée. Si les
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observations X;s Y5 Ne sont pas lineaires il n'est pas utile d'effectuer des
tests de normalité. On peut en effet conclure immédiatement que r n'est pas
Te meilleur outil pour mesurer 1'intensité de la relation entre x et y.
Ainsi dans un é&tude de Karam et Cescas (1984) on conclue 3 une relation trés
significative entre les variables pH et A (constante de Freundlich) obtenus
a deux sites differents (figure 5.1). Or 1'examen des graphiques permet de
jeter un doute sérieux sur 1a pertinence d'utiliser le coefficient de corré-
lation et ce pour plusieurs raisons qui peuvent étre déeduites graphiquement.
Outre Ta non-linéarité on peut aussi observer que les observations sont
regroupés en nuages distincts. Ainsi on peut voir que 20 des 23 observa-
tions ont des valeurs de pH peu différentes situés entre 6.75 et 8.05 tandis

que seulement 3 observations ont de faibles valeurs, d'abcisse x = 4.

D'autres aspects 1iés a la représentativité de 1'&chantillon peuvent
aussi limiter 1'interpréetation du coefficient de corrélation: 1'hétéroge-
néité de 1'échantillon, la présence de points extremes. Ces sujets seront
developpés a la section qui traite de 1a corrélation fictive. Nous voulons
simplement souligner que les conditions d'utilisation de r peuvent aussi
étre évaluées graphiquement, par 1'examen des résidus et qu'il n'est pas

toujours nécessaire d'effectuer un test de normalité.

Cependant 1'écart @ la normalité n'est pas toujours trés évident et

c'est pourquoi i1 sera alors utile de la vérifier par un test. A cet effet

nous présentons 1'exemple suivant.
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FIGURE 5.1 Ytilisation non justifiée du coefficient de corrélation.
Echantillon non-linéaire, non-homogéne. Distribution jointe non
normale. Tiré de Karam et Cescas (1984).
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EXEMPLE 5.1

Nous reprenons ici 1'exemple 4.6 . Les auteurs Sharpley et al.,
(1985) concluaient qu'en dépit du faible pouvoir prédictif du modéle les
coefficients de corrélation {(voir figures 4.15 et 4.16) etaient significa-
tifs (du moins au niveau = = 0,05 pour 1'Azote). Comme on 1'a mentionng
les tests sur p sont valables si la distribution jointe de X et Y est
normale. Cependant ces résultats peuvent @tre utilises de maniére
approximative si la distribution jointe n'est pas trop @éloignee de 1la
normalité. Le test de normalité fut appliqué aux échantillons des figures
4.15 et 4.16. Les résultats du test graphique sont présentés aux figures
5.2 A et B. On peut conclure sans équivoque que la distribution jointe est
trés éloignée de 1a normalité, ce qui invalide le test de signification des

coefficients de corrélation présenté dans cet article.

EXEMPLE 5.2

Bien que le coefficient de corrélation p mesure 1'intensité d'une
relation lineaire entre les variables X et Y il est trés souvent employé
lorsque la relation est non-lindaire. A 1a limite on pourra mettre en
évidence une relation de forte dépendance entre les variables X et Y et,
neanmoins un coefficient de corrélation nul. Un exemple fictif est présente
a la figure 5.3 A. La variable X représente la température de 1'eau et la
variable Y 1e taux de survie des oeufs d'une espéce piscicole quelconque .

Comme on peut le voir 1'eéchantillon est parfaitement ajusté a un polyndme
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FIGURE 5.2

Test de normalité de la distribution jointe de X et Y.
(Exemple 5.1)
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A: Données simulées - exemple 5.2. B: Tiré de Smith (1980) -

exemple 5.3
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deuxiéme degre. On a : y = -0,6719 + 0,1201 x -0,0034x2. Néanmoins le

coefficient de corrélation est nul.

EXEMPLE 5.3

L'exemple de la figure 5.3 B est tiré d'une &tude de Smith (1980).
Toutes les relations présentees dans cet article sont non-linéaires. Bien
que 1'auteur ne suggére aucun modéle on y présente neanmoins les coeffi-
cients de corrélation 1ineaire. Comme on 1'a deja dit, 1orsque 1a distribu-

tion jointe est non-normale (et c'est le cas notamment lorsque la relation
2

est curviligne) on devrait utiliser le rapport de corrélation Oyy defini a
2
la section 3.5. Ce paramétre estimé dans 1'échantillon par Tyx (équation

3.6) est indépendant de 1a nature de la distribution jointe. Pour cet
exemple on pourra comparer le rapport de corrélation au coefficient de
corrélation r et au coefficient de détermination (r)2. On a: r =0,76
r2=0,56 et Tix =0,90. Puisque T;X est beaucoup plus &levé que r? on peut
conclure qu'un modéle non-lingaire serait beaucoup plus adequat qu'un modéle
Tingaire et que r est un mauvais estimateur pour apprécier 1'intensité de la

dépendance entre les variables X et Y.

Un modéle non lingaire fut ajusté a 1'échantillon en utilisant les
variables log y et log (C-x) avec C = 3800. La comparaison des quantites

SS‘Pl (modele lingaire) et Ssr2 (modéle non-linéaire) permet de vérifier

1'intérét d'un modéle non-linéaire.
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(1) y = -61,94 40,04 x ssrl = 870,36
(2) log'y = 2,10 -0,15 1og (3800 -x) ssr2 = 278,59
y = 127,09 (3800 - x)"0-15

Le modéle logarithmique est illustré a 1a figure 5.3 B
EXEMPLE 5.4

Comme on 1'a mentionné on peut interpréter sans &quivoque 1a valeur du
coefficient de corrélation si 1a distribution jointe est normale bivariée.
Cette condition vérifiee n'est cependant pas synonyme de "coefficient de
corrélation significatif*. De plus un coefficient de corrélation élevé pour
un petit éhantilion n'est pas nécessairement significatif et @ 1'inverse un
faible coefficient de corrélation pour un grand &chantillon peut étre trés
significatif, car le test (équation 3.8) tient compte du nombre d'observa-

tions de 1'échantillon.

Une &tude présentée dans Marier et al.,(1980) porte sur la relation
entre 1a quantité de magnésium et la dureté de 1'eau. On obtient pour cet
échantillon (N = 4 observations) un coefficient de corrélation de 0,90.
L'auteur conclut a une relation "trés fortement significative'. Or si 1'on
compare la statistique to 3 une valeur critique t; = tN_z(E) on obtient les

résultats suivants pour différents niveaux de significations.
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ty = i = 2.92

(1-r2/N- 2)%

avec t2(0,05) = 2.92, t2(0,025) = 4,30 et t2(0,01) = 6,93

On peut donc conclure pour des niveaux de signification de 0,025 et
0,01 que 1e coefficient est non-significativement different de zéro, puisque
to< t.. Cependant en considérant un niveau « = 0,05 on a, ty = t. et ala

Timite 1e coefficient est significatif.

I1 n'est donc pas inutile d'indiquer le niveau « pour lequel le coef-
ficient de corrélation est significatif. Car a la limite, quelque soit la
valeur de r, on peut toujours choisir un niveau a suffisamment &levé pour
étre en mesure de conclure a une relation significative mais on augmente
aussi le risque d'erreur de type 1. Pour ce cas particulier, i1 serait plus

juste de dire que 1e coefficient de corrélation est faiblement significatif.

5.3 CORRELATION FICTIVE
5.3.1 Généralités

On peut mettre en relation deux variables qui en soi n'ont aucun lien
et obtenir néanmoins un coefficient de corrélation élevé ou du moins statis-
tiquement significatif. Nombreux sont les exemples signalés. Citons un
exemple de Kendall et Yule (1950), rapporté dans Montgomery et Peck (1982).
Des données relatives au nombre de déficients mentaux et au nombre de postes

de radio détenus par la population au Royaume-Uni furent recueillies pour 14
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années consécutives (1924-1937). Le coefficient de corrélation entre ces
variables @tait pratiquement &gal a 1'unité r = 0,9921. Un tel coefficient
pouvait laisser croire qu'il existait une relation d'interdépendance trés
étroite entre ces variables, alors qu'en reéalité cette association etait
purement circonstantielle (méthode de plus en plus raffinée pour le dépista-
ge des troubles mentaux et, parallélement, des progrés technologiques qui
contribuaient a rendre les appareils de moins en moins coluteux et dés lors

plus accessibles.)

Quelques unes de ces corrélations (non-sense correlation) sont mainte-
nant des classiques. Par exemple la corréelation @levée entre le nombre de
nids de cigognes et le nombre d'enfants dans certaines villes d'Europe

(Wallis et Roberts (1956) cité par Tate, 1978).

I1T est important cependant de différencier ce qu'il conviendrait
d'appeler une corrélation denuée de sens et ce que 1'on désignera sous le
terme de corrélation fictive. Dans le premier cas, méme si le rapprochement
de certaines variables peut &tre contestable et méme fantaisiste i1 n'en
demeure pas moins que ces relations sont statistiquement réelles. Le terme
corrélation fictive est ici réservé a une association apparente entre des
variables qui en realité ne sont pas interdependantes d'un point de vue
statistique. Une corrélation sera dite fictive si elle peut étre remise en
cause d'un point de vue statistique et ce pour diverses raisons. Nous iden-

tifions les cas suivants de corrélation fictive:
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- corrélation fictive due 3 1'hétérogénéite de 1'échantillon
- corrélation fictive due & un &chantillon non représentatif
- corrélation fictive due @ 1'introduction de variables communes
que Kenney (1982) particularise par le terme "spurious self-

corrélation".

Dans tous les cas i1 serait plus rigoureux de distinguer entre corré-
lation totalement fictive et partiellement fictive. D'une part on peut
obtenir un coefficient de corrélation significatif, alors qu'en reéalite il
n'existe aucune association entre les variables et le coefficient obtenu est
alors totalement fictif. D'autre part on pourra mesurer un coefficient
beaucoup plus élevé qu'il ne 1'est en realite (notamment si 1'échantillon
comporte un point extréme), et 1'on pourra dire alors que le coefficient est

partiellement fictif.

5.3.2 Echantillon non-représentatif.

Comme on 1'a mentionné a 1a section 4.3.2 un point extréme, s'il n'est
pas marginal, aura peu d'influence sur 1'équation de régression du modele
empirique. Cependant quelque soit sa position par rapport a 1'axe principal
la valeur du coefficient de corrélation est toujours influencee par ce point
et ce, d'autant plus fortement qu'il est &loigne des autres observations, et

que la taille de 1'échantillon est faible.

Pour apprécier 1'influence relative d'un point en fonction de sa posi-

tion et de la taille de 1'échantillon, nous avons simulé 1'exemple de la
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figure 5.4. On peut observer 1'influence des points extrémes P; et P, sur
1a valeur des coefficients de corrélation des &chantillon n et N. Soient
les échantillons n (9 observations) et N (49 observations). On definit les

coefficients ry, ri, rp, et r), comme suit:

r; = coefficient pour n + P,
ry = coefficient pour N + P,
r, = coefficient pour n + P,

r, = coefficient pour N + P,

Les coefficients de corrélation ry; et rj des &hantillons initiaux
de taille n et N sont nuls. Si on ajoute P; on obtient pour le petit
échantillon un coefficient tres &levé r; = 0,948. L'influence de P;, est
beaucoup moins importante pour 1'échantillon de taille N : r} = 0,376. On
peut aussi remarquer la valeur encore plus @levée des coefficients lorsque
1'on considére 1'observation P,. On a r, = 0,99 et r) = 0,69. Bien que rg
et rg soient nuls, les coefficients r; et r} sont néanmoins significative-

ment différents de zéro, méme au niveau de signification a = 0,005

]
"

tg (0,005)
t,g (0,005)

3,35
2,69

On a pour ry : t; = 8,42 > tc

et pour r} ty = 2,81 > t.
EXEMPLE 5.5
Les exemples suivants permettent d'apprécier 1'influence plus ou moins

importante d'un ou de quelques points extrémes sur la valeur de r. Le

premier exemple est tiré de Jenkyn (1984). Les variables mises en relation
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sont 1e nombre de jours requis pour obtenir une température cumulative de
600°C (x) et le taux d'accroissement de la production de grains cérealiers
(y) suite a 1'application d'un fongicide. Chaque observation représente une
année (1969-1979). Cet exemple illustre bien 1'influence d'un point extréme
sur 1a valeur du coefficient de corrélation et sur le test de signification.
En effet, 1a prise en considération du point 1 (figure 5.5A) permet d'obte-
nir un coefficient de corrélation trés @levé. En considérant 1'échantillon
total on a r = -0,62. L'@limination de 1'observation P; donne un coeffi-
cient tres faible (r = -0,33) et non-significatif au seuil de 20% (a =
0,20), alors que le coefficient de 1'échantillon total est significatif pour

« =0,05.

Aucune information n'@tant fournie sur ce point extréeme nous ne
pouvons affirmer que ce point est aberrant ou simplement exceptionnel.
Cependant i1 eut &té necessaire d'obtenir d'autres observations pour x < 38
pour @tre en mesure de vérifier si la relation entre les variables est
significative ou non. A partir de 1'échantillon dont les auteurs disposent
i1 semble donc trés imprudent de conclure @ une relation significative. Par
ailleurs il est trés étonnant que les auteurs considérent 1e point P, comme
possiblement aberrant, en raison de son influence sur 1a valeur de r. En
effet, ce point ne nous semble aucunement extréme et son influence sur la
valeur de r est peu importante. En €liminant ce point on obtient en effet

un coefficient peu différent r = -0,69.

Nous avons pu relever de nombreux exemples de ce type. Nous nous
contenterons d'en citer un second. Une etude tiree de Howe et Vande

Kerckhove (1981) presentait un coefficient déduit d'un échantillon de 17
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Tessier et al.(1982).
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considération des 15 premiéres observations (0 < X; < 4600) conduit a un
coefficient &gal 3 0,42 et 1'échantillon total ol 1'on considére deux obser-
vations @loignées sur 1'axe des x (x = 9000 et x = 10 400) permet de doubler

1a valeur du coefficient de corrélation (r = 0,80)
EXEMPLE 5.6

La présence d'un point extréme ne conduit pas toujours a 1'établisse~
ment d'une corrélation fictive. Cependant, dans certains cas, ce point aura
une influence beaucoup trop importante sur la valeur de r. Un tel exemple
est présenté 3 la figure 5.5 B. Ce graphique tiré de Tessier et al., (1982)

met en relation les teneurs en cuivre (Cut) des tiges de Nuphar Variegatum

et les concentrations de cuivre liées aux oxydes de fer (Cu(F3)) et de
manganése dans les sédiments superficiels. En considérant 1'é&chantillon
total le coefficient de corrélation est trés &levé soit r = 0,89. Si on
&limine le point extréme, le coefficient demeure significatif mais s'avére

néanmoins beaucoup plus faible et r = 0,59.

5.3.3 Echantillon non homogéne

Ce qui a &té discuté a la section 4.3.1 s'applique également au coef-
ficient de corrélation. En effet, si une relation est significative du seul
fait de la mise en commun de deux groupes distincts, de la méme fagon on
obtiendra un coefficient de corrélation significatif, qui en réalité sera

totalement fictif.

On pourra trés souvent détecter un probléme d'hé&térogénéité a 1'examen

graphique de 1'échantillon. Le regroupement des observations en nuages de
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points distincts, ou encore la présence de points extrémes, sont souvent
1'indice d'une population hétérogéne. Les exemples suivants présentent de
telles caractéristiques. De plus les informations que nous avons pu obtenir
quant 3 la nature de 1'@chantillon confirment ce que nous avions observé

graphiquement.

EXEMPLE 5.7

Les variables de cet exemple représentent les concentrations de matie-
re organique, azote (N), phosphore (P), potassium (K), calcium (Ca) et
magnésium (Mg) contenus dans des déchets miniers (china clay) d'ages diffe-

rents (16 a 116 ans).

Les valeurs observées sont repréesentées a la figure 5.6. Selon les
auteurs (Roberts et al, 1981) on observe une accumulation significative de
ces éléments (sauf dans le cas du potassium) en fonction du temps. Se réfé-
rant @ la figure 5.6 ils affirment (page 157): ".... and it is apparent
that organic mater and all nutrients (except potassium) have accumulated as

time as passed".

A partir de 1'examen graphique i1 y a lieu de se demander si on peut
ainsi conclure a 1'accumulation des @&léments mentionnees en fonction de
1'age des résidus. En effet, pour tous les @léments significativement
corrélés, on peut remarquer la présence de 1 ou 2 points extremes qui
semblent avoir une influence déterminante sur 1a pente, et par extension sur

la valeur de r. 1I1 est intéressant de vérifier 1'allure du nuage de points




MATIERE ORG.
[+]
40 000 -
o
20 000
L % o °
o% 9
o L88¢2 ° 1 o
- 0 60 120
o
L
~
o
>
> CALCIUM
<
wi
-
Z
®)
O 3000
2 000f~
| 000}
ol tuBdh: 7 L)
0 60 120
FIGURE 5.6

- 192

AZOTE
4 000}
2000 .
[ "Rt ]
0 o |
0 60 120
MAGNESIUM
300 *
200}
|0OF ,* .8
." ‘
0 1 i
0 60 120

AGE DES RESIDUS MINIERS ( années )

ITlustration d'un &hantillon non~homogéne {(exemple 5.7)

D'aprés Roberts et al., (1981).




- 193

lorsqu'on exclue ces valeurs ou cette valeur extreme que 1'on retrouve
q

toujours pour x = 116.

Pour @tre en mesure d'apprécier objectivement 1'influence des valeurs
extrémes, les coefficients de corrélation furent calculés en excluant 1, 2,
3 et 4 valeurs qui correspondent aux réplicats d'abcisse x = 116. les
résultats sont préesentés au tableau 5.1. En excluant le point le plus
extréme sur un total de 38 observations, les coefficients de corrélation des
81éments ne sont plus significatifs pour @ = 0,05, sauf celui de 1a matieére
organique.

En excluant 2 points les coefficients sont pratiquement nuls pour 1'azote et
le calcium, ou non-significativement différent de zéro (a = 0,01) pour le

magnésium et 1a matiere organique.

Tableau 5.1 Valeur du coefficient de correlation en fonction du nombre

d'observations considérées. (Exemple 5.7)

NOMBRE D'OBSERVATIONS VALEURS DU COEFFICIENT DE CORRELATION r
Mat. organique | Azote Calcium Magnésium
N-4 0,37 0,13 -0,08 0,06
N-3 0,17 0,00 -0,14 -0,03
N-2 0,34 0,07 -0,02 0,16
N-1 0,50 0,23 0,19 0,30
N TOTAL 0,58 0,42 0,4iﬂ ....... 0,41
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Méme si toutes les observations sont retenues, on peut se demander
s'il y a vraiment une accumulation, compte tenu de la variance extremement
importante de 1'échantillon au point x = 116. En effet @ partir des graphi-
ques on pourra vérifier que pour tous les &lements, i1 existe toujours au
moins une observation oli 1a concentration des é&lements est aussi faible que
pour x = 16 (plus faible valeur). Or, si on elimine ces 4 replicats, les
coefficients sont pratiquement nuls (calcium, magnésium) ou non-significa-
tifs (azote). Seul le coefficient de 1a matiére organique demeure signifi-
catif. Cependant, pour 1a matiére organique, on notera 1'influence impor-
tante des 4 observations sur la valeur de r: r= 0,37 pour N =34 et r = 0,58

pour N = 38.

- Examen de 1a nature de 1'echantilion

Les remarques précédentes peuvent étre faites 3 partir du seul examen
graphique des observations. Le calcul de r ne fait que préciser ce qui peut
étre deduit de 1'observation des données. Cependant i1 n'est pas inutile de
se reférer a la nature de 1'échantillon, dont 1'héetérogéngite explique
souvent une telle distribution (présence d'un point extréme ou d'un groupe

de points extrémes).

La lecture de 1'article de Roberts et al.,(1981) fait ressortir que

les observations ne représentent pas un échantillon homogene a des epoques
differentes (qui correspondrait au "vieillissement", ou encore a 1'évolution
des reésidus miniers avec le temps). En fait les données sont mesurés a 8

sites différents, dont les ages varient de 16 a 116 ans. L'age d'un site
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correspond comme on 1'a dit au nombre d'annees écoulées depuis 1a fermeture
d'une mine. D'aprés les coordonnées (voir article), les sites represente-
raient donc des regions disparates d'un point de vue géographique. On peut
donc supposer que 1'aspect géographique recouvre de nombreux facteurs
(précipitations, température, topographie, etc.) qui influencent de multi-
ples fagons la relation entre la concentration des &léments et 1'dge des

résidus (si cette relation existe vraiment).

On peut supposer qu'il y a une plus grande homogéneité a 1'intérieur
d'un site, et 1'@tude age-concentration pour un méme site serait a notre
avis plus révélatrice. Quatre des sites étudies préesentent des &chantiilons
d'ages differents (voir tableau 5.2). Les sites 5 et 7 furent les seuls
retenus en raison, d'une part, du faible nombre d'observations au site 4 (6
observations) et, d'autre part, du nombre réduit (2) de classes d'age des

sites 4 et 6.

Les résultats pour les sites retenus sont présentés au tableau 5.3.
I1 est intéressant de noter que pour tous les &léments on obtient maintenant
une relation inverse entre 1'age et la concentration. Nous ne pouvons en
conclure que la relation est inverse. En effet, plusieurs de ces coeffi-
cients sont non-significatifs. Avec peu d'observations (site 7: N = 8 et

site 5: N = 10) le coefficient doit étre trés &levé pour étre significati-
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Age des résidus (années)  Nombre de réplicats

site 1 16 2
site 2 18 2
site 3 26 2
site 4 39 2

51 4
site 5 40 6

51 2

76 2
site 6 42

98
site 7 43 2

48 2

57 4
site 8 116 4

TABLEAU 5.2

Age des residus miniers pour les differents sites de
1'échantillon (exemple 5.7)

Mat. Organique Azote Calcium Magnésium
site 5 (N=10) - 0,29 - 0,40 - 0,45 - 0,84
site 7 (N=8) - 0,61 - 0,88 - 0,45 - 0,58

TABLEAU 5.3

Coefficient de corrélation entre 1'dge des sites de 1la

concentration des résidus par sous-regions homogénes (exemple
5.7).
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vement différent de zéro. Cependant ces résultats font encore plus sérieu-
sement douter des conclusions tirés par les auteurs. I1 faut @galement
ajouter que les concentrations initiales a 1'dge 0 soit 1'année oli 1es mines
cessérent d'étre exploitées ne sont pas connues, ce qui jette un doute

encore plus sérieux sur les conclusions proposées.

EXEMPLE 5.8

L'exemple suivant est tire d'une étude (Tessier, 1982) portant notam-
ment sur la relation entre les concentrations de differentes variables
physico-chimiques contenues dans les tiges de plantes aquatiques. Quatre
lacs comportant plusieurs stations furent &chantillonés. Plusieurs des
variables &tudiges présentaient des coefficients de corrélation sinon élevés
du moins significatifs. Cependant on se rend compte a 1'examen des graphi-
ques que plusieurs observations sont regroupées en nuages de points
distincts correspondants a des sous-bassins hydrographiques. Soit le sous-
bassin 1 (lac Routhier) et le sous-bassin 2 (lacs Beauchastel, Bruére et

Pelletier).

Le graphique de la figure 5.7A met en relation 1a teneur en zinc et en
manganése dans les tiges d'une plante. Pour 1'@chantillon total (N = 21) on
obtient un coefficient de corrélation peu &levé r = 0,56 mais cependant trés
significatif: tC = -3,02 et t,4(0,05) = -1,73. Cependant si 1'on &tudie
chaque groupe homogéne, on obtient des résultats tres différents. On a en

effet pour le sous-bassin 2 (figure 5.7B) un coefficient de corréelation
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pratiquement nul (r = 0,04), et pour le sous-bassin 1, comportant 13 obser-
vations, un coefficient trés faible et non-significatif (r = -0,21). Il
semble donc que 1a forte dépendance statistique entre les variables soit due

en grande partie a 1a mise en commun des sous-bassins 1 et 2.

On peut de l1a méme fagon comparer les coefficients de corrélation
obtenus entre les concentrations du cuivre (Cu) et de zinc (Zn) pour
1'échantillon total (5.8A) et par sous-bassin (5.88). I1 faut noter cepen-
dant que le coefficient préesente dans 1'article (r = 0,81) exclut les deux

observations les plus extremes (voir 5.8A). En effet, pour 1'échantillon

total (N = 22) on obtiendrait un coefficient significatif mais beaucoup plus

—————

0,41. Or ces deux points semblent avoir été éliminés sans crite-

faible r
re objectif mais uniquement parce qu'ils contribuaient @ diminuer de fagon

importante la valeur de r.

En appliquant par ailleurs le test de Grubbs, seule 1'observation 2
devrait etre rejetée. On remarquera que cette observation (Cu = 50 mg
/litre) correspond a 1'observation extréme présentéee a la figure 5.5 B
celle-1a méme qui contribuait a augmenter de fagon trés significative la
valeur de r. Si une valeur est consideree aberrante dans un cas, il n'y a

pas de raison pour qu'elle soit retenue dans un autre cas.

De fagon générale i1 est donc prudent de s'assurer que 1'échantillon
est homogéne, et que le coefficient n'est pas significatif uniquement en
raison de 1a mise en commun de différents groupes. A 1'autre extréme, nous
avons relevé plusieurs cas ou 1'échantillon était sans raison valabe divisé

en deux groupes.
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Une telle subdivision n'est pas justifiable si elle a simplement pour
objectif d'augmenter la valeur du coefficient de correlation comme cela

semblait étre le cas des exemples examinés.

Certains auteurs présentent parfois deux modéles pour lesquels 3 une
méme valeur de x correspondent deux estimateurs y différents, ce qui
apparait assez hasardeux comme procédure. Pour les deux exemples présentés
aux figures 5.9 A et B, certaines observations sont communes aux deux

droites de régressions estimées, et aux deux coefficients de corrélation.

5.3.4 Emploi de variables communes

De facon génerale si deux ou plusieurs variables présentent entre
elles un coefficient de corrélation non significativement différents de 0
(ou faible), des fonctions (quotient, produit, somme ou différence) de ces
mémes variables ayant au moins une variable en commun auront un coefficient
de corrélation non-nul ou plus élevé. Prenons un cas treés simple ou 1'on
considére d'une part deux variables x; et x, et d'autre part une variable xj
qui représente une fonction additive des deux premiéres soit x3 = x; + Xx,.

= 0), on obtiendra
1X2

En supposant un coefficient nul entre x; et x, ( re
sous certaines conditions un coefficient non nul entre les variables x; et
X3, ou entre x, et x3 soit, r #0 etr #0

3 2 = " XoX3 X1X3

Pearson (1897) fut le premier a mettre en évidence des correlations

fictives entre des produits de variables. D'autres auteurs ont repris les
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travaux de Pearson et présentent pour differents domaines les abus auxquels
1'emploi des variables communes peuvent conduire. Citons notamment les
travaux de Chayes (1949), Benson (1965), et plus récemment de Kenney (1982),

d qui 1'on doit 1e terme de “spurious self-correlation”.

Lorsque des fonctions de variable sont utilisees, on peut vérifier que
1a valeur du coefficient de corrélation qui en résulte dépend du coefficient
de variation des variables originales, lorsque les fonctions se définissent
a partir de produits ou de quotients de variables. Lorsque les fonctions
sont des sommes et des difféerences le coefficient dépend uniquement des
écart-types des variables originales. Nous présentons quelques @&léments
théoriques relatifs a ces deux cas, qui sont considerés séparément dans les

sections suivantes.

5.3.4.1 Coefficient de corrélation pour des sommes et des différences

Nous considerons ici les variables originales x et y et le coefficient
qui résulterait de la mise en commun de la variable x pour une fonction

additive soit :

Pour une fonction additive (ou une fonction différence) on peut
verifier que le coefficient de corrélation entre u et v (ruv) déepend de l1a

valeur des écarts-types des variables x et y soit S, ets En utilisant l1a

¥y
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definition du coefficient de corrélation (Eq. 3.2) et en exprimant u et v en
fonction de x et y (voir Appendice 6) on arrive a 1'expression simplifiée
suivante.

S, +r_ S
2 S | (5.5)

2 2 k4
(Sx + Sy + ery SXSy)

r
uv

Nous présentons dans ce qui suit trois cas extrémes qui permettent de

faire ressortir que 1a valeur de ruv depend de SX et Sy.

- cas particuliers

On considére ici 3 cas extrémes

(1) Sy >> Sx soit SX/Sy > 0
(2) Sx >> Sy soit Sy/SX > 0
(3) Sy = Sx

(1) En reprenant 1'équation 5.5 et en divisant le numérateur et le déno-

minateur par Sy on obtient:

S/S +r
Xy Xy
ruv - 1
2 5
PSX/Sy) +1+ 2 rxy (SX/SY%
si SX/Sy >0 alors Cuv * rxy

(2) En divisant 1e numérateur et 1e dénominateur par S, ona d'apres 5.5:
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1+ rxy (Sy/SX)
r = =

uv T 2 5
[1 H(S /80 + 2w, (sy/sx)]

Si sy/sX >0 alors rw 1

(3) On peut aussi envisager le cas oll SX = Sy. D'aprés 5.5 on aura:

1+r
Xy

W g

Pour 1e cas particulier ol rxy 0 alors ‘uv - 0,71.

En résumé, si 1'écart-type de y (Sy) est beaucoup plus @levé que
1'ecart-type de 1a variable commune x (SX), le coefficient qui derive d'une
fonction de variables (ruv) demeure a peu prés égal au coefficient obtenu
pour les variables originales. A 1'autre extréme, si 1'écart-type de la
variable commune est beaucoup plus élevé que 1'écart-type de y, on aurait
pour les variables u et v un coefficient proche de 1'unite et ce quelque
soit la valeur du coefficient entre les variables originales. De plus,

si rxy est nul et que les &carts-types des variables originales sont égaux,

le coefficient entre u et v est une constante.
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- formules générales

En utilisant 1a procédure déja présenteée on peut dériver une formula-
tion générale du coefficient qu'on obtiendrait pour deux fonctions quelcon-
que (sommes et différences). Ces formules sont tires de Kenney (1982). Soit

les variables u et v définies par:

u= = Xl + X2

v = + X3 + Xq

et S;, Sy, S3, Sy qui sont les écarts-type des variables x;, xp, X3 et x,

Le coefficient de corrélation général entre u et v est alors:

+ rl3 5153 + rlq SlSq + o3 5253 + Toy 3234 (5.6)

Tuv = 2 2 2 2
(Sl + S, £271r, 3132) (S3 +Sy, £ 2r3, S3S)

Pour cette expression le signe des differents r dépend du produit des signes
devant les variables x;, X,, X3 et x,. Par exemple si u = x; + xp et v =

X3 = Xy, on aurait alors: +r;3 -ry, +rp; et -ry,
3 3
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exemple numérique:

En supposant la variable commune x et une fonction différence.
u=x

V=X-=-Y

on peut dériver de 1'équation 5.6 le coefficient 'y suivant:

v

) i +rxX SX SX - rxy Sx Sy

uv "

‘\/ 2 2 2
(Sx) (Sx + Sy -2 "y S, Sy)
comme rxx =1 ,
) Sx - rxy SX Sy
oy =

v
‘/ 2 2
SX (SX + Sy -2 rxy SX Sy)

En donnant des valeurs relatives a S, et S on peut vérifier que cette

y
formule conduit aux mémes resultats que les cas particuliers présentés

précédemment. Si on suppose que r_ = 0, 1'équation se simplifie et on a:

Xy

2 2
(Sx + Sy)
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S
X
Si Sy =10 SX rov = . ~ = 0,099 =0
(Sx + 100 Sx)
10 Sy
SisS, =10S r = = 0,995 = 1
X ’ } (100 52 + 53"
y y
Sx
Si SX = Sy = - = 0,71 = constante
2
(25 )

5.3.4.2 Coefficient de corrélation pour des produits et des quotients

Lorsque les fonctions sont des produits ou des quotients on peut véri-
fier (Pearson 1897, Reed 1921) que le coefficient résultant depend du coef-
ficient de variation C, qui représente le rapport de 1'écart-type a la
moyenne. Soit pour la variable x, CX = Sx/ X . La formulation générale du
coefficient impliquant un produit de variables a éte defini par Pearson

(1897). En posant:

= X3 X2E

=
1

E
vV = X3 Xy

E=+1 sionconsidére des produits (u = x;x, et v = x3x,)
E=-1 sionconsidere des quotients (u = x;/ xp, et x3 / xy)
on a :

ris G103 + E (ryy CiCy + rp3 CoC3) + roy CoCy
r.o = (5.7)

uv 2 2 \i 2 2 i
C; +Co + 2Er;p CiCo C3 + Cy + 2Er3y C3Cy
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On trouvera dans Benson (1965) 1a présentation du coefficient ryy Pour
les différents cas possibles (variables communes en abscisse, ou en ordon-
née, variables communes sur les deux axes etc...), ainsi que les formules
qui en derivent. Ces formules sont asymptotiques donc sont d'autant plus
justes que l1a taille de 1'échantillon est grande (Bobgée, 1983). En rempla-
cant 1'écart-type par le coefficient de variation on obtient 1a méme estima-
tion de ruy Pour les cas extrémes présentés pour les sommes et les difféeren-

ces. Supposons par exemple :

u= X
v = y/Xx
r C -C
Xy Y X
on aurait : r = (5.8)
(Cx + Cy -2 rxy Cx Cy )
Pour rxy = 0 cette équation est réduite a
-CX -1
r - =
uv = 2 2 1 2.1
(cx+cy) (1+(Cy/CX))
En posant:
(1) Cy =10 CX (Cy > CX) ruv = 00,0995 = 0
(2) Cx =10 Cy (CX > Cy) rw = 0,9950 = 1
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(3) Cx = Cy 'y 0,71 = constante

Comme on 1'a dit on peut obtenir un coefficient trés @levé entre des
fonctions de variables ayant une variable commune, méme si le coefficient
entre les variables originales est faible ou nul. Sous certaines conditions
i1 est aussi possible d'obtenir pour des fonctions un coefficient plus
faible que pour les variables originales. Cela se présente lorsque le coef-
ficient des variables originales est trés &levée. Comme on s'en doute, ce
type de manipulation est beaucoup moins fréequent. C'est pourquoi nous nous
contenterons de présenter un seul cas limite a titre indicatif. On utilise
les mémes variables que précédemment, soit x et y, et u = xetv = y/x

Si =1 et que CX = Cy Ta formule 5.8 devient:

"xy

Qy + Cx

Tuy =

2 2 1
(CX + Cy - ZCX Cy)

et puisque Cx = Cy on en deduit ‘uv = 0

5.3.4.3. Commentaires et exemples

En supposant les variables u = x;/x, et v = x3/x, on peut toujours
estimer le coefficient de corrélation entre u et v (soit ruv) et prédire la
quantité v a partir de u (on suppose v = f(u)). Ces procédes sont tout a

fait 1egitimes, bien que peu utiles. Cependant, méme si r  est trées &leve,

uv
on ne peut rien conclure quant a 1a relation entre x; et x, ou entre x, et

x3. De méme aucune de ces variables ne peuvent &tre prédites individuel-
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lement & partir de la relation globale déduite entre u et v. En effet, méme
dans le cas oi 1'estimation de x3/x, est connue, cela n'implique pas la
connaissance individuelle des termes du rapport. Et c'est justement ce
procédé (déduire x3 a partir de x; et x5 a partir de x;) qui est dangereux,
puisque rien ne permet d'affirmer que les coefficients entre ces variables

sont significatifs.

Trés souvent les fonctions de variables impliquent non pas les varia-
bles originales, mais des variables transformées (logarithmiques par
exemple). Ces transformations conduisent dans certains cas a des coeffi-
cients encore plus élevés. Cette double manipulation obscurcit davantage
1'allure de 1la fonction originale. Pour certaines transformations Tles
formules présent@es aux sections précédentes pourront étre utilisées direc-
tement. Par exemple, si u = log x; et v = Tog (xy,/x;), 1a formule utilisée
pour une fonction différence est applicable, puisque 1og (xy/x;) = log x, -

log x;.

De nombreux cas de corrélations fictives impliquant une variable
commune ont &té relevds dans la Tittérature. A cet effet on consultera les
articles de Benson (1965), et particuliérement un article de Kenney (1982)
dont plusieurs exemples concernent le domaine des sciences de 1'eau. Entre
autres on retiendra les exempies de corrélations fictives de certains modé-
les d'eutrophisation proposés par Vollenweider (1976). De méme Bobeée (1983)

note des abus fréquents dans 1'é@tude de 1a relation entre la concentration
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d'un élément chimique (C) et le débit massique qui est en fait la concen-

tration divisée par le débit (C/Q).

Quelques exemples sont présentés dans ce qui suit. I1s constituent
tous des quotients de variables qui, d'aprés les publications consultées,

semblent étre les cas les plus fréquents.

Exemple 5.9

Cet exemple cité par Kenney (1982) est tiré d'un publication de Morgan
(1980). L'auteur étudie le taux d'assimilation d'épiphyte (A) consommé par
des crevettes en fonction de leur poids (P). Le coefficient de corrélation
présenté est significatif r = 0,832. Cependant ce coefficient n'est pas
calculé en fonction des variables A et P, mais pour les variables A/P et P.
On met donc en relation une variable et une fonction dont 1'élément commun
est le poids. Comme les observations originales sont également présentées
sur un graphique, nous avons pu déduire le coefficient entre le poids et le
taux d'assimilation. Ce dernier est non significatif au seuil de 20% rpp =
0,268. Les observations qui ont servi ou calcul sont présentéees a 1a figure

5.10A. Du modéle obtenu (voir figure 5.10 B) pour les variables A/P et P

1'auteur en déduit un modéle pour les variables A et P.

on pose AJP a + bp

et on déduit AJP « Py

1]
>
o
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A
4._ (o]
3_ O
@ 2 . o]
l o 5 2 © r=0,268
0 ) | " I L ' P
0 20 40 60
A/P
0,20}
0, 151 o L TT9,899
A/P= 0,1759-0,00323 P
0,10~ (r=0,832: Morgan, 1980 )
0,05 -
0 ' ‘ ' : -
0 20 40 60
A
4
A=A/P =P

3=
o //(.d'aprés Morgan, 1980 )

FIGURE 5.10 Corrélation fictive
A : observations originales (x, y). B : modéle déduit des
variables y/x et x. C : modéle transposé aprés transfor-
mations. (exemple 5.9)
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ol A, est 1'estimation du taux d'assimilation pour P = P;y. Tel que suggéré
dans 1'article, ce modeéle fut construit point par point, et i1 est représen-

té a la figure 5.10 C.

On a simul@ un cas encore plus extréme pour mieux faire ressortir ce
genre de manipulation. Au lieu d'un coefficient non-significatif supposons
un coefficient de corrélation nul entre les variables x et y (figure 5.11A).
En utilisant les variables v = x/y et u = x on aurait cette fois-ci Foy”™
-0,92 et on pourrait conclure, comme plusieurs auteurs le font, qu'il existe
une relation significative entre nos variables de départ. Le modéle résul-

tant celui illustre a 1a figure 5.11 A. De la méme fagon que pour 1'article

précédent, 1a parabole fut obtenue a partir de l1a relation de u/v. On a:

V=a+bu comme Vv = y/x et u=1x
on en déduit y/x = a + bx
et pour y, y; = yIx o X5

Exemple 5.10

Le second exemple est présenté dans Limnology et Oceanography. On y
8tudie les quantités de ARN mesurées dans diverses espéces de zooplancton
dont le poids difféere (P). Toutes les relations présentées sont significa-
tives. Les auteurs Bamstedt et Skjoldal (1980) diront: "There was commonly
a negative relationship between RNA concentration and individual dry weight
(W). The correlation was usually highly significant and the regression most

often explained 60% of the total intraspecific variation in RNA".
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L'examen des graphiques présentés dans 1'article permet de voir que la
relation implique RNA/P avec P et non pas la quantite de RNA et P. D'autre
part on a aussi utilisé le log de ces variables soit l1og (RNA/P) et log P.
A la suite de ces deux manipulations, on conceptualise treés mal les varia-
bles originales. Puisque les données des variables RNA et P n'étaient pas

présentées, on n'a pu vérifier si le coefficient était totalement fictif.

EXEMPLE 5.11

L'article de Small et al., (1974) présente ce méme type de manipula-
tion. On cherche ici a vérifier 1a relation entre le taux d'excréetion du
zinc (zinc/heure) en fonction du poids des crustacées. Si 1'on retient le
coefficient de 1'article, on conviendra qu'il s'avére trés significatif (r =
-0,87). Cependant 1'observation du graphique 5.12 A permet de vérifier que
les variables mises en relation sont en fait: zinc/heure/poids en fonction
du poids. De plus, non seulement a-t-on utilisé des variables comportant un
élement commun mais encore le coefficient présenté est calculée a partir du
logarithme (base 10) de ces mémes variables. Nous avons estimé les coeffi-
cients de corrélation qu'on obtient en fonction des variables utilisées. De
plus, nous avons aussi tenu compte du fait que dans les résultats de 1'arti-
cle une observation fut @liminée. Cette derniére fut jugée aberrante de
maniére arbitraire. Comme on peut 1'observer 1'élimination de cette donnée
contribue aussi a augmenter la valeur du coefficient de corrélation (tableau

5.4).
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FIGURE 5.12 Examen du coefficient de corrélation

A : varijables originales.
variables (exemple 5.11).
(1974).

B : Togarithme de fonctions de
Données tirées de Small et al.,
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TABLEAU 5.4 Coefficient de corrélation en fonction des variables utilisees.

(Données de 1'exemple 5.11)

variables utiliseées Coefficient de corrélation
N =24 N =23
In/hre et P -0,0900 -0,2358
In/hre/P et P -0,6989 -0,7529
log(Zn/hre/P) et log P -0,7885 -0,8740

Les variables non-transformées et les variables de 1'article sont
présentées a la figure 5.12. Encore une fois on a simulé un exemple théori-
que encore plus extreme que les deux exemples précédents. On a d'une part
un échantillon de variables x et y dont le coefficient de corrélation est
nul rxy = 0 (figure 5.11 B). En utilisant les variables u = x et v = y/x,
on obtient un coefficient trés significatif (r = -0,85), et le coefficient
entre u' = 1og x et v est égal a 1'uniteé ruv - -1. On comprend alors
comment i1 est erroné d'en conclure que les variables x et y sont parfaite-

ment dépendantes.

Pour mettre en @évidence les conclusions qui peuvent résulter de la
manipulation des donnees originales, nous proposons cet exemple farfelu.
Supposons un &chantillon de 8 familles dont les salaires (S) s'échelonnent
entre 10,000$ et 50,000$ dollars. On dénombre un refrigérateur (R) par
ménage, ce qui conduit a un coefficient nul entre les variables S et R. En

utilisant cette fois les variables S/R en fonction de R on obtiendrait un
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coefficent de corrélation négatif. Pourrait-on en conclure que plus on est

riche et moins on posséde de réfrigérateurs ?

5.4 COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE DETERMINATION DES VARIABLES

TRANSFORMEES

Lorsque les hypothéses de la régression ne sont pas respectées pour
les variables originales, la transformation des variables peut s'avérer une
technique trés utile pour utiliser certains des résultats de la régression.
Cependant le coefficient de correlation qui est calcule a partir des varia-
bles transformées ne refléte pas 1'interdépendance entre les variables
originales. Nombreux sont les exemples de telles utilisations du coeffi-
cient de corrélation et dans certains cas on pourrait 1a aussi parler de
corrélation fictive, ou du moins d'utilisation abusive du coefficient de

corrélation.

EXEMPLE 5.12

L'exemple qui suit illustre assez bien ce genre d'extrapolation. Les
observations de la figure 5.13 (encadré) tirees d'un article de Pleasants
(1980) représentent les observations en valeurs logarithmiques dont le
coefficient est r' = 0,70. L'auteur en conclue qu'il y a une relation tres
significative entre le nombre de visites effectues par divers insectes
pollinisation) et 1'abondance d'une espéce florale. La renconstitution des
variables originales (figure 5.13) permet de constater que cette dependance
est trés faible comme en fait foi la valeur du coefficient de corrélation

r =0,29.
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FIGURE 5.13 Coefficient de corrélation déduit des variables originales et
du logarithme des variables. Exemple 5.12. Données tirées de
Pleasants (1980).




- 221

A titre de comparaison on peut reprendre ici les graphiques 2 et 3 de
la figure 4.7. A partir des estimateurs r' on pourrait croire @ une dépen-
dance plus importante entre les variables de l1a figure 5.14 B (r' = 0,96)
qu'entre celles de 1a figure 5.14 A (r' = 0,91). Or si 1'on estime szx on
arrive a des conclusions tres différentes (voir aussi tableau 5.5). Malheu-
reusement T2yx s'applique uniquement Torsque 1'on dispose de réplicats ce
qui est assez rare en pratique. Dans un pareil cas on pourrait construire

1'intervalle de confiance autour de la courbe ce qui permettrait au moins

d'apprécier 1a qualité de 1a prédiction.

TABLEAU 5.5 Comparaison entre les estimateurs r, rZ et T?yx

(exemple de 1a figure 5.13)

Variables utilisées ret(r') r2 et (r')? szx T
A. X, Y 0,92 0,86 0,95

(x, 1og y) (0,91) (0,83)
B. X, Y 0,61 0,37 0,58

(x, 1og y) (0,96) (0,91)

Comme on 1'a déjd mentionné au chapitre 3, r et r? présentent un
intérét lorsque Ta relation est 1ineaire. Dans ce qui précéde on a aussi pu
vérifier 1a non utilité de r' ou encore de (r')? pour rendre compte de
1'interdépendance entre x et y. D'autres chercheurs utilisent le coeffi-
cient de détermination R? qui est &quivalent 3 r? uniquement dans le cas
d'une reégression lineaire (voir section 2.37). Cette utilisation trés
fréequente de R? est dans plusieurs cas inadéquate. On peut vérifier que
lorsque la variable dépendante est transformée la quantité R? n'est pas

definie. En effet, dans ce cas la quantité A de 1'équation 2.25 n'est pas

nulle et dés lors on ne peut plus estimer R2 (&quation 2.28).
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Le coefficient de détermination peut cependant étre utilisé dans le
cas d'une regression polyndomiale. Cependant 1a aussi i1 semble y avoir
beaucoup de confusion et 1a racine de R? soit R ne peut &tre &quivalente au

coefficient r. Cet aspect est discuté a la section suivante.

5.5 SIGNIFICATION DE r', R? et R POUR UNE RELATION POLYNOMIALE .

Les exemples sont nombreux dans la litterature scientifique ot les
statistiques r? et R? sont confondues. Cela vient en partie du fait croyons-
nous que pour une régression lineaire simple ou multiple le coefficient de
corrélation au carré (r2) et le coefficient de détermination R? sont équiva-
lents. Ce n'est cependant plus vrai lorsqu'il s'agit d'une reégression
polynomiale. Par exemple a la figure 5.3 A le polyndme présenté ajuste
parfaitement 1'échantillon. On aurait donc RZ = 1 mais néanmoins r = 0 et
ré = 0. De ce fait 1a racine de R? ne devrait pas &tre interprétée comme

c'est souvent le cas comme équivalent a r.

EXEMPLE 5.13

I1 est intéeressant a cet égard de comparer les figures 5.15A et 5.158
tires d'un article de Bilby et Likens (1980). Il nous semblait &tonnant que
Te coefficient de corréelation de B soit plus &levé que celui de 1a figure
5.15 A. Nous avons d'abord calculé le coefficient de corrélation des deux

échantillons avec et sans les deux points extréemes qui selon nous faussaient
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(exemple 5.13). Données tirées de Bilby et Likens (1980).
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considéerablement 1a valeur de r surtout pour 1'échantillon B. On obtient
dans le premier cas r = 0,70 (18 observations) et r = 0,85 (&chantillon
total figure 5.15A) et pour le second r = 0,40 (13 observations) et r = 0,81
(échantillon total soit 14 observations). Dans un premier temps nous avions
sélectionné cet article pour mettre en @vidence 1'influence plus ou moins
importante d'un point extréme sur la valeur de r. Or il nous est apparu que
la valeur du coefficient presenté dans 1'article soit r = 0,90 @tait encore
plus @levé que notre propre estimation faite en reconstituant les observa-
tions des graphiques. Une valeur aussi @levée s'approche d'une relation
presque parfaite ce qui est surprenant lorsqu'on observe le graphique ou la
pente est quasiment nulle pour les 13 premiéres observations. Ce coeffi-
cient présenté comme r est en fait 1a racine du coefficient de determination
soit R = v 0,81 = 0,90. C'est d'ailleurs un polyndme du second degrée qui
ajuste 1'échantillon de 1a figure B. Tous les exemples de cet article oii un
polynome du second degré est utilisé présentent @galement ce r qui est en

réalité v R2.

On peut donc se demander quel peut étre la signification physique d'un
coefficient positif pour une relation du second degré ol 1a pente est comme
on le sait négative nulle et positive, comme 1a démontre d'ailleurs 1'équa-
tion du polyndme (figure 5.15 C). De plus, le seul fait que R? soit &levé
ne permet pas de conclure a une relation significative entre les variables.
En effet i1 s'agirait alors d'utiliser un polynome de degré &levé pour que
R? soit aussi trés &levé et ce d'autant plus que 1'&chantillon est petit.
On dispose ici de 14 observations dont une est extréme et devrait etre

considérée avec beaucoup de prudence.
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FIGURE 5.16 Comparaison entre le coefficient de corrélation r et la racine

du coefficient de détermination R. Données tirées de Hernando
et al. (1970).
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Mentionnons aussi un article de Giroux et Bordeleau (1984) oi 1'on
utilise un polyndme du second degré pour ajuster un &chantillon de 9 obser-
vations. Méme s'il apparait peu évident que la relation soit de forme
parabolique on obtient tout de méme un R? &levé (R? = 0,70) ce qui n'est pas

étonnant étant donnd la taille de 1'échantillon.

On trouvera aussi dans Hernando et al., (1970) de nombreux exemples ol
1'on présente cette fois r et R ( = VfEE). L'observation des difféerents
graphiques (figure 5.16) nous laisse trés sceptique quant a la pertinence
d'utiliser un polynome du second degre, qui n'est pas justifiable du seul
fait que R soit plus é&levé que le coefficient de corrélation r. En fait il
n'y aurait alors qu'a utiliser un polynome de degré encore plus &levé pour

s'assurer d'un R pratiquement égal a 1'unité.
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6. CONCLUSION

Dans ce qui précéde on aura pu vérifier que des techniques simples du
point de vue de la théorie de base peuvent néanmoins susciter des problémes

au niveau de 1'interprétation et des applicatons.

Tous les aspects relatifs @ ces méthodes d'analyse n‘ont pu cependant
étre traités dans le cadre de ce mémoire. L'examen de la littérature fait
ressortir, par exemple qu'une forte dépendance statistique est souvent
interprétée comme une relation causale. Or les méthodes présentées ne
permettent en aucun cas de mettre en @vidence une relation de cause a effet
entre les variables. Seules des considérations théoriques 1iées a 1a parti-
cularité du phenoméne étudieé autorisent a faire de telles deductions. Le
caractére trés spécialisé des articles consultés ne nous permettaient pas
cependant de juger de 1a pertinence des recherches concluant a 1a causalité.
Nous tenons cependant a rappeler qu'il n'y a pas nécessairement &quivalence

entre corrélation élevée et relation de causalite.

On retiendra aussi que le nombre des exemples présentés pour les
différents aspects abordés n'est peut-étre pas proportionnel & la fréquence
des utilisations inappropriges. Si plusieurs problémes peuvent étre mis en
évidence par un examen graphique d'autres s'avérent beaucoup plus difficles
d déceler sans une connaissance approfondie du phénoméne &tudie. 11 est
notamment trés difficile de déceler un probléme d'autocorrélation de 1a
seule observation des données d'un graphique. Ainsi dans plusieurs articles
faisant état de variables physico-chimiques recueillies en séquence tempo-

relle, il et &té difficile de mettre en évidence ou encore de vérifier s'il
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y avait autocorrélation car de fagon générale on ne donne jamais d'indica-
tions précises sur les dates de mesure des différents observations. Dans
cet ordre d'idées soulignons que plusieurs corrélations apparemment signifi-
catives peuvent s'avérer étre des corrélations totalement fictives lorsque
1'on prend connaissance de la signification méme des variables mises en
relation. En ce sens certains cas de corréelation fictive seront moins
évidents que ceux présentés au chapitre 5. Par exemple, 1'étude de la rela-
tion entre 1'efficacité photosynthétique et 1a chlorophylle semble a priori
peu contestable. Or 1'efficacité photosynthetique est en fait une fonction

représentant le rapport de 1a production primaire sur 1a chlorophylle.

Dans la recherche d'une relation quantitative entre des variables un
nombre imposant de méthodes sont a 1a disposition du chercheur. La régres-
sion 1inéaire et 1a corrélation sont sans doute les plus accessibles 3 celui
qui tout en ayant une bonne connaissance de 1a statistique ne peut prétendre
étre un spécialiste. D'autres méthodes regroupées sous le terme d'analyses
multivariées peuvent sembler au profane plus performantes en raison peut-
étre de leur complexité. Cependant, elles ne sauraient se substituer aux
méthodes qui ont @té décrites 1ici puisqu'elles répondent 3 des besoins
d'analyse faisant appel a un grand nombre de variables et a des &chantil-

lons de tailles importantes.
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APPENDICE 1

CARACTERISTIQUES STATISTIQUES DES ESTIMATEURS DE LA REGRESSION.




CARACTERISTIQUES STATISTIQUES DES ESTIMATEURS DE LA REGRESSION.

a suit une distribution normale de

moyenne E(a) =«
. 211 x2
variance var{a) = o_ = 0_|— +
- I NN 2
L (x5 X)
i=1
b est distribué normalement avec
une moyenne E(b) =8
2
. 2 O
une variance var{b) = o =
N 2
i=1

y est distribué normalement avec

une moyenne E(y) =n
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.2
une variance  var (y) = o~ 1 (x - x)
y €
N N
.

il
Q
+

_2
(xi - X)

—

i=1

2 2
o, n'étant généralement pas connu on 1'estime par Se

-~ 2
SS N (y; -y;)
2
Sg == = ) o smeis A 1.1
N-2 i=l N-2
et on peut en déduire les variances associées de a, b et ; soit:
2 2 |1 5 2
S. =S + Al.2
R Y N -y 2
y (x4= X)
i=1
52
2
Sp = € Al.3
N
_.2
i=1
_ 2
2 2 1 (Xi - X)
S’i=se __+ A1-4

N Z.2
N ) (x; = X)
i=1

De ces quantités ont peut déduire 1'écart-type des estimatateurs soit

S, et S;. Sachant que la quantité Sg / cé (N-2) suit une 10i KHI-2 &
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v =N-2 degrés de liberté et en utilisant 1a définition de 1a 1o0i de Student
(Bobge, 1983) on peut en déduire que les variables centrées réduites suivent

une loi de Student avec (N-2) degrés de liberté et 1'on a :

a-a
Yo = S A1l.5
a
b-p
t = A1l.6
N-2
S
C§-n
tN-z - —S~ Al.7
Y

Le nombre de degrés de liberté (v) pour les modéles 1 et 2 est v = N-2
puisque 1'on doit estimer deux paramétres. Pour les autres modéles ol 1'on
connait a priori soit a soit g on aura v = N-1. Pour les difféerents modeéles

les quantités Sa’ Sb et SS; sont définis au tableau 2.2.
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APPENDICE 2

TEST D'EGALITE DES VARIANCES
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TEST D'EGALITE DES VARIANCES

On suppose les droites 1 et 2 dont on veut comparer les variances.

On pose les hypothéses suivantes (test unilateéral):

2 2
HO ¢) =0
€] €2
2 2
Hl c 20
€] €2

2

2
Les quantites Sel et Se2 sont les estimateurs des variances theoriques.

2 2
Pour vérifier 1'égalité des variances et en supposant Sel> Selon doit

comparer 1a quantité Fy soit:

2
Sel
Fo = ——— A 2.1
0 2
Se2
a la quantite Fc de Ta table de Fisher
FC - FV1V2 (a)

avec v; : degré de liberté du numérateur ny-2

: degré de liberté du dénominateur = n,-2

n, et n, : nombres d'observations des droites 1 et 2

Si Fo € FC on accepte Hg

Si Fo > Fc on rejette Hy
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APPENDICE 3

TEST D'EGALITE DES PENTES
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TEST D'EGALITE DES PENTES

On suppose les droites 1 et 2 dont on veut comparer les pentes. Ce
test, Hald (1952) est valide lorsque les variances ne sont pas significati-
vement différentes. Si tel n'est pas le cas un autre test devra étre
utilisé. I1 est également présenté dans Hald (1952). Pour un test unilaté-

ral on pose les hypothéses:

Hy @ By = B
Hy : B € B2
et on compare 1a quantiteé t;
by - by
to = A 3.1
Y
Set ( l/SSxl + l/SSX2)

2 2
(n;-2) Sel + (n; -2) Se2

2
avec S, = A 3.2
et (nl + ny -4)

3 1a valeur critique t = t , (%) avec v = (n] + ny, -4)

] <
S1 t tt

ty >t Ho est rejete

Hy est accepte
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APPENDICE 4

TEST D'IDENDITE DES DROITES (Test t)
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TEST D'IDENDITE DES DROITES (Test t)

Comme pour le test F décrit en 2.3.8.2 on doit préalablement appliquer
un test d'égalité des variances. Les résultats de ce test permettront de
choisir le test adéquat pour vérifier 1'é@galité des pentes. En supposant

que les pentes ne sont pas significativement différentes on considérera:

(a) test d'identite des droites avec variances non significativement
différentes.
(b) test d'identitée des droites avec variances significativement

différentes.

Pour simplifier la présentation du test on se référera au tableau

-

synthése reporteé a la fin de cette appendice qui résume les principales

notations. Dans ce qui suit on comparera les droites en utilisant 1e modéle

2 présente a la section 2.3.4.2. Les droites theoriques que 1'on veut

comparer sont:

m o= af + By (x - X

et ng = ay + By (X = Xp)

estimés dans 1'échantillon par

a} + by (x - )-(-1)

Y1

et Yo a'z + b2 (x - )-(2)
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2 2
(a) test d'identité des droites ( les variances 681 et o_ ne sont pas

significativement différentes).

Par ce test (Hald, 1952) étudie la quantiteé t0 telle que:

t = b - b A 4.1

o ~ —
VVar{b - b)

b correspond 3 1a moyenne pondérée des pentes b; et b,

S5, by + S5, b
b = A 4.2

SSXl + SSX2

2
Sa variance est estimée par S -
b

S o~ A 403

2 2
Lorsque N est petit Hald (1952), suggére d'utiliser Set plutot que Set

~

- b correspond a 1'estimation de 1a pente théorique B en supposant que

les deux droites théoriques ont une pente identique. On a donc:
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m =af +B(x-X;) =af - Xy + Bx
np = ay + B (X - X3) = ab - BXy + BX
En supposant les termes constants &gaux on a
of - BX} = ab - BX2
et B est estimé dans 1'échantillon par:
- Y1 - Y2
b =
= = A 4.4
X1 = X2
~ 2
la variance de b, est estimé par S
52 1 1
2
s, = et ; ( * ) A 4.5
et on a d'autre part : Var (b - b) = var (b) + var (b) estimé par:
2 5§ 2 2
S(—b)—SB+SE A 4.6

Si les pentes theoriques sont &gales la quantitée u =b - b / Vvar (b - b)

2
suit une normale N(0,1). Puisque la variance théorique est estimé par S
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cette quantité suivra une distribution de student et 1'on devra comparer to

t= =D A 4.7

° Vs(S-B)

da la valeur critique tc . On accepte 1'hypothése d'identité des droites si

N HOR

£, tv(E) avec v= NjN,-4
(b)  test d'identité des droites (variances significativement différentes).

On considére 1a quantité u telle que:

T
]
T

Us —]— A 4.8
Var (E - b)

- o~ 2 o~
qui suit une 1oi normale, N(0,1). En remplacant Var (b - b) par S (b - b)
cette quantité sera aussi distribuge normalement si N; et N, sont grands.

Les quantités b, b, var(b) et Var (b) correspondent 3 :

= _ 2 2 2 2
b = <(blssxl/ $24) + (bySS, /'S e2)>/<‘55x1/ Sg,) * (85,78 e2)>

Var({b)

2 _1
(( ssxl/ s2el) + ( ssx2 /S e2)>

ol
|

= (y1 - y2) / (X} = X2)




X1
Y1
SS

>,

2
%t

avec

]

Var(B) = 1/ (Xy - %) ({5, /M1 + Sg /N2))

PRINCIPALES NOTATIONS Echantillon 1

moyenne, variable indépendante
a] = moyenne, variable dépendante
2
le(Nl- 1)
S ny - 1)
yiot o

2
variance résiduelle théorique estimé par Se =
1

2

variance théorique si g; = B, estimé par Set

2 2
(N; - 2) Sel+ (N, - 2) $e2

SSY,l / (Ny - 2)

2
S =
et (N, + Ny - 4)
2
§2 _ Set + C
et
(Ny + N2 =3)
2
(b; - by)
C =
1 . 1
SS SS
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APPENDICE 5

TEST DE BARTLETT
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TEST DE BARTLETT

Le test de Bartlett (1937) a éteé développé pour vérifier si les varian-
ces de K échantillons differents @étaient egales. On compare alors les
variances de ces échantillons constitués chacun d'un certain nombre d'obser-

vations n.

Ce test peut @tre utilisé pour vérifier 1'hypothése d'homoscédasticité

en considerant K differents X5 (i =1 @ K) constitues des Yi; (3 =1a "i)

ou ns correspond au nombre de réeplicats pour chacun des differents X;« On
2

2
comparera donc les variances conditionnelies qy|x = o (i =13aK),
i
2
estimées dans 1'échantillon par S; . Lles hypothéses que 1'on doit poser

sont:

HO . 01_62_000 GK

H, : les variances ne sont pas toutes égales

Pour appliquer ce test on considére les quantités suivantes:

N
Y n, =N N = nombre total d'observations

1 K
M=__
N-K i=

1 1 1/N-K

2 M- 2 No- 2 "K-l
(S1) (S, ) cee (SK )

[<p}
L]
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M correspond a la moyenne arithmétique des K variances et G & leur moyenne

géométrique.

Bartlett a démontré que pour de larges échantillons, la quantité (log M

2
- Tog G) suit approximativement une distribution de x avec (K - 1) degrés
de liberté. Pour vérifier 1'@galité des variances on devra donc calculer la

quantité B soit.

_ 2.302585
c

(N - K) (TlogM - Tog G)
qui peut étre réduit a

K
(N - K) Tog M -.Z

2.302585 ‘(
i=1

2
- ("i - 1) log &i)

2.302585 est un facteur de conversion pour passer de log (10g;,) a

n (1oge)
1 K 1 1
C= 1+__ (] ) -
3 (K-1) i=1 ni-l N-K
2 ~
si B«y (1 -a;K-=-1) Ho est accepte.
2 =
B>y (1 -a;K-1) Ho est refuse.
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APPENDICE 6

EXPRESSION DU COEFFICIENT DE CORRELATION RESULTANT
D'UNE FONCTION DE VARIABLES

(cas d'une fonction additive)
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EXPRESSION DU COEFFICIENT DE CORRELATION RESULTANT D'UNE FONCTION DE
VARIABLES (cas d'une fonction additive).

On suppose les variables x et y et les fonctions u et v

u-=1Xx

v=x+y

D'aprés 1'équation 3.3 rxy peut s'exprimer par:

N N N
S N_Z Xy -.ZX Ly
Xy i=1 i=]1 i=1
Xy =
S. S N o N , N, N %
XY N.le - (le) N _Zly - (Zly)
i= i= i= i=

et 1'on a pour les variables u et v exprimées en fonction de x et y

N N N
N Y x (x+y) = I x ] (x+y)
Lo i1 i1 i1
uv N N N ) N
N T x -()x N ) (x+ty) = () (x+y)
i=1 i=1 i=1 i=1

En simplifiant et en regroupant certains termes on obtient une expression

équivalente

2
X+ Sxy

uv i 7y %
S [ S, *+ Sy * 2 Sxy]
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comme S r. S_ S (équation 3.3) on a:

xy ~ 'xy >x Sy

SX + rxy Sy
r =

[Sx + Sy + 2)“)(‘y Sy S_y]




ANNEXE 1

ILLUSTRATION DES PRINCIPAUX CALCULS POUR LA COMPARAISON
DES DROITES DE REGRESSION PAR LE TEST F
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ILLUSTRATION DES PRINCIPAUX CALCULS POUR LA COMPARAISON DES DROITES DE
REGRESSION PAR LE TEST F

d, = 3,79 + 0,55 x
Echantillon di Echantillon d2 d2 = 9,79 + 0,55 x
X y X y D = 6,79 + 0,55 x
1 4,0 1 10,0 SS. =SS, =1,905
2 5.5 2 11,5 rl ra
3 5.0 3 11,0 )
4 6.5 4 1235 SSp1,= 3,81
5 6.0 5 12.0
6 7.5 6 13.5 SSR = 147,81
7 7.0 7 13.0
, ’ (147,81 - 3,81) /2 _
Fo =(147, , = 75,59
8 8,5 8 14,5 0 T
Fo > F. & Ho rejete
m, = 3,64 + 0,61 x
Echantillon m; Echantillon m2 m2 = 9,64 + 0,61 x
X y X y M2 = 6,64 + 0,61 x
1 3,5 1 9,5 - -
: oK > 13% $Sp, = SSp, = 28,39
3 3.5 3 9.5
4 8,0 4 14,0 SSp,,~ 96,78
5 4,5 5 10,5
7 5.5 7 11.5
8 10’0 8 16’0 FO = (72,78 - 56,78) / 2 = 1’97
56,78/ 14
Fo < F. : Ho accepteé
FC = F2’14 (0,05) = 3,74

-n
1

= Fy.14 (0,01) = 6,51




ANNEXE 2

DONNEES DES EXEMPLES 4.2 & 4.10
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Exemple 4.2 (figure 4.6)
X In x
2 6,36
3 6,14
4 5,72
5 5,23
6 4,53
7 3,64
8 2,59
9 1,98
J
Exemple 4.3 (figures 4.7 et 5.14)
Série 1 Série 2 Série 3
X y X y X y
2 1,26 5 6,31 2 2,63
2 2,00 5 1,58 2 3,47
4 2,00 7 8,16 4 5,75
4 3,16 7 3,43 4 10, 96
6 3,16 9 11,09 6 15,84
6 5,01 9 6,37 6 39,81
8 5,01 11 15,74 8 36,30
8 7,94 11 11,01 8 112,20
10 7,94 13 23,10 10 83,18
10 12,59 13 18,38 10 331,13
12 12,59 15 34,77 12 218,77
12 19,95 15 30,05 12 1148,15
14 501,18
14 3162, 27
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Annexe 2.3
Exemples 4.6 et 5.1 (figures 4.15, 4.16, 5.12)
Azote Phosphore
X y X y
2,17 0,63 0,093 0,087
2,63 0,40 0,133 0,077
3,10 0,45 0,167 0,053
2,67 0,67 0,167 0,067
3,00 0,77 0,196 0,107
2,83 1,30 0,177 0,140
3,00 1,07 0,200 0,117
3,40 1,17 0,217 0,050
2,83 1,67 0,247 0,063
3,17 2,17 0,367 0,073
3,63 2,00 0,250 0,107
3,70 2,67 0,327 0,133
4,17 3,60 0,200 0,183
2,53 3,67 0,230 0,200
4,20 1,40 0,326 0,170
4,67 0,97 0,400 0,160
4,90 1,00 0,213 0,267
5,17 1,23 0,280 0,233
7,83 0,60 0,083 0,263
8,00 2,17 0,133 0,233
8,27 1,00 0,150 0,200
8,73 1,50 0,433 0,307
4,63 9,17 0,493 0,373
5,57 9,30 0,283 1,070
6,17 9,30 0, 306 1,000
7,73 9,03 0,473 0,476
7,50 9,57 0,963 0,976
7,57 9,73 0,906 1,140
2,00 0,83 1,030 1,180
1,93 1,93 1,197 0,726
1,77 6,07 1,197 0,783




Annexe 2.4

- 266

Exemple 4.8 (figure 4.23)

Groupe 1(1)

Groupe 2(2)

Groupe 3(3)

]

VWYOwWwowoooosumwuunu B
CooouUVMUUTULVUUTULUVOOOO
|

L I ™ ¥ P P P

")

-

|
il ol o NoleNeNoNeNoNo o NoNeNoNoNe No N
[ Ne]
- -
I

- 1,01 -
- 1,01 -
- 1,74 -
- 1,74 -
- 1,74 =
- 1,74 =
- 1,74 =
- 1,74 =
- 2,00 =
- 2,00 -
- 2,00 -

y

2,26
2,44
4,42
4,63
3,67
3,84
4,04
4,25
3,42
3,52
3,84
4,42
2,89
3,05
3,16
3,26
2,63
2,74
2,89
3,11
2,68
3,29
3,47
3,68
4,00
4, 84
3,47
3,58
3,68

X y

1,28 - 4,89
1,28 - 5,00
2,82 - 6,00
2,74 - 6,29
2,74 - 6,42
2,74 - 6,53
2,84 - 6,32
2,86 - 6,50
4,26 - 5,32
4,26 - 5,52
4,26 - 5,63
4,63 - 5,58
4,63 - 5,68

X y

1,53 - 6,79
1,89 - 6,47
1,95 - 6,77
3,05 - 7,58
3,05 - 7,68
3,37 - 7,95
3,58 - 6,89
3,82 - 6,79
3,89 - 6,68
4,79 - 9,10
4,79 - 8,84
4,9 - 7,32
5,42 - 7,58
5,32 - 7,42

(1) Observations
(2) Observations

(3) Observations

mesurées en laboratoire

mesurées sur le terrain (période 1)

mesurées sur le terrain (période 2)
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Exemple 4.11 (figure 4.26)

y

0,0750
0,0125
0,3050
0, 1000
0, 3200
0,2950
0, 1050
0, 3500
0,3875
0,4375
0,1150
0, 1800
0,3250
0,9500
0,9250

-

Exemple 4.9 (figure 4.24)

X y X
0,47 14,7 52,50
0,85 12,4 70, 00
0,65 19.5 84,00
3,10 14,0 96,00
2,90 16,0 102, 50
2,30 16,8 117,50
2,80 11,8 141,00
1,70 13,1 151,50
0,41 12,8 152, 50
1,40 15,5 154,00
0,90 14,2 169,00
0,97 16,8 172,50
1,40 14,0 175,00
0,87 12,5 247,50
1,20 14,1 256,00
3,20 22,4 (MR)

4,10 19,8 (WL1)

5,20 32,1 (WL2)

5,00 20,2 (TP)
Exemple 4.10 (figure 4.25)

Bassin 1 (35cm)

Bassin 2 (25cm)

X y
290, 00 224,3
526,5 284, 9
580, 0 341,2

1037,5 470, 4
965,0 434,0

148,0
408,0
405,0
796,0
752,0

121,3
190, 2
239,3
368,0
337,2
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Annexe 3.1
Exemple 5.2
Figure 5.3A
X y
9,5 0,1622
10,5 0,1891
12,0 0,2797
14,0 0,3431
16,0 0,3793
17,0 0,3872
18,0 0, 3883
20,0 0,3701
22,0 0, 3247
24,0 0, 2521
26,0 0,1523
Exemple 5.5
Figure 5.5A
X y
32,00 10,19
36,00 5,44
38,95 9,10
38,95 7,60
38,95 6,65
38,84 6,24
40,00 3,55
40,00 2,00
40,88 6,38
40,88 5,13
40,88 3,09

Exemple 5.3
Figure 5.3B
X y
3 000 47
3 000 49
3 210 45
3 210 55
3 440 45
3 440 49
3 600 50
3 600 61
3 700 65
3 700 67
3 780 75
3 780 87
Exemple 5.6
Figure 5.5B
x y
11,4 4,7
7,1 7,0
13,7 5,1
7,8 4,7
18,8 10,6
9,0 6,1
7,4 8,1
45,9 50,0
12,4 15,7
12,6 10,0
16,6 11,90
2,2 2,4
15,7 30,7
5,6 2,4

- 269




- 270

Annexe 3.2
Exemple 5.7 (figure 5.6)

Age [Mat. org.] [Azote] [Mg] fca]
16 1636 250 34,1 123
16 2000 320 48,5 192
18 1636 290 74,2 192
18 2000 400 81,8 246
26 1818 900 69,7 62
26 3364 1000 103,7 115
39 3182 300 81,8 69
39 10456 700 88,9 246
40 1636 800 166,7 38
40 2273 900 196,3 115
40 3636 950 207,4 154
40 5455 1150 213,9 192
40 8182 1250 221,5 254
40 9545 1900 324,4 377
42 2545 700 50,0 61
42 3182 800 67,7 115
43 4091 1120 100,0 154
43 5000 1550 128,6 192
48 2727 1150 32,3 38
48 3636 1300 57,7 77
51 2273 75 96,2 31
51 3182 450 101,9 77
51 4091 700 116,3 154
51 4545 850 122,2 192
51 5455 1050 140,7 323
51 6182 1320 190,4 538
57 1818 275 34,6 54
57 2727 500 50,0 115
57 3182 600 66,9 192
57 4091 850 76,9 400
76 2273 775 50,0 38
76 4364 875 57,7 115
98 6545 680 130,8 77
98 9545 1000 176,9 192

116 455 320 50,0 62

116 10910 1150 280,7 323

116 36964 1950 309,2 577

116 46364 4000 342,3 1770
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Exemple 5.9
(figure 5.10)

P A
5,08 0,85
9,38 1,51

10,78 1,36
19,53 1,94
25,10 3,65
27,73 1,17
33,98 1,28
32,81 2,64
42,97 1,24
47,27 2,25

Annexe 3.3

Exemple 5.8

(figure 5.7)

Sous-bassin 1
Mn Zn Cu
205 77,8 10,0
310 23,6 2,4
124 55, 8% 30, 7%
208 96,7 15,2
137 91,2 13,5
140 75,4 16,4
212 112,0 21,9
253 89,7 13,5
300 81,3 9,0
330 76,5 9.4
380 77,0 9,1
414 72,6 19,9
404 73,1 12,0

Sous-bassin 2
292% 20, 1% 2,4
494 26,3 4,7
589 23,4 7,0
529 27,2 5,1
390 20,5 4,7
330 29,8 10,6
390 22,5 6,1
319 22,8 8,1
420 61,0%* 50, 0%*

*  (292-20,1) non considéré dans
les calculs. (Fig. 5.7).
*% (55,8-30,7)= Py

(61,0-50,0)= Py
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Exemple 5.11 (figure 5.12)

-
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Exemple 5.12 (figure 5.13)

X

2,06
2,84
3,03
3,30
2,95
3,03
3,03
3,58
5,43
6,07
6,97
6,97
7,37
7,79
7,37
8,95
9,19
10,28
10,57
9,94
10, 86
14,18
15,58
16,02

y

0,2989
0,9852
0,8735
0,9493
1,2342
1,1925
1,6263
1,3236
1,4336
0,9981
1,6659
1,3480
1,5546
1,8613
0,8348
2,1382
0,9787
1,2384
1,5353
0,9280
0,4834
0, 5444
0,8897
1,0364

X y X
161,2 130, 2 84,3
630,0 81,0 75,3
16,9 11,5 28,4
136,6 104,8 32,0
8,4 7,6 125,0
44,0 27,4 273,4
10,2 28,2 6,9
3,4 13,9 320,0
12,8 77,9 8,8
100,4 100,2 387,5
181,9 14,5 35,2
69,4 85,6 510,6
178,0 59,7 7,8
39,2 182,0 42,2
112,1 274,0
10,1 13,4 190,3
38,0 41,4 400, 1
9,9 19,1 105,0
2,4 6,4 223,6
39,4 21,9 141,7
161,7 45,5 1992,0
104,7 258, 2
279,0 602,7
8,1 9,8

53,1
343,2
21,9
39,7
589,0
240, 0
37,9
247,7
43,1
15,0
176,8
43,1

7,8
32,9

1100, 2
1210, 0
1433,2
1446,0
1868, 4
862, 2

(Pt1)
(Pt2)
(Pt3)
(Pt4)
(Pt5)
(Pt6)
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(figure 5.15A)

Exemple 5.13

(figure 5.15B)

X y
0,04 4
0,05 8
0,05 12
0,10 5
0,10 16
0,10 23
0,13 5
0,14 20
0,15 8
0,25 15
0,26 12
0,30 37
0,30 50
0,35 10
0,35 18
0,62 74
0,75 49
0,78 32

2,18 100

X y
38 500
63 750
66 705
70 400
75 790
81 500
85 630
100 515
107 995
121 300
125 900
138 1125
206 830
290 2620
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Annexe 4.1
Données de la figure 5.1A Données de la figure 5.1B
ph A ph A ph A

7,35 4,48 6,00 2,79 6,85 3,01
7,40 5,14 5,90 2,53 6,85 1,52
7,45 5,15 6,20 2,48 6,95 2,47
7,45 5,12 6,25 3,36 6,85 4,02
7,45 3,85 6,20 3,40 6,60 1,72
7,35 3,21 7,60 3,95 6,70 2,88
7,35 3,72 7,65 3,9 6,70 2,45
7,40 4,11 7,20 2,65 6,85 2,07
7,40 2,99 6,90 2,55 6,70 2,36
7,45 3,15 6,60 2,33 6,50 2,69
7,35 2,47 3,65 2,30 6,75 3,70
7,60 3,95 2,90 2,15 7,05 3,16
7,70 4,41 5,50 2,45 7,05 3,64
7,70 5,46 5,60 2,38 7,05 2,95
7,70 5,72 5,60 2,24 6,95 3,36
7,45 2,80 5,70 2,35 6,90 2,37
7,50 2,93 5,80 2,47 6,70 2,38
7,60 3,46 5,85 2,89 6,50 2,50
7,50 3,32 5,80 2,61 6,85 2,04

6,85 2,29

6,95 2,86

4,60 1,53

4,05 1,69

3,70 1,50
Données de la figure 5.4 N=49

LS A | y2 ¥3 | Y4 | Y5 | ¥6 | Y7

1 1 2 3 4 5 6 7
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Annexe 4.2
Données de la figure 5.9A
Groupe 1 Données communes Groupe 2
aux gr. 1 et 2
X y x y X y
0,0753 0,0118 0,0047 0,0047 0,0353 0,2118
0,0659 0,0353 0,0047 0,0235 0,0541 0,2282
0,0588 0,0753 0,0047 0,0471 0,0941 0,3600
0,0894 0, 0894 0,0353 0,0047 0, 1059 0,5412
0,0941 0,1294 0,0306 0,0282 0,2000 0,4588
0,1247 0, 1059 0,0471 0,0282 0,1882 0,7882
0,1529 0,0988 0,0471 0,0353 0,2282 0,7129
0,1694 0, 1600 0, 3059 0,8471
0,2518 0, 3059
0,2753 0,2471
0,2753 0, 3459
0,329 0, 3059
0,4424 0,4706
0,5129 0,2753
0,7224 0, 7882
0,8541 0,7224
Données de la figure 5.9B
Groupe 1 Données communes
X logy 4,11 1,65
3,48 1,09
0,89 2,28
1,61 2,40
2,23 2,32 Groupe 2
4,73 0,03
4,14 - 0,18 5,92 1,41
2,9 - 0,65 7,9 1,09
12,89 1,19
20,00 0,44
25,00 0,93




