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La régression et la corrélation demeurent des outils statistiques 

simples mais néanmoins valables dans la recherche dlune liaison quantitative 

entre des variables. 

La consultation de plusieurs articles scientifiques nous a convaincus 

que 1 es fondements théori ques de ces méthodes sont peu connus et qui en 

pratique ces deux outils dl analyse sont très souvent confondus. Il en 

résulte fréquemment des interprétations abusives des phénomènes que lion 

cherche à comprendre. 

Ce mémoire comprend essentiellement deux parties. La première est une 

présentation synthétique de la théorie de la régression et de la corrélation 

et une description des principaux outils dl investigation auxquels peut se 

référer le chercheur. La seconde partie illustre, par des exemples 

concrets, les utilisations inadéquates les plus fréquentes. On y suggère 

aussi certains solutions méthodologiques simples permettant de vérifier si 

les caractéristiques des échantillons répondent aux hypothèses qui consti­

tuent les conditions nécessaires à une utilisation rigoureuse des méthodes 

de régression et de corrélation. 
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1. INTRODUCTION 

Les méthodes de régression et de corrélation sont parmi les outils 

statistiques les plus utilisés pour modéliser des relations entre variables 

et pour mesurer 11 importance de leur dépendance statistique (coefficient de 

corrél ati on) • 

La simplicité relative de ces méthodes nlest certainement pas étrangère 

à leur usage répandu et ce, aussi bien dans les sciences hl.ll1aines que 

physiques. 

Si pour un échantillon quelconque on se limite, comme clest souvent le 

cas, à estimer les paramètres d'une droite ou encore à calculer le coeffi­

cient de corrélation, l'outil dl investigation est en effet très simple mais 

présente aussi un intérêt 1 imi té. En effet 1 a fi abi 1 i té des résul tats ne 

peut être appréciée sans le recours à des tests objectifs qui permettent de 

quantifier 11 incertitude associée aux différents estimateurs. La question de 

l'utilisation même de ces méthodes Si avère plus importante encore: elle ne 

sera justifiable que dans la mesure où certaines hypothèses de base auront 

d'abord été vérifiées. 

En pratique ces hypothèses sont rarement vérifiées et clest pourquoi 

de nOOlbreux abus dl uti 1 i sati on de ces méthodes peuvent être fréquemment 

relevés. À la limite les conclusions d'une recherche pourront être mises en 

doute et ce constat justifie ce mémoire qui s'adresse surtout aux utili­

sateurs. 
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L'objectif général de ce mémoire consiste en effet à mettre en relief 

les utilisations potentiellement inadéquates de ces méthodes d'analyse, et 

les conclusions erronées qui peuvent en découler. 

De façon plus spécifique nous nous proposons de: 

(1) présenter l es di fférentes hypothèses théori ques de la régressi on en 

i nsi stant sur leur importance rel ative et sur l es conséquences qui 

découlent de leur non-respect; 

(2) décrire les tests qui permettent de vérifier ces hypothèses, en faisant 

ressortir les conditions préalables à leur utilisation. 

(3) analyser les différentes transformations que lion peut opérer sur les 

variables originales pour qui elles respectent les hypothèses de base et 

analyser les résultats obtenus à partir de ces transformations. 

En plus des hypothèses qui constituent le fondement de la validité des 

deux méthodes statistiques considérées, dl autres aspects plus généraux, liés 

à la nature des échantillons, sont aussi étudiés dans la mesure où ils 

peuvent affecter la validité des résultats obtenus. De la même façon nous 

présentons pour ces suj ets l es tests qui permettent de véri fi er si les 

échantillons répondent aux critères dl homogénéité et de représentativité et 

les solutions que lion peut envisager pour sly conformer. 

Dans cette même optique, le problème des corrélations fictives sera 

également discuté. De nombreux cas ont été signalés, notamment dans les 
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sciences de 11 eau. Clest pourquoi nous avons jugé opportun dl accorder une 

attention particulière à ce sujet auquel nous avons donné un sens large afin 

de pouvoir concilier les différentes définitions qulen donnent divers 

auteurs. 

Bien que sous certaines conditions la régression et la corrélation 

puissent être utilisées de façon complémentaire il nlen demeure pas moins 

que ces méthodes dl analyse sont di sti nctes et Cl est pourquoi e11 es sont 

présentées dans des chapitres différents. Les conditions dl utilisation et 

1 es hypothèses qui sous-tendent chacune de ces approches, souvent confondues 

en pratique, permettront de mettre en relief leur complémentarité et leur 

différence. 

Les chapitres deux (régression) et trois (corrélation) présentent les 

pri nci paux résu1 tats théori ques de ces méthodes. LI ensemb1 e de ces chapi­

tres ne prétend pas cependant être une revue exhaustive de 1 a théorie de 

base. De nombreux ouvrages ont été écrits sur 1 e sujet et on Si y référera 

pour des développements pl us comp1 ets. On y trouvera surtout 1 es é1 éments 

et les principales notations utiles à la compréhension des chapitres 4 et 5. 

Les hypothèses de base spécifi ques à ces méthodes et 1 es conditions 

générales qui permettent de valider les résultats obtenus sont analysées aux 

chapitres 4 (régression) et 5 (corrélation). La plupart des sujets traités 

sont illustrés par des exemples tirés de la littérature scientifique. On 

pourra mettre en évidence les erreurs les plus fréquentes et on verra que 

les objectifs visés par les transformations de variables sont très souvent 

mal compris. 
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Dans le cadre de ce mémoire, seule la théorie de la régression linéaire 

simple (R.L.S.) est présentée. On discutera toutefois de relations non­

linéaires dans le cas où la théorie de la R.L.S. devient applicable après 

certaines transformations des variables originales. 
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ANALYSE DE RÉGRESSION LINÉAIRE SIMPLE (R.L.S.) : ASPECTS THÉORIQUES 
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2. ANALYSE DE RtGRESSION LINÉAIRE SIMPLE (R.L.S.) ASPECTS THÉORIQUES 

2.1 INTRODUCTION 

On trouvera dans ce chapitre les principales formules utiles pour 

l'estimation des paramètres du modèle linéaire. D'autres modèles et qui 

sont en fait des cas particuliers de la R.L.S. sont également présentés. Ces 

modèles moins connus, qui présentent néanmoins un grand intérêt, s'avèrent 

utiles lorsque certaines informations lia priori" sur la population étudiée 

sont connues. 

Outre les méthodes d'estimation des paramètres de la droite nous 

résllDons les formul es qui permettent d'éprouver de façon objective les 

résultats obtenus. Les tests de signification et les intervalles de 

confi ance et de prévi si on sont présentés pour le modèl e général. Nous 

tenons compte aussi des autres modèl es en présentant ces mêmes résul tats 

dans des tableaux de synthèse. 

Quelques notions relatives à la régression inverse ont aussi retenu 

notre attention. En effet, contrairement aux cas précédents, le choix des 

formules se fait ici en fonction de la nature de la variable indépendante. 

Une définition explicite du coefficient de détermination et de l 'écart­

type résiduel est également présentée. Dans les chapitres 4 (régression) et 

5 (corrélation) on référera très souvent à ces coefficients (section 2.3.7), 

fréquemment utilisés en dehors de leur champ d'application. 
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Essentiellement ce chapitre vise donc deux objectifs: 

(1) constituer une synthèse des principales notions théoriques associées à 

l'analyse de régression, en insistant sur certains résultats moins 

connus et néanmoins très utiles. 

(2) présenter les différentes formules et notations utilisées dans les 

chapitres 4 et 5. 

2.2 DÉFINITION GÉNÉRALE ET HISTORIQUE DE LA RÉGRESSION 

La régression est une technique statistique employée pour décrire la 

liaison entre des variables. Les outils statistiques utilisés en analyse de 

régression permettent d' étab1ir un modèle mathématique de la relation entre 

les variables et de quantifier 1 1 incertitude associée à la relation qui en 

résulte. L'objectif le plus fréquent et le plus général est de prédire la 

valeur d'une certaine variable dite dépendante, connaissant la valeur d'une 

variable qui lui est associée (ou semble lui être associée), et que lion 

nomme généralement variable indépendante ou explicative. 

Le concept de régression fut introduit par Galton (1885) dont les 

recherches portaient sur l 1 hérédité. Cet auteur fut un des premiers qui 

décrivit les liens de dépendance entre certaines variables physiologiques. 

Il Si intéressa à la relation entre la taille des parents et celle de leurs 

enfants. 

Ses résultats démontraient que les enfants dont les parents étaient 

très grands, s'avéraient en moyenne plus petits que leurs parents et que les 
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enfants dont les parents étaient très petits étaient en moyenne plus grands 

que leurs parents. Il en déduisit que d'une génération à l'autre la carac­

téristique de taille au lieu de s'accentuer (de plus en plus grande et de 

plus en plus petite) "régressait" c'est-à-dire se rapprochait de la moyen­

ne. 

On donne auj ourdi hui une toute autre interprétation aux résu1 tats de 

Galton. En fait Galton généralisa à toute la population ce qu'il avait 

démontré pour un individu (en l'occurence les cas extrêmes, soit les très 

grands et les très petits). En réalité les parents de grande taille ont des 

enfants de grande taille, également aussi des enfants plus petits, de sorte 

que globalement la taille moyenne des enfants d'une famille pourra être plus 

faible que celle des parents. En somme les grands ne produisent pas tous 

des grands ou des plus grands. Il en résulte que les tailles extrêmes (dans 

une famille) demeurent exceptionnelles, tout comme dans la population dont 

l'échantillon est issu. Ce fait implique que la distribution des tailles et 

1 a di spersi on autour de 1 a moyenne demeure 1 a même dans 1 a popu1 ati on et 

qu'en réalité il n'y a pas "régression" au sens ou l'entendait Galton. 

Quoiqu'il en soit le terme régression a survécu mais s'applique plus 

généralement aux méthodes statistiques qui décrivent et étudient la relation 

entre des variables. 
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2.3 REGRESSION LINEAIRE SIMPLE 

2.3.1 Définition 

L'équation de la liaison entre deux variables peut prendre des formes 

diverses. La fonction sera linéaire ou parabolique, hyperbolique, exponen­

tielle, etc. De tous les modèles possibles, le modèle linéaire est le plus 

utilisé. D'une part parce qu'il est simple et qu'il constitue très souvent 

une approximation satisfaisante de la relation qui existe entre les 

vari abl es. D'autre part parce qu'il est souvent possi bl e de ramener une 

relation non-linéaire à une relation linéaire par transformation des 

variables. 

Si la relation entre les variables semble linéaire et que d'autre part 

elle met en relation deux seules variables, la régression sera dite linéaire 

simple. L'équation générale est alors: 

avec 

y = a + bx 

y = variable dépendante 

x = variable indépendante 

a = ordonnée à l'origine de la droite 

b = pente de l a droite 

(2.1) 
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2.3.2 Modèles théoriques et modèles empiriques 

Le modèle théorique d'une régression linéaire simple est décrit par 

l'équation suivante: 

n = ex. + f3X (2.2) 

avec n = espérance de V pour une valeur donnée de X soit E(Vlx = x) 

x = valeur prise par la variable dépendante X 

ex. et f3 = paramètres du modèl e, respecti vement ordonnée à 11 ori gi ne et 

pente de la droite théorique. 

Théoriquement n représente la valeur moyenne d'une distribution condi­

tionnelle. Soit la valeur moyenne de V étant donné X = x • En effet à moins 

que le rapport entre X et V soit une relation mathématique parfaite on peut 

s'attendre à obtenir pour un x donné de la variable X plusieurs valeurs y de 

la vari ab leV. La val eur recherchée n est théori quement au centre de la 

distribution et en constitue la moyenne. 

Une valeur observée particulière Yi se confond rarement à la valeur 

ponctuelle correspondante sur la droite de régression théorique soit ni (ou 

à son estimation dans l'échantillon Yi). La différence entre la valeur 

théorique particulière de la droite (ni) et la valeur observée Yi constitue 

la partie imprévisible du modèle ou son erreur E:i soit: 

E:. = (y. - n·) 
1 1 1 

(2.3) 



la valeur observée y. est donc égale à: , 

Y,. = a + ~x. + E. , , 
1). , 
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(2.4) 

L'erreur E. peut être due à un ensemble de causes: soit des erreurs de , 
mesure sur Y ou en raison du fait que le modèle ne tienne pas compte de 

toutes les variables explicatives associées à la variable dépendante. 

En pratique on ne dispose pour une valeur x. de la variable X que d'une , 
seule valeur Yi de la variable Y ou d'un échantillon limité de valeurs Yi 

et on ne peut connaître ni la vraie moyenne 1) ni la valeur exacte des 

paramètres a et~. La droite de régression théorique est alors estimée à 

partir d'un échantillon limité de couples xi' Yi où i = 1 à N • Le modèle 

empirique est alors: 

~ 

Y = a + bx (2.5) 

où y, a et b sont les estimateurs respectifs de 1), a et ~ 

Pour l'échantillon E. est estimé par e .• Les résidus el. constituent la , , 
partie imprévisible du modèle. e. mesure donc l'écart entre une observation , 
Yi et son estimation ponctuelle Yi sur la droite empirique. On a: 

~ 

ei = Yi - Yi (2.6) 
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d'où l'on tire la valeur de Yi 

Y
1
. = a + bx. + e. 

1 1 --- (2.7) 
'" 
Yi 

Le modèle de l'équation 2.5 est souvent présenté sous une autre forme 

qui est équivalente, 

y = a' + b (x - x) (modè1 e 2) 

L'équivalence numérique entre le modèle 1 (EQ 2.5) et le modèle 2 est 

présenté à 1 a section 2.3.4. D'autres modè1 es peuvent-être consi dérés si 

l'on a certaines connaissances a priori concernant la droite théorique. Par 

exemple on peut connaître avec exactitude la valeur de Y pour un X donné. 

Soit lorsque X = xs ' Y = Ys = ns • On a donc pour ce point particulier 

n = a + ~ (x) et l'équation générale du modèle devient: s s 

estimé par: 

'" Y = n + b (x - x ) s s (modè1 e 3) 

En prati que 1 e modè1 e qui présente 1 e pl us d' intérêt est un cas 

particu1 ier du modè1 e 3, qui représente le cas d'une droite passant par 

l'origine. L'équation est alors n = ~ 

On peut aussi mentionner le cas où l'on connaîtrait à l'avance la 
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valeur de la pente (ce qui est assez rare en pratique soit, ~ = ~o) et comme 

cas particulier ~ = o. Ces différents modèles sont présentés au tableau 2.1. 

Les caractéri sti ques des paramètres (estima ti on, tests et i nterva 11 es de 

confiance) sont spécifiques à chacun de ces modèles et ils seront présentés 

à la section 2.3.4. 

2.3.3 Hypothèses de la régression 

En analyse de régression lion utilise la méthode des moindres carrés 

pour ajuster une droite à la série observée (échantillon). Cette méthode 

présentée à la section 2.3.4 consiste à minimiser la somme des carrés des 

résidus (e i ) et permet dl estimer les paramètres du modèle linéaire. 

Pratiquement cette méthode peut être utilisée quelle que soit 1 1 a11ure 

de la relation. En effet, on peut ajuster une droite à une distribution 

curvilinéaire (exponentielle, logarithmique, parabolique, etc.). Cette 

droite sera la meilleure dans le sens des moindres carrés. Cependant on 

conviendra qulun tel modèle (linéaire) est peu intéressant si la relation 

nlest pas linéaire. Avant de considérer cette méthode dlajustement il est 

donc important dlexaminer si elle convient à 11 a11ure de la relation. 

Pour que le modèle de régression représente adéquatement les observa­

ti ons et pour uti liser 1 es résu1 tats théori ques associ és à 11 analyse de 

régression (tests et intervalles de confiance) on devra dlabord vérifier 

certaines hypothèses. La théorie de la régression linéaire simple slappuie 

donc sur les hypothèses 

suivantes: 

hypothèse concernant la variable indépendante. 



MODELE THEORIQUE EMPIRIQUE 

1 n = Cl + ex y = a + bx 

2 y = a'+ b (x,..x) 

3 y = n + b (x,..x ) s s 

4 n = ex y = bx 

-5 n = Cl y = a 

,.. 13 

COMMENTAIRES 

Modèl e général 
aucune connaisance à 
priori 

Modèle général. 
~ 

Equivalent au modèle 1. 
Présente un intérêt 
particulier pour 
certains développements 
théoriques. 

~ 

Equation du modèle 
lorsque la droite 
théorique passe par le 
point (xs ' ns) 

~ 

Equation du modèle 
lorsque la droite passe 
par l'origine: Cl = O. 
Cas particulier du 
modèle 3(x =0, n =0) s s 
~ 

Equation du modèle 
lorsque 13 = O. Cas 
particulier pour 13= 13 0 

TABLEAU 2.1 Régression linéaire simple. Modèles théoriques et empiriques 



- 14 

• la variable X qui peut être fixée ou aléatoire doit théoriquement 

être mesurée sans erreur. 

hypothèse concernant la variable dépendante. 

• 

• 

• 

• 

la relation statistique entre X et Y doit être linéaire. 

la distribution conditionnelle de Y pour X = xi est une loi normale 
1 

N (n,02) avec n = E(YIX = xi) 

la variance conditionnelle de Y lorsque X = xi est constante et 

elle est indépendante de X. Elle est égale à 02 quelle que soit la 

valeur prise par X (caractéristique dite dlhomoscédasticité). 

les observations Y sont mutuellement indépendantes (Cov (Yi' Yj ) =0) 

La figure 2.1 illustre quelques distributions conditionnelles de Y pour 

des valeurs xi fixées (i = 1 à 4). Sur la figure 2.18 les variances ne sont 

pas constantes et la distribution conditionnelle de Y ne suit pas toujours 

une loi normale. SUr la figure 2.1C 11 hypothèse de linéarité nlest pas 

respectée. 

Il est aussi possib1 e de présenter l es hypothèses de 1 a régression 
.. 

linéaire sous une autre forme en considérant la variable centrée Ei. Etant 

donné la relation qui existe entre Ei et Yi (EQ 2.3), on aura les hypothèses 

suivantes: 

- le modèle est linéaire 

- la distribution de E (pour X = xi) est normale de moyenne a et 

de variance 0 2 soit N(O, 0 2 ) 
E E 

- la variance de E est constante et indépendante de X. 

- les erreurs Ei et Ej sont mutuellement indépendantes, 

(Cov (E.,E.) = 0) 
l J 
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--
X. 

P(yIX=Xi) 
B 

c 
P(yIX=Xi) 

FIGURE 2.1 Examen aes hypothèses de la régression linéaire. 
Modifié d'après Kleinbaum et Kupper (1978). 



2.3.4 Estimation et caractérisation statistique des coefficients 

a et ~ et Tl 
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Lorsqu'on dispose de N couples dl observations (xi' Yi) 11 équation de la 

droite de régression est obtenue en estimant les paramètres a et ~ par la 

méthode des moindres carrés. 

Si les différentes observations étaient parfaitement confondues sur une 

droite cette équation serait aisément déduite du calcul de la pente. On en 

déduirait la valeur de 11 0rdonnée à 11 0rigine (a). Cependant les observa­

tions se présentent le plus souvent sous la forme d'un nuage de points où, à 

un xi donné, correspond un ou plusieurs Yi. À travers ce nuage de points on 

pourrait tracer une droite approximative qui aurait 1 e désavantage dl être 

différente pour chaque observateur. La meilleure droite doit donc procéder 

d'une méthode plus objective. Pour 11 échanti110n il s'agit de minimiser la 

somme des carrés des résidus ei c'est-à-dire minimiser SS2 tel que: 

N 
SS = L e? 

r . 1 1 1= 

~ ~ 2 
= L (Yi - Yi) 

i=l 

en remp1acant y. par sa valeur (EQ 2.7) on est conduit à minimiser: 
1 

N 2 
.1 [Yi - (a + bxi )] 
1=1 

(2.8) 
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En minimisant SS par rapport à a et b et en annulant leurs dérivés 
r 

partielles on obtient: 

- b x a = y - (2.9) 

N N 
L xi y. - y L xi 

i=l 1 i=l 
b = (2. 10) 

N 2 N 
L x· - L - x xi .1 1 i=l 1= 

il est aussi possible de démontrer que b peut encore s'écrire 

N 
1/N-1 L (x.-x) (y.- y) Sxy . 1 1 1 1= 

b = = (2.U) 
N _ 2 2 

1/N-1 L (x.- x) Sx . 1 1 1= 

où l'on reconnaît 1 e rapport de 1 a covariance estimmée de x et y S sur 1 a 
2 ~ 

variance Sx de la variable indépendante. En simplifiant (2.U) on obtient: 

N 
L (x. -x) (y.- y) SSxy 

i=l 1 1 
b = = (2.12) 

N _ 2 SSx L (x.-x) 
i=l 1 



- 18 

avec 

et 

En remp1 acant a par sa valeur (EQ. 2.9) dans y = a+bx on obtient pour 

1 a droite~y une nouvelle équation. 

y = y + b (x -x) (2.13) 

En posant y = al on obtient le modèle 2 présenté à la section 2.3.2. On 

voit ainsi que la droite passe nécessairement par le point (x, y) En effet, 

si x = x, y = y + b(x - x) = y. On peut aussi vérifier que le couple (x, y) 
est au centre de gravité du nuage de points constitués par les N cou~es 

Caractéristiques statistiques des coefficients. 

Si 11 hypothèse de normalité est respectée clest-à-dire si la distribu­

tion de Y pour X = xi suit une loi normale de moyenne ~ et de variance a2 

(ou encore si e: est une variate normale N (0, a2 ) on peut déduire les 
e: 

moments des estimateurs (espérance mathématique et variance), leur distribu­

tion et celle de leur variables centrés réduites. On trouvera en appendice 

1 une présentation détaillée de ces caractéristiques pour le modèle 1, et 

aux tableaux 2.2 et 2.3, une synthèse de ces caractéristiques pour les 

différents modèles présentés à la section 2.3.2. 



.. , , .. , , .. 
MODElE EMPIRIQUE ECART~TYPE ASSOCIE A a ECART~TYPE ASSOCIE A b 

(1) Y = a + bx S = S ~ liN + x2/SS a e x % = Se / -fSÇ 

(2) y = al + b (x • x) Sa l= Se /-{N Sb = Se / -Fs; 

(3) y = n + b(x - x) Sb = Se /~L (xi ~xS)2 ----s 
La droite passe par le point 

(xs ' ns) 

(4) y = bx % = Se / ~ Lx i
2 

(5) 
... 

Sa = Se /-{N y = a -----------

Tableau 2.2 Ecart-type des estimateurs a, b et y des modèles de la 
régression. 

ÉCART-TYPE ASSOCIÉ À Y 

Sy = Se (l/N +(X_X)2/ SSx)~ 

s"" = S (l/N + (x_x)2/ SS ) ~ y e x 

S'Y = Se((Xi- xs) 
2 

/ J.(xi-xs) 

S'Y = Se (x 2, LX:)~ 

s- = S /-{N y e 

...... 
\.0 

2)~ 

1 

1 



MODELES ESTIMATEURS 

1- n = a + ax Y = a + bx 

a = y - bx 

b = SSxy 1 SSx 

2. 1 + s(x-x) a' + b(x-x) n = a Y = 

a ' = y 

b = SSx/ S\ 

y = Tl + b{x-x ) S S 

l (Y·-Tl ) (x.-x ) 
b = 1 S 1 S 

l (x. -
1 xS) 

2 

4. Tl = ax y = bx 

2 
b = Ix·Y· 1 Ix. 1 1 1 

5. Tl = a' y = a' 

a ' = y 

E cY) = n 

E (a) = a 

E (b) = a 

E cY) = Tl 

E (a ')= 1 
a 

E (b) = a 

E cY) = Tl 

E (b) = a 

E cY) = Tl 

E (b) = a 

E Cyl = a' 

E{a')=a ' 
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MOMENTS 

var y = (1~ [liN +[(X-X)21 S\J] 

var a = (1~ [l/N + (i< 2 1 SSx)J 

var b = o~ 1 SSx 

var Y = o~ [II N + [( x-x) 2 1 SSX] ] 

var a' = 02 1 N 
e: 

var b = o~ 1 SSx 

var y = 02 r(x.-x )2 1 <;' (x.-x )2] 
e:~ 1 S L. 1 S 

var y = o~ [x 2 1 l x~ J 
2 

var b = o~ 1 Ix; 

var y = 0 2 1 N 
e: 

var a ' = oZ- 1 N 
e: 

TABLEAU 2.3 Caractéristiques statistiques des modèles de régression 
linéaire simple. 
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2.3.5 Tests et intervalles de confiance des coefficients a et 13. 

2.3.5.1 Généralités 

La droite de régression obtenue à partir de l'échantilllon constitue 

une estimation de la droite théorique. En effet un autre échantillon permet­

trait d'obtenir une droite différente, laquelle serait une nouvelle estima­

tion de la droite théorique réelle. 

-A chacune de ces droites correspondraient autant d'estimateurs a et b 

des coefficients a et 13. Dans les faits cependant on dispose pour estimer 

la droite d'un seul échantillon et donc d'une valeur unique pour a et b. Il 

est donc important d'effectuer un test sur la pertinence des valeurs 

particulières prises par les estimateurs. 

En supposant que l'on veuille tester si l'estimateur de 13 est signifi­

cativement différent d'une valeur 130 quelconque on pose les hypothèses 

suivantes: 

test bil atéral 

Pour un test unilatéral l'hypothèse Hl peut prendre la forme: 

Hl 13 t: 13 0 ou Hl 13 > 13 0 

On compare ensuite la valeur centrée réduite to= (b - 130) / Sb 

(Eq. A 1.6) à une valeur critique tc que l'on trouve dans les tables de 



- 22 

Student. La valeur critique t est choisie en fonction du nombre de degrés c 
de liberté v, spécifique au modèle considéré et du niveau de signification 

a. Le niveau de signification ~ est déterminé en fonction du type d'erreur 

que l'on veut minimiser. Plus ~ est petit et plus on minimise l'erreur de 

type l qui consiste à rejetter Ho quand Ho est vrai. À l'inverse plus ~ est 

grand et plus on minimise l'erreur de type II (accepter Ho quand Ho est 

faux) mais on augmente l'erreur de type 1. Les valeurs de ~ généralement 

utilisés sont ~ = 0,05 et ~ = 0,01. En supposant N = 12 et ~ = 0,05, la 

valeur critique de la table de Student sera: 

pour un test bilatéral: 

et pour un test unilatéral: 

Bien qu'il soit possible de vérifier l'égalité de ~ ou de a à quelque 

valeur que ce soit ~o ou ao, en pratique il est surtout intéressant de 

vérifier si ~ = ° et si a = o. Ces tests sont présentés dans ce qui suit. 

2.3.5.2 Tests sur a et ~ (tests séparés) 

• Test sur ~ 

L'hypothèse Ho que l'on désire généralement examiner pour la pente 

est: 
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Ce test permet de vérifier si la pente de la droite de régression est 

significative. En effet, la pente estimée (b) est liée à la dépendance de y 

sur x. Si on peut démontrer que ~ nlest pas significativement différent de 

zéro la relation 2.2. 

Tl = CI + ~x (modèle 1) 

devient alors 

Tl = CI = constante (modèle 5) 

Dans ce cas la meilleure estimation de y est égale à sa moyenne G) . 

On en déduit pour une valeur particulière Yi: 

Yi= y + ei 

puisque y est distribué de façon aléatoire autour de sa moyenne. 

Pour un niveau de signification ~ on comparera donc la valeur ta = b/Sb 

à la valeur critique t N_2 (~/2). Accepter 11 hypothèse nulle signifie que 

11 information que lion peut tirer de 11 échantillon ne permet pas de conclure 

que la pente est significative. On en déduit donc (avec un certain risque 

dl erreur) que la droite de régression est non-significative clest-à-dire que 

la connaissance de la variable indépendante nlest pas utile pour estimer la 

variable dépendante. Ces conclusions sont cependant valables si on a 

dl abord vérifié 11 hypothèse de linéarité. En effet si la linéarité entre x 

et y nia pas été vérifiée la signification du test peut être très diffé-

rente. 
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• Test sur a 

Un test sur a présente souvent de l'intérêt lorsqu'on veut vérifier que 

l'ordonnée à l'origine est nulle c'est-à-dire que la droite passe par 

l'origine. Supposons par exemple que l'assimilation d'un certain métal (M2) 

par un organisme aquatique, est nulle en l'absence d'un autre métal 

(Ml = 0). On rendrait compte de cette connaissance en utilisant le modèle 4 

pour ajuster la droite. Dans le cas cependant où un telle évidence n'est 

pas connue mais qu'on présume suite aux résultats expérimentaux (plusieurs 

points au voisinage de 0 (Ml = 0, M2 = 0) que la droite passe par l'origine, 

il peut être utile d'effectuer un test sur a. Les hypothèses que l'on doit 

poser sont donc pour un test bilatéral: 

Ho a = 0 

Hl a * 0 

Pour un niveau de signification donné on compare la quantité to = a/Sa 

à la valeur critique tN_2(~/2). Si on ne peut rejeter l'hypothèse nulle 

(Ho: a = 0) on pourra alors utiliser le modèle 4 pour estimer la pente. 

Pour les différents modèles la quantité to (voir appendice 1) sera 

estimée en tenant compte des valeurs particulières Sa' Sb' (voir tableau 

2.2) et du nombre de degrés de liberté associés à la valeur critique t, soit 

t(N_l) pour les modèles 3,4 et 5 (voir tableau 2.3). 
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2.3.5.3. Test simultané sur a et ~ 

Dans le cas du modèle 11es estimateurs a et b ne sont pas indépendants 

2 
pu i sque 1 eur covari ance est non nu11 e. En effet, on a Cov(a ,b) =-O'x / SSx. 

Il serait donc plus rigoureux de tester simultanément les valeurs a et ~. 

On doit alors considérer les hypothèses suivantes: 

Ho a = ao et ~ = ~o 

Hl a * ao ou ~ * ~o 

On peut montrer (Neter et Wasserman, 1974) que si Ho est vrai la quantité Fo 

1 
Ï x~) 

i=l 
(2.14) Fo = 

suit une loi F à 2 et N-2 degrés de liberté. On compare donc Fo avec la 

valeur critique F2' N-2(~)· Si Fo~ F2, N-2(~)' on accepte Ho· 

2.3.5.4. Intervalles de confiance pour a, ~ et ~ 

Connaissant la distribution de a, ~ et ~ et leurs écart-types respec­

tifs (estimés par Sa' Sb et S:y), les intervalles de confiance au niveau de 

confiance (1-~) peuvent être déduits des équations A 1.5 à A 1.7 (Appendice 

1). On a 

(2.15) 
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(2.16) 

(2.17) 

On tiendra compte pour les différents modèles des valeurs particulières 

de S , Sb et S~ et du nombre de degrés de liberté associés à la valeur a y 
cri ti que tc soi t, t N_2 pour 1 es modè1 es 1 et 2 et t N_1 pour 1 es autres 

modè1 es. Si on construit l'intervalle de confiance point par point autour 

de y on peut vérifier que l'écart est: 

-• minimum pour X = x 

• minimun au point fixé Xs 
nul pour X = 0 et Y = 0 

• constant pour tout X 

modè1 es 1 et 2 

modèle 3 

modè1 e 4 

modèle 5 

Les intervalles de confiance pour ces différents modèles sont présentés à la 

figure 2.2. 

2.3.6 Prédiction à partir de la droite de régression. 

2.3.6.1 Estimation de la variable dépendante et intervalle de prévision. 

Rappellons que le principal objectif de la régression est de prédire la 

valeur de y pour une valeur de x donné. Pour x = Xo la meilleure estimation 

que l'on puisse faire de la variable dépendante correspond à Yo situé sur la 
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droite de régression construite à partir de l'échantillon initial. L'inter­

valle de confiance présenté à la section 2.3.5 représente l'intervalle de 

confiance autour de la droite, dont chaque point correspond théoriquement à 

la valeur moyenne de la distribution de Y pour X = xi. De la même manière 

on peut construire un intervalle pour une estimation ponctuelle de Y. Cet 

intervalle appellé intervalle de prévision est nécessairement plus large que 

l'intervalle de confiance. 

La valeur réelle de Yo correspond à ~o entaché d'une erreur eo. On a 

Yo = ~o + eo 

De cette relation il est possible de déterminer la variance associée à 
2 

Yo soit cr et son estimation dans l'échantillon 52. Soit pour le modèle 
Yo Yo 

1: 

( _ 2 ) 2 2 1 (xo - x) 2 
S = Se + + (2.17) 

Yo N I (xi - x) 

avec 
2 

5 = ss / N - 2 e r 

On peut en déduire pour une valeur particulière Yo les valeurs limites 

y 1 et Y2 de l'intervalle de prévision au niveau de confiance (1 - ~). 

On trouvera au tableau 2.4 un résumé des intervalles associés à une 

valeur Yo pour les modèles 1, 2, 3, 4, et 5. Bien que plus large que 



--VALEURS ESTIMEES POUR x o 

(1) Jo = a + bxo 

(3) Yo = as + b(xo- xs) 

droite passant par (x , a ) s s 

(4) Jo = b Xo 

(5) Yo = al 

S = e (SSr / (N -2)~ 

S = e (SSr / (N -l)~ 

1 

1 

1 
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--INTERVALLE DE PREVISION Y2 < Yo < YI 

YI' Y2 = Yo : t N_2 (~'2) Se[(l +(Xo- XS)2, L (X i - XS)2)]~ 

YI' Y2 = Jo ! t N_1 (.'2) Se [1 + (Xo 2, L Xi 2)} 

YI' Y2 = Yo : t N_1 C~/2) S (1 + l/N)~ e 

modèles 1 et 2 

modèles 3,4 et 5 

TABLEAU 2.4 Intervalles de prévisions pour une valeur Yo associé à xo' 
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l'intervalle de confiance (associé à la moyenne) l'intervalle de prévision 

conserve néanmoins la même allure et les mêmes caractéristiques. Ces 

intervalles sont également illustrées à la figure 2.2. 

2.3.6.2 Estimation de la variable indépendante (régression inverse) 

Dans ce qui précède on suppose que Y est une variable aléatoire qui 

suit une distribution normale. La théorie présentée jusqu'ici est valable 

quelque soit la nature de X (fixée ou aléatoire) et sa distribution (normale 

ou quel conque) • Cependant si l'on dési re prédi re x pour une val eur de y 

(régressi on inverse) et construi re l' i ntervall e autour de cette val eur on 

doit considérer la nature de la variable x et deux situations sont possi-

bl es: 

(a) x est une variable aléatoire dont la distribution est normale. La 

droite de régression est alors construite de 1 a façon décrite précédemment 

et l'on considère la régression de x sur y, soit: 

'" x = a + by (2.18) 

Les coefficients a (a xy ) et b (b xy ) sont estimés de 1 a façon qui a été 

décrite précédemment. On a donc: 

\y 
b = xy 2 

Sy 
(2.19) 

- by a = x -xy 
(2.20) 
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Il en est de même pour les caractéristiques statistiques présentées 

dans les sections précédentes. 

(b) x est une variable fixée (prend des valeurs particulières fixées par 

l'expérimentateur) ou encore x est une variable aléatoire qui ne suit pas 

une distribution normale. On ne peut considérer la régression de x sur y 

car les hypothèses de la régression ne sont pas respectées. On procède alors 

de la façon suivante. On considère à titre d'exemple le modèle 2, soit: 

n = Cl + ~ (1; - x) (2.21) 

1; est la valeur recherchée et peut-être déduite de: 

(2.22) 

et l'on a pour l'échantillon: 

Yo - a 
x =x+ __ _ (2.23) 

b 

-a et b sont dédu i ts de 1 a régression de y sur x et l'on a, a = y et 

b = Sxy / S~. 

Dans le cas où x est une variable fixée plusieurs approches ont été 

suggérées pour la construction d'un intervalle autour de la valeur estimée 

xo. On trouvera dans Montgomery et Peck (1982) plusieurs références et 



certaines remarques concernant ces

suggérêe par Hald (1952) est  prêsentée
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dif fêrentes approches. L 'approche

dans ce  qu i  su i t .

L a  v a l  e u r

l ' i n t e r v a l l e  d e

thêor i  Que Eo

conf iance dont

( e s t i m é e  p a r  x s )

I  es val  eurs I  imi  tes

E z < E o < E r

s e  s i t u e  à  I ' i n t ê r i e u r  d e

sont Er et  4z

L 'es t imat ion  de  ces  va leurs  l im i tes ,  Ha ld  (1969)  cor respond à :

Lorsque la pente est  s igni f icat ivement di f fêrente de zéro

démontrer que D = 1 (Bobée 1983) et ' la relat ion précédente

rr-rruzl sl
D = 1

2
b S Sx

Er
E, 

= ̂ o t tN-z G/2)
SS*

b ,  i ,  S S x ,  N  s o n t  d ê d u i t s  d e  l ' é c h a n t i l l o n

Q = nombre de mesures considêrêes pour obtenir  ys

i l  e s t  p o s s i b l e

est rédui te à

de

1 1
+ _

Q N

se
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I l  es t  auss i  poss ib le  de  dê terminer  l ' i n te rva l le  de  conf iance au torp  Eo

en u t i l i san t  une méthode graph ique (Bobêe 1983) .

2 .3 .7  Mesures  de  d ispers ion  au tour  de  la  d ro i te .

Lorsque la droi te de rêgression est  construi te (est imat ion des paramè-

t res)  i l  es t  souvent  u t i le  de  connaÎ t re  l ' adêquat ion  du  modè le  e t  sa  capac i -

tê  à  exp l iquer  la  var ia t ion  de  Y en  fonc t ion  de  X.

L'êcart- type des rêsidus et  le coeff ic ient  de dêterminat ion mesurent

respect ivement l 'êcart  des di f fêrentes observat ions autour de 1a droi te et

le proport ion de var iat ion expl iquêe par le modèle.  0n peut aussi  en

dêduire la proport ion de var iat ion non expl iquêe.

Pour comprendre la s igni f icat ion physique de ces mesures on considère

d 'abord  l 'êcar t  en t re  une va leur  y i  donnêe e t  sa  moyenne !  Aans  l 'êchant i l -

l o n ,  s o i t  ( J i -  ! t .  C e t t e  d i f f ê r e n c e  q u i  c o n s t i t u e  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e

autour  de  !  es t  êga le  à  la  somnn de deux  au t res  d i f fê rences  l 'une  rês idue l le

(v r  -  T )  ,  non exp l  iquêe par  I  e  modè l  e  l  inêa i re  e t  l ' au t re  exp l  iquêe ( i . , -  J ) .

0n a donc:

(v r -  i )  =  (Y i -  Ï i )  +  ( Ï i -  i ) 12.24')
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En êl evant au car rê  e t  en  fa isan t  la sommation pour tous les y i on  ob t ien t .

N
+ i

i = L

N
I

i = L
( v i -  f ) 2

SS,

, Ï to '-T' t '
ss.

S Sv

(4-  t ) '  *  z

ssy +

N

1i=ir  
(v i-  Ï i ) ( ï 1  + ! 1  

I

A
( 2 . ? 5 1

I l  est possi bl e de d-emontrer ( Bo bêe,

donc réduite à

1 9 8 3 )  q u e A = 0 . L 'équa t ion  2 .25  es t

SS, + ST Q.261

0n vo i t  donc  que pour  un  êchant i l lon  a jus tê  par  la  méthode des  moindres

carrês la somme des carrês des écarts des observat ions y,  par rapport  à 1a

m o y e n n e  f  e s t  c o n s t i t u ê e  d ' u n e  p a r t i e  r ê s i d u e l l e  n o n  e x p l i q u ê e  e t  d ' u n e

part ie expl iquêe par la rêgression. De cette expression on dêf in i t  deux

mesures importantes en analyse de r 'egression, soi t  l 'êcart  type rêsiduel  Se

(notamment  u t i l i sê  dans  les  tes ts  e t  dans  la  cons t ruc t ion  des  in te rva l les  de

conf iance e t  de  prêv is ion)  e t  le  coef f i c ien t  de  dê terminat ion  R2 qu i  mesure

la proport ion de var iance expl iquêe par le modèle.  0n a :

S S =v

Ft. = 
1/ N-2

modèl es 1 et 2

ST
-  var iat ion expl  iquée

Q . 2 7 1

et

R 2 =
var ia t ion  to ta le

Q.28)
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Pour  la  rêgress ion  l inêa i re  la  quant i tê  R2 peut  ê t re  ca lcu lêe  p lus

simplement par 12 qui  correspond au coeff ic ient  de corrêlat ion au carré

(chap i t re  3 ) .  Cependant  lo rsqu ' i l  s 'ag i t  de  rêgress ion  non- l  inêa i re

( rêgress ion-po lynômina le  par  exemple)  ce t te  êqu iva lence n 'es t  p lus  v ra ie  e t

R2 do i t  ê t re  dêdu i t  de  l 'êquat ion2.2B.  De p lus ,  comne on en  d iscu tera  aux

chap i t res  4  e t  5  la  quant i tê  R2 n 'es t  p lus  dê f in ie  lo rsqu 'on  t rans forme la

var iab le  y  pour  l inéar iser  les  observa t ions .

R2 est  un nombre sans dimension compris entre

var iance non expl iquêe correspond à ( t  -  nz) égate

et 1. La proportion de

z
( 1  - R ) =

SS"
Q.zel

SSv

-  R 2 )  s o n t  s o u v e n t  m u l t i p l i ê e s  p a r  L 0 0  e t  l ' o n  p a r l e

var iat ion expl  iquée et  non-expl  iquée.

2 . 3 . 8 . Comparaison de deux droites de régression

2 .3 .8 .1 Gê néral  i  tê s

I l  est  souvent souhai table de vêr i f ier  s i  deux droi tes de rêgression

thêor iques sont s igni f icat ivement di f fêrentes.  Par exemple,  on peut envisa-

ger deux méthodes expêr imentales pour construire un modèle de r 'egression

entre x et  y et  être intêressê à vér i f ier  s i  les rêsul tats associês à

chacune de ces mêthodes sont comparables.  En quelque sorte on veut vér i f ier

s i  I ' une  ou  l 'au t re  des  méthodes sont  s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren tes  ou  s i  au

0

à :

Les quant i tês R2 et  (1

al ors de pourcentage de



contraire les échant i ' l ' lons obtenus

même populat ion.  0n peut â cet te f in

droi  tes.
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pour  chacune d 'e l les  p rov iennent  d 'une

app l iquer  un  tes t  d ' idend i tê  des

Avant  d 'app l iquer  un  tes t  d ' idend i tê  des  dro i tes  i l  es t  p rê fê rab le

d 'app l iquer  un  tes t  d 'êga l i tê  des  pentes .  En e f fe t  s i  les  pentes  sont

s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren tes  on  peut  conc ' lu re  que les  d ro i tes  sont  auss i

di f férentes.  Cependant la r-eciproque n'est  pas touiours vraie.  En ef fet  on

peut  avo i r  des  dro i tes  de  pentes  ident iques  t rès  ê lo ignêes  l 'une  de  l 'au t re .

0n ne doi t  donc pas confondre éga1i tê des droi tes et  ident i tê des pentes

comrn nous  avons  pu  1e  re lever  dans  cer ta ines  pub l ica t ions .  À  ce t  e f fe t  un

exemp'le rêel sera pr€senté au chapi tre 4.

Deux tests di f fêrents doivent être considêrês pour tester 
' l 'êga' l i tê 

des
2 2

pentes  se lon  que les  var iances  S. ,  u t  S . ,  son t  s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren tes

ou non. 0n trouvera â l 'appendice 2 une prêsentat ion du test  d 'êgal i tê des

var iances ,  e t  un  tes t  d 'êga l i tê  des  pentes  à  1 'append ice  3 .

Dans ce qui  sui t  nous prêsentons le test  F t i rê de Neter et  Wasserman

n974).  Nous faisons ressort i r  par un exemple graphique que nous avons

c o n s t r u i t ,  l a  s i g n i f i c a t i o n  p h y s i q u e  d e  c e  t e s t .  H a l d  ( 1 9 5 2 )  e t  S m i l l i e

(1966) suggèrent un autre test  (voir  Appendice 4) beaucoup plus long à

app l iquer  que le  tes t  F .  À  par t i r  d 'un  exemple  que nous  ê tud ions  au  chap i -

t re  4  on  pour ra  vêr i f ie r  l ' i n tê rè t  que prêsente  son u t i l i sa t ion .  Ce tes t

semble  en  e f fe t  p lus  sens ib le  à  la  d i f fê rence en t re  deux  dro i tes  lo rsque les

t a i l l e s  d e s  ê c h a n t i l l o n s  s o n t  f a i b l e s .



2 . 3 . 8 . 2 Test  d ' iden t i tê  des  dro i tes  (Tes t F )

Pour ce test  (Neter et  Wasserman, L974)

1  e t  2  e t ' les  d ro i tes  assoc iées  so i t :

ô 1

d 2

et  un  êchant i l lon  combinê  condu isant  à  
' la  

d ro i te

ï ( c ) = A + B x

- 3 7

on considère
'l 
es êchanti I I ons

J I =

1 2 =

avec :

+  b t  x

+ b 2 x

I

2

nr.

nz

Nc

= nombre  d 'observa t ions  de  l 'êchant i l lon

= nombre  d 'observa t ions  de  l 'êchant i l lon

= n l * n 2

Pour  e f fec tuer  1e  tes t  on  do i t  ca lcu le r  les  quant i tês  SS.  spêc i f iques  aux

ê c h a n t i l l o n s  L  e t  2  l S s r r  e t  S S r ,  )  e t  â  l ' ê c h a n t i l l o n  c o m b i n ê  ( S S R ) .

0n  pose:

t t " r r = s s r t + S S r z
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et on examine l 'hypothèse:

d L = & 2

a r * a ,

on es t ime 1a quant i tê  Fo  so i t :

(ssR - ssrrr)/z
F o = (2 .30 )

ss- .  / (n1 +nz -41
t L 2

Pour  un  n iveau de  s ign i f i ca t ion  a  donné on  compare  a lo rs  la  va leur  F0  avec

l a  v a l e u r  c r i t i q u e  F .  p o u r  2  e t  ( n r  +  n z -  4 )  d e g r ê s  d e  l i b e r t ê ,  s o i t

r  / - \, r , (n r+nz_4)  (c ) .  S i  Fo  .  Fc  on  accepte  H0.  S inon,  on  re je t te  Ho.

H :
0

H :
t
I

et Fz

9z

Êr

Fr

La s ign i f i ca t ion  phys ique de  ce

2.3.  Les observat ions qui  ont  servi

p r i  nc i  paux  ca l  cu1  s  sont  p rêsentês  à

i1 et â'2 et les droites fr1 et fr2.

Pour â'1 et â2 on a

De meme pour rr1 et m2 on

tes t  peut  ê t re  v isua l i sêe  à  la  f igure

à  cons t ru i re  ce t  exemple  a ins i  que les

l 'Annexe L .  0n  compare  ic i  les  d ro i tes

des  pentes  ident iques  (b r=  bz)

a  a u s s i  d e s  p e n t e s  é g a l e s  ( b ' )

a d  =  ( a 2  -  b 1 ) .

A m  =  ( a â )  -  a i ) .

e t

e t
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0n a Àm = Âd . La diffêrence entre â'1 et â2 est donc êquivalente à la

d i f f é r e n c e  e n t r e  f r 1  e t  f r 2 .  C e p e n d a n t  l e s  v a r i a n c e s  r ê s i d u e l l e s  p o u r  l e s

droi tes ô '1 et  â '2 sont t rès fa ib les (voir  Annexe 1).  0n obt ient  d 'autre part

une var iance combinêe SSR très ê1evée et  par sui te une stat ist ique Fs êlevêe

ce qu i  condu i t  au  re je t  de  Hs.

Les  var iances  SSr ,  e t  SS. ,

sui te 1a di f fêrence entre SSR et

de  m1 e t  m2 sont  beaucoup p lus  ê levêes .  Par

SS. -  es t  beaucoup p ' lus  fa ib le  que pour  lesî t z

d o n c  u n e  v a l e u r  F o  f a i b l e  e t  l ' o n  n e  p e u td r o i  t e s  T 1  e t  l z .

re jeter Hs.

0 n  o b t i  e n t
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3. AilALTSE 0E CORRFTATIOI: ASPECTS TIE0RIQUES

3.1  INTRODUCTION.

Dans son sens 1e plus génêral  le terme comêlat ion dênote l ' interdêpen-

dance entre des var iables quant i tat ives (discrètes ou cont inues) ou entre

des  var iab les  qua l  i ta t i ves .

Le coeff ic ient  de corrêlat ion mesure le degrê d ' interdêpendance entre

ces  var iab les .  I l  ex is te  p lus ieurs  types  de  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  dont

l ' u t i l i s a t i o n  e s t  1 i ê e  à  l a  n a t u r e  d e s  v a r i a b l e s  ê t u d i ê e s .  A i n s i  p a r m i  l e s

coeff ic ients non paramétr iques on pourra dist inguer entre corrêl  at ion

d'associat ion,  de cont ingence ou encore corrélat ion des rangs.

Le  coef f i c ien t  d 'assoc ia t ion  mesure  I ' i n te rdêpendance en t re  des  var ia -

bles a ' lêatoires discrètes dont chacune est  l imi têe à deux valeurs qual i ta-

t i ves .  Par  exemple ,  les  var iab les  mâle ,  femel le  ou  encore  pos i t i f ,  nêgat i f .

Lorsque les var iables pewent prendre plus de deux valeurs mais en nombre

f in i  on  u t i l i se ra  le  coef f i c ien t  de  cont ingence.

Enf in s i  les var iables peuvent être ordonnêes dans un ordre quelconque,

les var iables sont alors considêr-ees comme semi-quant i tat ives et  leur inter-

dêpendance peuvent être êtudiêes par le coeff ic ient  de corrêlat ion des

rangs .  Les  coef f i c ien ts  de  cor rê la t ion  des  rangs  les  p lus  connus sont  le

coef f i c ien t  r -  de  Spearman e t  le  coef f i c ien t  r  de  Kenda l l .  De tous  less
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coef f ic ients  non-paramêtr iques ce sont  d 'a i l leurs  les p lus ut i l isês.

Le coeff ic ient  de corrêlat ion de Pearson (p) dont i I  sera quest ion par

la sui te est  un coeff ic ient  paramêtr ique qui  mesure f  interdêpendance entre

deux var iab les  quant i ta t i ves .  C 'es t  Ie  coef f i c ien t  le  p lus  usue l  e t  c 'es t

ce lu i  auque l  on  se  rê fè re  gênêra lement ' lo rsqu 'on  par le  de  coef f i c ien t  de

corrél  at ion.

3 . 2  D É F I N I T I O N

Le coeff ic ient  de corrêl  at ion est  un nombre sans dimension qui  peut

var ie r  en t re  +1  e t  -1 . .  Sous  cer ta ines  cond i t ions  i l  peu t  ê t re  u t i l i sê

comme out i l  compl 
-ementaire 

à l 'analyse de r-egression. Par dêf in i t ion,  son

ut i l i sa t ion  es t  cond i t ionne l le  à  la  na ture  de  1a  var iab le  indêpendante  a îns i

qu 'à  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X e t  Y .

Le coeff ic ient  de corrêl  at ion entre

rapport  entre I  a covar iance de X et  Y

respec t i f  so i t :

var iab les  X e t  Y  reprêsente  le

le produi t  de leur êcart  type

( 3 . 1 )

l e s

s u r

=  h ,  ( x ' Y )
tY "x



Dans I 'êchant i l lon  i l  es t ,  es t imé par  r

qui  peut  s 'écr i re sous une forme êquivalente

r =
s*y tv.,- Jr) z r,r

t* t,

=r  
( x r -  i )2

= . , Ï r( 'x,-  i )

N
/tl I

i = L
( i (yi  -  , l 'n)u
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B . 2 l

( 3 . 3 )

N N N
* .,J, "rr - 

iJr 
'i'Jrvi

r =

( -

N o Nt,Jr'i - fl,
N z

rlr 
t i

N "
_ 1- (  )  x ' )

i = l  ' , . , ) '  
)

3.3 CONDITIONS D.UTILISATIONS DU COEFFICIENT DE CORRÉLATION

Répêtons que p est  un nombre sans dimension qui  peut prendre n ' importe

que l le  va leurs  va leurs  en t re  +1  e t  -1 .  pour  qu ' i l  pu isse  ê t re  in te rprê tê

sans  êqu ivoque la  var iab ' le  X  do i t  ê t re  a lêa to i re .  De p lus  p  peut  ê t re

es t imê que l le  que so i t  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te  en t re  X  e t  y .

c e p e n d a n t ,  l ' i n t e r p r ê t a t i o n  d e  s a  v a l e u r  n u m é r i q u e  e s t  
' l a r g e m e n t

cond i t ionnêe par  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X e t  Y .  En ou t re ,

l ' êqu iva lence en t re  un  coef f i c ien t  de  cor rê l  a t ion  nu l  ,  (p  =  0 )  e t

f  indêpendance de  X e t  Y  n 'es t  vér i f iê  que lo rsque la  d is t r ibu t ion  jo in te  de

X et  Y est  normale.
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. s i

.  s i

. s l

3.4 INTERPRÉTATION DE LA VALEUR DU COEFFICIENT DE CORRÉLATION

3.4 .1  Cas d 'une lo i  jo in te  normale  b ivar iêe

.  s i

X et Y sont indépendants alors p = 0 et  la r€ciproque est  aussi  vraie

p = 0 alors X et  Y sont indépendants.

p  =  t  1  la  comêla t ion  ou  dêpendance (qu i  son t  i c i  êqu iva len ts )

entre X et  Y est  parfai te.

-1 < p < 1 i l  existe une corrêlat ion ou dêpendance stat ist ique

ent re  X  e t  Y  qu i  es t  p lus  ou  moins  fo r te  se lon  la  va leur

par t i cu l iè re  p r ise  par  p .

3 .4 .2  cas  d 'une@

.  S i  X  e t  Y  sont  indêpendantes  a lo rs  p  =  0  mais  la  r -ec ip roque n 'es t  pas

vra i  e

.  Si  p = 0 on ne peut conclure que X et  Y sont indêpendants.  0n peut seule-

ment  d i re  que X e t  Y  ne  sont  pas  cor rê lês .  En e f fe t ,  dans  le  cas  d 'une

loi  jo inte quelconque, indêpendance et  corrêlat ion ne sont pas êquiva-

I  en ts .

.  S i  p  *  0  i l  y  a  une cer ta ine  dêpendance en t re  les  var iab les ,  ma is  on  ne

p e u t  e n  p r ê c i s e r  l a  n a t u r e  n o n  p l u s  q u e ' l ' i n t e n s i t ê  r ê e l l e  d u  l i e n  e n t r e

l e s  v a r i a b l e s .
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3. 4. 3 Conmenta i res

La seule connaissance de p (est imê par r)  ne peut donc suff i re à nous

rense igner  sur  la  na ture  de  la  dêpendance n i  mêrne sur  I 'ex is tence d 'une

dêpendance entre les var iables.  Pour être en mesure d ' interprêter sans

êqu ivoque le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  on  devra  donc  vêr i f ie r  que ' le  lo i

jo in te  es t  normale .  Les  méthodes de  vér i f i ca t ion  sont  d iscu têes  au  chap i t re

5 .  Dans le  cas  d 'une lo i  io in te  que lconque le  rappor t  de  cor rê la t ion  prê-

sentê  à  la  sec t ion  su ivante  peut  s 'avêrer  un  ou t i l  t rès  u t i le  pour  ê tud ie r

l ' i n tens i té  de  1a  dépendance en t re  les  var iab les .

3.5 RAPPORT DE CORRÉLATION

3 . 5 . 1  D ê f i n i t i o n

Lorsque la  d is t r ibu t ion  jo in te  en t re  X  e t  Y  n 'es t  pas  nonna le ,  e t  auss i

l o r s q u e  l a  r e l a t i o n  n ' e s t  p a s  l i n ê a i r e ,  o n  p e u t  u t i l i s e r  1 e  r a p p o r t  d e
2

c o r r ê l a t i o n  0 r *  p o u r  ê t u d i e r  l ' i n t e n s i t ê  d e ' l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s

X e t  Y  ( rêgress ion  de  Y sur  X) .  En e f fe t ,  le  rappor t  de  cor rê la t ion  es t

i n d ê p e n d a n t  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  j o i n t e  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s .  0 n  d ê f i n l t  o l *

(  Bobêe, 1983) par

( 3 . 4 )
Var  Y

2
oYX =

var { r (v lx }

avec E (V I X) = espêrance de Y étant donné X



avec E (VlX) = espêrance de y êtant donnê X

Pour  l ' êchant i l lon  le  rappor t  de  cor rê la t ion
2

par T.,-
J ^
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peut être est imê (Bobêe 1983)

( 3 . 6 )
sT * ss,_

2
Ïy* =

sT

SS,

N
S S = I

Y i="1
(y i  -  i l '=  s j  0 ' r  -  r tavec

nombre de

nombre de

N= l
i = 1

-  t ) '

( i i  -  i i ) 2

(ïi

SSL =

di ffêrents

d i f f ê r e n t s p o u r X = X i

K  n .
I I '

i = 1  i = L

o ù K  =

n .  =
I

X .
I

v i

Ces quanti tês

r e l  a t i  o n  2 . 2 8

(même nombre de

sont pl  us

o ù S S y = r

rêpl icats)

f a c i l e s  à
2 ( s s y ) .

2
'  Tr* est

cal cul er

De pl  us s i

a l  ors donnê

s i  I 'on t ient  conpte de Ia

nt est constant pour tout xi

par:
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,^'{ssr) * (J i  -  i l '
( 3 . 7 )

2
s y ( N - 1 )

3.5.? Interprêtat ion du rapport  de corrêlat ion.

Le rapport aTX prêsente un grand intêrêt lorsque la distr ibut ion iointe

n 'est  pas normale.  Cependant ,  comme l ' ind ique sa formulat , ion,  i l  ne peut

êt re  ut i ' l i sé  que lorsque l 'on d ispose de répt icats .

Contrairement, au coeff ic ient de corrêl at ion, o?X n'est pas symétr ique:

on a oTX ( rêgress ion de Y sur  X)  *  t iV ( rêgress ion de X sur  Y) .  Cependant

s i  la  lo i  io in te  est  une lo i  norma' le  b ivar iée on aura par  déf in i t ion:

r l x = & x y = 0 ,

Théoriquement on peut montrer (Kendal l  et  Stuart ,  1979) que:

o . p 2 " r î x . 1

e t  p o u r  1 ' ê c h a n t i l l o n

K
ni 

i=Ir2
Tr^ =

0 < 1 2 < T f * . t
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Si  T? . . .  es t  beaucoup p lus  é levê  que 12  on  peut  conc lu re  qu 'une re la t ionyx
n o n -  l i n ê a i r e  s e r a i t  p l u s  a p p r o p r i ê e .  E n  e f f e t  l ' ê g a ' l i t ê  e n t r e  o 2  e t  4 , r r

e s t  v ê r i f i ê  l o r s q u e  l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  e s t ' l i n ê a i r e .  S ' i l  n e

fa i t  aucun doute  (examen graph ique)  que la  re la t ion  es t  l inêa i re  on  ca lcu le -

ra de prêférence r2 plus faci le à est imer que T;x.

S i  l a  r e l a t i o n  e s t  n o n - l i n ê a i r e  ( e t  c ' e s t  l e  c a s  l o r s q u e  l a  d i s t r i b u -

t ion  jo in te  es t  non-normale)  ma is  que l 'on  ne  d ispose pas  de  rep l i ca ts  on

peut  tou jours  es t imer  r (ou  12)  ma is ' l ' i n te rprê ta t ion  de  sa  va leur  es t  p lus

I  im i  têe .  (vo i  r  3 .4 .2 )

3.6 TESTS ET INTERVALLES DE CONFIANCE POUR LE COEFFICIENT DE CORRÉLATION

Lorsque la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X,Y es t  normale  i l  es t  poss ib le  de

t e s t e r  p  p o u r  u n e  v a l e u r  q u e l c o n q u e  ( p  =  p o )  e t  d e  d ê t e r m i n e r ' l ' i n t e r v a l l e

de conf iance assoc iê  à  ce t te  va leur .  En pra t ique s i  l ' on  ne  s 'ê lo igne pas

t rop  de  1 'hypothèse de  normal i tê  de  la  lo i  jo in te  ces  tes ts  peuvent  ê t re

u t i l i sês  de  man ière  approx imat ive  (Bobêe,  1983) .



3.6 .1  Tes t  sur  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion

r  es t  une var iab le  a lêa to i re  dont  la  d is t r ibu t ion  es t  symét r ique pour  p

vois in de 0 et  de plus en plus asynétr ique lorsque p se rapproche de J.

(Neter et l, la sserman , L9741. 0n doi t donc envi sager un test di ffêrent

su ivant  que p  =  0  ou  p  =  p0  (va leur  que lconque d i f fê ren te  de  0) .

(A) Test pour p = 0

En pra t ique c 'es t  le  tes t  le  p lus  souvent  u t i l i sê .  En e f fe t  ce  tes t

6qu ivaut  à  examiner  I ' i ndêpendance de  X e t  Y  â  cond i t ion  que la  d is t r ibu t ion

iointe soi t  normale.  0n pose les hypothèses suivantes:

H 0  l p = 0

H l :  p + 0

s i  o n  n e  p e u t  r e j e t e r  l ' h y p o t h è s e  n u l l e  H s ,  o n  c o n v i e n d r a  q u e  r e s

variables sont indêpendantes. Si p = 0 on peut d-emontrer (Neter et

Wasserman , t9741 que 1 a quantitê to

to=

- 5 0

( 3 . 8 )

sui t  une lo i  de Student à (N-2) degrÉs de  l iber té .

P o u r  u n  n i v e a u  d e  s i g n i f i c a t i o n

et  pour  un  tes t  b i la tê ra l  on  compare

(gênêra lement  Ë  =  0 ,01  e t  Ë  =  0 ,05)

quant i tê to(d 'edui  te de I '  êchant i l -

;,

l a
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lon)  avec  la  va leur  c r i t ique  tH_Z ( ; .  /2 )  donnêe par  la  tab le  de  Student .

si to" | .r_, t itzl I

to> rN_Z ti tzl

on accept€ Hs âu niveaua

on rejet te Hs au n i v e a u â  e t p > 0

on rejet tê Hs âu n i v e a u Ë e t p < 0ro > - tN- ' làtz)

( B) TEST P0UR p * 0

Etant donnêe

une approximat ion

su ivantes :

l 'asymét r ie  de

q u e  l ' o n  d o i t

l a  d i s t r i b u t i o n  d e  p

à  F i  sher  (1956) .  0n

( p  +  0 )  ,  o n  u t i ' l i s e

pose I es hypothèses

e t  o n  c a l c u l e  l a  q u a n t i t é  Z :

Z êtant fonct ion de r ,

val  eur Z correspondante dans

et Wassennan, 1.974).

test bi latêral

on peut t rouver pour une valeur

des tables construi tes à cet te

H s :

H i :

9 = 0 0

p * p o

z =  l  l n
2

(3 .  e )

r quel conque I a

f i n  ( v o i r  N e t e r



Fisher (1956) a dânontrê que

moyenne Z et  de var iance of  soi t  N

T =
L + p o

l n  ( - )
L - p o

2
o Z =  1 /  N  -  3

7  à  p a r t i  r  d e  1  a  v a l  ê u f  p s

var iab le  s tandard isêe us  so i t :

uo=  (7  -  7 l  /  o ,

l a  quant i tê  Z  su i t  une
- 2*  (2 ,  o r )  avec :

- 5 2

I oi normal e de

( 3 . 1 0 )

( 3 . 1 1 )

0 n  d ê t e r m i  n e

cal  cul  e ensui te I  a

P o u r  u n  n i v e a u

cr i t ique  u  t i . tZ l

d e  s i g n i f i c a t i o n  c ,

q u e  l ' o n  t r o u v e  d a n s

o n  c o m p a r e  I  a

l a  t a b l e  d e  l a

( f i x ê e  p a r  l e t e s t ) . 0n

( 3 .  1 2  )

v a l e u r  u s  à  l a  v a l e u r

d is t r ibut ion normale.

U g <

uo)

U g <

I u ti.til |

u (i,/z)

-u (i/z)

on accepteH o e t p = p o

on rejet te Hs et  p > po

on rejet te He et  p < po
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3.6.2 Comparaison de 2 coeff ic ients de corrêlat ion

0n peut aussi gênêral i ser I e test pr-ecêdent pour comparer 2 coeffi-

c ien ts  de  cor rê la t ion .  Supposons deux  coup les  d 'êchant i l lons  de  ta i l le  N1 e t

N 2  e t  l e s  e s t i m a t i o n s  1 1  e t  r ,  d e  l e u r s  c o e f f i c i e n t s  d e  c o r r ê l a t i o n .  0 n

suppose que les êchant i l lons proviennent de populat ions indêpendantes.  0n

veut  vêr i f ie r  s i  p t  =  pz .  0n  pose:

H o  :  P t  =  P 2 =  P s ou encore  9 t  -  Pz  =  0  (P t  =  Pz)

si Hoe s t  v r a i :

' r -
L L - 1 n  (

1 +  r t

1 - r r

de mâne

' r -
L 2 -

L + r z  I
( - )  s u i t u n e l o i N ( Z o ;  - )

L - r z  N z - 3

I t  n 'es t  pas  nêcessa i re  de  connaÎ t re  Zs  (va leur  assoc iêe  à  ps  par  l ' êquat ion

3 . 1 0 ) .  0 n  p e u t  e n  d ê d u i r e  c e p e n d a n t  l a  d i s t r i b u t i o n  d e  ( h -  z z l .  0 n  a

(Ha ld ,  Lg52) ,  (2 ,  -  Zz l  es t  d is t r ibuê  su ivant  une lo i  N(0  , . | . r r , /N i -3 )
i = 1

s u i t u n e ' l o i N { Z s ;  I  
)

N r -  3

1
-  l n

?



et  la  quant i tê  u  :
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0n se

z t - 7 2
u = s u i t  u n e  l o i  N  ( 0 , 1 )

( tv*,-r t* trlr,rr-3) 
) 

â

Comme pour les autres tests on comparera u avec la valeur cr i t ique

u(à/Z) .  En cas de re je t  de Hs on conc luera que pt  <  p2 ou que pL > p2 se lon

I 'hypothèse H1 que l 'on aura posêe.

0n peut aussi  comparer K (K>2) coeff ic ients de corrêr at ion.

réfêrera â Hald (1952) pour une présentat ion détai l Iée de ce test .

3 .6 .3  In te rva l le  de  conf iance

Pour  cons t ru i re  l ' i n te rva l le  de  conf iance du

on u t i l i se  les  rêsu l ta ts  de  la  sec t ion  pr -ecêdente

coeff ic ient  de corrê1 at ion

( p  =  p o  *  0 ) .

L a  v a r i  a b l  e

conf iance (1  -  ; )

e s t  d i  s t r i b u é e

l ' i n t e r v a l l e  d e

s e l o n  u n e  l o i  N ( 2 ,

conf iance autour de Z

oî1 .  Ar  n îveau

est te l  que

de7

ol
b

7 - u G / 2 1  .  o z , 7 < z + u ( à / z ) .  o Z (3 .  13 )

Z es t  dêdu i t  de  l 'êquat ion  3 .9  e t  o ,  d -edu i t  de  l 'êquat ion  3 .11 . .  û r  ob t ien t



I es I imi tes ?ft 72 associêes à Z soi t :  7t  "  7 < 72 par

- 5 5

( 3  .  1 4 )
' r : = ' t  

u  ( i / z )  '  o z

Par  la  t rans format ion  3 .9  (ou  encore  dans  les  tab les  cons t ru i tes  à

ce t te  f in )  on  peut  en  d-edu i re  les  I  im i tes  p1  e t  p2 .

Exemple numêrique

0n a  pour  un  échant i l lon  N =  10  e t  r  =  0 ,90 .  0n  cherche les  l im i tes  de

p pour  un  in te rva l le  de  conf iance à  95%.  D 'après  3 .9  e t  3 .1 .1  on  peut  dêdu i -

re 7 et  or .

1 , 4 7 2 2

0,3780

u  ( i , / z )  =  1 n 9 6  ( t a u t e  d e  l a  
' l o i  

n o r m a l e ) .

Les  I  im i tes  71  e t  72 s o n t  d o n c  d ' a p r è s  3 . 1 4

Z =

o z =

e t

7 L =

7 2 =

L , 4 7 2 2

L , 4 7 2 2

+ 1,96  (0 ,3780)  =  2 ,2L30

1 , 9 6  ( 0 , 3 7 8 0 )  =  0 , 7 3 1 3

e t  l ' o n  a 0 , 7 3 1 3* 7 " 2,2t30



E n  u t i l i s a n t  1 a  t a b l e

par  sa  va leur  (Z1et  22)  dans

de transformation

3.9  on  d-edu i t
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de Fi sher ou en rempl acant Z

0 , 6 2 3 9 < p < 0 , 9 7 6 4

L ' in te rva l le  au tour  de  p  permet  êga le rnent  de  vêr i f ie r  s i  p  es t  s ign i f i -

cat ivement di f fêrent de pe Quelconque. Ic i  par exemple on pourra dire qu'au

n i v e a u  i  = 0 , 0 5  p  e s t  s i g n i f i c a t i v e m e n t  d i f f ê r e n t  d e  0 , 5 .  I l  n ' e s t  p a s

s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren t  de  0 ,8  e tc .  S i  les  l im i tes  de  l ' i n te rva l le

comprennent  la  va leur  p  =  0 ,  on  peut  a lo rs  conc lu re  que p  n 'es t  pas  s ign i f i -

ca t ivement  d i f fê ren t  de  zêro  pour  le  n iveau de  s ign i f i ca t ion  Ë cho is i .

3.7 LIEN NU4ÉRIQUI ENTRE LE COEFFICIENT DE cORRELATION ET LA DROITE DE

nÉenrssroru

Lorsque la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X

cond i t ionne l le  de  Y pour  X  =  ^ i  su i t  une

Y es t  normale ,  1a  d is t r ibu t ion

normale de moyenne n êgale à:

( 3 . 1 5 )

e t

l o i

X .

Y.

P l e t o * :

u r e t o r :

avec

n  =  E  ( v l x  =  r i )  =  p y  +  p * , " ,  -  p x )

moyenne et écart-type

moyenne et êcart-type

de la  d is t r ibu t ion  marg ina le  de

d e  l a  d i s t r i b u t i o n  m a r g i n a l e  d e



En comparant cet te relat ion au modèle 2 on a

E ( Y I X = * i ) = r ' * p ( X - i )

Ces express ions sont  équiva lentes s i :

a ' =

x =

B = ( orlo*)

En tenant compted e  l a  d ê f i n i t i o n  d e  p  o n  a

Cov (X ,Y)  ry C o v  ( X , Y )

S
b = r  Y  =

sx

\

t-rX

p
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( 3 . 1 6 )

( 3 . 1 7 )P

ox oY ox

et  l ' on  re t rouve ' la  va leur  de  B (pente  de  la  d ro i te )  es t imêe par  la  mêthode

des moindres  car rês .  Lorsque la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X e t  Y  es t  normale

l a  d i s t r i b u t i o n  c o n d i t i o n n e l l e  d e  Y  p o u r  X  =  ^ i  e s t  d o n c  é q u i v a l e n t e  a u

modèle 2 et  F = p or/o*.  Pour un êchant i l lon on a donc.

i; = ( * i  -  i ) ( 3 .  1 8 )

2
ox

S
i * "  Y

sx

xy
2

sx
e t (3 .  1e )
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CHAPITRE 4

ANALYSE DE NÉERTSSTOII:

NON RESPECT DES HYPOTHÈSES ET MAUVAISES UTILISATIONS.



4 . TOT RESPECT ET IIAUYAISES

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapi  t re,  nous prêsentons d '  abord I  es hypothèses de base

sous- jacentes  à  la  rêgress ion  l inêa i re  s imp ' le  e t  met tons  en  re ' l ie f  leur

s ign i f i ca t ion  phys ique e t  leur  impor tance re la t i ve .

Paral lè lement à la prêsentat ion des hypothèses et  des tests que l 'on

peut  u t i l i se r  pour  les  vêr i f ie r ,  nous  abordons  le  su je t  des  t rans format ions

de var iables qui  permettent dans certains cas de se conformer aux hypothèses

in i t ia les .  Nous avons  pu  cons ta te r  que ces  t rans format ions  sont  u t i l i sêes

très f rêquemment mais pas toujours de façon adêquate et  c 'est  pourquoi  nous

mettons beaucoup d'emphase sur cet  aspect.  L 'obiect i f  gênêral  qui  doi t  être

poursu iv i  ' l o rsqu 'on  
t rans forme les  var iab les  es t  mis  en  êv idence de  même que

I ' in te rprê ta t ion  que l 'on  do i t  donner  aux  var iab les  t rans formêes e t  au

modèle qui  en résul te.

Le problème issu de la prêsence des valeurs extrêmes et  de leur

inf luence sur I 'est imat ion des paramètres est  aussi  d iscutê dans le

cadre  gênêra l  de  la  reprêsenta t iv i tê  des  échant i l lons  (popu la t ion  homogène) .

A1IALYSE DE REGRESSIOT:

UTILISATIO}IS.

Certains sujets trai tês

de 1 'analyse de corrê ' la t ion.
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DES IIYPOTHÈSES

ce chapi t re concernent aussi  les rêsut lats

exempl e:

dans

Par
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l ' i n te rprê ta t ion  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  lo rsque le  modè le  es t  non

I inêaire (hypothèse de l inêar i t6 non-respectêe);

interprêtat ion du coeff ic ient  de corrêlat ion lorsque les var iables ont êtê

tran sformêes;

-  ef fet  des valeurs extrêmes sur la valeur du coeff ic ient  de corrêlat ion;

-  intêrêt des quanti tês

c ient  de corré la t ion)

SS ( sornmati on des c arrêsr
p o u r  l e  c h o i x  d u  m e i l l e u r

des  rês idus)  e t  r  (coe f f i -

modèl e;

Ces sr.dets (homogênêitê des êchant i l lons,  valeurs extrânes et  valeurs

aber ran tes ,  e tc . )  son t  d iscu tês  à  1a  fo is  dans  la  sec t ion  re la t i ve  à  la

r ê g r e s s i o n  e t  à  l a  c o r r ê l a t i o n ,  e n  r a i s o n  d e s  i m p l i c a t i o n s  q u ' i l s  o n t  s u r  l e

modè le  de  régress ion  e t  sur  la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion .

Les  hypothèses  dont  nous  d iscu tons  (sec t ion  4 .2 )  concernent  la  var iab le

dêpendante Y. Thêor iquement on doi t  supposer cependant que la var iable X

est mesurêe sans erreur ce qui  const i tue une hypothèse suppl-ementaire.  En

raison de la complexi tê et  de la spêci f ic i tê de cette hypothèse i l  êtai t

d i f f i c i le  d 'en  d iscu ter  en  que lques  pages e t  de  façon sa t is fa isan te  dans  le

cadre de ce mêmoire.  Lorsque X est  mesurê avec erreur i l  n 'est  pas possible

dans ce cas de transformer les var iables or ig inales pour se ramener aux

hypothèses de la r-egression. 0n doi t  a lors envisager d 'autres méthodes

d 'es t imat ion  des  paramèt res  du  modè le  l inêa i re  e t  u t i l i se r  des  tes ts  d i f fê -

rents de ceux présentês aux chapitres prêcédents.
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Dans la l i t têrature scient i f ique cette hypothèse est  d iscutêe dans le

cadre des relat ions structurel les et  fonct ionnel les et  nous rêfêrons donc Ie

I  ecteur à des ouvrages spêcial  i  sês (Kendal ' l  et  Stuart ,  1979' ,  Johnston, L977;

Mande l ,  1984) .

Les exemples prêsentês aux chapi t res 4 et  5 ne sont pas toujours des cas

rares.  D'une part  certaines erreurs mêthodologiques sont t rès f rêquentes et

nous  n 'en  avons  re tenu que que lques  exemples  pour  f ins  d ' i l l us t ra t ions .

D 'au t re  par t  beaucoup d 'a r t i c les  sc ien t i f iques  ne  cont iennent  pas  su f f i sam-

ment  d ' in fo rmat ions  sur  les  donnêes or ig ina les  pour  que l 'on  pu isse  conc lu re

r igoureusement à des appl icat ions erronêes; mais i l  n 'en demeure pas moins

que l 'examen graphique de leurs donnêes la isse souvent suspecter de tel les

erreurs.

4.2 ANALYSE DES HYPOTHÈSTS SOUS.JACENTES À LA RÉGRESSION

La vêrif ication des hypothèses qui sous-tendent

rêgression permet de vêr i f ier  I 'adêquat ion du modèle

représenter le phénomène étudié.

l a

e t

thêor ie de la

son apt i tude à

La vêr i f icat ion des hypothèses peut être fa i te dans plusieurs cas par

des  mêthodes graph iques .  Ces  méthodes sont  s imp les  d 'app ' l i ca t ion  e t  c 'es t

ce qui  en fa i t  l 'avantage pr incipal .  Cependant,  ces mêthodes ne reposent

pas  sur  des  c r i tè res  quant i ta t i f s  e t  c 'es t  pourquo i ,  dans  cer ta ins  cas

l i t ig ieux ,  leur  in te rprê ta t ion  es t  d i f f i c i le .  Lorsque la  mêthode graph ique

ne dânontre pas clai rement le respect ou le non respect d 'une hypothèse
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que lconque,  i l  es t  poss ib le ,  sous  cer ta ines  cond i t ions ,  d 'app l  iquer  des

tests plus r igoureux.

Dans ce qui  sui t ,  les pr incipaux tests et  méthodes de dêtect ion sont

prêsentês.  Lorsque les hypothèses de la rêgression ne sont pas respectêes,

i I  es t  poss ib le ,  dans  cer ta ins  cas ,  de  t rans former  les  donnêes or ig ina les  e t

d 'u t i l i se r  par  la  su i te  la  rêgress ion  pour  a ius te r  un  modè le  sur  les  nouve ' l -

1 es var i  ab' l  es.

4 .2 . t  Hypothèse de  l inêar i té

4 .2 .1 .1  Vêr i  f i ca t ion  de  I  a  I  i  néar i  té

La pert inence du recours à un modèle l inêaire peut ressort i r  de façon

êv idente  de  l 'examen graph ique des  d i f fê ren ts  coup ' les  (x i ,y i ) .  S i  te l  n 'es t

pas  le  cas ,  une mei l leure  v isua l i sa t ion  peut  ê t re  ob tenue en  repor tan t  sur

un graphique les di f fêrents x. ,  et  les rêsidus correspondant er= ( .y i  -  Ï r )  o i ,

t i  r e p r ê s e n t e  l ' e s t i m a t i o n  p o n c t u e l l e  d e  y i  d ê d u i t e  d e  l a  d r o i t e  Ï .  L e s

rês idus  sont  repor tês  de  par t  e t  d 'au t re  d 'une dro i te  hor izon ta le  de  va1eur

e :  =  Q .  0 n  c o n c l u r a  à  1 a  r e p r ê s e n t a t i v i t ê  d ' u n  m o d è l e  t i n ê a i r e  s i  l e s
I

rês idus  sont  compr is  à  l ' i n tê r ieur  d 'une bande hor izon ta le  de  par t  e t

d 'au t re  de  ce t te  d ro i te  (vo i r  f igure  4 .1  A) .

I l  es t  souvent  p lus  rêvé la teur  d 'ê tud ie r  le  g raph ique des  var iab les

( x . ' , e r )  p l u t ô t  q u e  ( x . , , V i ) .  D ' u n e  p a r t ,  s i  
' l a  

r e l a t i o n  e n t r e  x  e t  y  n ' e s t
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pas  l inêa i re ,  le  g raph ique des  rês idus  fa i t  souvent  ressor t i r  la  s t ruc tu re

rês idue l le  e t  permet  dans  cer ta ins  cas  d ' iden t i f ie r  Ia  fonc t ion  appropr iêe

(Neter  e t  Wassennan,  L9741.  D 'au t re  par t ,  l ' êcar t  à  la  l inêar i tê  peut  ê t re

m a s q u ê e  d a n s  l e  g r a p h i q u e  o r i g i n a l  ( x i , J i )  d u  s e u l  f a i t  d e  l ' é c h e l l e  u t i l i -

sêe .  En e f fe t ,  une fa ib le  êche l le  sur  l ' axe  des  y  aura  pour  rêsu l ta t  de

comprimer les di f fêrents y i  sur la droi te i ,  et  la prêsence d'une composante

non l inêa i re  peut  a lo rs  ê t re  masquêe comme on peut  le  vo i r  à  la  f igure

4 . 1  B .

La distr ibut ion des rêsidus ne prêsente pas toujours un patron très

c ' la i r  pour  leque l  i l  es t  fac i le  de  conc lu re  ou  non à  la  l inêar i tê .  0n  peut

a lo rs  e f fec tuer  un  tes t  de  l inêar i tê  (Tes t  F) .  Les  cond i t ions  d 'app l i ca-

t ions  du  tes t  son t  les  su ivantes :

- toutes I es autres hypothèses de I a rêgression sont respectêes ou supposêes

respectées;

-  on  do i t  avo i r  au  moins  t ro is  va leurs  d i f fé ren tes  de  x ;

-  on  do i t  pour  les  d i f fê ren ts  x . ,  ( l  =  1  à  K)  d isposer  de  rêp1 ica ts .  Cepen-

dant ,  i l  n 'es t  pas  ind ispensab le  de  d isposer  de  rêp l i ca ts  pour  tous  les

n iveaux  de  x  (Ba i l la rgeon,  L977;  Neter  e t  Wasserman,  L974) .

Ce test  permet d 'examiner les hypothèses suivantes:

Ho: 11 = c  *  Bx (on  accepte  l 'hypothèse de  l inêar i tê )



r 1  * a + p X

Si  le  modè le  l inêa i re

1983)  que 1a  quant i tê  Fo
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(on re je t te  1 'hypothèse de  I  inêar i tê )

est  adêquat,  i l  est  possible de dânontrer (Bobêe,

dê f in ie  par :

( 4 .  1 )

su i t  une lo i  F  avec  ( f -Z)  e t  (N-K)  degrês  de  l iber tê .  Le  nunêra teur  e t  le

dênominateur du rapport Fs correspondent respectivement aux quantitês

su ivantes :

F o =

ssL =
K  n .
I I '

i = L  i = L
( i i  -  v i  ) ' g . 2 l

( 4 . 3 )ssE =
K h.t

I  I '
i = 1  j = l

( y i j  -  ! i ) '

o ù  K = n o m b r e d e

n = nombre de

K
N  =  Ï  n .

i l t  
' l

di ffêrents

di f fêrents pour chacun des x. , ;

X .
1

vi

0n trouvera dans Bobêe (1983) et  Bai l largeon et  Rainvi l  le (1977) des

exemples dêtai l lês de ce test .  En prat ique, i l  est  suggêrê Bobêe (1983) de

ca lcu le r  SS,  e t  SS,^  (équat ion  2 .27) ,  p lus  fac i les  à  dê terminer  que SSr .  La

relat ion qui  existe entre ces quant i tês permet alors de dêterminer SSr.  En

effet ,  on a
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( 4 . 4 )S S =r ssr + sSu

0n ca lcu le  d 'abord  SS. .  D 'après  2 .29  on  peut  dêdu i re  que SSr= (1

SS, avec SSy = S, t f . f - f  t .  0n dêtermine ensui te SS, et  on dêdui t  SSE.

un n iveau de  s ign i f i ca t , ion  i  donnê,  on  compare  la  quant i tê  Fs  avec  la

c r i t i Q u e  F * _ r , r u _ f ( i )  q u e  l ' o n  t r o u v e  d a n s  l e s  t a b l e s  d e  F i s h e r .

- r2l

Pour

val eur

si Fo

Fo

F*-z,u-r (i)

t*-2,*-* (T)

on accepte

on rejette

Ho

H s

I l  es t  impor tan t  de  sou l igner  que les  rêp l i ca ts  pour  un  n iveau x ,  donnê

le sont vraiment,  s i  chaque observat ion est  un essai  indêpendant.  Lorsqu'on

effectue plus d 'une mesure sur un même êchant i l lon,  on ne peut par ler

d ' o b s e r v a t i o n s  m u l t i p l e s  v ê r i t a b l e s .  D a n s  c e  c a s ,  p o u r  u n  x i  d o n n ê ,  c h a q u e

mesure  y i  n 'es t  pas  indêpendante  de  l 'observa t ion  su ivante .  En mesurant  le

m ê m e  ê c h a n t i l l o n  p l u s i e u r s  f o i s ,  o n  c o n t r ô l e  l a  v a l e u r  J ,  e n  ê l i m i n a n t  l a

var iab i l i tê  inhêrente  à  la  re la t ion  ê tud iêe .  En e f fe t ,  y . ,  peut  ê t re  d i f fê -

rent de i .  en raison d'erreurs de mesures mais aussi  d 'erreurs de structure.- l

0r  i c i  en  mesurant  n ,  fo is  un  même êchant i l lon  tou te  var iab i l i tê  de  ce t te

nature (erreur de structure )  est  ê l iminêe. 0n ne peut donc dans ce cas

app l iquer  un  tes t  de  1 inêar i tê ,  pu isqu 'on  ne  possède pas  de  vêr i tab les

répl icats i ndépendants.
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4.2 .L .2  L inêar isa t ion :  ob jec t i f  e t  p r inc ipe  gênêra l

Lorsque l 'hypothèse de l inêar i te n 'est  pas respectêe deux solut ions

peuvent être envisagêes. Aiuster les donnêes par une méthode autre que 1a

r-egression l inêaire,  (par exemple:  rêgression non l inêaire) ou encore

t rans former  les  var iab les  in i t ia les  de  te l le  sor te  qu 'e l les  respec ten t

1 'hypothèse de  l inêar i tê .  I1  es t  en  e f fe t  poss ib le ,  dans  cer ta ins  cas ,

d 'opêrer des transfonnat ions qui  permettent de se ranener à une relat ion

l inêa i re .  Ce fa isan t ,  i l  es t  a ' lo rs  permis  d 'u t i l i se r  la  mêthode des

moindres  car rês  pour  es t imer  les  paramèt res  de  l 'êchant i l lon  l inêar isê .

L 'obiect i f  gênêra' l  des t ransformat ions est  de se ramener au modèle le plus

s i m p l e  p o s s i b l e .

Le pr incipe des transfonnat ions qui  permettent de I  inêar iser les

donnêes es t  en  so i  assez  s imp le .  Les  t rans format ions  les  p lus  u t i les  sont

les t ransformat ions logar i t fmiques et  les t ransformat ions rêciproques. Par

e x e m p l e  u n  m o d è l e  r n u l t i p l i c a t i f  d e  t y p e  y  =  u r b  p e u t  ê t r e  l i n ê a r i s ê  e n

ut i l i san t  le  logar i thme de la  fonc t ion  so i t :

F o n c t i o n t h ê o r i q u e  :  y =

Logar i thme de la fonct ion:  log

b

=  l o 9  a  +  b  l o g  x

AX

v

En posant: v '
x '

a '

l o g  y

l o g  x

l o g  a
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0n obt ient :

F o n c t i o n  l i n é a r i s ê e :  y '  =  3 r  +  b x l

P lus ieurs  de  ces  fonc t ions  
' l i nêar isab les  

sont  ind iquêes  au  tab leau 4 .1 .

Nous prêsentons un exemple nuunêr ique qui  comespondrai t  au modèle thêor ique

L de  ce  tab leau.

Exempl e nr,rnéri que

0n suppose que l 'êquat ion  thêor ique du  modè le  es t  y  =

l e s  v a r i a b l e s  y '  =  l o g  y  e t  x '  =  1 o g  x .  L e  m o d è l e  l i n é a i r e

fonct ion de x '  est :

ï ' = o , 3 o l , o * 5 x '

ba x .

d e  y '

0n ut i ' l  ise

r ê [

Le modèle théor ique expr imé en

l 'an t i log  du  modè l  e  I  inêa i re .

f o n c t i o n  d e  x  e t  y ,  e s t  d ê d u i t  e n  u t i l i s a n t

0n a:

l o g

101 og

y =

v _

i i =

0 , 3 0 1 0 + 5 l o g x

1 0 ( 0 , 3 0 1 0  
+  5 1 o g  x )

2 , 0  x 5

Conna issant  l ' êquat ion  de  la  fonc t ion  thêor ique i l  sera i t  fac i le  de  la

l inêar iser  en  cho is issant  la  t rans format ion  appropr iêe .  Cependant ,  ces

fonct ions ne sont prat iquement jamais connues à pr ior i .  C'est  en ef fet  ce

qu 'on  cherche jus te . rnent  à  ident i f ie r .  I l  fau t  donc  dans  la  p lupar t  des  cas
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TABLEAU 4.1 Linêar isat ion de fonct ions curvi l ignes et  var iables associêes.

Fonctlons théorlques Ll nêarl sati on

(srodèle rêsultant)

Yariables à ut l l lser

pour linêarlser

b
l .  

y - a x l o g y - l o g a + b l o g x

y '=  a '  +  bx '

Y t e t x '  Y ' = l o g Y

x t = l o g x

2 ,  Y = a * x l n y  = l n a + b x

Y ' = a ' + b x

Y ' e t x  Y t ' l n '

3 '  Y = a b x l o g y = l o g a + l o g b x

y t =  a t  +  b t x

Y t e t x  Y ' = l o g Y

4 .  y = a + b ( l n x )

ou

y = a + b ( l o g x )

J = ô * b x t

y  e t x '  x t = l n x

ou

x t = 1 o g x

5.
a x + b

I  a x + b
- a -

y x

! =  a * - ! -
y x

Y t =  a + b x '

y 'e t  x '  y ' I

v

1

xx '

6 .  y = a + * Y = a + b x ' y  e t x '  t t = *

7 .  y = !
a + b x

i - = a + b x
v
y ' = ô + b x

y ' e t x  y ' = !
v

8' Y = aeb/x l n y = l n a +  I
y t  = a t + b x '

Y t e t x '  Y t = l n '

, , = #

s .  r = ; k - - l - = " + b e - x
v
y t = a + b x

Y ' e t x t  Y ' * I
v

x' = e-X

1 0 .  y = a + b  l o g ( c - x ) y = 6 + b x l v et x '  x t . l og {c -x )

1 1 .  y = c + a e b x (y-c) . aebx

l n ( y - c ) Ê l n a + b x

Y '  = t t  + b x

Y '  e t  x  t t =1  I  (Y -c )

pour les modèles 10 et l l  on a c = co
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essayer  d i f fê ren tes  t rans format ions  jusqu 'à  ce  que l 'on  ob te inne une

re'l ati on I i néai re.

La méthode par essai  et  erreur est  p lutôt  fast id ieuse et  inut i lement

longue. Deux types de mêthodes peuvent être envisagêes pour chois i r  la

transformat ion appropr iêe:  (1) Une mêthode graphique (2) une méthode analy-

t i  que.

4 .2 .L .3  l4é thodes d 'approche pour  cho is i r  une t rans fonnat ion

Mêthode graphique

Du seu l  examen graph ique de  la  sêr ie ,  on  peut  d 'emblêe  ê l im iner  cer ta i -

nes  t , rans format ions .  P lus ieurs  des  fonc t ions  poss ib lement  u t i les  e t  l inêa-

r isab les  ( fonc t ions  in t r insèquernent  l inêa i res)  sont  i l l us t rêes  à  la  f igure

4 .2 .  Cet te  f igure  (vo i r  auss i  le  tab leau 4 .1)  p rêsente  l 'équat ion  de  la

fonct ion thêor ique {souvent inconnue),  et  sa reprêsentat ion graphique qui

t ient  compte notamrent des di f fêrentes valeurs du paramètre b.  Finalement,

l e s  v a r i a b l e s  q u e  1 ' o n  d e v r a i t  u t i l i s e r  p o u r  l i n ê a r i s e r  
. | ' u n e  

o u  I ' a u t r e  d e

ces fonct ions pewent être dêdui tes du tableau 4.1.  À ta tumière de cette

f igure,  1e choix d 'une transformat ion peut être "guidê" par un des aspects

su ivants ,  Qu i  peut  ê t re  connu à  pr io r i  ou  que ' l ' on  peut  observer  à  par t i r

des données.

existence d'asymptote vert icale et /ou hor izontal  e

va l  eurs  cent rêes  à  I 'o r ig i  ne
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- concavi tê ou convexi tê de la sêr ie

La f fgure 4.? et  le tableau 4.1.  prêsentent une synthèse des fonct ions

que 1 'on  t rouve 1e  p lus  souvent  dans  p lus ieurs  ouvrages  de  rê fê rence.  Nous

avons aussi  a joutê d 'autres fonct ions rarement suggêrêes et  qui  n 'en demeu-

ren t  pas  moins  t rès  u t i les .  Par  exemple  la  fonc t ion  y  =  a  +  b  ( log(c -x ) )

suggêrêe par  Smi t ie  (1966)  qu i  peut  ê t re  u t i le  s i  l ' on  connaÎ t  à  p r io r i  une

va leur  asympto t ique que lconque ou  s i  l ' échant i l lon  permet  de  d 'edu i re  une

tel le asymptote.

Mêthode analytique

0n peut êga1ement dêterminer par une mêthode analyt ique 1a transfonna-

t ion ' la  p lus  appropr iêe  pour  les  var iab les  x  ou  y .  Ces  mêthodes ne  peuvent ,

être ut i l isêes conjointernent cependant,  Étant donnê que la l inêar isat ion

requièrt  parfois une transformat ion s imultanêe des deux var iables,  ces

mêthodes on t  donc  un  in tê rê t  l im i tê  à  moins  que l 'on  sache a  pr io r i  laque l ' le

des var iables doi t  être t ransformêe. Box et  Tidwel l  (1962) dêcr ivent une

mêthode qu i  permet  de  t rouver  la  me i l leure  t rans format ion  pour ' la  var iab le

x .  Cet te  méthode requ ie r t  l ' u t i l i sa t ion  de  1a  rêgress ion  mul t ip le  e t  c 'es t

pourquoi  nous n'en discutons pas ic i .  0n t rouvera dans Montgomery et  Peck

(1982) une prêsentat ion s impl i f iêe de cette procêdure.  D'autres rêfêrences

et exemples pourront également être t rouvês dans Gunst et  Mason (1980) et

dans Do' lby (1963).  0n ret iendra une méthode suggêrêe par Box et  Cox (1964)

pour une transformat ion de la var iable y.  Étant donnê que, pour respecter

l 'hypothèse d 'homoscêdast ic i tê ,  on  do i t  souvent  t rans former  la  var iab le  y ,

nous reportons à la sect ion 4.2.2 \a prêsentat ion de cette mêthode.
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Exempl e graphi que

Les var iab les  du  graph ique J .  de  1a  f igure  4 .3  reprêsenten t  un  êchant i l -

lon  non l inêa i re .  0n  peut  vêr i f ie r  qu 'une dro i te  a jus te  mal  les  donnêes e t

ce ,  même s i  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  ( l inêa i re )  es t  ê levê .  S ix  t rans-

fo rmat ions  fu ren t  u t i l i sêes  pour  l inêar iser  les  var iab les .  S i  on  se  rê fè re

aux  fonc t ions  de  1a  f igure  4 .2 ,  les  t rans foymat ions  su ivantes  semblen t

appropr iêes.

l o g  y  e t  l o g  x

x  e t  l o g  y

x et l/y

l o g ( c - x )  e t  y

Deux transformat ions qui  auraient pu être él iminêes à pr ior i  furent

auss i  u t i l i sêes  so i t  l / x  e t  y  e t  log  x  e t  y  (vo i r  modè les  6  e t  4 ,  f igure

4 .21 .  0n  peut  vêr i f ie r  pour  ces  modè les  la  non l inêar i tê  des  var iab les

t rans formêes (g raph iques  2A e t  3A,  f igure  4 .3 )  e t ' les  modè les  qu i  rêsu l ten t

de  t rans format ions  inappropr iêes  (g raph iques  28  e t  38 ,  f igure  4 .3 ) .  0n  peut

aussi  noter que mêre si  une transformat ion peut sembler convenable à pr ior i ,

on n 'obt ient  pas nêcessairement un rêsul tat  sat isfaisant,  ce que dêmontre

d ' a i l l e u r s  1 ' u t i l i s a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  l o g  x  e t  l o g  y  ( m o d è l e  p r ê s u n é :

b .y = a x )

L e s  m o d è l e s  y  =  a b X ,  y  =  L / ( 6  +  b x ) ,  y  =  a  +  b ( l o g ( c - x ) )  a j u s t e n t  b i e n

l e s  o b s e r v a t i o n s  ( g r a p h i q u e s  5 8 ,  6 8  e t  7 8 ,  f i g u r e  4 . 3 ) .  L e  c h o i x  d e  l ' u n  o u

l 'au t re  devra  ê t re  fa i t  en  fonc t ion  de  c r i tè res  quant i ta t i f s  ou  encore  à  la
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lumière de certaines connaissances

êtud ié .

p r io r i  que l 'on  peut  avo i r  du  phénomène

4 . 2 . L . 4  C h o i x  d u  m e i l l e u r  m o d è l  e

Si plusieurs t ransformat ions permettent d 'obtenir  un modèle sat is-

fa isant,  on devra tenir  compte des caractêr ist iques du modèle ou encore de

la  qua l i tê  p rêd ic t i ve  du  modè le  reprêsentêe  par  1a  quant i tê  SSr  (équat ion

2.ù  pour  le  cho ix  de  l 'une  ou  de  l 'au t re  des  t rans format ions .

( a) caractêri sti ques du modèl e

Le choix f inal  de I 'un des modèles peut être dêcidê en fonct ion de

certaines caractêr ist iques. Va' leurs centrêes à l 'or ig ine,  modèle asyrnptot i -

QUê,  e tc .  Par  exemple  on  pour ra  re ten i r  le  modè le  79  ( f igure  4 .3 )  s i  une

asymptote de valeur -alb semble appropr iêe.  Cependant,  on peut supposer que

le modèle est  asynptot ique mais que des asynptotes de valeur -a/b ou de

va leur  c  =  c0  ne  sont  pas  du  tou t  p laus ib les  pour  le  phênomène cons idêrê .

0n  pour ra  re ten i r  a lo rs  le  modè le  dont  la  va leur  p rêd ic t i ve  es t  la  me i l leure

pour les donnêes observées.

b)  qua l i tês  p rêd ic t i ves  du  modè le  (quant i tê  SSr )

Lorsque plusieurs t ransformat ions permettent de l inêar iser les di f fê-

ren ts  coup les  x ' , y '  e t  qu 'aucune conna issance à  pr io r i  ne  permet  de  pr iv i lê -

g ie r  un  rnodè le  p lu tô t  qu 'un  au t re ,  le  modè le  pour  leque l  la  quant i tê  SS"  es t
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minimum devra être retenu. Ce modèle aura en ef fet  la mei l leure valeur

prêd ic t i ve .  I l  n 'es t  pas  inu t i le  de  no ter  que les  quant i tês  SS,  sont  ca lcu-

lêes sur le graphique des di f fêrents modèles rêsul tant  des t ransformat ions

ut i l i sêes ,  En e f fe t ,  la  quant i tê  SSr  n 'es t  d 'aucune u t i l i tê  sur  les  g rah i -

ques des var iables t ransformêes tSSr")  puisque ces dernières sont reportêes

se lon  des  éche l les  d i f fê ren tes .

Cormentaires et exemples

Compara ison en t re  SS- ,  12  e t  r '2r '

P lus ieurs  exemples  t i rês  de  la  l i t tê ra tu re  dânont ren t  que l 'on  u t i l i se

très souvent le coeff ic ient  de corrêlat ion ou le coeff ic ient  de dêtermina-

t ion comme cr i tère d 'apprêciat ion du mei l leur modèle sui te à di f fêrentes

t rans format ions .  Conme on 1 'a  vu  aux  sec t ions  2 .3 .7  e t  3 .4  te  coef f i c ien t

de  dê terminat ion  e t  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  sont  dans  cer ta ins  cas  des

out i l s  complêmenta i res  à  l 'ana lyse  de  rêgress ion .  L 'équ iva lence numér ique

entre SS, et  r  soi t  SS. = (1.  -  12) SS, (équat ion 2.29' t  permet de constater

q u e  p l u s  l a  v a r i a n c e  e x p l i q u ê e  p a r  l e  m o d è l e  l i n ê a i r e  e s t  ê l e v ê e  e t  p l u s  l a

v a r i a b i l  i t ê  r ê s i d u e l l e  S S , ^  e s t  f a i b l e .

Lorsqu 'on  t rans forme la  var iab le  y  ce t te  êqu iva ' lence n 'es t  p lus  v ra ie .

Dans ce qui  sui t ,  on pourra comparer pour I 'exemple pr-ec-edent ( f igure 4.3)

l e s  q u a n t i t ê s  S S . ,  S S r , ,  e t  S S r u  e t  e n  t i r e r  c e r t a i n e s  c o n c l u s i o n s  q u a n t  à
z

12 (coef f i c ien t  de  dê terminat ion  des  var iab les  or ig ina les)  e t  ( r ' )  (coe f f i -

c ien t  de  dê terminat ion  des  var iab les  t rans formêes x '  e t  y ' ) .  Ces  quant i tês

sont  a ins i  dê f in ies :
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N
sS. = .'1, (tt -  I i ) '  o ,  .n .ore SS.  = (1  -  . ' )  , r ,

à la  d i f fê rence en t re  la  var iab le  observ -e  y i  e t  son

dêdu i te  de  l 'un  des  modè les  i l l us t rês  aux  graph iques

( y f  -  y i )  c o r r e s p o n d

est imat ion ponctuel  le

2 8  à  7 8  ( f i g u r e  4 . 3 ) .

( r '

e t

SSar =

co r respond  au

ssy =

SSa,, =

l .  -  ( r ' )  S S y

coeff ic ient  de dêterminat ion des var iables t ransformées

-  i ) ' =  t j  t * - t t
N

.,1,(tt

N
I

i=1.
SS,,

ou
N

SSr'= 
r=lr( t '

( v i  - T 1  t ' = 1 - ( r ' )

-  v ' ) '  =  s y ?  ( N - 1 )

Au tab leau 4 .2  le  ca lcu l  de  ces  d i f fê ren tes  quant i tês  a  é tê  reprodu i t .

L a  q u a n t i t ê  S S r , ,  n ' ê s t  p a s  i n d i q u ê e  I o r s q u e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  a f f e c t e  l a

var iab le  indêpendante  un iquement .  En e f fe t ,  dans  ce  cas ,  y '  n 'ex is te  pas  e t

l ' o n  a  d o n c  S S . r  =  S S . , , .  D e s  r ê s u l t a t s  d e  c e  t a b l e a u ,  o n  p e u t  t i r e r  l e s

conc l  us ions  su ivantes :

L a  q u a n t i t ê  S S r , ,  e s t  p e u  u t i l e  p u i s q u e  l a  s o m m a t i o n  d e s  r ê s i d u s  a u
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TABLEAU 4.2

Comparaison des quant i tés r2,  SS",  et  SSru. (var iables or ig inales et  var iables t ransformêes).

vari ables
ori gi na1 es l . lodèle. :  ( Ï )

2
r . , Ï , tr. ,- i l '  '  ( l-" ')sr,

x , y y  =-0 ,4350 +0,9379 x 0,9328 0,8701 L.3s22 L.35?2

Yari ab l  es

transformées
Nodè le  (9 ) r '  ( r ' ) 2 SS.  =  SSr r  =  SSr , '  =

. , l r t r r - Ï r r t  r -  ( r ' )2  ss,  I  - { r , )2ssr ,

2 x '  =  l / x f  =  a , i 6  -  3 , 5 5  x ' -0,732 0,537 4 , 8 2  4 , 8 2

3 x '  =  l o g  x i  =  O , a 5 O  +  4 , 8 ?  x 0,841 0,706 3,06  3 ,06

x ' - l o g x  e t

y ' = l o g y

9,=_0,069 +  O,927 x '

OU

9  =  0 , 8 5 3  ( x 0 ' 9 2 7 \

0,934 0,872 1 ,91  1 ,33  0 ,040

5 y ' =  l o g y j '= -0 ,2 t2  +  0 ,172 x

ou

f  =  0 , 6 1 +  ( t , q g * )

0 ,989 0 ,977 0,378 0 ,236 0 ,007

o x ' = l o g ( c - x )

c  = 5 , 1

j  =2 ,a1  -  2 ,50  x ' -0,992 0,985 0 ,161  0 ,161

7 v '  = L lY i  = 1 , 1 8  -  0 , 2 0 0  x

ou

i  =  t t t t , l 8  - 0 ' 2 0 0  x )

-0 ,996 0 ,993 0,484 0 ,076 0 ,003
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carrê des modèles 1A et  7A n'est  pas conrparable êtant donnê que les

var iables sont à des échel les di f férentes.

L 'examen de la  quant i tê  SSr ,  permet  de  cons ta te r  que lo rsque 1a  var ia -

b le  y  es t  t rans formée,  les  quant i tês  SS.  e t  SSr ,  ne  sont  pas  ident i -

N 2 2
q u e s ,  c ' e s t - à - d i r e  . l - ( y i  

-  i i ) -  +  I  -  ( r ' ) -  s s r .  P a r  e x e m p l e ,  à  l a
i = L  '

q u a n t i t ê  S S r  m i n i m u m  ( m o d è l e  6 )  n e  c o r r e s p o n d  p a s  1 e  c o e f f i c i e n t  d e

dêterminat ion  ( r ' )2  max imum (modè le  7 ) .

La quantitê SSr ne peut donc pas être rempl acêe par (r ' )2 comme critère

de comparaison de di f fêrents modèles.  Au chapi t re 5,  nous discuterons de

f a ç o n  p l u s  e x p l i c i t e  d e  l a  s i g n i f i c a t i o n  e t  d e  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  c o e f f i -

c ients de dêterminat ion et  de corrêlat ion après une transformat ion de

v a r i a b l e s ,  s o i t :

2
( 1 )  c o m p a r a i s o n  d e  ( r ' )  e t  S S ,  p o u r  p l u s i e u r s  m o d è l e s  a i u s t ê s  à  u n  m ê m e

êchant i  I  I  on,

Q l  c o m p a r a i s o n  d e  ( r ' ) 2  e t  S S .  p o u r  d i f f ê r e n t s  é c h a n t i l l o n s  a u x q u e l s  o n  a

ajustê un modèle ident ique.

EXEMPLE 4 .1  ( l  inéar isa t ion)

Les donnêes de l 'exemple qui  sui t  sont t i rês d 'un manuel de rêfêrence

en ch imie  de  l 'eau  (Hem,  1971) .  Les  donnêes de  la  f igure  4 .4  reprêsenten t
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le  dêb i t  (a )  e t  la  conduct iv i tê  (C)  mesurês  dans  une r i v iè re  pendant  une

annêe.  Les  var iab les  fu ren t  recons t i tuêes  à  par t i r  d 'un  graph ique à  êche l -

les  logar i t lm iques .  0n  peut  cons ta te r  qu 'un  modè le  l inêa i re  sera i t  peu

adêquat  pour  reprêsenter  l ' êchant i l lon  de  Q,C.  En u t i l i san t  les  var iab les

x '  =  l o g  C  e t y '  =  l o g  Q  ( f i g u r e  4 . 5 ) ,  n o u s  a v o n s  a j u s t ê  u n  m o d è l e  l i n ê a i r e

(4.  5A )  .  0n obt i  ent  
' l  '  êquat i  on Ï '  = 3,87L2 -  0,5003x'

L 'examen de la  f igure  4 .5A,  de  même que 1 'ê tude des  rês idus  de  1 'êqua-

t ion obtenue, permet de conf inner la l inêar i tê des observat ions t ransfor-

mées. 0n peut donc conc' lure que la t ransformat ion ut i l isêe est  adêquate,  du

moins  pour  l ' êchant i l lon  des  va leurs  dont  on  d ispose.

L 'au teur  a ius te  une courbe ( f igure  4 .58)  {aucune êquat ion  prêsentêe)

q u i  s e l o n  l u i  c o n v i e n t  m i e u x  à  l ' é c h a n t i l l o n  q u ' u n  m o d è l e  l i n ê a i r e .  " T h e

scat te r  o f  po in t  i s  subs tan t ia l  and i t  wou ld  be  d i f f i cu l t  to  f i t  them to  a

straight l ine."  Cette courbe t ient  compte de 2 caractêr ist iques du modèle

thêori que prêsunée. 0n suppose que pour C - 0, Q = 16000 et que pour

C > 1000'  Q = 200 = constante.

I l  n 'es t  pas  de  no t re  ressor t  de  vêr i f ie r  s i  ces  va leurs  on t  un  cer ta in

fondement thêor ique. Comrne i l  fut  d iscutê au chapi t re 2,  on peut construire

un modè le  en  tenant  conpte  d 'une va leur  f i xêe  à  l 'avance ou  encore  u t i l i se r

un modèle asynptot ique. Encore faut- i l  vêr i f ier  que ce modèle est  compat i -

b le pour les observat ions mesur 'ees.  0F, dans ce cas, pour des valeurs de

concentrat ions t rès fa ib les,  les valeurs mesurêes sont t rès êloign-ees de la

va leur  l im i te  suggêrêe.  0n  a  en  e f fe t ,  pour  C -  L5  (qu i  cor respond à  la  p lus

faible valeur mesurêe) Q = 1600. De plus,  98% des valeurs de d-ebi ts obser-
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y ' = l o g  C

Relat ion entre le débi t  et
I  inêar isé A: Ajustement
manuel I  ement (Hem, 1971 )  .

3 ,  8 7 1 2  -  O ' 5 O O 3  x

x '= log o

3

l a  conduct iv i té ;
d ' u n e  d r o i t e .  B :

êchanti I I on
Modè' le ajusté

FIGURE 4 .5
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vées  sont  in fê r ieurs  à  440.  0 r  le  modè le  f i xe  les  va leurs  de  concent ra t ion

à 200 pour  Q >  1000,  va leur  de  dêb i ts  pour  laque l le  une seu le  observa t ion

fu t  mesurêe (a  *  L24A,  C =  300) .  I l  s 'ag i t  donc  1à  d 'ex t rapo la t ion  p lu tô t

r i squêe.  Se lon  que ' l ' on  
cons idère  que l 'êchant i l lon  es t  reprêsenta t i f  ou

non, on pourra selon nous conclure de la façon suivante.

(1 )  L 'êchant i l lon  es t  représenta t i f  .

L ' u t i l i s a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  l o g  Q  e t  l o g  C  l i n ê a r i s e  l e s  v a r i a b l e s  e t  p a r

su i te  le  modè le  ! '  =  a  +  bx '  1 i=  axb)  es t  va lab le  pour  a ius te r  l ' êchant i l lon

dont  on  d ispose.  Le  modè le  expr imê en fonc t ion  de  x  e ty  es t  reprodu i t  à  la

f igure  4 .54 .

(2 )  L 'échant i l lon  es t  non- représenta t i f  .

Pu isque le  modè le  thêor ique proposê par  l ' au teur  a jus te  mal  l ' êchant i l lon ,

on  devra i t  donc  conc lu re  que 1 'êchant i l lon  es t  peu reprêsenta t i f  pour  l ' ê tu -

d e  d e  l a  r e l a t i o n  e n t r e ' l e  d ê b i t  e t  l a  c o n d u c t i v i t ê .  0 n  p e u t  d ' a i l l e u r s

remarquer  que pour  la  courbe suggêrêe par  l ' au teur ,  env i ron  70% ( f igure  4 .5

B) des observat ions sont sous la courbe.

EXEMPLE 4 .2  ( l  inéar isa t ion)

L ' ê c h a n t i l ' l o n  d e  l a  f i g u r e  4 . 6 A  m e t  e n  r e l a t i o n ' l e  n o m b r e  d e  p r i s e s  ( y )

d ' u n e  e s p è c e  p i s c i c o l e  e n  f o n c t i o n  d e  l ' â g e  ( x ) .  L e s  v a r i a b l e s  y '  =  l n  y  e t

x  u t i l i sêes  par  l ' au teur  ( ! ' l i n te rs ,  1983)  sont  p rêsentêes  à  la  f igure  4 .68 .

Comme on peut  le  vo i r ,  la  re la t ion  n 'es t  pas  l inêa i re  e t  la  t rans format ion
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I  o o o

8 , 1 5  -  O , 6 6 4 (  y ' =  I n  y  )

/

/_

T  =  - 1 5 6 , 7 0

(  x '

+  l 6 O 6 , 9 l
=  t l x  )

200

I n y

6 r O
r ' =  - O r  9 8

4 r O
modè le  o jus t i monuel lemeot

Win ie rs  ,  1983(  o ' o p r è s

? r o

O'O

FIGURE 4 .6  compara ison-des .d i f fé ren ts  modè les  pour  l ' exempl  e  4 .2
Donn-ees t i r -ees de l , . l inters (19g3).
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ut i l isêe est  donc peu adêquate.  Nous avons vêr i f iê qu'aucune des transfor-

mat ions  s imp les  dêcr i tes  à  la  f igure  4 .2  ne  permet ta i t  d 'ob ten i r  une l inêa-

r isa t ion  par fa i te .  Cependant ,  s i  l ' on  s 'en  t ien t  à  1 'un  de  ces  modè ' les ,  le

modè le  ln  y  =  a  +  bx  n 'es t  cer ta insnent  pas  le  p lus  adêquat .  En u t i l i san t

les  var iab les  y  e t  x '  =  L /x ,  on  ob t ien t  en  e f fe t  un  modè le  pour  leque ' l  la

quant i tê  SSr  es t  beaucoup p lus  fa ib le .  t r  a :

Ï  =  g , 1 5  -  0 , 6 6 4  x

Ï  =  - t56 ,70  +  1606,91x '

( i '  =  ln  y ) SS.  =  157867,83

SS. = 19720,30( x ,  =  L /x l

Comme on l 'a  d i t ,  1e  coef f i c ien t  de  cor ré la t ion  des  var iab les  t rans for -

mêes,  so i t  r ' ,  ne  peut  ê t re  u t i l i sê  comnre  c r i tè re  pour  vêr i f ie r  l ' adêquat ion

du modèle ou encore pour comparer plusieurs modèles entre eux. 0n peut

d ' a i l l e u r s  v ê r i f i e r  i c i  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o r r ê l a t i o n  l e  p l u s  ê l e v ê

cor respond au  modè le  logar i t lm ique ( r '  =  -0 ,98)  pour  leque l  la  quant i tê  SSr

es t  auss i  la  p lus  ê levêe.  En u t i l i san t  les  var iab les  l / x  e t  y  on  ob t ien t

r t  =  0  r 9 7 .

4 . 2 . L . 5  T e s t s  e t  i n t e r v a l l e s  d e  c o n f i a n c e  ( V a r i a b l e s  o r i g i n a l e s  e t  v a r i a b l e s

transfornÉe s )

Si  la l inêar isat ion semble acceptable et  que les autres hypothèses sont

v ê r i f i ê e s ,  i ' l  e s t  p o s s i b l e  d ' u t i l i s e r  l e s  t e s t s  e t  d e  c o n s t r u i r e  l e s  i n t e r -

va l les  de  conf iance assoc iês  à  la  d ro i te .
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L'hypothèse concernant l ' indêpendance des erreurs ne dêpend pas du

modè le  u t i l i sê ,  ma is  du  mode d 'êchant i l lonnage.  11  n 'es t  donc  pas  in tê res-

sant  d 'en  d iscu ter  dans  le  contex te  de  l inêar isa t ion .  En thêor iê ,  1 'hypo-

thèse de  la  normal i tê  des  rês idus  do i t  ê t re  vér i f iêe .  Cependant ,  s i  l ' on  ne

s ' e n  ê l o i g n e  p a s  t r o p  e t  q u e  l ' ê c h a n t i l l o n  e s t  g r a n d ,  o n  p e u t  a p p l i q u e r  l e s

rêsul tats concernant les tests et  les interva' l les de conf iance (Bobêe,

1983).  En prat ique, cet te hypothèse n'est  donc pas très restr ict ive.  De

p lus ,  l ' êcar t  à  la  normal i tê  es t  souvent  due au  fa i t  que la  var iance rês i -

duel le n 'est  pas constante.  11 est  donc suggérê (Neter et  Wasserman, L974)

de vêr i f ier  d 'abord 1 'hypothèse concernant la var iance des rêsidus, hypothè-

se beaucoup plus restr ict ive en prat ique.

I l  ne faut pas perdre de vue que les hypothèses doivent être vêr i f iêes

var iance rês idue l le  cons tan te  pour  les

pas en gênêra1 à var iance constante pour

pour Ie qgqeE tqq4sformê. Une

var iables t ransformées n'  êquivaut

l e  m o d è l e  o r i g i n a l .

EXEMPLE 4.3

S u p p o s o n s  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  x  e t  y '  =  l o g  y  e t  l e s  r ê s i d u s

el  = v l  -  Ï l  Si  les rêsidus ei  prêsentent une var iance constante quelque

s o i t  x ,  l ' i n t e r v a l l e  d e  c o n f i a n c e  a u t o u r  d e  ! '  p e u t  ê t r e  c o n s t r u i t  e t  l e s

rêsul tats t ransposês. Comme les valeurs des rêsidus sont logar i t tmiques,

une var iance cons tan te .  (var iab les  x  e t ,  Iog  y )  re f lè te  en  fa i t  une var iance

r ê s i d u e l l e  p r o p o r t i o n n e l l e  à  x  p o u r  l ' ê c h a n t i l l o n  o r i g i n a l  ( v a r i a b l e s  x  e t



(o - 8 7rO

GI

!  z9 rÊ ' t l
.<-{t

<--a
ro  I t  l l  ' Z l

x
(t
(o
j

o()
@

x(o
N
-i

lf}
o
j

1 l

l t

(o
lf,

j

il

) >

o

o

o

o

ô o
(o

C!

@

I

o l s r
ô, *r' r" r

o r

" l -

(o

(\lo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
orr)

.f-
o

ro
q
o

S o $
d do

I

cf)

sf

(u
È
(l)
x

(u
.c'

tt(u
r(u
c
o
c
.Jl
(u
E

o
+t
(d

.lJ
g
(IJ
tf,

r(U
3-
ô-

sf

(u
L
=
ct)

tl-

(o

(\l

( o s t Â r
r e l $ Jo

( ! t ( D

o

@
K)

' o
l l

x
^  N> '- F

r,
O)

o
t l

x
Gj>\

o o  F

rO

N

N
@

d
t l

x
o o  ry -ts

È zgts'N-{

Bti l '2, -€

lo

(t'

o o

o o

ro
r) g
,-- E- t trJ

U)

@

ç N

trl- , 5
a

o o

o o

o o

o o
o o

@;l.Ël g g  Ho ( r l r t
Àl

t ,
@

o o
o "
rr 09-

ôj

O)
( O n
q ;
o 6 1
l l  -

0
c!

o
+
+(o
+

i-



- 8 8

y) ,  var iance dès  lo rs  min imum à 1 'o r ig ine  e t  c ro issante  avec  x .  Un te l

êchant i l lon  es t  p rêsentê  à  la  f igure  4 .7 ,  sêr ie  1 .  De même,  s i  le  pa t ron

rês idue l  de  e l .  p rêsente  une var iance dêcro issante  en  fonc t ion  de  x  (sêr ie
l -

2 ,  f i g u r e  4 . 7 ) ,  o n  n e  d o i t  p a s  e n  c o n c l u r e  q u e ,  d a n s  l e  m o d è l e  o r i g i n a l ,  l a

dispersion de la var iable dêpendante diminue quand x augmente,  Au contrai-

fe,  une dêcroissance de la var iance en fonct ion de x peut ref lêter une

var iance cons tan te  dans  le  modè le  o r ig ina l  (sêr ie  2 ,  f igure  4 .7 )  e tmême une

var iance c ro issante .  0n  do i t  auss i  env isager  le  cas  où  1 'on  ob t ien t  pour

les rêsidus une var iance croissante avec x.  Étant donnêe la t ransformat ion

ut i l i sêe  ic i ,  une var iance c ro issante  avec  x  (sêr ie  3 )  re f lè te  ce t te  fo is

une var iance c ro issante  avec  x  dans  le  modè le  o r ig ina l ,  var iance souvent

beaucoup p lus  impor tan te  que ne ' le  la issent  supposer  les  var iab les  t , rans for -

mées.

Dans ce contexte (var iables t ransformêes) une var iance non constante

n 'a f fec te  pas  n-ecessa i rement  la  va l id i tê  du  modè le .  Dans cer ta ins  cas ,  ce la

peut ref lêter un modèle dont la valeur pr-edict ive est  t rès bonne (voir  sêr ie

2 ,  f igure  4 .7 ) .  Lorsque les  var iab les  t rans formêes ne  prêsenten t  pas  une

var iance cons tan te ,  on  do i t  en  conc lu re  que le  pa t ron  rés idue l  es t  te l  qu ' i l

n 'es t  pas  poss ib le  d 'u t i l i se r  les  tes ts  e t  de  cons t ru i re  les  in te rva l les  de

conf iance â  par t i r  des  rêsu l ta ts  de  la  rêgress ion ,  ce  qu i  n ' inva l ide  pas  le

modè'l e obtenu après transformation.

C o m m e  i l  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  f a c i l e  d ' i m a g i n e r  l ' ê c h a n t i l l o n  o r i g i n a l  à

part i r  des var iables t ransformées, on se méf iera lorsque seules ces derniè-

res  sont  p rêsentêes  dans  l 'ê t ,ude d 'une re la t ion  en t re  les  var iab les .  Cet te

procêdure ,  t rès  souvent  u t i l i sêe ,  masque souvent  une d ispers ion  te l le  que le
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Pl u si  eursmodèle rêsultant n'a prat iquement aucun intêrêt pour est imer y.

exempl es réel s seront prêsentês.

La prêsentat ion unique des var iables t ransformêes peut donc être

tronpeuse. Nous avons aussf remarquê l 'ut i l isat ion f rêquente du coeff ic ient

de  cor rê la t ion  r '  e t  de  dê terminat ion  ( r ' )2  comme mesure  de  la  fo r te  dépen-

dance en t re  les  var iab les  x  e t  y ,  a lo rs  que r '  mesure  seu lement  l ' i n te rdê-

pendance entre les var iables t ransformées.

À  p a r t i r  d e  l ' e x e m p l e  d e  1 a  f i g u r e  4 . 7 ,  o n  p o u r r a  a u s s i  v ê r i f i e r  l e  p e u

d ' i n t ê r ê t  d u  c o e f f i c i e n t  d e  c o r r ê l a t i o n  r '  o u  d e  ( r ' ) 2  p o u r  l a  c o m p a r a i s o n

de p lus ieurs  êchant i l lons  dont  les  var iab les  sont  t rans formêes.  Ces d iscus-

sions et  les exemples sont reportêes au chapi t re 5.  0n pourra y vêr i f ier
2

d ' a i l l e u r s ' l ' i n t ê r è t  d ' u t i l i s e r  l e  r a p p o r t  d e  c o r r ê l a t i o n  T y x .

4.2.2 Hypothèse d'  homoscêdast ic i tê (var iance constante)

Une autre hypothèse qu' i l  est  important de vêr i f ier  concerne 1a

constance de  Ia  var iance de  la  d is t r ibu t ion  cond i t ionne l le  de  y  pour  X  =  x i
z

to i t  oy l * i .  Lorsque ce t te  var iance es t  non cons tan te ,  e l1e  es t  a lo rs  d i te

hêtêroscêdast ique. 0n peut touiours est imer les paramètres de la distr ibu-

t ion par la mêthode des moindres carrês.  Les est imateurs de a et  I  sont

a lo rs  non b ia isês  e t  e f f i caces .  Cependant ,  i l s  ne  possèdent  p lus  une

var iance min imum,  c 'es t -à -d i re  qu ' i1s  ne  sont  pas  exhaust i f s  (Neter  e t

W a s s e r m a n ,  t 9 7 4 1 ,  c e  q u i  d e  c e  f a i t  i n v a l i d e  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  t e s t s  e t ' l a

construct ion des interval les de conf iance et  de prêvis ion.
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4.2 .2 .1  Vér i f i ca t ion  de  l '  hypothèse d '  homoscêdast ic i tê

Pl  usieurs tests permettent de vêr i f ier  l '  hypothèse d'  homosc-edast ic i tê.

Très souvent cependant les observat ions prêsentent un patron caractêr ist ique

qui  suggère de façon êvidente une var iance non constante.  0n aura par

exemple une var iance nettement croissante ou dêcroissante en fonct ion de x.

Pour des cas moins êvidents,  on pourra vêr i f ier  cet te hypothèse par une

mêthode graphique. Certains tests permettent aussi  de vêr i f ier  s i  1a

var iance est  constante.

La méthode graphique est  t rès s imple.  El le consiste à reporter en

abc isse  les  rês idus  e . '  -  (y i  -  Ï i )  en  fonc t ion  de  x .  L 'ê tude des  rês idus  e i

permet donc de vér i f ier  s imultanânent l 'hypothèse de l inêar i tê et  d 'homoscê-

dast ic i tê.  Quelques patrons caractêr ist iques sont prêsentês à la f igure

4 . 8 .  0 n  c o n c l u t  à  l ' h o m o s c ê d a s t i c i t ê  s i  l e s  r ê s i d u s  e . ,  s o n t  c o m p r i s  à

l ' i n t ê r i e u r  d ' u n e  b a n d e  p a r a l l è 1 e  à  l ' a x e  d e s  x  ( f i g u r e  4 . 8 A ) ,  c ' e s t - à - d i r e

que la valeur des rêsidus posi t i fs  et  nêgat i fs sont,  approximat ivement

constants et  ne var ient  pas de façon syst 'emat ique en fonct ion de x.  S' i l

es t  d i f f i c i ' l e  de  conc lu re  à  par t i r  du  graph ique,  on  peut  u t i l i se r  cer ta ins

tes ts  pour  vêr i f ie r  l ' êga ' l i tê  de  1a  var iance.  Se lon  que l 'on  d ispose ou  non

de rêp l i ca ts ,  on  app l iquera  le  tes t  de  Bar t le t t  ou  le  tes t  F .

Test de Bart let t

Ce test peut être

p o u r  c h a c u n  d e s  x - ;  i = l

ut i l  i  sê s i  I 'on di  spose de rêpl  icats.  0n cal  cul  e

à  K la  var iance des  J i5  cor respondants ;  i  =  1  à  n . , .
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Vor ionce  cons ton te

Vor ionce cro issonle

Vor ionce décro issonte

Vor ionce  m in imum pour
vo leurs ex l rêmes de x

B

C

D

Figure  4 .8 Examen de 1 'hypothèse d 'homoscédast ic i té .
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I l  s 'ag i t  a lo rs  de  vêr i f ie r  l ' êga l i tê  des  K var iances  a ins i  ob tenues.

La  qua l i tê  de  ce  tes t  dêpend de  la  ta i l le  des  êchant i l lons ;  en  pra t i -

guen on  cons idère  que n . ,  >  5  es t  acceptab le  (Scher rer ,  1984) .  De p lus ,  ce

test  est  également sensible au non-respect de l 'hypothèse de normal i tê.

L 'u t i l i sa t ion  du  tes t  es t  donc  assez  l im i têe .  D 'une par t  on  do i t

d i s p o s e r  d ' a u  m o i n s  5  r e p l i c a t s  p o u r  c h a c u n  d e s  x . , .  D ' a u t r e  p a r t  p a r c e

qu'une var iance non constante (ou que l 'on soupçonne non-constante) est

souvent  observêe lo rsque 1a  d is t r ibu t ion  de  y  su i t  une d is t r ibu t ion  au t re

que la  d is t r ibu t ion  normale .  Ce tes t  es t  nêanmoins  u t i le  dans  cer ta ins  cas

et est  présentê en dêtai l  à l 'appendice 5.

Test F

L o r s q u ' o n  n e  d i s p o s e  p a s  d e  r ê p l i c a t s  o n  p e u t  d i v i s e r  l ' ê c h a n t i l l o n  e n

deux ou  p lus ieurs  sous-groupes.  En supposant  deux  sous-groupes N1 e t  N2,

le  p remier  sera i t  cons t i tuê  par  les  N/2  p lus  fa ib les  va leurs  de  x  e t  le

second par les N/2 plus for tes valeurs de x.  En supposant un nombre pair

d ' o b s e r v a t i o n s ,  o n  a u r a  N r  =  N z .  S i  l e  n o m b r e  e s t  i m p a i r  l a  v a l e u r  m ê d i a n e

p o u r r a  ê t r e  a s s o c i ê e  à  l ' u n  d e s  g r o u p e s ,  l e s  v a r i a n c e s  s j  ( E Q .  2 . 2 7 )

comespondant à chacun des groupes.

0n calcule ensui te 1e rapport  des var iances Fe que

cr i t ique  F^  ( taUle  de  F ischer ) ,  Par  exemple  pour' c

i  e t  un  tes t  un i la tê ra l  e t  en  supposant  S . r ' t  S . l

l ' on  compare  à  une va leur

un n iveau de  s ign i f i ca t ion

on concluera â une var ian-
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ce s ign i f i ca t i vement

avec F o =

dif fêrente s i  Fs > Fc

2 2
t . r / t . ,

e t f ^ =  F  ( ; )
u  v 2 r v l

vz = d.d. l  .du nuunérateur

v r  =  d .d . l .  du  dênominateur

Il est important de noter que I e test dêpend du nombre de degrê de

l i b e r t ê  d e s  g r o u p e s  N 1  e t  N 2  e t  d o n c  d e  1 a  t a i l l e  d e  l ' ê c h a n t i l l o n  ( N ) .  p o u r

de pe t i t s  êchant i l lons ,  des  d i f fê rences  impor tan tes  en t re  les  var iances  ne

condu isent  pas  nêcessa i rement  au  re je t  de  l 'hypothèse nu ' l le  (Hs :  o1  =  o1 l .

Par  exemple  pour  un  êchant i l lon  de  8  observa t ions  (N i  =  Nz= 4)  e t  un  n iveau

Ë =  0 ,025 ( tes t  un i la tê ra l )  le  rappor t  des  var iances  Fs  do i t  ê t re  supêr ieur

à  3 9 , 2  ( e t  à  1 9 , 2  s i  l e  n i v e a u  c h o i s i  e s t  i  =  0 , 0 5 )  p o u r  q u e  1 ' o n  p u i s s e

conc lu re  à  une d i f fê rence s ign i f i ca t i ve .  Pour  un  échant i l lon  de  L6  observa-

t i o n s  ( N r  =  N z  =  B )  l a  v a l e u r  c r i t i q u e  s e r a  é g a ' l e  à  6 , 9 8  a u  n i v e a u  i  =  0 , 0 2 5

e t  à  4 , 9 5  a u  n i v e a u  i  =  0 , 0 5 .

4 .2 .? .2  Causes  de  I 'hé têroscédast ic i  tê

La distr ibut ion de y sera nêcessairement hêtêroscêdast ique si  1 a

var iance de y est  fonct ionnel lement re1iêe à la moyenne ( l r lontgomery et  Peck,

1 9 8 2 ) .  C ' e s t  l e  c a s  p a r  e x e m p l e  s i  y  s u i t  u n e  d i s t r i b u t i o n  d e  P o i s s o n  o u

une distr ibut ion binôminale.  0n observera aussi  une distr ibut ion hêtêroscê-

dast ique si  l 'erreur de mesure sur y croî t  en fonct ion de x.
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4 . 2 . 2 . 3  S t a b i l i s a t i o n  d e  l a  v a r i a n c e

De même que pour une relat ion norpl inêaire on peut t ransformer les

var iables pour les ramener à une droi te,  certaines t ransformat ions permet-

ten t  de  s tab i l i ser  la  var iance,  ce  qu i  va l ide  I 'u t i l i sa t ion  des  tes t ,s  pour

les  paramèt res  c  e t  B  e t  permet  auss i  de  cons t ru i re  l ' i n te rva l le  de  conf ian-

ce  assoc iê  aux  paramèt res  e t  â  la  d ro i te .  La  var iance es t  s tab i l i sêe  s i  les

r ê s i d u s  e ,  d e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m ê e s  s o n t  c o n s t a n t s  q u e l q u e  s o i t  x .  0 n
I

devra envisager deux types de transformat ions fort  d i f fêrente selon que:

(1) La distr ibut ion est  hêtêroscêdast ique parce que Y ne sui t  pas une

d is t r ibu t ion  normale .

e)  La d is t r ibut ion de Y est  normale mais  l 'e r reur  de mesure croî t  (ou

dêcroît) avec x.

-  Y ne sui t  pas une distr ibut ion normale

0n sa i t  par  exemple  que pour  une d is t r ibu t ion  de  Po isson la  moyenne es t

éga1e à la var iance. 0n aura donc, s i  Y croÎ t  en fonct ion de X une moyenne

( ! f ,  p o u r  x  =  , i )  c r o i s s a n t e  e t  u n e  v a r i a n c e  ( S f  n o u .  x  =  * i )  e l l e  a u s s i

croissante.  Le tableau 4.3 met en rel ief  le type de transformat ion appro-

pr iê  en  fonc t ion  de  la  re la t ion  qu i  ex is te  en t re ' la  moyenne e t  la  var iance,

e t  spéc i f ie  la  d is t r ibu t ion  cor respondante .
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TABLEAU 4.3 TRANSFORMTIONS POUR STABILISER LA VARIANCE 
( 1)

(1) t i ré de Montgomery et  Peck (1982).

Relat ion entre la var iance
,

de Y (o")  et  la moyenne E(Y)

Transformations

appropri ées

2
oy = constante distr ibut ion normale aucune transformation

2 distr ibut ion de
oy  =  E(Y)  po isson Y' =\^i

o?, = E(y) [r-E(y)] Sl;:,iliillolou,^
0 . Y i < L

y '=  s in - t1p

o?, = 
fetvr]' Y '  =  l n  Y

2
o Y = [ r tvr ] , Y ' = Y - %

o?, = 
[ t , t , ] ' Y t  =  Y - l
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-  L'erreur de mesure est fonct ion de x

Même si  la distr ibut ion condi t ionnel le de y par rapport  à x est

normale,  on peut aussi  observer une var iance non-constante dans le cas où la

prêc is ion  des  mesures  de  y  n 'es t  pas  tou . iours  la  même.  Par  exenp le ,  s i  l ' on

mesure  la  concent ra t ion  d 'un  ê l -ement  ch imique (V)  en  fonc t ion  du  pH(x) ,  i l

es t  poss ib le  que les  mesures  so ien t  d 'au tan t  mo ins  prêc ises  que les  concen-

t ra t ions  sont  fo r tes .  L 'écar t - type  de  la  d is t r ibu t ion  cond i t ionne l le  de  X,

(ou  de  er )  es t  a lo rs  p ropor t ionne l le  à  x ,  so i t :

"vl*i= ct i C = constante

ou encore

2  t 2
q ,  l -  = c x .- Y l x t  -  I

De manière plus génêrale,  on aura:

2
oy l r i  =  c  h (x )

avec

h(x)  =  fonc t ion  de  x

c '  =  c Z

Cornme on le sai t ,  la méthode des moindres carrês consiste à minimiser

N 2
1 a  q u a n t i t ê  S S -  =  I  ( y ' ,  -  Ï . , )  L o r s q u e  l a  v a r i a n c e  c o n d i t i o n n e l l e  d e  y'  r  i l f  

- r  - l

es t  une fonc t fon  de  x ,  on  suggère  d 'u t i l i se r  1a  mêthode des  moindres  car rês

pondêrês (l ' ' lontgomery et Peck, 1982). Cette mêthode (weigthed least-squares)

consiste à minimiser la somme des carrês des rêsidus en introduisant un



poids w, pour chaque xi . 0n est  a lors  condui t  à  min imiser :

0n ob t ien t  f ina lement  les  êquat ions

les paramètres a et  b.

vi
= a
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( 4 . 5 )

var iance cond i t ionne l  I  e

I  a quant i tê:

( 4 . 6 )

4 . 8  q u i permettent d 'est imer

( 4 . 7 )

N
Q =  ) w ( y r

i = L  i  I

-  1 2-  Y i ,

N , N
I * * b  I

i=-L xl i=-L

N
= a i

ijr

Le

En

poids est inversement proport ionnel à la

suooosan t  o2 ,  =  C 'x i  ,  on  m in im ise ra f t
J , | X i

de

v i .

o= , Ï , #(Y i _ , 2
Y i l

4 . 7  e t

N
I

i=L x?
I

x .
I

N

i =lr
vi 1

X .
I

+ N b ( 4 . 8 )
x .

I

Pour  le  cas  par t i cu l ie r  où  la  var iance c ro î t  avec  x ,  1e  proc 'edê cons is -

te en sonilne à accorder une moindre importance aux fortes valeurs de x et à

met t re  p lus  d 'emphase sur  les  fa ib les  va leurs  de  x  pour  lesque ' l les  la

var iance es t  p lus  fa ib le .  I l  es t  poss ib le  de  d-emont rer  (Neter  e t  Wasserman,

L974)  qu 'on  ob t ien t  les  mêmes rêsu l ta ts  en  d iv isan t  la  d ro i te  y  =  a  +  bx

p a r  x ,  s o i t :



+  = a * + o
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( 4 .  e )

( 4 . 1 0  )

En d'autres termes a et

rêg ressi on avec 
' l 
es vari ab'l es y'

o b t e n i r  p a r  l a  s u i t e  l ' ê q u a t i o n

suff i  t  de mul t i  p l  i  er  1 'équat i  on

Y t = a x t + b

b peuvent être

et  x '  (Y '  =  Y/x

de  la  d ro i te  pa r

par  x .

estimés en effectuant une

e t  x '  =  1 / x )  .  S i  I ' o n  v e u t

r a p p o r t  â  y  ( e t  n o n  y ' ) ,  i l

( 4 . 1  I  )

Q. t? l

(4 .  13 )

y ' x = ( a x ' + b ) x

y ' x  =  a x t  ( x )  +  b x

ï = a * b ^

Cette t ransformat ion est  part icul ière car el le met en relat ion des

fonct ions de var iables possêdant une var iable commune, technique discutêe

dans le  cadre  des  cor rê la t ions  f i c t i ves .  0n  do i t  donc  sou l igner  i c i  qu ' i l

ne  s 'ag i t  pas  d ' in te rprê ter  les  var iab les  t rans formêes (ou  encore  d 'u t i l i se r

le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  des  var iab les  t rans formêes)  ma is  b ien  de

s tab i l i ser  par  ce  moyen la  var iance pour  ê t re  en  mesure  d 'u t i l i se r  cer ta ins

rêsul tats de la r-egression. Nous proposons à cet  ef fet  quelques exemples

qu i  fon t  ressor t i r  d 'une par t  1 'u t i l i tê  du  proc-edê vo i r  f igures  4 .10  e t  4 .11

et  l ' u t i l i sa t fon  abus ive  de  ce  même procêdé (exemple  4 .4 ) .



Exempl e nr,mêri que

0n a  un  échant i l lon  dont  les  var iab les  x  e t  y

non constante.  0n suppose que les var iables I /x =

sent la var iance. La rêgression de y '  et  x '  about i t
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prêsentent une var iance

x '  e t  y / x  =  y '  s t a b i l i -

au  modè le  su ivant :

ï ' = 3 , 8 0 + 0 , 5 x ' (modèle pour les var iables t ransformêes)

0n aura simplement pour Y et x:

Ï = 0 , 5 + 3 , 8 0 x (nouveau modè le  pour  les  var iab les  x  e t  y )

4.2.2.4 Commentaires et  exernples

- Comparaison entre le test  F et  le test  graphique

Nous avons appl iquê le test  F à un exernple prêsentê dans Chatter jee et

P r i c e  ( 1 9 7 7 1 .  P a r  l e  t e s t  g r a p h i q u e  ( y ' e . ; )  l e s  a u t e u r s  c o n c l u e n t  q u e  1 a

var iance es t  c ro issante  avec  x  ( f igure  4 .9 ) .  Comme 1e nombre  d 'observa t ions

éta i t  impa i r  (N =  9) ,  le  tes t  fu t  app l iquê en  cons idêrant  des  groupes non-

êgaux. Le rapport  des var iance 
2 2

S Fe = t . r /  t . ,  est  est imé et  est  conparê au

rappor t  c r i t ique  F .  pour  un  n iveau de  s ign i f i ca t ion  Ë =  0 ,025 e t  Ë  =  0 ,05 .

0n obt ient :
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FIGURE 4 .9  Vér i f i ca t ion  de  1 'hypothèse d 'homoscédast ic i tê  par  un  tes t
graphique. Comparaison entre les résidus des var iables
o r i  g i  n a l  e s  ( A )  e t  t r a n s f o r m é e s  ( B  )  .  D o n n é e s  t i  r ê e s  d e
Chat te r jee  e t  Pr ice  (1977) .
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-  1 0 1

2 2
F r = S e z / t . , =  3 , 5 2  "  F a  =  1 6 , 0 4  N r = 5

F 2 , 3 ( 0 , 0 2 5 )

N 2 =

F a =

2 2
Fz = Sez /  Ser = 7,72 .  Fa = 39,2 N2

F .

5  N 1  = 4

F3 ,2 (0 ,025? '0

0n ob t ien t  donc  tou j  ours  Fq .  F .  e t  
' l  ' on  ne  peut  d -emont rer  que les

d i f fê rences  sont  s ign i f i ca t i ves ,  même en cho is issant  un  n iveau de  s ign i f i -

c a t i o n  p l u s  ê l e v ê .  E n  e f f e t  p o u r  i  =  0 , 0 5  o n  a u r a i t :  F l  =  3 , 5 2  <  F c  =  9 , 5 5

e t  F r  =  7 , 7 2  <  F .  =  L 9 , 2

0n n 'about i t  donc  pas  fo rc 'ement  aux  mêmes conc lus ions  en  u t i l i san t ' le

tes t  F  e t  le  tes t  g raph ique.  Le  tes t  F  a  ê tê  cons t ru i t  pour  vér i f ie r  s i  les

var iances provenant de deux populat ions êtaient s igni f icat ivement di f fêren-

tes.  I1 est  donc ut i l isê ic i  pour rêpondre à un autre obiect i f .  Indêpen-

demment du test  F i l  est  souhai table de considêrer d 'abord les rêsul tats du

test  graphique si  ce dernier permet de conclure sans ambigui tê à un problème

d'hêtêroscêdast ic i tê.  Le test  F pourra être considêrê pour des cas plus

I i t i g e u x  e t  l o r s q u e  l a  t a i l l e  d e  l ' é c h a n t i Ï l o n  e s t  a s s e z  ê l e v é e .

-  Choix d 'une transformat ion

Thêor iquement ,  le  cho ix  d 'une

ce qui  cause l '  hêtêroscêdast ic i tê.

connai ssance. I '1ême en sachant que

transformat ion devrai t  être fonct ion de

En prat ique on dispose rarement de cette

Y ne  su i t  pas  une d is t r ibu t ion  normale



encore  faudra i t - i l  i den t i f ie r  à  que l le  d is t r ibu t ion  Y appar t ien t .  De p lus

i ' l  n 'es t  pas  fac i le  de  fa i re  un  cho ix  à  par t i r  de  la  seu le  observa t ion  des

coupl  es

( x . ,  , V i  ) .  L e  g r a p h i q u e  d e s  r ê s i d u s  e n  f o n c t i o n  d e  x  p e n n e t  d e  m e t t r e  e n

re l ie f  un  prob lème d 'hê têroscêdast ic i tê ,  ma is  ne  donne pas  d ' ind ica t ion  sur

le moyen d'y remêdier.

En prat ique donc, on devra procêder par essai  et  erreur,  c 'est-à-dire

essayer plusieurs t ransformat ions, construire le patron rêsiduel  correspon-

dant ,  e t  re ten i r  ce l le  qu i  permet  de  s tab i l i ser  la  var iance.  De p lus ,  dans

cer ta ins  cas ,  p lus ieurs  t rans format ions  semblen t  s tab i l i ser  la  var iance e t

i l  es t  d i f f i c i te  de  cho is i r  ob jec t ivement  la  me i l leure  t rans format ion .

L 'examen des rêsidus êtant souvent beaucoup plus di f f ic i le à interprêter que

lo rsqu ' i l  s 'ag i t  d 'une l inêar isa t ion ,  on  peut  auss i  env isager  une méthode

analyt ique pour comparer plusieurs t ransformat ions.

Box et  Cox (1964) proposent une mêthode gênêrale qui  permet de chois i r ,

pour  la  c lasse  des  t rans format ions  pu issances ,  la  t rans format ion  la  p lus

a p p r o p r i ê e .  C e t t e  m ê t h o d e  c o n s i s t e  à  d ê t e r m i n e r  p o u r  l a  v a r i a b l e  y À  l a

va leur  du  paramèt re  I  qu i  m ' in imise  les  rês idus  SS.  ( I ) .  Pour  d i f fê ren tes

va leurs  de  i ,  e t  pour  que les  quant i tês  SSr ( r )  so ien t  comparab les  (éche l les

cornparab les) ,  oh considêrera ' les  var ian les y( r )  so i t :

- t02

y À - 1

yÀ

^rr^-t

Jel t'Y

r * 0

À = 0

( 4 .  1 4 )
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Yn correspond à la moyenne gêomêtr ique des di f fêrents y. ,  ( i=1 à N) soi t :

JG =  ( ( v r )  ( v2 )  . . .  ( v r ) ) 1 /N

Cette mêthode procède par i têrat ion et  l 'on chois i  arbi t ra i rement la

première valeur de À. En supposant l ,  = 0,5 on ef fectuera une rêgression

( m é t h o d e  d e s  m o i n d r e s  c a r r ê s )  e n  u t i l i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  x  e t y ( o t s ) ,  s o i t ,

d ' a p r è s  ( 4 . 1 4 ) ,  e t  p o u r  t o u s  l e s  y i :

J . , ( o t s - I ) y i - o t u

Y i o t u  =

O,S[Xe  1  o ' s - t1  ] 0,Syn-or  5

0n  ca lcu le  ensu i te  pour  l es  va r iab les  r . , (o 'u )  . t  x  l a  quan t i t ê  SSr ( r ) .  0n

compare ainsi cette quanti tê pour d'autres valeurs de r
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Exempl e nunêri que

0n suppose les rêsul tats suivants pour di f férentes valeurs de L

ssr( r) V a r i a b l e s  à  u t i l i s e r
À

- 1

- 0  1 5

0

0 r 5

1 r 0

2r0

y_i

V - o r  5

y0

Yo t  5

y l

y2

Lly

Ll ff

l n y

fr
v
y2

400

200

7 5

2

1 8

7 9

0n ob t ien t  i c i  une quant i tê  SSr ( I )  m in imum pour  t r  =  0 ,5 .  0n  en  dêdu i t

Q U ê ,  p o u r  l ' ê c h a n t i l l o n  d o n t  o n  d i s p o s e ,  l e s  v a r i a b l e s  q u i  s t a b i l i s e n t  l a

variance sont x et fy. 0n trouvera dans lt4ontgomery et Peck (1982) des

exemples détai l lés de cette nÉthode.
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- Effet des transformations

Cer ta ines  t rans format ions  on t  peu d ' in f luence sur  l ' équat ion  thêor ique

d u  m o d è l e .  C ' e s t  l e  c a s  l o r s q u ' o n  u t i l i s e  l e s  v a r i a b l e s  y / x  e t  L / x .  C e t t e

transformat ion est  intêressante s i  on suppose qu'en dêpi t  d 'une var iance

non-constanten un modèle l inêaire est  p lausible.  0n aura donc un modèle

I inêaire comme pour une rêgression en ut i l isant y et  x.  Cependant,  cet te

droi te sera plus centr-ee aux valeurs de x possêdant une var iance minimum.

L 'e f fe t  de  ce t te  t rans format ion  es t  mis  en  êv idence à  la  f igure  4 .10 .  Les

données de cet exemple sont t irées de Chatterjee et Price (L977).

En supposant  une var iance min imum pour  les  fa ib les  va ' leurs  de  x ,  la

stabi l isat ion r-eduira l 'écart- type associê aux paramètres a et  b,  soi t  Su et

S b .  P o u r  l e s  m o d è l e s  1  e t  2  ( f i g u r e  4 . 1 0 ) ,  l e s  v a l e u r s  m i n i m u m  e t m a x i m u m

des es t imateurs  a  e t  b  sont  p rêsentêes  au  tab leau 4 .4 .  L ' in te rva l le  de

conf iance à  90% autour  de  a  es t  i l l us t rê  à  la  f igure  4 .10 .
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14 .448  +  O , l l 5  x

_ l

? t
f

r 8 0

r 5 0
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Figure  4 .10  Stab i l i sa t ion  de  la  var iance.  Compara ison des  in te rva l les  aa
et  Àa '  assoc iês  à  I  a  mêthode des  moindres  car rês  e t  des
moindres carrés pondérés. t 'bdi f ié d 'aprÈs Chatter iee-et  Pr lce
{Le77 l  .
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b.  (Var iab les
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DE LA VARIANCE: ECART-TYPE DES ESTII4ATEURS a ET

originales et  var iables t ransforrnées)

ô r ,  d z ,  b l ,  b 2  s o n t  l e s  v a l e u r s  l i m i t e s  d e s  p a r a m è t r e s  p o u r  u n

in te rva l le  â  90%.

La p lupar t  des  t rans format ions  qu i  s tab i l i sen t  la  var iance ne  sont  pas

des  modè les  l inêa i res  ( tan teau 4 .3) .  0n  vêr i f ie ra  donc  s ' i l  es t  per t inent

d 'u t i l i se r  un  modè le  non- l  inêa i re .  Par  exemple ,  en  u t i l i san t  les  var iab les

x et  /y,  1e modèle est  de la forme suivante:

/ i i= a + bx ( 4 . 1 5  )

ce qui  se t radui t  en fonct ion de y par

! = a 2 + 2 a b x + b 2 x

Vari  abl  es

uti 1 i sêes

( S a )  ô 1  d 2 ( S b )  b 1  b 2

( x , y )

L/x ,  y /x l

t4 ,4  (9 ,56  )  -1 ,88  30 ,8

3 ,80  4 ,57  )  -4 ,45  tz , l

0 , 1 1 5  ( 0 , 0 1 1 )  0 , 0 9 6  0 , 1 3 4

0, rz t  (0 ,009)  0 ,1 .05  0 ,137
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ou encore

V = A + B x + C x 2 ( 4 .  1 6 )

Un te l  modè le  es t  p rêsentê  à  la  f igure  4 .11 .  L 'ê tude des  rês idus  a

permis  de  vêr i f ie r  que l 'u t i l i sa t ion  des  var iab ' les  { f  e t  x  s tab i l i sen t  la

var iance. Les observat ions sont t i rêes de lbntgomery et  Peck (1982),  de

même que 1a transformat ion suggêrêe 0 et  x.  l rhus avons construi t  les

modèl es (courbe et droite) correspondant aux transformations (f et x) et

(y /x  e t  1 /x ) .  0n  peut  vêr i f ie r  que les  var iab les  y /x  e t  l / x  s tab i l i sen t

auss i  la  var iance.  0n  devra  dès  lo rs  cho is i r  en t re  un  modè le  l inêa i re  e t  un

modèle non- l inêaire qui  about issent à des valeurs prêdict ives t rès di f fêren-

tes pour x > 2400. Lorsque I es transformations à comparer affectent et I a

var iab le  dêpendante  e t  la  var iab le  indêpendante ,  i l  n 'es t  p lus  poss ib le

d 'u t i l i se r  un  modè le  ana ly t ique pour  comparer  p lus ieurs  t rans format ions .  0n

peut alors considêrer le modèle qui  permet d 'obtenir  une var iance minimum

pour  I  es  paramèt res .  L 'êcar t - type  Su e t  I  es  va ' leurs  min imum et  max imum

( in te rva ' l le  à  90%)  permet ten t  de  vêr i f ie r  que le  modè le  non l inêa i re  ( fe t

x )  es t  p lus  e f f i cace .  Les  rêsu l ta ts  pour  les  var iab les  x  e t  y  a ins i  que

pour les deux transformat ions sont présentés au tableau 4.5.
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MODFLE 2

26CO 3400

Figure  4 .11  Stab i l i sa t ion  de  la  var iance;  compara ison en t re  une-  
t rans format ion  l inêa i re  e t  non- l inêa i re .  Donnêes t i rêes  de
tvlontgomery et Peck (1982) .
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DE a POUR DIFFERENTS MODTLESTABLEAU 4.5- ÉCnnr-rypE

LINÉAIRES ET

IT VALTURS LIMITES

NON LINEAIRES

Var iab les  u t i l i sées

L ' in te rva l le  au tour  de  a  do i t  d 'abord  ê t re  ca lcu lê  pour  les  var iab les

t rans formêes.  0n  es t ime ensu i te  Ies  rêsu l ta ts  pour  le  g raph ique des  var ia -

b l e s  x  e t  y .  P a r  e x e m p l e ,  p o u r ' l e s  v a r i a b l e s  / 9  e t  x ,  o n  o b t i e n t  l e s  r ê s u l -

ta ts  su ivants :

y '  = 0,5822 + 0,00095x aVeC Y' = l i

= a t  tN_2( i /2)sa

= 0 ,5822 t  1 ,677 (0 ,1299 )

P o u r  l ' o r d o n n ê e  à  l ' o r i g i n e  a  =

ô 1  =  0 , 3 6 4 4  e t  a 2  =  0 , 8 0 0 0 .  D ' a p r è s

1 ' o r i g i n e  ( A )  e t  l e s  v a l e u r s  l i m î t e s
2 2

A = a  =  0 ,3390,  A t  =  ô t  =  0 ,1328 e t

0 ,5822 on  ob t ien t  les  va leurs  l im i tes

4 . 1 6 ,  o n  p e u t  e n  d é d u i r e  l ' o r d o n n ê e  â

en terme des var iables x et  y.  0n a:
2

A2=d2 =  0 ,6400.

x e t y

ylx et. Ilx

{ i e t x

-0,9313

-a,7324

0,3390

( 0 , 7 4 0 5 )

(0 ,2677\

- 1 , 1 5 7

- 1 , 1 8 1

0,1  328

-0,0908

-0 ,2835

0,6400
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La d i f fê rence ' la  p lus  "v is ib le "  su i te  à  une t rans format ion  appara î t

sur tou t  lo rsque l 'on  cons t ru i t  l ' i n te rva l le  de  conf iance assoc iê  au  nouveau

modè le .  À  ta  f igure  4 .12 ,  on  peut  observer  un  êchant i l lon  dont  les  rês idus

sont croissants avec x.  La f igure 4.12 permet de comparer la droi te ajustêe

par la méthode des moindres carrês et  la drof te des moindres carrês pondêrês

Ces droi tes di f fèrent assez peu. 0n rernarque cependant que l ' interval le

associê au modèle t ransformê ( f igure 4.L?ecl  ref lète la dispersion des points

(c ro issante  avec  x ) ,  ce  qu i  n 'es t  pas  le  cas  de  f  in te rva l le  dêdu i t  du

modè le  Y  =  â  +  bx  ( f igure  4 .12b)  .

TABLEAU 4.6 . ÉCNNT-TYPE DES ESTIMATEURS A ET b (IVIOdèICS IiNéAirCS)

(sb) b t

4 r2

517

7 1 3

6 r 4

4 1 5

4 1 2

( 3  , 3 )  t , 2

(0 ,40 )  4 ,9

( 0 , 5 3 )  3 , 6  5 , 5

( 0 , 9 7 )  2 , 4  5 , 9

â 1 ,

90%

a 2

( ;

b t ,  b 2  s o n t  l e s  v a l e u r s

=  0 , 0 5 )

l im i tes  es t imêes pour  un  in te rva l le  â

Vari  abl  es

uti 1 i sêes

X ' J

Llx,y/x
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F igure  4 .12  Compara ison des  dro i tes  e t  des  in te rva l les  de  prêv is ion  dédu i ts
de I  a méthodes des moindres carrês et  des moindres carrês
pondér€s. Données t i rêes de hleter et  Wasserman (1974).
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EXEMPLT 4.4

Les  var iab les  de  la  f igure  4 .13A sont  t i rês  de  Younger  (1979) .  L 'êqua-

t ion  !  =  2 ,3873 +  0 ,3066x reprêsente  1a  dro i te  a jus têe  à  l 'échant i l lon  par

I a mêthode des moindres carrês. Le test de 1 a pente ou encore du coeffi-

c ient  de corrêlat ion (r  = 0,3201) permet de conclure à une relat ion non-

s ign i f i ca t i ve  en t re  les  var iab les  x  e t  y .  Cependant ,  le  tes t  g raph ique (x i ,

. f )  e t  le  tes t  F  met ten t  en  év idence un  prob lème d 'hê têroscêdast ic i tê .  0n

obt ien t  en  e f fe t  pour  les  sous-groupes N1 e t  N2 un  rappor t  Fo  >  Fc  (va leur

cr i  t i  que) .  0n a:

F o  =  9 , 4 2  e t  F .  =  F 5 , 5 ( 0 , 0 5 )  =  5 , 5

Étant donnê la var iance non constante,  les tests de la pente (ou encore

du coef f i c ien t  de  comêla t ion)  ne  sont  pas  r igoureusement  app l i cab les .  I l

es t  donc  souha i tab le  de  t rans fonner  les  var iab les  pour  s tab i l i ser  la  var ian-

ce. Les var iables y '  = ! /x et  x '  = L/x suggêrêes pour Younger (1979) stabi-

l i s e n t  l a  v a r i a n c e ,  c o m m e  o n  p e u t  l e  v ê r i f i e r  à  l a  f i g u r e  4 . 1 3 8 .  L ' ê q u a t i o n

Ï '  =  0 ,3000 +  2 ,4026x '  es t  dêdu i te  des  var iab les  y '  e t  x ' .  m ob t ien t  donc

en fonc t ion  de  x  e t  y  (vo i r  EQ 4 .10  à  4 .13)  i  - -  2 ,40?6 +  0 ,3000x.

L 'au teur  qu i  ê tua ie  l ' êchant i l lon  en  conc lu t  que les  var iab les  sont

stabi l isêes et  que la nouvel le êquat ion donne des valeurs de y l 'egèrement

d i f fê ren tes  de  1 'êquat ion  or ig ina le .  Cependant ,  même s i  pour  la  d ro i te  Ï ' ,
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Figure  4 .13  Compara ison des  pentes  su i te  à  la  s tab i l i sa t ion  de  la  var iance.
Donn-ees t i rêes dê younger (1979) Exempl e 4.4.
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la  pente  (b '  =  2 ,40261 e t  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  ( r '  =  0 ,89)  sont

s ign i f i ca t i f s ,  on  ne  peut  r ien  en  conc lu re  quant  aux  var iab les  or ig ina les .

En ef fet ,  on ne peut conclure,  comme le suggère l 'auteur,  que la

re la t ion  en t re  x  e t  y  es t  s ign i f i ca t i ve ,  du  seu l  fa i t  que b '  (ou  r ' )  son t

s i g n i f i c a t i f s .  C e  q u i  e s t  v r a i  p o u r  l e s  v a r i a b l e s  y '  e t  x '  n e  l ' e s t  p a s

nêcessa i rsnent  pour  les  var iab les  or ig ina les  (x  e t  y ) .  Comme on l 'a

ment ionnê prêc-edemment,  la stabi l isat ion de la var iance permet d 'obtenir

pour les paramètres une var iance minimum. Puisque a'  correspond à la pente

s u r  l e  g r a p h i q u e  d e  y  e t  x ,  o n  d o i t  c o m p a r e r  S O  ( é c a r t - t y p e  d e  b )  e t  S i

(êcart- type de a') .  Les rêsul tats sont présentés au tableau 4.7
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MODÈLE ORIGINAL
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VARIANCE, INTERVALLE AUTOUR DE LA PTNTE

ET MODELE TRANSFORME

Var i  ab l  es Pente Ecart-type d e  l ' i n t e r v a l l e ( t -i)xt oo

ut i l  isêes de I a pente

x  e t y 0,3066 0 , 2 5 1 6 -0 ,1392 0 ,7522

-0 ,2369 0 ,8500

(e0%)

$5%l

x'=L/x

y' =y/ x

a ' =  0 , 3 0 0 0 0,2267 -0 ,1015 0 ,701.5

-0 ,1896 0 ,7896

(e0%)

(,95%l

0n vêr i f ie  b ien  que S i  .  Sb .  Cependant ,  guê l 'on  cons idère  les  var ia -

b l e s  x ,  y  o u  x '  e t  y ' ,  l e s  l i m i t e s  d e  l ' i n t e r v a l l e  à  9 0 %  e t  à  9 5 %  c o n t i e n -

nent  la  va ' leur  zêro ,  ce  qu i  permet  de  vêr i f ie r  que la  pente  n 'es t  pas  s ign i -

f icat ivement di f fêrente de zêro.  0n arr iverai t  aux mêmes conclusions en

ef fec tuant  un  tes t  de  s ign i f i ca t ion  de  la  pente ,  c 'es t -à -d i re  un  tes t  sur

a ' .  0n  ca lcu le  to  que 1 'on  compare  à  la  va leur  c r i t ique  t . .

Valeurs 1 imi tes In te rva l le
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t o = = Lr32

s ;  (1 /N +  ( î '2  /  ssx ,  )  k

P o u r  i  =  0 , 0 2 5  l a  v a l e u r  c r i t i q u e  t c  =  t r s  ( 0 , 0 2 5 )  =  2 , ! 6 0 .  P u i s q u e  t e

"  t c ,  H o  e s t  a c c e p t ê  ( v o i r  s e c t i o n  2 . 3 . 5 . 2 ) .

Nous en  conc luons  donc  qu 'ê tan t  donnê la  s tab i l i sa t ion  de  la  var iance

le  tes t  de  la  pente  es t  va l ide ,  e t  la  re la t ion  es t  non-s ign i f i ca t i ve  pu isque

la  pente  n 'es t  pas  s ign i f i ca t i vement  d i f fé ren te  de  0 .

EXIMPLE 4.5

Les  donnêes de  l 'exernp le  su ivant  son t  t i rêes  d 'une pub l ica t ion  de

Jensen (1979) .  Nous avons  é tud iê  un  des  graph iques  prêsentê  dans  I 'a r t i c le

de ce t  au teur .  Les  var iab les ,  l ' êquat ion  de  la  courbe e t  l ' i n te rva l le  de

conf iance sont  p rêsentês  à  la  f igure  4 .144.  L 'êquat ion  de  la  courbe a  ê tê

dêdu i te  en  u t i l i san t  les  var iab les  x  e t  y '  =  ln (y -c )  avec  c  =  2 I ,7 .  Par  la

nréthode des moindres carr€s on obt ient  l 'équat ion

Ï '  =  - 7 , 6 8 4  +  3 7 , 8 5  x .

ce qui  se t radui t  en fonct ion de y et  x par:

i  =  2 ! ,7  *  (o ,00046  . t t "u * )

a '

L ' ê t u d e d e  c e s  r ê s i  d u s e i  e n  f o n c t i o n  d e  * i  n o u s  a  p e r m i s  d e
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Figure  4 .14  L inêar isa t ion  e t  in te rva l le  de  conf iance assoc iê  au  nouveau
modè le .  A :  D 'après  Jensen (1979) .  B :  In te rva l le  de  conf iance
d u  m o d è l e  n o n - l i n ê a i r e  ( E x e m p l e  4 . 5 ) .
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v ê r i f i e r  l a  l i n ê a r i t ê  d e s  v a r i a b l e s  y '  e t  x .  L e  m ê m e  g r a p h i q u e  ( ^ i , . i  )

peut être ut i l isê pour vêr i f ier  l 'hypothèse d'homocêdast ic i tê.  Comme la

var iance ne semblai t  pas parfai tement constante,  nous avons appl iquê le test

F  d 'êga l i tê  des  var iances ,  tes t  mo ins  sub jec t i f  que  le  tes t  g raph ique.  Les

r ê s u l t a t s  s u i v a n t s  f u r e n t  o b t e n u s  p o u r  l e s  n i v e a u x  d e  s i g n i f i c a t i o n  i  =

0 , 0 2 5 e t i = 0 , 0 5 e t N = 3 4

2 2
5 2 l 5 1  = 2 , 6 9

F r s , l s ( 0 , 0 2 5 )  =  2 , 8 6

F r s  r s ( 0 , 0 5 )  =  ? , 4 0

avec N1 = Nz = 1.7

Au n iveau de  s ign i f i ca t ion  i  =  0 ,025 Fp <  F .n  on  pour ra i t  donc  accep-

te r  I 'hypothèse d 'êga l i tê  des  var iances .  Ce fa isan t ,  on  peut  u t i l i se r  les

rêsu l ta ts  de  la  rêgress ion  l inêa i re  pour  cons t ru i re  l ' i n te rva l le  au tour  de

y'  ( i  nterval  le de conf iance) ou encore l ' i  nterval  le de prêvi  s ion.  Cet

in te rva l le  do i t  êv idemment  ê t re  cons t ru i t  à  par t i r  des  var iab les  y '  e t  x .

En ef fet ,  les hypothèses de l inêar i tê et  d 'homoscêdast ic i tê sont respectêes

en fonct ion de ces var iables.  Les rêsul tats peuvent,  ensui te être t ransposês

sur  le  g raph ique de  y  e t  x .  Les  l im i tes  de  l ' i n te rva l ' le  de  prêv is ion

$-; /?)  x 100 au point  x = xs sont t r i  et  r ; i  est imês par:

F o =

f =
c

F a =

yï

vi
= y, , r(H_z) G'/2) s; ( '  

.
( x q  -  i ) 2 fI

N SS,
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Par  exemple ,  on  ob t ien t  pour  x  =  0 ,19  les  rêsu l ta ts  su ivants :

x l Y ' l i i i ' . -
t l

0,r.9 | -o,ans l- r,ozsr o1z34
t l

Les l imi tes yr  et  y2 sur le graphique de y et  x sont donnêes par

+

+

YT

lz

e - L r  6 7  9 3

e o ,  3  2 3 4

2L,7 = 2L,89

? L , 7  =  3 2 , 0 8

L ' in te rva l le  de  prêv is ion  à  95% a é tê  cons t ru i t  po in t  par  po in t  e t  les

rêsu l ta ts  t ransposês  sur  le  g raph ique y  e t  x  ( f igure  4 .14  B) .  Comme on peut

l e  v o i r ,  c e t  i n t e r v a l l e  ( f i g u r e  4 . 1 4  A )  e s t  t r è s  d f f f ê r e n t  d e  l ' i n t e r v a l l e

prêsentê  par  l ' au teur .  11  es t  auss i  in tê ressant  de  no ter  que ce t  in te rva l le

( f igure 4.14 A) est  t rès large 1à où les observat ions sont peu dispersées

(x  <  0 ,18)  e t  qu ' i l  es t  m in imum là  où  les  observa t ions  prêsenten t  une

dispersion importante x â 20. 0n notera aussi  que le coeff ic ient  de

r 'egress ion  r  =  0 ,90  es t  dêdu i t  des  var iab les  y '  e t  x  e t  que ce ' la  n ' imp l ique

pas nêcessairement une corrêlat ion importante pour les var iables y et  x

comme cela est  suggêrê.  0n se rappel lera l 'exemple pr 'ecêdent où 1 'on

obtenai t  un for t  coeff ic ient  pour les var iables t ransformêes et  nêanmoins

une re la t ion  non s ign i f i ca t i ve  en  te rme des  var iab les  y  e t  x .
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4.2.3 Hypothèse de normal i tê

S i  l ' on  dês i re  connaÎ t re  la  d is t r ibu t ion  de  a ,  b  e t  de  Ï ,  on  do i t  auss i

s 'assurer  que les  rês idus  sont  d is t r ibuês  normalement .  Cet te  cond i t ion  es t

en  e f fe t  nécessa i re  pour  une u t i l i sa t ion  r igoureuse des  tes ts  e t  pour  1a

cons t ruc t ion  des  in te rva l les  de  conf iance.

Comme on l 'a d-qia s ignalê cependant,  cet te hypothèse n'est  pas t rès

restr ict ive en prat ique. En ef fet ,  les rêsul tats concernant les tests et

les  in te rva l les  de  conf iance peuvent  ê t re  u t i l i sês  s i  l ' êcar t  à  la  normal i tê

n ' e s t  p a s  t r o p  g r a n d  e t  s i  l a  t a i l l e  d e  l ' ê c h a n t i l l o n  n ' e s t  p a s  t r o p  p e t i t

(Bobêe, 1983; Neter et  Wasserman, 1974).  L 'êcart  à la normal i tê peut avoir

p lus ieurs  causes :

-  modèle non adéquat pour représenter l 'échant i l lon;

-  var iance non constante;

- prêsence de valeurs extrêmes.

I l  es t  donc  souha i tab le  de  vêr i f ie r  d 'abord  ces  cond i t , ions  avant

d 'e f fec tuer  un  tes t  de  normal i tê .  T rès  souvent  d 'a i l leurs ,  une s tab i l i sa-

t ion  de  la  var iance aura  auss i  oour  e f fe t  de  nonna l iser  la  d is t r ibu t ion  des

rês idus .  À  t ' i nverse ,  cependant ,  on  pour ra  auss i  dê t ru i re  l ' hypothèse de

normal i tê en ef fectuant une transformat ion quelconque et  c 'est  pourquoi  i l

est  ut i le de vêr i f ier  cet te hypothèse pour les var iables t ransformêes. À

cet effet un exemple est présenté.
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4.2 .3 .1  Vêr i f i ca t ion  de  la  normal i tê  des  rês idus

Plusieurs mêthodes et ,  tests graphiques peuvent être ut i l isês pour

vêr i f ie r  l ' hypothèse de  normal i tê  de  la  d is t r ibu t ion  cond i t ionne l le  de  y /x .

Nous en résunons ic i  quelques unes.

- Mêthodes graphiques

Les méthodes

gênéral  e,  e l ' l  es ne

graph iques  sont  assez  s imp les  à  app l iquer ,  ma is  de  façon

pr€sentent un intêrêt  que si  N est  6 levé.

( a )  0 n  p e u t  c o n s t r u i r e  I ' h i  s t o g r a m m e  d e  I  a  d i s t r i b u t i o n  d e s

e i  =  (y i  -  Ï l )  e t  vêr i f ie r  la  fo rme e t  la  sxmêt r ie  de  ce t te  h is togramme.

Cette mêthode d'appr-eciation est très subjective et ne prêsente un intêrêt

rêel  que si  N est  t rès êlevê. El le peut cependant être ut i l isêe conjointe-

ment à une autre méthode.

(b )  0n  peut  auss i  ca lcu le r  la  p ropor t ion  des  rês idus  e . '  compr ise  dans

l e  d o m a i n e  ( - f S .  +  K S e )  o u  S "  e s t  e s t i m é  p a r  l ' ê q u a t i o n  2 . 2 7 .  P o u r ' l a  l o i

normale ,  la  p ropor t ion  des  va leurs  qu i  devra ien t  ê t re  compr ises  à  l ' i n tê -

r ieur de ce domaine est  connue et  peut être dêdui te à part i r  de la table de

la  lo i  normale .  Que lques  va leurs  l im i tes  gênêra lement  u t i l i sêes  sont

prêsentêes au tableau 4.8.  Par exemple,  on vêr i f iera qu'environ 38% des
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r ê s i d u s  s o n t  c o m p r i s  à ' l ' i n t ê r i e u r  +  0 , 5  S .  e t  6 8 % à  l ' i n t ê r i e u r  d e  *  1 S . .

TABLEAU 4.8 PROBABILITES ASSæIEES A LA LOI ilONilALE

K P r ( - K S . < e < K S . )

0 . 5

1 . 0

1 . 5

2 . 0

2 . 5

3 . 0

38.29%

68.27%

86.64%

95.45%

98.76%

99.73%

0n  peu t  auss i  u t i l i se r  l a  va r iab les  s tandard i sêes  u r ,  so i t :

e i  - - e i  e i
u ,  =  |  =  -  ( 4 . 1 7 )

1 ^' s e s .

et  vêr i f ie r  la  p ropor t ion  compr ise  â  l ' i n té r ieur  du  domaine  ( -K ;  + f ) .

(c )  La  normal i tê  peut  auss i  ê t re  vêr i f iêe  sur  un  pap ier  de  probab i l i tê

normale.  0n prêsente gênêralement ce test  (gai t largeon Rainvi l le,  1977;

Neter et Hassennan, 1983; Scherrer, 1984) pour des donnêes groupêes en



en classe ce qui  suggère un êchant i l lon t rès

test  pour des observat ions non groupêes. Les

d'abord c lassêes par ordre croissant:

0 n  a s s o c i e  à  c h a q u e  r ê s i d u  s t a n d a r d i s ê

I l  e x i  s t e  p l  u s i e u r s  f o r m u l  e s  p o u r  c a ï  c u l  e r

(1983) quelques-unes des formules f rêquemment

les formules de Weibul l  et  de Hazen, suggêrêe

par Gunst et  Mason (1980).
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é levê .  Nous cons idêrons  ic i  le

observat ions standardi  sêes sont

u 1  . u i . ' 1  . u 1 ç  . . u N  a v e c i = L à N

une probab i l i tê  empi r ique F* .

FK.  0n  t rouvera  dans  Bobêe

ut i  I  i  sêes. l ,hus consi  dêrons

par  Dan ie l  e t  Wood (1971)  e t

F K =

F K =

(formul e de l {e ibul1)
rrl

K - 0 , 5 (formul e de Hazen)
N

rang des observat ions c lassées

nombre d'observat ions

( 4 .  1 8 )

(4 .  1e )

avec K =

Itl =

L e s  v a r i a b l e s  s t a n d a r d i s ê e s  u ,  e t  l e u r  p r o b a b i l i t ê  a s s o c i ê e  F *

(f rêquences cumulêes) sont ensui te reportêes sur le papier de probabi l i tê

normale .  Sur  ce  pap ier  les  po in ts  cor respondant  à  la  lo i  normale  sont

s i t u ê s  s u r  u n e  d r o i t e .  D o n c  s i  l a  d i s t r i b u t i o n  d e s  u . ,  e s t  n o v r n a l e  l e s

observat ions devraient être approximat ivement sur une droi te.

La  f iab i l i tê  de  ce t te  mêthode repose d 'abord  sur  la  ta i l le  de
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l 'êchant i l lon .  0n  t rouvera  dans  Dan ie l  &  Wood (1971)  p lus ieurs  exenp les

pour des êchant i l lons var iant  de 8 à 384 observat ions.  0n ne peut s 'at ten-

dre au tracê d'une droi te parfai te.  I l  faut  donc interprêter le graphique;

en  ce  sens  on  peut  u t i l i se r  les  g raph iques  i l l us t rês  dans  Dan ie l  &  Wood

(1971)  comme gu ide  d ' in te rprê ta ton .  0n  peut  vo i r  que même s i  u . ,  p rov ien t

d 'une d is t r ibu t ion  normale ,  on  ob t ien t  ra rement  une dro i te  lo rsque le  nombre

d'observat ions est  fafble.  Cette mêthode graphique devrai t  êt , re ut i l isêe

(Montgonery  e t  Peck ,  1982)  lo rsqu 'on  d ispose d 'un  êchant i l lon  d 'au  moins  20

observations. l, leter et l^lasserman (1983) proposent aussi de calcul er I e

coef f i c ien t  de  comêIa t ion  en t re  u ,  e t  FO.  Un coef f i c ien t  supêr ieur  à  0 ,90

sera i t  l ' i nd ice  d 'une normal i tê  acceptab le .

-  Tests

Lorsqu ' i l  es t  d i f f i c i le  de  conc lu re  à  par t i r  d 'une méthode graph ique,

certains tests permettent de vêr i f ier  la normal i té des résidus.

Les tests du CHI-2 et de Kolmogorov-Smirnov suggérés par Neter et

Wasserman (L974\  ne  sont  pas  t rès  pu issants  pour  ê tud ie r  la  va l id i tê  de  la

lo i  normale  a jus têe  à  un  êchant i l lon  (Bob 'ee ,  1983) .  Dans le  contex te  de  la

rêgression, on devrai t  considêrer surtout le test  basê sur 1 'asyrnêtr ie et

l 'aplat isse.ment (Scherrer,  L984) ou le test  I^ |  (shapiro et  l , { i lk ,  1965).
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Le tes t  basê sur  l ' asynét r ie  e t  l ' ap la t i ssernent  es t  f iab le  s i  N  >  15 .

Le  tes t  W peut  ê t re  app l iquê même s i  la  ta i l le  de  l 'êchant i l lon  es t  fa ib le .

Il prêsente donc un avantage sur 1 e test pr-ecêdent et sur I es mêthodes

graphiques d-ejà prêsentêes. I l  sera sommairement prêsentê dans ce qui  sui t .

- Description du test l,{

Les  rês idus  e ,  son t  c lassês  par  o rdre  c ro issant .
t

0n ca lcu le  ensu i te  la  quant i tê  SSr  e t  on  dê termine la  quant i tê  B  so i t :

K
t  =r], u, (tt ' t- i*t - t i)

a i  ' a i  
*  I  "  . . .  e N

avec ( = s i  N  e s t  p a i r

s i  N  es t  impa i r

a -  e s t  u n  c o e f f i c i e n t  d o n n ê  p a r  d e s  t a b l e s  ( t e s t  W
J

fonc t ion  du  nombre  d 'observa t ions  N.  0n  ca lcu le  par

2

w o =
sS.

l a  v a l e u r  c r i t i q u e

N e t d e Ë . s i w s

d e

l a

normal i tê )  e t  i l  es t

sui te l,Jq

(4 .  20)

u.2r)

0n compare alors l, lo à

l ,J .  es t  fonc t ion  de

normal i té.

êgalement donnêe

( ; )  o n  r e j e t t e

par  des  tab les .

l ' h y p o t h è s e  d e

l,'l
c

< [ , |
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Exempl e nurnêri que

S o i t  u n  ê c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  N  =  6  e t  l e s  r ê s i d u s  e . ,

e i

1

2

3

4

5

6

- 2 1 7

-2r8

-3

1

3 r 5

4 r 0

o n a K= I =
2

3  e t  d ' a p r è s  4 . 2 0  e l  4 . 2 1cal cul e B et l^|s

avec

P o u r  i  =  0 , 0 5

l 'hypothèse de

on a  l , l (0 ,05)

normal i té.

3
=  I  a r ( 4  +  2 , 7 \  +  a 2 ( 3 , 5  +  2 , 8 )

i = 1
+  a 3  ( 1  +  3 , 0 )  =  6 , 3 7

ô I  =  0 , 6 3 4 1 , â2  =  0 ,2806,  â3  =  0 ,0875

2
( 6 , 3 7 )  =  0 , 7 5 g 3
5 3 , 3 8

2
B

=  0 , 7 8 8 .Comme l,{o < W (0,05) on ne peut accepter
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4.2 .3 .2  Normal  i sa t ion  des  rês idus

Les  t rans format ions  les  p lus  u t i les  pour  normal iser  les  rês idus  sont

les t ransformat ions logar i t lmiques et  la t ransformat ion racine carrê.  Comme

on ' l 'a  dê jà  ment ionnê,  les  t rans format ions  qu i  permet ten t  de  s tab i l i ser  les

var iances peuvent aussi  dans certains cas normal iser les rêsidus. Comrne ce

n 'es t  pas  toq iours  le  cas ,  on  do i t  donc  s 'assurer  que ces  t rans fonnat ions  ne

détrui sent pas I 'hypothèse de normal i té.

Deux exemples sont examinês dans ce qui suit .  Pour 1e premier, on

examine la  normal i tê  des rês idus pour  deux êchant i l lons prêsentês dans une

publ icat ion (sharp ley et  a l . ,  1985) .  Pour  le  second,  on examine les rês idus

ei  e t  e i  ( rês idus des var iab les t ransformées) .  Par  ces exemples,  on pourra

aussi comparer les résultats d'un test graphique et du test l . | .

EXEMPLE 4.6

Les  var iab les  de  la  f igure  4 .15  (encadrê)  e t  4 .16  (encadrê)  reprêsen-

ten t  les  va leurs  de  phosphore  e t  d 'azo te  mesurêes  (x )  e t  p rêd i tes  (y )  par  un

modè le .  Comme l 'êchant i l lon  es t  g rand N =  31 ,  la  vêr i f i ca t ion  de  la  norma-

l i tê  peut  ê t re  fa i te  à  l ' a ide  d 'un  tes t  g raph ique (pap ie r  de  probab i l i tê
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normale) ,  Pour  ce  tes t  la  fo rmule  de  Hazen fu t  u t i l i sêe  (EQ.  4 .19)

L 'examen des  f igures  4 .15  e t  4 .16  permet ten t  de  conc lu re  au  non respec t

de 1'hypothèse de normal i tê.  Bien que les rêsul tats du test  graphique

s o i e n t  f i a b l e s  ( é t a n t  d o n n ê  l a  t a i l l e  d e  l ' ê c h a n t i l l o n )  l e  t e s t  I ' l  f u t  a u s s i

a p p l i q u ê .  0 n  o b t i e n t  p o u r  1 e  p h o s p h o r e :  W 0  =  0 , 8 1 6 5  e t  ! ' I ( 0 , 0 5 )  =  0 , 9 2 9 .

0n a donc I , {p < | . l (0,05),  et  l 'hypothèse de normal i tê doi t  être rejetêe. 0n

ar r ive  aux  mêmes conc lus ions  pour  un  n iveau i  =  0 ,02  e t  â  =  0 ,01 .  En e f fe t

l , l (0 ,02)  =  0 ,91 .4  e t  h |  (0 ,01)  =  0 ,902

Le non-respect de l 'hypothèse de normal i tê ne fai t  donc aucun doute.

P o u r  
' l  ' a z o t e ,  o n  d o i t  a u s s i  r e i e t e r  1 ' h y p o t h è s e  d e  n o r m a l  i t ê  p u i  s q u e

W s  =  0 , 8 8 6 4 .  0 n  n e  p e u t  d o n c  s o u s c r i r e  a u x  c o n c l u s i o n s  s u g g é r ê e s  d a n s

l ' a r t i c l e  d ' u n e  r e l a t i o n  s i g n i f i c a t i v e  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s .  E n  e f f e t ,  l e s

tes ts  de  s ign i f i ca t ion  ne  sont  guère  app l icab les ,  é tan t  donnê 1e  non- respec t ,

êvident de l 'hypothèse de normal i tê.

Cet exernple sera aussi  êtudiê au chapi t re 5.  0n pourra vêr i f ier  êgale-

ment  par  un  tes t  que les  cond i t ions  d 'u t i l i sa t ion  e t  d ' in te rprê ta t ion  du

coeff ic ient  de corrê ' lat ion ne sont pas respectées.
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EXEMPLE 4 .7

Comme on ' l ' a  d i t ,  cer ta ines  t rans format ions  qu i  s tab i l i sen t  la  var iance

peuvent cependant conduire au non-respect de' l 'hypothèse de normal i tê pour
' les  

var iab les  t rans formêes.  L 'exemple  prêsentê  à  la  f igure  4 .12  es t  repr is

i c i  .

Les  rês idus  s tandard isês  e . , /S .  des  var iab les  or ig ina les  on t  d 'abord  ê tê

é tud iês  par  un  tes t  g raph ique ( f igure  4 .17A) .  Comme on peut  le  vo i r ,  les

rês idus  sont  l inêa i res  e t  1 'hypothèse de  normal i tê  es t  respec têe ,  e t  c€ ,

même si  pour ce modè1e, la var iance est  non constante.  Les rêsul tats du

test  l^ |  conf i rment le test  graphique. 0n obt ient ,  l^ |o = 0,9688. Pour N = L2

e t  i  =  0 , 0 5  e t  0 , 0 1 ,  l e s  v a l e u r s  d e  I , l  d e  I a  t a b l e  s o n t  l , . | ( 0 , 0 5 )  =  0 , 8 0 3  e t

l . | ( 0 , 0 1 )  =  0 , 8 5 9 .  P a r  s u i t e  I , J g  >  l l | ( c )  e t  l ' h y p o t h è s e  d e  n o r m a l i t ê  e s t

conf i  rmée.

Dans un  pare i l  cas ,  s i  les  rés idus  des  var iab les  or ig ina les  su ivent  une

d is t r ibu t ion  normale ,  une t rans format ion  pour  s tab i l i ser  la  var iance peut

a lo rs  dê t ru i re  la  normal i tê .  Le  même tes t  g raph ique a  ê tê  u t i l i sê  pour  1es

var iab les  x '  =  L /x  e t  y '  =  y /x  cho is ies  pour  s tab i l i ser  la  var iance.  Les

rês idus  s tandard isês  e ' lS i  ( f igure  4 . I78)  ne  prêsenten t  p lus  une l inêar i tê

a u s s i  b o n n e  q u e  l e s  v a r i a b l e s  o r i g i n a l e s .  É t a n t  d o n n ê  l a  t a i l l e  d e  l ' ê c h a n -

t î I lon  ( t ' l  =  L2) ,  on  peut  d i f f i c i lement  conc lu re  à  par t i r  de  ce  tes t .  Le

tes t  t , l  a  donc  é tê  app l iquê.  0n  ob t ien t ,  h lo  =  0 ,859.  D 'au t re  par t  comme

précédemment I^ |  (0,05) = 0,803 et  l , l  (0,01) = 0,859.



90 99,99

99 ,99

Figure  4 .17  Examen de la  normal i tê  des  rês idus .
A:  Var iab les  or ig ina les .  B :  Var iab les  t rans fornÉes pour
s tab i l  i  ser  1  a  var iance (exempl  e  4 .7 )  .
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0n peut  donc  conc lu re  que les  var iab les  t rans formées s tab i l i sen t  la  var iance

et que ces mêmes var iables permettent aussi  de respecter l 'hypothèse de

n o r m a l i t ê ,  b i e n  q u e  l ' o n  s o i t  â  l a  l i m i t e  p o u r  I  =  0 , 0 1 . .

4.2.4 Hypothèse de l ' indêpendance des erreurs

Si dans une certaine mesure,  on peut s 'é l  o igner un peu de I 'hypothèse

de normal i tê  des  rês idus ,  e t  de  ce l le  d 'homocêdast ic i tê ,  i l  n 'en  es t  pas  de

même en ce qui  concerne 
' l ' indêpendance 

des erreurs.  Cette hypothèse est

fondamentale et  ne pas la respecter peut conduire dans certains cas à un

modèle tout  à fa i t  erronê. 0n doi t ,  pour cet te hypothèse, vêr i f ier  que

l 'e r reur  e ipour  *  =  r i  es t  indêpendante  de  e i - l  pour  x  =  X i_ , . .

I l  convient de dist inguer entre deux types d 'autocorrêlat ion t rès

di f fêrents (Chatter jee et  Pr ice,  L977).  0n di f fêrencie en ef fet  l 'autocor-

rê la t ion  f i c t i ve  (apparent  au tocor rê la t ion)  qu i  es t  due à  l 'omiss ion  d 'une

ou de  var iab les  impor tan tes  dans  le  modè le  e t  l ' au tocor rê la t ion  vêr i tab le

(pure autocorrêlat ion) qui  est  due à un problème de persistance. I l  n 'est

pas  super f lu  de  fa i re  ce t te  d is t inc t ion .  En e f fe t ,  les  causes  e t  les  so lu -

t ions  qu 'on  do i t  env isager  sont  t rès  d i f fê ren tes ,  se ' lon  que l 'on  se  rê fè re  à

un type ou  l 'au t re  d 'au tocor ré la t ion .
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4.2 .4 .1  Causes  de  l '  au tocor rê l  a t ion

0n observe souvent une dêpendance entre I es erreurs I orsque I es obser-

vat ions peuvent être ordonnêes selon une sêquence part icul ière.  De nombreux

cas  de  non indêpendance des  rês idus  sont  re levês  lo rsque les  observa t ions

sont obtenues selon une sêquence temporel ' le.  De façon gênêrale,  la non

indêpendance des rêsidus peut être l iêe à d 'autres facteurs.  En sciences de

1 ' e a u ,  p ô F  e x e m p l e ,  o n  p o u r r a  m e t t r e  e n  ê v i d e n c e  l ' i n f l u e n c e  d ' u n e  v a r i a b l e

spat ia le  (a l t i tude ,  loca l i sa t ion  vo is ine  des  po in t ,s  de  mesure  dans  un

bass in ,  embouchure  versus  tê te  d 'un  bass in  versant ,  e tc . ) -

4 .2 .4 .2  Mise  en  êv idence de  l 'au tocor ré la t ion

Pour  s 'assurer  de  l ' i ndêpendance des  rês idus ,  on  peut  u t i l i se r  un  tes t

g raph ique.  Un exemple  f i c t i f  es t  p rêsentê  à  la  f igure  4 .18 .  Cet te  f igure

reprêsente la relat ion entre deux var iab' les physico-chimiques. Les mesures

ont  ê tê  p r ises  à  des  da tes  d i f fê ren tes  ( f igure  4 .18A) .  Les  rês idus  on t  é tê

c lassês  en  fonc t ion  de  la  da te  de  mesure  e t  les  var iab les  er ,  t ' '  son t  i l l us -

trêes à la f igure 4.18C. Ce graphique fai t  ressort i r  la dêpendance syst-ema-

t ique des  rês idus  e . ,  en  fonc t ion  de  t '  ce  qu i  ne  peut  ê t re  mis  en  êv idence

à  l a  f i g u r e  4 . 1 8 8  ( x '  e . , ) .  P o u r  c o n c l u r e  à  l ' i n d ê p e n d a n c e  d e s  r ê s i d u s ,  o n

devra vêr i f ier  que ces derniers sont rêpart is de f4on alêatoire,  en

fonc t ion  de  t  ( f igure  4 .18D) .
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('

FIGURE 4 .18  Exernp le  de  rês idus  au tocor rê lês  en  fonc t ion  du  temps.  Mod i f iê
d ' a p r è s  B o b é e  ( 1 9 8 3 ) .
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L 'a l lu re  du  graph ique pennet  auss i  de  d is t inguer  s ' i l  s 'ag i t  d 'au tocor -

rê la t ion  pos i t i ve  ou  nêgat ive  ( f igure  4 .19) .  Dans le  p remier  cas ,  les

rêsidus adjacents sont du même ordre de grandeur et  de même signe (4.19A).

Si  I 'autocorrêl  at ion est  n-egat ive,  I  es rêsidus al  ternent syst-emat iquement

ent re  les  va leurs  pos i t i ves  e t  nêgat ives  (4 .19  C) .  D 'après  p lus ieurs

auteurs (Chatter jee et  Pr ice,  L977' ,  lv lontgomery et  Peck, L982; Bobêe, 1983;

Younger ,  1979) ,  les  cas  d 'au tocor rê la t ion  nêgat ive  sont  peu f rêquents  e t  de

p lus  beaucoup p lus  d i f f i c i les  à  ident i f ie r .

0n peut aussi retrouver le même type de problème pour des pêriodes

homogènes (avant  e t  après  une p lu ie ,  sa isons ,  e tc . ) .  Par  exemple ,  chaque

observa t ion  ne  dêpend pas  d 'une da te  de  mesure ,  ma is  es t  l iêe  à  une sa ison.

La f igure 4.20 reprêsente des var iables physico.chimiques. Sauf except ion,

on  peut  observer  que les  rês idus  sont  pos i t i f s  duran t  l ' au tomne e t  nêgat i f s

durant  l ' ê tê ,  ce  qu i  ind iquera i t  qu ' i l  fau t  in t rodu i re  une var iab le  exp l i ca-

t i ve  supp lêmenta i re  e t  u t i l i se r  la  rêgress ion  mul t ip le .  Cet  aspec t  es t

repr is  à  1a  sec t ion  4 .3  où  l 'on  d iscu te  de  la  reprêsenta t iv i tê  de  l 'êchan-

t i l l o n .

L 'autocorrêlat ion peut donc être mise en êvidence par un test  graphi-

q u e .  I l  e s t  p a r f o i s  d i f f i c i l e  d e  c o n c l u r e  à  p a r t i r  d e  c e  t e s t  d o n t  I ' a l l u r e

ne prêsente pas une var iat ion aussi  syst 'emat ique que les graphiques prêsen-

tês ic i .  0n peut donc ut i l iser certains tests qui  permettent de vêr i f ier

cet te hypothèse de manière moins subiect ive.
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AUTOCORRÉI IAT IOru  POSIT IVE

e

e i =  o e i =  o

AUTOCORRÉLLATION ruÉCATI  VT

( c  )

e i =  o e i :  o

F I G U R E  4 . 1 9  I l l u s t r a t i o n  d e  l ' a u t o c o r r é l a t i o n  p o s i t i v e  e t  n é g a t i v e .

Ë
u -rt rl

tr ,t tf - r' l'r, i iÏ iÂ ii i
t {  r t  L J  v  l ,  n  ! _t r t r ô r r E
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ECHANTI LLON TOTA L

r  =  pdr iode
I  =  p é r i o d e

d'dte

R E S I  D U S
a

a

( d f é )

R E S I D U S  (  o u t o m  n e

FIGURT 4 .20  Autocor ré la t ion  due à  1 'hé térogéné i tê  de  l 'échant i l lon
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Le tes t  de  Durb in -Watson (1951)  spêc ia lement  adaptê  à  I 'a jus tement  d 'un

modèle par la mêthode des moindres carrês (Bobêe, 1983) est  d-ecr i t  dans la

sui te.  0n t rouvera d 'autres tests êgalement ut i les dans Thei l  et  Nagar

(1961) et de nombreuses rêfêrences pour diffêrentes approches dans I 'bnt-

gomery et ,  Peck (1982).

Nous considêrons ic i  le cas où chaque mesure est  pr ise à une date

d i f fê ren te  (a l t i tude  d i f fê ren te ,  e tc .  ) .  Pour  le  cas  où  les  var iab les

semblen t  g roupêes en  nuages d is t inc ts ,  f igure  4 ,20 ,  on  vêr i f ie ra  s i  les

popu la t ions  sont  homogènes e t  s i  les  d ro i tes  de  rêgress ion  qu 'on  ob t iendra i t

pour chacun des groupes sont s igni f icat ivement di f fêrentes.  Ce problème

par t i cu l ie r  es t  abordê à  la  sec t ion  4 .3 .

- Test de Durbi n-l^latson

Le tes t  de  Durb in -Watson (1951) ,  permet  de  vêr i f ie r  s ' i l  ex is te  une

certaine corrêlat ion entres les diverses observat ions ordonn-ees en fonct ion

d u  t e m p s  ( t ) .  0 n  ê t u a i e  l e  c o e f f i c i e n t  d ' a u t o c o r r ê l a t i o n  d ' o r d r e  1  ( p r )

so i t  le  coef f i c ien t  d 'au tocor rê la t ion  en t re  les  sêr ies  e ,  e t  e ( t - f ) ,  dêca lês

d'une uni tê de temps. 0n considère 
' la 

stat ist ique D tel le que



N
I ( . * -

t=2 v
tr-l ) 

t
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(4 .22)p =

Pour tester si  un

posi t f f ,  on cons idère

0n compare

les  tab les

N 2

. I . t tt=1

coef f i c ien t  d 'au tocor ré ]a t ion

les hypothèses suivantes:

H o :

H r :

est  s igni  f icat ivement

p = 0

p > 0

l a

et

quant i té D aux valeurs cr i t iques du et  d,  que l 'on t rouve dans

que 1 'on  cho is i  en  fonc t ion  des  c r i tè res  su ivants :

N iveau de  s ign i f i ca t ion  Ë ( i  =  0 ,01  ou  â  =  0 ,05)

Norbre  d 'observa t ions  N.  Pour  app l iquer  ce  tes t ,  on  do i t  d isposer

d 'un  êchant i l lon  d 'au  moins  15  observa t fons

Nonbre de var iables indêpendantes (k) .  Pour la régression simple

on a donc: k = p-l où p est le nombre de paramètres.

E n  f o n c t i o n  d e  l a  q u a n t i t ê  D  e t  d e s  v a r i a b l e s  d u  e t  d u ,  o n  c o n c l u t  d e  l a

façon suivante:

( 1 )

( 2 \

t 3 )

on rejette Ho s i D . d ,
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0n

on

accepte Ho

ne peut concl ure

s i D

s i  du

t d u

. D . d u

Pour tester si une

1a quant i té  (4-D)

autocorré'l ati on

et on considère

es t  s ign i f i ca t i vement  nêgat ive ,  on  ê tud ie

I ' h y p o t h è s e  H 1 ,  H r l  F  .  O

on rejette Ho

on accepte Ho

on ne peut concl ure

4-D < du

4-D > ds

d u < 4 - D < d g

s i

s i

s i

Lorsqu 'on  ne  peut  conc lu re  en  pr inc ipe  on  devra i t  recue i l l i r  p lus

d ' in fo rmat ions  (échant i l lon  p lus  g rand) .  S i  ce la  es t  imposs ib le  e t  c 'es t

souvent le cas pour une sér ie temporel le,  on peut ut i l iser une approximat ion

du tes t  de  Durb in -Watson,  app l i cab le  s i  l ' échant i l lon  a  une ta i l le  é levêe

( N  >  4 0 )  ( D u r b i n  e t  W a t s o n ,  1 9 5 1 ) .

0n peut prêsenter le test  d 'une autre façon qui  est  êquivalente,  mais

qu i  fa i t  m ieux  ressor t i r ' l a  ra t iona l i tê  du  tes t .  0n  compare  la  s ta t i s t ique

D  a u x  v a l e u r s  c r i t i q u e s  d u  e t  d u  ( t e s t  d ' a u t o c o r r é l a t i o n  p o s i t i v e )  o u  a u x

v a ' l e u r s  ( 4 - d r )  e t  ( 4 - d r ) .  L a  r e l a t i o n  a p p r o x i m a t i v e  ( v o i r  C h a t t e r j e e  e t

P r i c e ,  L 9 7 7 )  q u i  e x i s t e  e n t r e  D  e t  i ,  ( e s t i m a t i o n  d e  ô r )  D  =  Z ( l - F r )
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tttt-1

f r =
N
I  e * . '

v-z r'-r

permet de voir  que D peut être compris entre 0 et  4 et  qu'une valeur proche

de 2  permet  de  conc lu re  à  une au tocor rê la t ion  nu l le  ou  non s ign i f i ca t i ve .

En fonc t ion  des  d i f fê ren tes  va leurs  p r ises  par  D,  on  conc lu ra  de  la  façon

i l  I  us t rée  à  1a  f  igure  4 .21

F igure  4 .2L  Cr i tè res  de  dêc is ion  pour  le  tes t  d 'au tocor rê la t fon

Autocorrél ati on Aucune Autocorrél ation

t4-du)  (4 :d1)

4 . 2 . 4 . g  É t i m i n a t i o n  d e  l ' a u t o c o r r é l a t i o n

Lorsqu'on peut mettre en êvi  dence un problème d'autocorrêl  at ion,

plusieurs approches peuvent être envisagêes pour construire un modèle dont

les rêsidus soient indêpendants.  Si  on peut d 'emontrer par exemple qu' i l

existe une dêpendance des rêsidus en fonct ion du temps, on doi t  vêr i f ier  s i

ce t te  dêpendance es t  l iêe  à  une var iab le  omise  par  le  modè le  (e t  qu i  var ie

dans  le  temps)  ou  s ' i l  s 'ag i t  d 'un  prob lème de pers is tance (dêpendance

rée l le  des  observa t ions  dans  le  temps) .

N
I

t=2
avec {4 .23)

d,

posi t i ve autocorrêl ati on nêgat ive
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P o u r  l e  p r e m i e r  c a s ,  o n  d o i t  i d e n t i f i e r  l a  v a r i a b l e  c l ê  o m i s e  p a r  l e

rnodè le  e t  qu i  es t  in f luencêe par  1e  temps de  mesure .  En sc iences  de  1 'eau,

ce pourrai t  être par exemple le dêbi t  ou la tempêrature qui  var ie de façon

sys têmat ique pendant  la  pêr iode d 'êchant i ' l l onnage.  S i  une te l le  var iab le

peut  ê t re  ident i f iêe ,  e l le  devra  ê t re  inc luse  dans  le  modè le .  Le  modè le

rêsu' l tant  serai t  donc une r 'egression mu' l  t ip ' le.  0n pourra par I  a sui te

vêr i f ie r  l ' i ndêpendance des  rês idus  par  le  tes t  de  Durb in - lda tson (1951) .  S i

les  observa t ions  semblen t  regroupêes en  fonc t ion  d 'un  aspec t  par t i cu l ie r

(sa ison,  a l t i tude ,  e tc . ) ,  on  peut  env isager  une rêgress ion  pour  chaque sous-

groupe. Ce problème est  d iscutê à la sect ion 4.3.

S i  l ' on  ne  peut  met t re  en  re l ie f  l ' i n f luence dê terminante  d 'une seconde

var iab le ,  on  pour ra  a lo rs  u t i l i se r  un  modè le  au torêgress i f .  P lus ieurs  des

rêsu l ta ts  thêor iques  de  la  r 'egress ion  ne  sont  p lus  va l ides  lo rsque les

rês idus  sont  au tocomêlês .  B ien  que les  paramèt res  so ien t  non b ia isês ,  1a

v a r i a n c e  r ê s i d u e f f e  S l  s o u s  e s t i m e  o l  .  0 n  o b t i e n t  d o n c  p o u r  c  e t  B  d e s

e s t i m a t e u r s  S u  e t  S O  b e a u c o u p  p l u s  p e t i t s  q u ' i l s  n e  d e v r a i e n t  l ' ê t r e  e n

rêal i tê.  Consêquemment,  les rêsul tats concernant les tests et  la construc-

t ion  des  in te rva l les  de  conf iance e t  de  prêv is ion  ne  sont  p lus  r igoureuse-

ment appl icables.  La pr ise en conrpte du coeff ic ient  d 'autocorrêlat ion

permet d 'obtenir  des est imateurs beaucoup plus f iables.
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Descr ipt ion gênêrale du modèle autorêgressi f

0n  suppose dans  ce  qu i  su i t  une sêr ie  où  les  observa t ions  peuvent  ê t re

ordonnêes dans le temps ( t ) .  Un modèle autor-egressi f  t ient  compte du

coef f i c ien t  d 'au tocor rê la t ion  i1  en t re  les  var iab les  e ,  e t  e r ,  gu i  permet

d e  d ê f i n i r  d e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  x ' t ,  e t  y ' t .  L e s  v a r i a b l e s  s o n t  d e s

fonc t ions  l inêa i res  de  xa_,  e t  y t_ l  d .  pente  i1 ,  so i t :

xlt = Xt

Y i  = Y r

-  prxt_l

- PIYI-1

( 4 . ? 4 1

9.25)

t t , y t  s o n t  l e s  v a r i a b l e s  c l a s s ê e s  e n  f o n c t i o n  d u  t e m p s .  E n  u t i l i s a n t  c e s

n o u v e l l e s  v a r i a b l e s ,  o n  o b t i e n t  l a  d r o i t e  i ' ,  s o i t :

t i  = n ' + B ' x f

Deux approches sont gênêralement ut i l isêes pour est imer les coeff ic ients ce

sont les mêthodes de Cochrane-0rcutt  (mêthode i têrat ive) et  la mêthode des

" p r e m i è r e s  d i f f ê r e n c e s " .  C o m m e  i 1  n ' e s t  p a s  c o n n u ,  i I  e s t  e s t i m ê  d a n s

l ' ê c h a n t i ' l  l o n  p a r  F 1  s o i t  i ,  =  i 0  ( m é t h o d e  d e  C o c h r a n e o r c u t t ) .  P o u r  l a

méthode des premières di f fêrences, on assune a pr ior i  que ôr = 1.
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- Méthode de Cochrane-0rcutt

Comme le  modè ' l  e  4 .25  es t  
' l i nêa i re ,  

les  coef f i c ien ts  a '  e t  P '  peuvent

être est imés par la mêthode des moindres carrês en ef fectuant une rêgression

en fonc t ion  des  var iab les  x i ,  e t  y t

xi

Yir

= X t

= Y t

rrxt- 1
trJt- 1

avec  F1 ca lcu lê  dans  l 'êchant i l lon  d 'après  l 'êquat ion  4 .23 .  0n  ob t ien t  donc

un nouveau modèl e

=  a ,  +  b ' x i 9.261

qu ' i l  ex is te  en t re  les  coef f i -

a ' +  g ' * i t  )  l a  r e l a t i o n  s u i v a n -

9 .27 )

vt

0n peut d-emontrer (lvlontgomery et Peck, 1982)

cients c et B (Ï  = o + Bx) et a'  et p'  ( i i  =

te :
a, '

(1-Fr  )

B =  P ' ( 4 . 2 8  )

c '  sera  d 'au tan t  p lus  d i f fe ren t  de  a  que 
-p1  

(es t imê par  F1)  sera  p lus  é levê .

0n  do i t  par  su i te  vêr i f ie r  que les  rês idus  du  nouveau modè le  ne  sont  pas

autocor rê lês  en  u t i l i san t  à  nouveau le  tes t  de  Durb in -Watson.  S i  les  rês i -

dus  sont  encore  in te rdêpendants ,  on  dê f in i t  de  nouve l les  var iab les  x "  e ty " ,

en  rêes t imant  ô  à  par t i r  des  rês idus  e i  du  modè le  t rans formê e t  a ins i  de
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su i te  jusqu 'à  ce  que l 'au tocor rê la t ion  so i t  ê ' l  im inêe.

Cette mêthode n'est  pas touiours t rès performante.  Cela s 'expl ique

ent re  au t res  par  le  fa i t  que lo rsque les  rês idus  sont  cor rê lês  pos i t i vement ,

F l  sous  es t ime p1  (Montgomery  e t  Peck ,  !982;  Neter  e t  t ' {aserman,  L974) .

Cer ta ins  au teurs  suggèrent  de  s 'en  ten i r  à  une (ou  deux)  i tê ra t ion(s )  après

quoi  on devrai t  ut i ' l iser une autre technique (Montgomery et  Peck L982;

Chatter jee et  Pr ice,  L9771.

En supposant une autocorrêlat ion nul le

on devra vêr i f ier  que la pente du modèle

ê g a l e  à  c e l l e  d u  m o d è l e  o r i g i n a l ,  t b '  -  b )

appropr iée.

- Mêthode des premières diffêrences

suite à une première i têrat ion,

rêsul tant est approximativement

sans quoi  I  a  mêthode n 'est  pas

part icu' l  ier  de l 'approche de Cochrane-

=  f .  É t a n t  d o n n ê  ( 4 . 2 7 1 ,

es t  donc  êga le  à :

Cette

0rcutt. Ort

d. '  = a(1.  -

méthode consti tue un cas

suppose cependant Que Fr

ô r )  =  0 .  La  va r iab le  V i

v i =P ' x f  *  e
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et  le  modè le

Comme le modèle est centrê

vi = P'^i

à  l ' o r i g i n e ,  B ' est  est imé par  b '  so i t :

N
I vj.

i = L  
e

*t

b t =

N z
t=)rti

e t  l ' o n  d o i t  l à  a u s s i  v ê r i f i e r  q u e  b '

des emeurs ne peut être vêr i f iêe par

va1 ide  lo rsque la  d ro i te  es t  cen t r€e  à

s !. Pour ce modèl e, f i  ndêpendance

le  tes t  de  Durb in -Watson qu i  n 'es t  pas

l ' o r i g i n e .
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4.3 PROBLÈMES LIES t 'ÉcHRttt tLLoNNAGE

4.3 .1  Échant i l lon  non homogène

0n en tend par  êchant i l lon  non homogène,  un  êchant i l lon  dont  les  d i f fê -

ren ts  coup les  (x ,  y )  p rov iennent  de  p lus ieurs  popu la t ions  d i f fê ren tes .  Ce

prob lème peut  ê t re  i l l us t rê  par  un  exemple .  Prenons l 'ê tude de  la  re ta t ion

ent re  deux  var iab les  phys ico-ch imiques  x  e t  y .  Les  d i f fê ren ts  coup les  sont

p r ê s e n t ê s  à ' l a  f i g u r e  4 . 2 2  A .  L e s  ê c h a n t i l l o n s  p r o v i e n n e n t  d e  d e u x ' l a c s

dont ' les observat ions apparaissent comne deux groupes dist incts.  Les pentes

respect ives b1 et  b2 ne sont pas signi f icat ivement di f fêrentes de zêro.  Par

contre,  la pente obtenue pour toutes les observat ions est  t rès s igni f icat i -

vement di f fêrente de zêro et  la isse croire à une relat ion importante entre

les  var iab les  x  e t  y ,  re la t ion  un iquement  due à  la  mise  en  comrrun  des  deux

groupes.

D'un point  de vue graphique, ce problème peut souvent être mis en

êvidence si  les observat ions sont distr ibuêes en groupes dist incts corres-

pondant à di f fêrentes populat ions.  Cependant,  s i  tous les couples provien-

nent  de  popu la t ions  d i f fê ren tes ,  par  exemple  15  mesures  e t  15  lacs ,  le

problème sera pl  us di  f f ic i ' le à dêcel  er  à mo' ins d 'avoir  des i  nformat ions

prêc ises  concernant  le  mode d 'êchant i l lonnage.

0n ne doi t  pas conclure cependant que deux êchant i l lons obtenus de

façon indêpendante (deux 1 acs, deux méthodes de mesure, etc. ) sont

À
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b r  =  N . S .

r t È O

bz  =  N 'S '
1 2  = Q

o o  o
o

o o o
o

0 0
o o o

t a  o
' a

o a a
o  1 0  a X

b * o
r * O

B b r  * o

b 2  # o

Y r  * Y z

X

c o o
o o o

o o o  o

o o

e = l A C

1 :  l -AC

b , e l b r # O

X

I

2

F I G U R E  4 . 2 2  V ê r i f i c a t i o n  d e  l ' h o m o g é n é i t é  d e  l ' é c h a n t i l l o n
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nêcessa i rement  i ssus  de  popu la t ions  d i f fê ren tes .  S i  les  var iab les  ob tenues

semblent  regroupêes en  fonc t ion  d 'un  aspec t  que lconque ( lac1 ,  1ac2,  laca  ou

lac  de  tê te ,  lac  à  l ' embouchure) ,  on  do i t  d 'abord  vêr i f ie r  s i  les  pentes  des

droi tes de rêgression sont s igni f icat ivement di f fêrentes de zêro pour chaque

g r o u p e .  E n  s u p p o s a n t  I  e s  p e n t e s  b 1  e t  b 2  s i g n i f i c a t i v e s ,  o n  p e u t  e n s u i t e

vêr i f ie r  par  la  méthode d-ecr i te  au  chap i t re  2  (sec t ion  2 .3 ,8 )  s i  les  d ro i tes

Ï r  e f i z  s o n t  s i g n i f i c a t i v e m e n t  d i f f ê r e n t e s .  L e s  g r a p h i q u e s  B  e t  C  d e  l a

f igure  4 .22  pr 'esenten t  ces  d i f fê ren ts  cas .  En B les  pentes  b1  e t  b2  sont

s i g n i f i c a t i v e s  m a i s  l e s  d r o i t e s  | 1  e t î z  d i f f è r e n t .  E n  C  l e s  d r o i t e s  i r  e t

iz ne sont pas signi f icat ivement,  d i f fêrentes.  Des exemples rêels correspon-

dant à ces di f fêrents cas sont pr€sentés dans ce qui  sui t .

EXEMPLE 4.8

L 'exemple  su ivant  reprêsente  une expêr ience où  l 'on  ten te  de  mesurer  la

capac i tê  d 'une p lan te  â  rêgu la r iser  la  quant i tê  d 'eau absorbêe (V)  en  fonc-

t i o n  d e ' l a  c a p a c i t ê  d e  r ê t e n t i o n  d e  l ' e a u  d ' u n  s o l  ( x ) .  L e s  o b s e r v a t i o n s

mesurées sont présentées â la f igure 4.23A.

Les  au teurs  Ungar  e t  a l .  (1979)  conc luent  à  une re la t ion  t rès  s ign i -

f i ca t i ve  en t re  les  var iab les  x  e t  y ,  ce  qu i  es t  v ra i  s i  on  app ' l ique  un  tes t

d e  s i g n i f i c a t i o n  d e  1 a  p e n t e  ( s e c t i o n  2 . 3 . 5 . 2 )  p o u r  l e s  5 6  o b s e r v a t i o n s . 0 n

ô  t o  =  9 , 1 . 2  e t  t 5 4  ( 0 , 0 5 )  =  L , 6 7 .
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Étant  donnê que ts  t  t c ,  e t  ce ,  même pour  un  n iveau de  s ign i f i ca t ion

ê g a l  à  0 , 0 0 0 5  ( t s u  ( 0 , 0 0 0 5 )  =  3 . 4 9 )  o n  p e u t  r e j e t e r  
' l  ' h y p o t h è s e  n u l l e  e t

conc lu re  à  une re la t ion  t rès  s ign i f i ca t i ve .

Comme on l 'a  d i t ,  les  rêsu l ta ts  des  t ,es ts  sont  va l ides  s i  les  hypothè-

ses de la rêgression sont respectêes ( l inêar i tê,  homosc'edast ic i tê,  normal i tê

des rêsidus) ce qui  a êtê vér i f iê pour cet  exemp' le.  Cependant,  on peut

met t re  en  doute  1a  reprêsenta t iv i tê  de  l 'êchant i l lon .  En e f fe t ,  les  var ia -

bles ne fonnent pas un groupe homogène. L 'êchant i l lon est  const i tuê de

valeurs obtenues en laboratoire:  groupe L f igure 4.238 et  de valeurs

obtenues sur le terrain à deux pêr iodes di f fêrentes:  groupes 2 et  3 f igure

4.23f � .  Comnre on peut I 'observer,  ces observat ions forment des groupes

d is t inc ts .  0 r  s i  1 'on  tes te  les  pentes  de  chacun des  groupes,  on  peut

v ê r i f i e r  q u ' e l l e s  n e  s o n t  p a s  s i g n i f i c a t i v e s  ( p e n t e s  b 1  e t  b 2 )  o u  t r è s  p e u

s ign i f i ca t i ves  (b3) .  De même,  on  ob t ien t  pour  chaque groupe un  coef f i c ien t

de  cor rê la t ion  pra t iquement  nu l  ( r1  e t  12)  ou  fa ib lement  s ign i f i ca t i f  ( rg ) .

I l  en  rêsu l te  donc  une re la t ion  s ign i f i ca t i ve  due en  grande par t ie  à  la

mise  en  comrun des  sous  groupes 1 ,  2  e I3 .  0n  peut  sur tou t  c r i t iquer  i c i  la

pr ise  en  corp te  du  groupe des  va leurs  ob tenues en  labora to i re  (v is ib lement

u t i l i sêes  ic i  pour  combler  le  manque d 'observa t ions  en t re  x  =  0  e t  x  =  -2 ) .

En e f fe t ,  sur  le  te r ra in ,  on  peut  supposer  l ' i n f luence con jugêe de  p lus ieurs

autres var iables (vent,  hmidi tê,  tempêrature,  etc.  )  lesquel ' les demeurent



constantes dans une expêr ience contrôlêe en laboratoire.  En supposant que

la  pêr iode de  mesure  n ' in f luence pas  ou  in f luence peu la  re la t ion  de  y  e t  x

on pourrai t  êtudier les groupes 2 et  3.  0n peut vér i f ier  que pour ce

g r o u p e ,  l a  p e n t e  e s t  s i g n i f i c a t i v e  d u  m o i n s  p o u r  I  =  0 , 0 1 .  D e  m ê m e ,  o n

obt ien t  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  s ign i f i ca t i f  r  =  0 ,38  pour  N =  27 ,  qu i

es t  cependant  beaucoup moins  ê levê  que 1e  coef f i c ien t  ob tenu pour  l ' êchan-

t i l l on  to ta l  F  =  0 ,78  pour  N =  56 .  0n  ob t ien t  auss i  des  es t imateurs  a  e t  b

très di  f fêrents I  orsque I  'on consi  dère I  'êchant i  I  I  on total  (  tabl  eau 4.10) .

TABLEAU 4.10 - COMPARAISON DES ESTIMATEURS a ET b DE L.ÉCHATTTIION TOTAL

ET Dt S0US-GROUPES H0M0GÈNES (exemple 4.8)

Groupe
consi déré N

Paramètres
toba

Test de la pente
t1p-21( i )

3

2 e t 3

TOTAL

29 -3 ,48  0 ,003 0 ,0138

13 -5 ,73  0 ,029 0 ,2004

14 -6 ,20  0 ,332 z ,? rL

27 -5 ,51 .  0 ,331 2 ,068

56 -2 ,97  0 ,928 9 ,1L7

d = 0 , 0 1  d = 0 , 0 5
2 , 4 7 3  1 , 0 7 3

2 , 7 L 8  L , 7 9 6

?,68L L,782

2,485 1 .708

2,400 r ,675

EXEMPLE 4.9
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e t  a l  . ,

donnêes

L 'exemp' le  qu i  su i t

(1984) .  Le  graph ique de

art ic le prêsentê par Hedges

a êtê construi t  à part i r  des

es t  t i r ê  d 'un

1 a  f i g u r e  4 . 2 4
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or ig ina les .  Ce graph ique met  en  re la t ion  la  quant i tê  to ta le  de  l ign ine  e t

le rapport  carbone-azote dans les sêdiments de la r iv ière Columbia et  de ses

pr incipaux tr ibutaires.  Pour cet te êtude, 19 si tes furent êchant i l lonnés

pour  1 'ensemble  du  bass in  de  la  r i v iè re  Co lunb ia .  Le  tes t  de  s ign i f i ca t ion

de la pente (ou encore du coeff ic ient  de corrêlat ion) permet de conclure à

u n e  r e l a t i o n  t r è s  s f g n i f i c a t i v e  ( r  =  0 , 6 8 ) .

Dans le cadre généra1 de l 'êtude qui  porte sur plusieurs autres

aspects,  les auteurs ont ident i f iê deux régions très dist inctes du point  de

vue de la végétat ion que l 'on nommera ic i  zone 1 et  zone 2.  Les di f férentes

s ta t ions  peuvent  ê t re  inc luses  dans  I 'une  ou  l 'au t re  de  ces  zones .  La

r iv ière "WL" (stat ions l^ |L 1 et  l , lL 2) coulent ent ièrement dans la zone 1.  La

r iv ière "MR" (stat ion MR) coule presqu'ent ièrement dans cette même zone sauf

pour une faib ' le part ie de son cours.  I1 en est  de même pour la stat ion

ident i f iêe  par  TP (s i tué  à  l 'enbouchure  du  bass in  versant ) .  Ces  d i f fê ren tes

stat ions sont ident i f iêes à la f igure 4.248. Les 15 autres points de mesure

sont s i tués dans la zone 2.  Les 4 stat ions de la zone L ( l^ lL 1 ,  wL z,  MR et

TP) se df f fêrencient aussi  des stat ions de la zone 2 par la nature des

dépôts meubles const i tuês pr incipalement de sables grossiers (MR et TP) ou

d'un mélange de matêr ie l  grossier et  f in (WL 1 et  l , IL 2).  Les dêpôts meubles

de la major i té des 15 autres stat ions sont const i tués de matêr ie l  t rès f in

(sauf  une except ion) .
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L 'ê tude de  la  re la t ion  en t re  1a  l ign ine  e t  le  rappor t  C /N (carbone/

azote) par rêgion homogène ne permet plus de conclure à une relat ion s igni-

f icat ive.  En ef fet ,  pour les 15 points de mesure de la zone 2,  on obt ient

une pente  pra t iquement  nu l le  e t  donc  non-s ign i f i ca t i ve  (vo i r  f igure  4 .248) .

0n  ar r i ve  d 'a i l leurs  aux  mêmes conc lus ions  en  inc luant  1a  s ta t ion  TP qu i ,

ê tan t  s i tuêe à  l 'embouchure  du  bass in  p r inc ipa l ,  es t  dans  une cer ta ine

mesure  in f luenc-ee par  1a  zone 2 .  L ' inc lus ion  des  t ro is  au t res  s ta t ions  (1 , {L

L, WL 2,  et  MR),  gui  sont str ictement cornpr ises dans la zone 1.  permet cet te

fo is  d 'ob ten i r  une re la t ion  t rès  s ign i f i ca t i ve .  0n  es t  donc  en  dro i t  de  se

demander  s i  1a  re ' la t ion  de  y  e t  x  n 'es t  pas  s ign i f i ca t i ve  un iquement  en

raison de ce regroupement.

En supposant  que ces  carac têr is t iques  phys iques  n 'a ien t  aucune in f luen-

c e  s u r  l e s  v a r i a b l e s  ê t u d i ê e s ,  i 1  n e  s e m b l e  p a s  q u e  l e  m o d è l e  l i n ê a i r e  s o i t

le  p lus  adêquat  pour  d -ecr i re  la  re la t ion  de  y  e t  x  De p lus ,  le  fa ib le

pouvo i r  exp ' l i ca t i f  du  modè le  l inêa i re  es t  en  grande par t ie  masquê,  s i  l ' on

peut dire,  par l ' inf luence très importante de la stat ion I^ |L 2.  En ef fet ,  on

obt ient  pour les L8 premières stat ions un coeff ic ient  de dêterminat ion t rès

fa ib le  so i t  R2 =  0 ,2886.  0 r ,  l ' i nc lus ion  du  po in t  ex t rême l ' l L  L  a  pour  e f fe t

d 'augrnenter ce coeff ic ient  de près de 20%: R2 = 0,4659 (H = 19).
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EXEMPLE 4 .10

Le test  de la pente permet de vér i f ier  s i  la relat ion obtenue par

groupe homogène est  s igni f icat ive.  Comme on l 'a vu pour les deux exemples

pr'ecêdents, dans certains cas, seul e I a mi se en comrrun des diffêrents

groupes permet  d 'ob ten i r  une re la t ion  s ign i f i ca t i ve .

En supposant d 'autre part  des pentes s igni f icat ives pour les groupes

considêrês,  or  ne peut cependant conclure que les var iables proviennent

d 'une mêne popu la t ion ,  e t  ce ,  même s i  les  pentes  ob tenues ê ta ien t  iden t i -

ques. En ef fet ,  deux êchant i l lons dont 
' les pentes sont ident iques peuvent

nêanmoins reprêsenter des populat ions for t  d i f fêrentes.  0n doi t  donc dans

l 'o rd re  e f fec tuer :

-  un  tes t  de  s ign i f i ca t ion  des  pentes ;

-  un test  d 'êgal i tés des pentes des groupes considérés;

-  un  tes t  d ' iden t i tê  des  dro i tes .

Nous avons appl iquê cette proc-edure pour l 'exemple suivant lequel  met

en re la t ion  l 'ênerg ie  to ta le  ( lumineuse e t  ca lo r i f ique)  app l iquêe à  une eau

rêsiduaire et  
' le 

taux d 'êpurat ion de cette eau. Cette expêr ience fut  menêe

dans deux bassins de profondeurs di f fêrentes.  Les droi tes obtenues pour le

b a s s i n  1  ( 3 5  c m )  e t  l e  b a s s i n  2  ( 2 5  c m )  s o n t  i l l u s t r ê e s  à  l a  f i g u r e  4 . 2 5 .

L 'au teur  (Pou ' l io t ,  1985)  conc lua i t  qu 'ê tan t  donnê l 'êga l i tê  des  pentes  on t

pouva i t  conc lu re  à  l ' i den t i tê  des  procêdês u t i l i san t  des  bass ins  de  pro fon-

deurs di  f férentes.
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Nous avons repr is le t ,est  de comparaison des pentes.  En ef fet ,  on ne

pouva i t  se  f ie r  aux  rêsu l ta ts  du  tes t  u t i l i sê  dans  l 'ê tude,  ce  tes t  é tan t

inadêquat .  La  quant i tê  t  (équat ion  A 1 .6)  u t i l i sêe  pour  e f fec tuer  le  tes t

soi t :  t  = b-Ê/Sb ne permet pas de comparer deux pentes (supposons b,  et  br) ,

ma is  es t  u t i le  pour  vêr i f ie r  s i  une pente  b  es t  s ign i f i ca t i vement  d i f f le ren te

d 'une pente  th -eor ique B =  90 .

Dans ce  qu i  su i t ,  nous  avons  d 'abord  comparê  les  var iances  rês idue l les

S :  ( b a s s i n  1 )  e t  S ?  ( O a s s i n  2 )  p o u r  ê t r e  e n  m e s u r e  d e  c h o i s i r  l e  t e s t
s I  c 2

adêquat  de compara ison des pentes (vo i r  d iscuss ion à cet  e f fe t  à  1a sect ion

2.3.8.21.  Les dro i tes furent  ensui te  comparêes.  Les tests  prêsentês à la

sect ion 2.3.B et  â  ' l  'appendice 4 furent  appl iqués.

( a )  V é r i f i c a t i o n  d e  1 ' é g a l i t é  d e s  v a r i a n c e s  ( T e s t  F ) .

0n  ca lcu le  d 'abord  Fs  Que l 'on  compare  à  F .  avec  i  =  0 ,05

Fs =  456,93 /292,05  =  1 ,56

Pu isque Fo <  F .  on

(b)  Vér i f i ca t ion  de

t ,  =  t r , 3  (0 ,05 )  =  9 ,28

accepte ' l 'hypothèse Hs d 'êgal i tê  des var iances.

l ' êga l  i tê  des  pentes
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Étant donnê que 1 es

t e s ,  o n  p e u t  u t i l i s e r  l e

N1 e t  N2 sont  pe t i t s  (N1

t o =

var iances ne sont pas signi f icat ivement di f fêren-

tes t  t  pour  vêr i f ie r  l ' êga l i tê  des  pentes .  Pu isque
_ 2=  N z  =  5 )  o n  u t i l i s e  S . a  d ê f i n i  à  I ' a p p e n d i c e  4 .

b r  b 2
=  -  1 1 0 5

+ Vss^r)%

Pour  un  tes t  b i la tê ra l  avec  i  =  0 ,05  e t  (N -  2 )  degrês  de  l iber tê  on  a ,

t B  ( 0 , 0 2 5 )  =  2 , 3 0 6 .  P u i s q u e  t 0  =  <  l t . l  o n  a c c e p t e  H o .

g.(rrss^,

t =
c

( c ) Vêr i f i ca t ion  de  I ' i den t i té  des  dro i tes  ( tes t  t )

Étant donnê que les pentes ne sont pas signi f icat ivement di f fêrentes,

peut  donc  vér i f ie r  l ' i den t i tê  des  dro i tes .

0 ,3215(394 693,30)+  9 ,37L7 (292 496,80)
[ = = 0,3429

É t a n t  d o n n ê  q u e  N

var iance de  6  e t  de

394 693,30 + 292 496,80

es t  pe t i t ,  on  u t i 1 i r . 5 . ' a  p lu tô t

Ë  (vo i r  Append ice  4 ) .

2
que S^. pour est imer'  e L

l a



* 2
set 381.,342

$ =
6

= 0,000555

[ =

SSxt + SSx2

V r  l z
=

i r - i ,

ëz"g t

(L  -  l r )

687 190,10

350,96 -  251,2

6 7 9 , 8 0  -  5 0 1 , 8
= 0 ,5604

2
$ =
5

3 8 1 , 3 4  { 0 , 4 )

(31  684,00)

2
+ s b  =

P o u t  u n

concl  ue

( d ) Vér i f i ca t ion  de  l ' i den t i té  des  dro i tes  (Tes t  F)

(ssR - ss.rr) /z (6032,9381 - 224,061 lZ
F o = =  5 1 0 6

t t . , . r / ( t ' t r + N z - 4 ) ??46,06 /  6

0,0053693

b - b _ 0 ,5604 -  0 ,3429 = 2 ,968

0,0732799

t . =  t 6 ( 0 , 0 2 5 )  = 2 , 4 4 7

v a r  ( Ê ' -  6 )  =  S ;

t e s t  b i l a t ê r a l  e t

donc que les droi tes

u n  n i v e a u  a  =  0 , 0 5 ,  o n  o b t i e n t  t 9

sont s igni  f icat ivement di  f fêrentes.

- t62

= 0,0048143

t.  et  on
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Pour que les rêsul tats du test  soîent comparables au test  pr 'ecêdent,  on

c h o i s i t  u n  t e s t  b i l a t ê r a l  e t  u n  n i v e a u  i  =  0 , 0 5 .  L a  v a l e u r  c r i t i q u e

F .  =  F  2 , 6  
( 0 , 0 2 5 )  e s t  ê g a l  e  à  7 . 2 6 .  0 n  a  d o n c ;  F s  <  F ,  e t  o n  n e  p e u t

conclure que les droi tes sont di f fêrentes.

Cornmentai re s

Comnn on 1 'a  sou ' l ignê  prêcêdemment ,  l ' êga l i tê  des  pentes  n 'es t  pas

ê q u i v a l e n t e  à  l ' i d e n t i t ê  d e s  d r o i t e s .  P a r  l e  t e s t  t  ( t e s t  d e  H a l d ) ,  o n  p e u t

e n  e f f e t  v ê r i f i e r  q u e ,  p o u r  u n  t e s t  b i l a t ê r a l  e t  u n  n i v e a u  i  =  0 , 0 5  l e s

dro i tes  sont  s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren tes  b ien  que les  pentes  n 'ê ta ien t  pas

s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren tes .  I l  es t  impor tan t  de  sou l igner  que le  tes t  F

de compara ison des  dro i tes  ne  pemnt  pas  cependant  de  re je te r  Hs .  Par  le

tes t  t  e t  le  tes t  F  e t  un  n iveau i  =  0 ,05 ,  on  ar r i ve  donc  à  des  conc lus ions

d i f fê ren tes .  A  no t re  conna issance,  la  pu issance respec t ive  de  ces  tes ts  n 'a

pas  ê tê  mise  en  êv idence mais  le  tes t  t  semble  p lus  r igoureux  pu isqu ' i l

p ropose cer ta ines  cor rec t ions  lo rsque l 'échant i l lon  es t  de  fa ib le  ta i l le .

0 n  d o i t  a u s s i  c o n s i d ê r e r  q u ' e n  r ê d u i s a n t  l a  v a l e u r  d e  i ,  ( à  =  0 , 0 1 ) ,  l e s

rêsu l ta ts  des  tes ts  sont  iden t iques  e t  He I  l t  =  12  es t  acceptêe .  I l  es t

donc  assez  d i f f i c i le  de  conc lu re  quant  à  I ' i den t i tê  des  dro i tes .  Seu l  un

êchant i l lon  p lus  ê levê  permet t ra i t  de  min imiser  1e  r i sque d 'e r reur  qu i  es t

d 'au tan t  p lus  g rand que l 'êchant i l lon  es t  fa ib le ,  comme c 'es t  i c i  1e  cas .
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4 . 3 . 2  É c h a n t i l l o n non  rep rêsen ta t i  f  (  va l  eu rs  ex t rèmes  e t  va l  eu rs

aberrantes.  )

L 'examen graphique des observat ions permet t rès souvent de dêceler dans

l ' ê c h a n t i l l o n  l a  p r ê s e n c e  d ' u n  o u  d e  p l u s i e u r s  v a l e u r s  e x t r è m e s  ( o u t l i e r s ) .

Dans certains cas,  on peut d-emontrer que ces valeurs sont aberrantes.  En

effet ,  pour des raisons thêor iques, i l  est  parfois possible de mettre en

êvidence la non-val id i tê de certaines mesures qui  ont  pu être obtenues à

cause d'une erreur de lecture de 1 'expêr imentateur,  d 'une erreur de trans-

c r ip t ion  ou  encore  en  ra ison d 'une dê fec tuos i tê  de  l 'appare i l  de  mesure

ut i l i sê .  Ces  va leurs  peuvent  a lo rs  ê t re  é l im inées .

S i  te l  n 'es t  pas  le  cas ,  on  peut  tou jours  e f fec tuer  un  tes t  de  normal i -

tê  e t  vêr i f ie r  s i  ces  rês idus  ou  encore  les  var iab les  x  e ty  sont  compr ises

à l ' i n tê r ieur  de  t  K  êcar ts  types .  Ce tes t  es t  p lu tô t  g ross ie r  e t  c 'es t

pourquo i  i l  es t  suggêrê  d 'u t i l i se r  un  tes t  p lus  ob iec t i f  (Gunst  e t  Mason,

1980; Bobêe, 1983) .  l , lous prêsentons i  c i  I  e test  de Grubbs (1969) suggêrê

par  Bobêe (1983) .

Test de Grubbs

L ' h y p o t h è s e  H e  e s t  q u e  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  a p p a r t i e n n e n t  à  l a  m ê m e

populat ion.  Si  Hs est  re ietêe, on est  arnenê à conclure que la valeur extrè

me n 'appar t ien t  pas  à  Ia  d is t r ibu t ion  des  ( t t  -  t )  au t res  observa t ions .  0n

suppose ic i  une va leur  ex t rême par  rappor t  à  l ' axe  des  x .  Les  va leurs  de  x

sont c lassées par ordre croissant

X l  <  X 2  <  . . . X N



ou xN

-  1 6 5

const i  tue I  a va.|eur extrème. 0n dêtermine ensu i te  la quant i tê SS*:

0n

s e

1 )

N

i = 1

l a

1 a

N )

N )

S i  B . B .

S i  B r B .

sS* ( r i - i t ' = s l  ( N - 1 )

même quant i tê  en  ê l im inant  la  va leur

donc SS, pour I  es N observat ions et

ca lcu le  par  su i te  le  rappor t  B :

qui sembl e douteu-

SSi  pour  les  (N -

$ =
SS,

X

ss*

Plus  x*  es t  ex t rème e t  p lus  le  rappor t  B  dev ien t  pe t i t .  Cet te  va leur  es t

c o m p a r ê e  à  u n e  v a l e u r  c r i t i Q u e  B .  c a l c u l ê e  p a r  G r u b b s  ( 1 9 6 9 ) .  P o u r  u n

-echant f l lon  
de  N observa t ions  e t  un  n iveau de  s ign i f i ca t ion  i ,  les  quant i tês

B et  B.  seront comparêes de I  a façon suivante.

es t ime ensu i te  1a

s o i t  S S '  .  0 n  a
X

observat ions.  0n

( ; . ,

( ; ,

valeur x, doit  être reietêe

valeur x* est accept 'ee.

Ce tes t  es t  va l  ide  s i  l ' hypothèse de

rêsul tats du test peuvent donc être faussês

respecte pas cette hypothèse. Ce peut être I e

ent re  les  var iab les  es t  non- l inéa i re .

normal itê est respectêe. Les

s i  l ' êchant i lon  cons idêrê  ne

cas  par  exemple  s i  la  re la t ion
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Le test peut aussi s 'appl iquer si  deux observations semblent extrèmes.

0n calcule alors SS" et SSi ,  ou SS'i  est consti tuê des (N-2) observations

restantes.

I1 faut  b ien comprendre que ce test  ne permet pas de d'ecider s i  nous

sommes en prêsence de valeurs aberrantes ou simplement de valeurs rêel les

mais except ionnel les.  Seules certaines connaissances thêor iques du phêno-

mène permettront d'en décider.

Conrnentaires et exemples

Une valeur extrêrne peut se s i tuer dans l 'axe pr incipal  du nuage de

points des autres observat ions et  être approximat ivement au centre de celui-

c i .  Dans  ce  cas ,  ce t te  va leur  aura  peu d 'e f fe t  sur  l ' équat ion  th -eor ique du

modè le  (es t imat ion  des  coef f i c ien ts  a  e t  b ) .  D 'au t re  par t ,  une va leur  peut

ê t re  tou t  à  fa i t  marg ina le  par  rappor t  aux  au t res  observa t ions  e t  la  cons i -

dêrer  peut  donner  l ieu  â  un  modè le  peu reprêsenta t i f  pour  les  (N -  1 )  au t res

po in ts .  11  es t  sur tou t  impor tan t  de  sou l igner  i c i  l ' i n f luence t rès  g rande

que peut avoir  un point  extrême sur les tests de signi f icat ion et  part icu-

l iè rement  pour  le  tes t  de  pente ,  ma is  auss i  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion .

À cet ef fet ,  nous ferons ressort i r  par quelques exemples une tendance assez

rêpandue chez  p lus ieurs  chercheurs .  Lorsque cer ta ines  va leurs  a f fa ib l i ssent

le  modè le  (ou  la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion) ,  on  a  p lu tô t  tendance

â rejeter ces valeurs,  les considérant d 'emblée comme valeurs aberrantes.
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A I ' i  nverse, 1 orsqu' une ou quel ques val eurs permettent d' obteni r une

re la t ion  s ign i f i ca t i ve ,  ces  va leurs  sont  ce t te  fo is -c i  re tenues  e t  cons idê-

rêes  comme s ign i f i ca t i ves .  A  la  l im i te ,  ce  procêdê about i t  par fo is  à

I  'établ  i  ssement de corré1 at ions f ic t ives.

Pour  la  ma jor i tê  des  ar t i c les  consu l tês ,  les  tes ts  u t i l i sês  par  les

auteurs  por ten t  sur  le  coef f i c ien t  de  comêla t ion  p lu tô t  que sur  la  pente .

C'est  pourquoi  nous reportons au chapi t re 5 1a major i tê des exemples qui

t ra i tent  de ce problème. Un seul  exernple sera prêsentê ic i .  Cet exemple

i l lus t re  b ien  l ' i n f luence des  po in ts  ex t rèmes sur  l ' êquat ion  du  modè le

l inéa i re  e t  sur  le  tes t  de  la  pente .

Exemple  4 .11

L 'êchant i l ' l on  (N =  15)  ana lysê  ic i  es t  p rêsentê  par  Bonny (1978) .  Tous

les graphiques de cette êtude faisaient nettement ressort i r  la prêsence de 2

points extrêmes. Pour un des graphiques ( f igure 4.2f f i , )  nous avons vêr i f iê

I '  i  n f l  uence de  ces  po in ts  sur  l ' es t imat ion  des  coef f i c ien ts  du  modè l  e

l inêa i re  e t  sur  les  tes ts  de  s ign i f i ca t ion .  Le  modè le  p rêsentê  dans  ce t

art ic l  e possède 1 es caractêr i  st i  quees suivantes (  voi  r  f i  gure 4.  268 )  :

I ' o rdonnêe à  1 'o r ig ine  es t  nêgat ive  ce  qu i  phys iquement  n 'a  aucun sens  pour

ce phénomène reprêsentant la quant i tê de pol len dêposê en fonct ion de la

pluie.  La pente est  t rès s igni f icat ive.  0n obt ient  une quant i tê

t s  =  4 , 8 6  >  t t :  ( 0 , 0 5 )  =  t , 7 7 .  E n  ê 1  i m i  n a n t  
' l e s  

d e u x  p o i n t s  e x t r è m e s

(H =  L3)  on  ob t ien t  pour  le  modè le  l inêa i re  ( f igure  4 .268)  un  ordonnêe à
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l ' o r i g i n e  p o s i t i v e  m a i s  u n e  p e n t e  n o n  s i g n i f i c a t i v e  ( b  =  0 , 0 0 1 5 )  a v e c

t o  =  1 n 6 3  <  t 1 1  ( 0 , 0 5 )  =  1 , 8 0 .

En cons idêrant ,  
' l ' êchant i l lon  

to ta l  on  ob t ien t  donc  une re la t ion  s ign i -

f i ca t i ve  mais  qu i  reprêsente  ma1 les  L3  premières  observa t ions  (va leur  de  y

nêgat ive pour x < 50 et  pente t rès for te alors que la croissance est  prat i -

quement  nu l le ) .  En  ê l im inant  les  deux  po in ts  ex t rèmes (qu i  par  a i l leurs

sont  re je tês  par  le  tes t  de  Grubbs  s 'app l ique)  la  re la t ion  es t  non s ign i f i -

cat ive.  0n peut aussi  a iouter que la pr ise en compte de ces deux points

fai t  prat iquement doubler la valeur du coeff ic ient  de corrêlat ion êgal  à

0 ,44  pour  N =  13  e t  â  0 ,80  pour  N =  L5 .

Si on accepte I es rêsul tats du test de

que la  re ' la t ion  es t  non-s ign i f i ca t i ve  pour

Cependant,  of ,  peut aussi  supposer que I  a

normale ,  e t  que par  exemple  Ia  re la t ion  es t

Grubbs on en vient à conclure

les 13 premières observat ions.

popu la t ion  d 'o r ig ine  es t  non-

non- l inêa i re .  À  ce  t i t re  nous

avons aiustê deux autres modèles. 0n pourra d'ai l leurs véri f ier que pour

ces  modè les  ( f i gu re  4 .26C)  on  ob t ien t  une  quan t i t ê  SSr  mo ind re  que  pour  l e

modèle l inêai re .
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CHÂ,PITRE 5

ANALYSE DE CORRELATION : CORRELATION FICTIVE ET AUTRES

UTILISATIONS ABUSIVIS DU COTFFICIENT DE CORRÉLATION.
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AUTRES UTILISA-

TIO}IS ABUSIYES DU COEFFICIE}IT DE CORRELATIOII.

5.1 INTRODUCTION

Les aspec ts  thêor iques  u t i les  pour  l ' es t imat ion  e t  l ' i n te rprê ta t ion  du

coeff ic ient  de corrélat ion ont étê prêsentés au chapi t re 3.

Dans le prêsent chapi t re nous étudions 
' les pr incipaux abus concernant

' l ' u t i l i sa t ion  
de  ce  coef f i c ien t .  Tout  comme en ana lyse  de  r 'egress ion  on  do i t

pour  u t i l i se r  e t  in te rprê ter  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  vêr i f ie r  que

certaines condi t ions et  hypothèses sont respectêes. Ces hypothèses concer-

nent  par t i cu l iè rement  le  mode d 'êchant i l lonnage (X  a lêa to i re )  e t  la  na ture

de la  d is t r ibu t ion  jo in te  en t re  X  e t  Y .

D 'au t res  aspec ts  do ivent  ê t re  cons idêrês  lo rsqu 'on  ana lyse  la  va leur

de  r .  D 'une par t  s i  l ' on  peut  dânont re r  que la  d is t r ibu t ion  jo in te  es t

n o r m a l e  c e l a  n ' a s s u r e  p a s  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  s o i t  s i g n i f i c a t i f ,  c e  q u ' i l

faudra  vêr i f ie r  par  un  au t re  tes t  ( tes t  de  s ign i f i ca t ion) .

Nous aborderons êgale.ment le problème des corrêlat ions f ic t ives.  I l

suf f i t  de consul ter  quelques auteurs pour se rendre compte des sens très

di f fêrents donnês à ce terme. À cet ef fet  nous avons jugé ut i le de fai re

certaines dist inct ions entre,  par exemp' le,  la corrêlat ion due au hasard

(non-sense cor rê la t ion)  e t  qu i  n 'a  aucun sens  phys ique e t  la  "cor rê la t ion
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f ict ive" (spur ious correlat ion) I iêe à f  introduct ion de var iables comlr l rnes.

Enf in  un  sq ie t  peu d iscu tê  dans  la  l i t tê ra tu re  concerne l 'u t i l i sa t ion

du coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  su i te  â  la  t rans format ion  des  var iab les  or ig i -

nales X et  Y.  Cet aspect sera éga' lement abordé dans ce chapi t re.

5.2 COTFFICIENT DE CORRELATION ET NATURE DE LA DISTRIBUTION JOINTE

5 .2.L Gênêral  i  tês

Comme on l 'a  dê jà  s igna ' lê  (sec t ion  3 .4 ) ,  l ' i n te rprê ta t ion  de  la  va leur

du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  es t  sans  êqu ivoque s i  la  d is t r ibu t ion  jo in te

entre X et  Y est  une lo i  normale.  11 est  important de noter que si  la

d is t r ibu t ion  jo in te  b ivar iêe  es t  normale  les  d is t r ibu t ions  marg ina les  sont

auss i  normales .  Cependant ,  1a  rêc ip roque n 'es t  pas  tou jours  v ra ie .  En

effet ,  s i  I  es di  str ibut ions margi  na' l  es sont normales on ne peut r ien

conclure quant à 1a nature de I  a distr ibut ion jo inte (Neter et  l , lasserman,

1 9 7 4 ,  H a l d ,  1 9 5 2 ) .

0n peut envisager deux procêdures pour s 'assurer que les condi t ions

d 'u t i l i sa t ion  du  coef f i c ien t  de  comêla t ion  sont  respec têes :  vêr i f ie r  s i  les

d is t r ibu t ions  marg ina les  sont  normales .  S i  au  moins  une d 'en t re  e l les  ne

l 'es t  pas  on  peut  imrnéd ia tement  conc lu re  à  la  non-normal i tê  de  la  d is t r ibu-
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t ion  jo in te .  S i  les  d is t r ibu t , ions  marg ina les  sont  normales ,  on  devra

vêr i f ie r  auss i  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te .  S i  l ' on  soupçonne qu 'au

moins  une des  deux  d is t r ibu t ions  marg ina les  es t  non normale  on  devra i t  env i -

sager cet te procêdure car el le est  beaucoup moins longue. Sinon i l  vaut

mieux  vér i f ie r  un iquement  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te .  Les  pr inc i -

paux tests et  méthodes graphiques prêsentês â la sect ion 4.2.3 pour vér i f ier

la  normal i tê  des  rês idus  peuvent  êga lement  ê t re  app l iquês  pour  vêr i f ie r  la

normal i tê  des  d is t r ibu t ions  marg ina les  des  var iab les  X e t  Y .  Le  tes t  qu i

permet  de  vêr i f ie r  la  normal i tê  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te  es t  beaucoup moins

connu et  c 'est  pourquoi  nous avons jugê opportun de 1a prêsenter de façon

dêta i l lêe .  En fa i t ,  de  tou tes  les  pub l i ca t ions  consu l têes ,  où  l 'on

e m p l o y a i t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o r r ê l a t i o n  n o u s  n ' a v o n s  j a m a i s  v u  l ' u t i l i s a t i o n

de ce test .

5 .2 .2  Vêr i f i ca t ion  de  la  normal i tê  de  la  d is t r ibu t ion  io in te  de  X,  Y .

( H a l d ,  1 9 5 2 ) .

Nous rêsunons ic i  les  p r inc ipa les  ê tapes  à  su iv re  pour  vêr i f ie r  la

normal i tê  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X e t  Y  par  un  tes t  g raph ique.  À

p a r t i r  d e  1 ' é c h a n t i l l o n  d e s  o b s e r v a t i o n s  x i r  y i  o n  e s t i m e  l e  c o e f f i c i e n t  d e

corrêlat ion F.  0n considère aussi  les var iables u et  v qui  reprêsentent

respect ivement les var iables standardisêes de x et  y.  Pour les di f fêrents

c o u p l e s  u i ,  v i  o n  c a l c u l e  l a  q u a n t i t ê  B i  s o i t :

B . =  1
'  ( 1 - r 2 )

( r i - 2r u.,v., + vf) ( 5 .  1 )
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S i  l a  d i s t r i b u t i o n  j o i n t e  d e  u ' v '  e s t  n o r m a l e ,  B i  s u i t  u n e  l o i  C H I - 2  à  2

degrês  de  l iber tê  (Ha ld ,  1952) .  0n  do i t  a lo rs  cornparer  les  po in ts  expêr i -

m e n t a u x  ( B i ,  G i )  a u x  p o i n t s  t h ê o r i q u e s  ( x f ,  e r ) ,  l e s q u e l s  r e p r ê s e n t e n t  u n e

droi te de pente -0,2L7 sur un papier de probabi l i té semi- logar i thmique.

-  Tracê de points thêor iques (x i2 ,  Gi)

La  fonc t ion  de  d is t r ibu t ion  cumulée  (FDC)  de  la  lo i  CHI -Z  é tan t :

-x? /2
r ( x f ) = 1 - e '

par t ransformat ion et  pour le log (  base 10) on obt ient :

*1 = -  4 ,605 los  [1  -  r  (x f )  ]

( 5 . 2  )

( 5 . 3 )

( 5 . 4 )

En

on

p o s a n t e ( x f ) = t - r ( x f )

a :

qu i  cor respond â ' la  p robab i l i tê  au  dêpassement

-  4 ,005  los  [e  { x f ) lxî =

-0,2L7 xl = loe  [c (x i ) ]

S i  o n  r e p o r t e  e n  a b c i s s e  l e s  q u a n t i t ê s  G . '  ( é c h e l l e  l o g )

sur un graphique on obt ient  une droi te de pente négat ive.

et en ordonnêe x,2'l



Exemple de calcul  pour ( a v e c i = 0 à 4 ) e t G . ixl

Gr=10  log  G t

( e n  % )
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Coordonnêes sur

le  g raph ique

Log Gi =0-217xl

Un des  c r i tè res  les
' l i sa t ion  

du  coef f i c ien t  de

pl  us v i  suel  I  ement vêr i  f i  abl  es qui  1 égi  t ime I  '  ut i -

cor rê la t ion  es t  sans  doute  la  l inêar i tê .  S i  les

xl

-  T racê  de  po in ts  expêr imentaux  (B i ,  G i )

Les  quant i tês  8 . ,  son t  d 'abord  c lassêes  par  o rdre  c ro issant  so i t :

Bi  "  Bi* l a v e c i = 1 à N

0 n  a s s o c i e  a u x  v a l e u r s  c l a s s ê e s  u n e  p r o b a b i l i t ê  e m p i r i q u e  F ,  ( E q . 4 . 1 8  e t

4 .19) .  0n  ca lcu le  G. ,  (en  %)  so i t ,  G i  =  t l  -  F i )  100.  0n  repor te  ensu i te  sur
' l e  g r a p h i q u e  l e s  d i f f ê r e n t s  c o u p l e s  ( B '  c i ( % ) ) .  S i  B . '  s u i t  u n e  l o i  C H I - 2

les  d i f fê ren ts  po in ts  seron t  s i tués  au  vo is inage de  la  d ro i te  théor ique.

5.2.3 Conrmentaires et  exemples

0

I

2

3

0

-0,2L7

-0 ,434

-0,651.

100

60,67

3 6 , 8 1

2 2 , 3 4

(0,  1oo,oo)
( 1 ,  6 0 , 6 7 )

( 2 ,  3 6 , 8 1 )

(3, 22,341
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observa t ions  x - r  y i  ne  sont  pas  l inêa i res  i l  n 'es t  pas  u t i le  d 'e f fec tuer  des

tests de normal i tê.  0n peut en ef fet  conclure immêdiatement que r  n 'est  pas

le  mei l leur  ou t i l  pour  mesurer  l ' i n tens i tê  de  la  re la t ion  en t re  x  e t  y .

Ains' i  dans un êtude de Karam et Cescas (1984) on conclue à une relat ion t rès

s ign i f i ca t i ve  en t re  les  var iab les  pH e t  A  (cons tan te  de  Freund l ich)  ob tenus

â deux  s i tes  d i f fê ren ts  ( f igure  5 .1 ) .  0 r  l ' examen des  graph iques  permet  de

ie te r  un  doute  sêr ieux  sur  la  per t inence d 'u t i l i se r  le  coef f i c ien t  de  cor rê -

lat ion et  ce pour plusieurs raisons qui  peuvent être d-edui tes graphiquement.

0utre la non- l inêar i tê on peut aussi  observer que les observat ions sont

regroupês en nuages dist incts.  Ainsi  on peut voir  que 20 des 23 observa-

t ions  on t  des  va leurs  de  pH peu d i f fê ren tes  s i tuês  en t re  6 .75  e t  8 .05  tand is

que seu lement  3  observa t ions  on t  de  fa ib les  va leurs ,  d 'abc isSê X =  4 .

D 'au t res  aspec ts  l iês  à  la  reprêsenta t iv i tê  de  l 'êchant i ' l l on  peuvent

auss i  l im i te r  l ' i n te rprê ta t ion  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion :  I 'hê têrogê-

nê i tê  de  l 'êchant i l lon ,  la  p rêsence de  po in ts  ex t rêmes.  Ces sûets  seron t

dêve ' loppês  à  la  sec t ion  qu i  t ra i te  de  la  comêla t ion  f i c t i ve .  Nous vou lons

s imp lernent  sou l igner  que les  cond i t ions  d 'u t i l i sa t ion  de  r  peuvent  auss i

ê t re  êva luêes  graph iquement ,  par  l ' examen des  rês idus  e t  qu ' i l  n 'es t  pas

toujours nêcessaire d 'ef fectuer un test  de normal i tê.

Cependant  l ' êcar t  à  la  normal i tê  n 'es t  pas  tou jours  t rès  êv ident  e t

c 'es t  pourquo i  i l  sera  a lo rs  u t i le  de  1a  vêr i f ie r  par  un  tes t .  À  ce t  e f fe t

nous présentons I 'exemple suivant.
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Ut i l i sa t ion  non jus t i f iêe  du  coef f i c ien t  de  cor ré ' la t ion .
Echant i l lon  non- l inêa i re ,  non-homogène.  D is t r ibu t ion  io in te
normale.  Tirê de Karam et Cescas (1984).
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R E G I O N  I

r  =  O r 6 2 8

REGION 2

r :  O r  5 6 3

F I G U R E  5 . 1
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EXEMPLE 5 .1

Nous reprenons ic i  1 'exemple  4 .6  Les  au teurs  Sharp ley  e t  a l . ,

(1985)  conc lua ien t  qu 'en  dêp i t  du  fa ib le  pouvo i r  p rêd ic t i f  du  modè le  les

coef f i c ien ts  de  cor rê ' la t ion  (vo i r  f igures  4 .15  e t  4 .16)  ê ta ien t  s ign i f i ca-

t i f s  ( d u  m o i n s  a u  n i v e a u  i  =  0 , 0 5  p o u r  l ' A z o t e ) .  C o m m e  o n  l ' a  m e n t i o n n ê

les  tes ts  sur  p  sont  va lab les  s i  la  d is t r ibu t ion  jo in te  de  X e t  Y  es t

normal e. Cependant ces rêsul tats peuvent être uti I i  sês de manière

approx imat ive  s i  la  d is t r ibu t ion  jo in te  n 'es t  pas  t rop  ê lo ignêe de  la

normal i tê .  Le  tes t  de  normal i tê  fu t  app l iquê aux  êchant i ' l l ons  des  f igures

4.15 et  4.16. Les rêsul tats du test  graphique sont prêsentês aux f igures

5.2  A e t  B .  0n  peut  conc lu re  sans  équ ivoque que la  d is t r ibu t ion  jo in te  es t

t rès  ê lo ignêe de  la  normal i tê ,  ce  qu i  inva l ide  le  tes t  de  s ign i f i ca t ion  des

coeff ic ients de corrêlat ion prêsentê dans cet art ic le.

TXEMPLE 5.2

B ien  que le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  p  mesure  f  in tens i tê  d 'une

re la t ion  l inêa i re  en t re  les  var iab les  X e t  Y  i l  es t  t rès  souvent  employê

lo rsque la  re la t ion  es t  non- l inêa i re .  À  1a  l im i te  on  pour ra  met t re  en

êvidence une relat ion de forte dêpendance entre les var iables X et  Y et ,

nêanmoins  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  nu l .  Un exemple  f i c t i f  es t  p rêsentê

à  la  f igure  5 .3  A .  La  var iab le  X  reprêsente  la  tempêra ture  de  l 'eau  e t  la

v a r i a b l e  Y ' l e  t a u x  d e  s u r v i e  d e s  o e u f s  d ' u n e  e s p è c e  p i s c i c o l e  q u e l c o n q u e .

Comme on peut le voir  l 'êchant i l lon est  parfai tement ajustê à un polynôme
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deuxièrne degrê.  0n a :  y -  -0,67L9 + 0,1201 X -0,0034x2. Néanmoins le

coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  es t  nu l .

EXEMPLE 5.3

L ' e x e m p l e  d e ' l a  f i g u r e  5 . 3  B  e s t  t i r ê  d ' u n e  ê t u d e  d e  S m i t h  ( 1 9 8 0 ) .

Toutes  les  re la t ions  prêsentêes  dans  ce t  a r t i c le  sont  non- l inêa i res .  B ien

que 1'auteur ne suggère aucun modèle on y prêsente nêanmoins les coeff i -

c ien ts  de  cor rê la t ion  l inêa i re .  Comme on l 'a  de jâ  d i t ,  lo rsque la  d is t r ibu-

t ion  jo in te  es t  non-normale  (e t  c 'es t  le  cas  no tamment  lo rsque la  re la t ion

e s t  c u r v i l i g n e )  o n  d e v r a i t  u t i l i s e r  l e  r a p p o r t  d e  c o r r ê l a t i o n  o ; X ,  d ê f i n i  â
2

1a sec t ion  3 .5 .  Ce paramèt re  es t imé dans  l 'êchant i l lon  par  Tr ,  (éQuat ion

3.6)  es t  indêpendant  de  la  na ture  de  la  d is t r ibu t ion  jo in te .  Pour  ce t

exemple on pourra comparer le rapport  de corrêlat ion au coeff ic ient  de

cor rê la t ion  r  e t  au  coef f i c ien t  de  dê terminat ion  ( r )2 .  0n  a :  r  =0 ,76
2 2

1 2 = 0 , 5 6  e t  T . . -  = 0 , 9 0 .  P u i s q u e  T . , -  e s t  b e a u c o u p  p l u s  é l e v ê  q u e  r 2  o n  p e u t- Y X Y X

conc lu re  qu 'un  modè le  non- l inêa i re  sera i t  beaucoup p lus  adêquat  qu 'un  modè le

l inêa i re  e t  que r  es t  un  mauva is  es t imateur  pour  apprêc ie r  l ' i n tens i tê  de  la

dêpendance entre 
' les 

var iables X et  Y.

U n  m o d è l e  n o n  l i n ê a i r e  f u t  a j u s t ê  à  l ' ê c h a n t i l l o n  e n  u t i l i s a n t  l e s

var iables log y et  log (C-x) avec C = 3800. La comparaison des quant i tês

t t . ,  ( m o d è l e  l i n ê a i r e )  e t  S S . ,  ( m o d è l e  n o n - ' l i n ê a i r e )  p e r m e t  d e  v ê r i f i e r

I ' i n tê rê t  d 'un  modè le  non- l  inéa i re .
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( 1 )

Q I l o g

y  =  -61 ,94  +0,04  x

2 , 1 0  - 0 , 1 5  l o g  ( 3 8 0 0  - x )

t27 ,og  (3800 -  x ) -o '15

t t r , .  870,36

tsr, 278,59
- y =

y =

Le modè le  logar i thmique es t  i l l us t ré  à  la  f igure  5 .3  B

EXEMPLE 5 .4

Comme on I 'a ment ionnê on peut interprêter sans équivoque la valeur du

coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  s i  la  d is t r ibu t ion  jo in te  es t  nonna le  b ivar iêe .

Cette condi t ion vêr i f iêe n 'est  cependant pas synonyne de "coeff ic ient  de

cor rê la t ion  s ign i f i ca t i f " .  De p lus  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  é levê  pour

un pe t i t  échant i l lon  n 'es t  pas  nêcessa i rement  s ign i f i ca t i f  e t  à  f  inverse  un

fa ib le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  pour  un  grand êchant i l lon  peut  ê t re  t rès

s ign i f i ca t i f ,  car  le  tes t  (équat ion  3 .8 )  t ien t  compte  du  nombre  d 'observa-

t i o n s  d e  l ' é c h a n t i l l o n .

Une êtude prêsentêe dans Marier et ,  aI . , (1980) porte sur la relat ion

ent re  la  quant , i tê  de  magnês iun  e t  la  dure tê  de  I 'eau .  0n  ob t ien t  pour  ce t

êchant i l lon  ( t t  =  Q observa t ions)  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  de  0 ,90 .

L 'au teur  conc ' lu t  à  une re la t ion  " t rès  fo r tement  s ign i f i ca t i ve" .  0 r  s i  l ' on

compare  la  s ta t i s t ique  ts  à  une va leur  c r i t ique  t .  =  t *2 ( i )  on  ob t ien t  les

résu l ta ts  su ivants  pour  d i f fê ren ts  n iveaux  de  s ign i f i ca t ions .
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t o =

avec t r (0 ,05)  = 2.92,

( t - 1 2 / N - l f t

t Z ( O , 0 2 5 )  =  4 , 3 0  e t  t 2 ( 0 , 0 1 )  =  6 , 9 3

0n peut  donc  conc lu re  pour  des  n iveaux  de  s ign i f i ca t ion  de  0 ,025 e t

0 ,0L  que le  coef f i c ien t  es t  non-s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren t  de  zêro ,  pu isque

to"  tc .  Cependant  en  cons idêrant  un  n iveau i  =  0 ,05  on  ô ,  t0  =  t .  e t  à  la

l i m i t e  l e  c o e f f i c i e n t  e s t  s i g n i f i c a t i f .

I l  n ' e s t  d o n c  p a s  i n u t i l e  d ' i n d i q u e r  l e  n i v e a u  d  p o u r  l e q u e l  l e  c o e f -

f i c ien t  de  cor rê la t ion  es t  s ign i f i ca t i f .  Car  à  la  l im i te ,  que lque so i t  la

v a l e u r  d e  r ,  o n  p e u t  t o u j o u r s  c h o i s i r  u n  n i v e a u  Ë  s u f f i s a m m e n t  ê l e v ê  p o u r

ê t re  en  mesure  de  conc lu re  à  une re la t ion  s ign i f i ca t i ve  mais  on  augmente

auss i  le  r i sque d 'e r reur  de  type  L .  Pour  ce  cas  par t i cu l ie r ,  i1  sera i t  p lus

ius te  de  d i re  que le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  es t  fa ib lement  s ign i f i ca t i f .

5.3 CORRÉLATION FICTIVE

5.3 .1  Gênêra l  i tês

0n peut  met t re  en  re la t ion  deux  var iab les  qu i  en  so i  n 'on t  aucun l ien

e t  ob ten i r  nêanmoins  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  ê1evê ou  du  moins  s ta t i s -

t iquement  s ign i f i ca t i f .  Nombreux  sont  les  exemples  s igna lês .  C i tons  un

exemple de Kendal l  et  Yule (1950),  rapportê dans Montgomery et  Peck (1982).

Des donnêes relat ives au nombre de dêf ic ients mentaux et  au nombre de postes

de radio dêtenus par la populat ion au Royaurne-Uni furent recuei l l ies pour L4

=  2 . 9 2
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annêes consêcut ives (1924-1937).  Le coeff ic ient  de corrêlat ion entre ces

var iab les  ê ta i t  p ra t iquement  êga l  à ' l ' un i tê  r  =  0 ,992I .  Un te l  coe f f i c ien t

pouva i t  la isser  c ro i re  qu ' i1  ex is ta i t  une re la t ion  d ' in te rdêpendance t rès

é t ro i te  en t re  ces  var iab les ,  a lo rs  qu 'en  rêa l i tê  ce t te  assoc ia t ion  ê ta i t

purement  c i rcons tan t ie l le  (méthode de  p lus  en  p lus  ra f f inêe  pour  le  dêp is ta -

ge des troubles mentaux et ,  paral ' lè lernent,  des progrès technologiques qui

cont r ibua ien t  â  rendre  les  appare i l s  de  moins  en  moins  coûteux  e t  dès  lo rs

p l u s  a c c e s s i b l e s . )

Quelques unes de ces corrêlat ions (non-sense corrêlat ion) sont mainte-

nant  des  c lass iques .  Par  exemple  la  cor rê la t ion  é1evêe en t re  le  nombre  de

n ids  de  c igognes e t  le  nombre  d 'en fan ts  dans  cer ta ines  v i l les  d 'Europe

( t ' la l l i s  e t  Rober ts  (1956)  c i té  par  Ta te ,  1978) .

I l  est  important cependant de di f fêrencier ce qu' i l  conviendrai t

d 'appe ler  une comêla t ion  dênuêe de  sens  e t  ce  que l 'on  dês ignera  sous  le

terme de corrêlat ion f ic t ive.  Dans le premier cas,  même si  le rapprochement

de cer ta ines  var iab les  peut  ê t re  contes tab le  e t  même fan ta is is te  i t  n 'en

demeure pas moins que ces relat ions sont stat ist iquement rêel les.  Le terme

corrêlat ion f ic t ive est  ic i  rêservê à une associat ion apparente entre des

var iables qui  en rêal i tê ne sont pas interdêpendantes d 'un point  de vue

s ta t i s t ique .  Une cor rê la t ion  sera  d i te  f i c t i ve  s i  e l le  peut  ê t re  remise  en

cause d 'un  po in t  de  vue s ta t i s t ique  e t  ce  pour  d iverses  ra isons .  Nous iden-

t i f ions  les  cas  su ivants  de  cor ré la t ion  f i c t i ve :
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cor rê la t ion  f i c t i ve  due à  l 'hê têrogênê i tê  de  l 'êchant i t lon

corréIat ion f ic t ive due â un êchant i l lon non repr€sentat i f

cor rê la t ion  f i c t i ve  due à  I ' i n t roduc t ion  de  var iab les  commrnes

que Kenney (1 982) particul ari se par I e terme "spurious sel f-

corrél  at ion".

Dans tous  les  cas  i l  sera i t  p lus  r igoureux  de  d is t inguer  en t re  cor rê -

la t ion  to ta lement  f i c t , i ve  e t  par t ie l lement  f i c t i ve .  D 'une par t  on  peut

ob ten i r  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  s ign i f i ca t i f ,  a lo rs  qu 'en  rêa l i tê  i l

n 'ex is te  aucune assoc ia t ion  en t re  les  var iab les  e t  Ie  coef f i c ien t  ob tenu es t

alors tota ' lement f ic t i f .  D'autre part  on pourra mesurer un coeff ic ient

b e a u c o u p  p l u s  é l e v ê  q u ' i l  n e  l ' e s t  e n  r ê a l i t ê  ( n o t a m m e n t  s i  l ' ê c h a n t i l l o n

compor te  un  po in t  ex t rème) ,  e t  l ' on  pour ra  d i re  a lo rs  que le  coef f i c ien t  es t

par t ie l lement  f i c t i f .

5.3.2 Échant i l  I  on non-reprêsentat i f  .

Comme on 1 'a  ment ionnê à  la  sec t ion  4 .3 .2  un  po in t  ex t rême,  s ' i l  n 'es t

pas  marg ina l ,  aura  peu d ' in f luence sur  l ' équat ion  de  rêgress ion  du  modè le

empi r ique.  Cependant  que lque so i t  sa  pos i t ion  par  rappor t  â  I 'axe  pr inc ipa l

la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor rê ' la t ion  es t  tou jours  in f luenc-ee par  ce  po in t

e t  ce ,  d 'au tan t  p ' lus  fo r tement  qu ' i I  es t  ê lo ignê des  au t res  observa t ions ,  e t

q u e ' l a  t a i l l e  d e  l ' é c h a n t i l l o n  e s t  f a i b l e .

Pour  appr -ec ie r  l ' i n f luence re la t i ve  d 'un  po in t  en  fonc t ion  de  sa  pos i -

t i o n  e t  d e  l a  t a i l l e  d e  l ' ê c h a n t i ' l l o n ,  n o u s  a v o n s  s i m u l ê  l ' e x e m p l e  d e  l a
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f igure  5 .4 .  0n  peut  observer  l ' i n f luence des  po in ts  ex t rèmes P1 e t  P2 sur

la  va leur  des  coef f i c ien ts  de  cor rê la t ion  des  êchant i l lon  n  e t  N.  So ien t

les  êchant i l lons  n  (9  observa t ions)  e t  N  (49  observa t ions) .  0n  dê f in i t  les

coef f i c ien ts  r r ,  r l ,  12  e t  r \  comûE su i t :

r t

ri

12

r)

coeff i  c i  ent

coeff i  c i  ent

coeff i  c i  ent

coeff i  c i  ent

pour  n  +  P l

pour  N +  P1

pour  n  +  P2

pour  N +  P2

L e s  c o e f f i c i e n t s  d e  c o r r ê 1  a t i o n  r s  e t  r i  d e s  é c h a n t i l l o n s  i n i t i a u x

d e  t a i l l e  n  e t  N  s o n t  n u l s .  S i  o n  a j o u t e  P 1  o n  o b t i e n t  p o u r  l e  p e t i t

é c h a n t i l l o n  u n  c o e f f i c i e n t  t r è s  ê l e v ê  1 1  =  0 , 9 4 8 .  L ' i n f l u e n c e  d e  P 1 ,  e s t

b e a u c o u p  m o i n s  i m p o r t a n t e  p o u r ' l ' é c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  N  :  r l  =  0 , 3 7 6 .  0 n

peut aussi  remarquer la valeur encore plus ê1evêe des coeff ic ients lorsque

l ' o n  c o n s i d è r e  l ' o b s e r v a t i o n  P 2 .  0 n  a  1 2  =  0 , 9 9  e t  r !  =  0 , 6 9 .  B i e n  q u e  r q

e t  r [  s o i e n t  n u l s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  r 1  ê t  r t  s o n t  n ê a n m o i n s  s i g n i f i c a t i v e -

ment di f fêrents de zéro,  même au niveau de signi f icat ion i  = 0,005

0n

et

a poUr 11 :

pour r i  :

t1

ri
8 , 4 2

2 , 8 L

r t ,

> t
c

t , a  ( 0 , 0 0 5 )  =  3 , 3 5

t 4 B  ( 0 , 0 0 5 )  =  2 , 6 9

TXEMPLE 5.5

Les  exemples  su ivants  permet ten t  d 'appr -ec ie r  I ' i n f luence p lus  ou  moins

importante d 'un ou de quelques points extrêmes sur la valeur de F. Le

premier  exemple  es t  t i rê  de  Jenkyn (1984) .  Les  var iab les  mises  en  re la t ion
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n * P ,  :  ? l  = O r 9 4 8

N + P t  :  r t = O r g t e

o  i : 9 :  r : O

N = 4 9 :  r ' = O

FIGURI  5 .4 I nf 
' l  
uence rel ati ve des

posi t ion et  du nonbre
s imu ' lées .

points extrêmes en fonction de leur
d 'observa t ions  cons idérés .  Données
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sont le nombre de iours requis pour obtenir  une tempêrature cumulat ive de

600 'C (x )  e t  le  taux  d 'accro issement  de  la  p roduc t ion  de  gra ins  cêrêa l ie rs

(y )  su i te  à  l ' app l i ca t ion  d 'un  fong ic ide .  Chaque observa t ion  reprêsente  une

annêe (1969-1979) .  Cet  exemple  i l l us t re  b ien  l ' i n f luence d 'un  po in t  ex t rême

sur  la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  e t  sur  le  tes t  de  s ign i f i ca t ion .

En e f fe t ,  1a  pr ise  en  cons idêra t ion  du  po in t  1  ( f igure  5 .5A)  permet  d 'ob te-

n i r  un  coef f i c ien t  de  cor ré la t ion  t rès  ê levê .  En cons idêrant  l ' êchant i l lon

t o t a l  o n  a  r  =  - 0 , 6 2 .  L ' ê l i m i n a t i o n  d e  I ' o b s e r v a t i o n  P 1  d o n n e  u n  c o e f f i -

c i e n t  t r è s  f a i b l e  ( r  =  - 0 , 3 3 )  e t  n o n - s i g n i f i c a t i f  a u  s e u i l  d e  2 0 %  ( i =

0 , 2 0 ) ,  a l o r s  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  l ' é c h a n t i l l o n  t o t a l  e s t  s i g n i f i c a t i f  p o u r

T  =0,05 .

Aucune infovmat ion n 'êtant fournie sur ce point  extrème nous ne

pouvons af f i rmer que ce point  est  aberrant ou simplement except ionnel .

Cependant i l  eut  êtê n-ecessaire d 'obtenir  d 'autres observat ions pour x < 38

pour  ê t re  en  mesure  de  vêr i f ie r  s i  la  re la t ion  en t re  les  var iab les  es t

s ign i f i ca t i ve  ou  non.  A  par t i r  de  l 'êchant i l lon  dont  les  au teurs  d isposent

i l  semble  donc  t rès  imprudent  de  conc lu re  à  une re la t ion  s ign i f i ca t i ve .  Par

a i l leurs  i l  es t  t rès  ê tonnant  que les  au teurs  cons idèrent  le  po in t  Pz  comme

poss ib lement  aber ran t ,  en  ra ison  de  son in f luence sur  la  va leur  de  r .  En

effet ,  ce point  ne nous semble aucunement extrême et  son inf luence sur la

va leur  de  r  es t  peu impor tan te .  En ê l im inant  ce  po in t  on  ob t ien t  en  e f fe t

un  coef f i c ien t  peu d i f fê ren t  r  =  -0 ,69 .

Nous avons pu relever de nombreux exemples de ce type. Nous nous

contenterons d 'en c i ter  un second. Une êtude t i rêe de Howe et  Vande

Kerckhove (1981)  p rêsenta i t  un  coef f i c ien t  dêdu i t  d 'un  êchant i l lon  de  L7
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c o r r ê l a t i o n .  5 . 5  A :
T e s s i e r  e t  a l .  ( 1 9 8 2 ) .

34 38

NOMBRE DE  JOURS
42

40 50

C u  ( F 3  )  ( p e l e  )

extrême sur la valeur du coeff ic ient
d ' a p r è s  J e n k y n  ( 1 9 8 4 ) .  5 . 5  B :  d ' a p r è s

N :  1 3

N :  1 4

r  =  O r 5 9

r : O r 8 9

F I G U R E  5 . 5 de
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c o n s i d é r a t i o n  d e s  1 5  p r e m i è r e s  o b s e r v a t i o n s  ( 0  <  x . ,  <  4 6 0 0 )  c o n d u i t  à  u n

coef f i c ien t  éga1 à  0 ,42  e t  I 'êchant i l lon  to ta l  où  l 'on  cons idère  deux  obser -

vat ions êloignées sur l 'axe des x (x = 9000 et  x = 10 400) permet de doubler

la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor ré la t ion  ( r  =  0 ,80)

EXEMPLE 5 .6

La présence d'un point  extrême ne condui t  pas toujours à l 'étab' l isse-

ment  d 'une cor rê la t ion  f i c t i ve .  Cependant ,  dans  cer ta ins  cas ,  ce  po in t  aura

une inf luence beaucoup trop importante sur la valeur de r .  Un tel  exemple

es t  p rêsentê  à  la  f igure  5 .5  B .  Ce graph ique t i ré  de  Tess ie r  e t  a ' | . ,  (1982)

met  en  re la t ion  les  teneurs  en  cu iv re  (Cua)  des  t iges  de  Nuphar  Var iegatum

e t  l e s  c o n c e n t r a t i o n s  d e  c u i v r e  1 i é e s  a u x  o x y d e s  d e  f e r  ( C u ( F 3 ) )  e t  d e

manganèse dans  
' les  

sêd iments  super f i c ie ls .  En cons idêrant  1 'êchant i l lon

total  le coeff ic ient  de corrélat ion est  t rès ê ' levê soi t  r  = 0,89. Si  on

é l im ine  le  po in t  ex t rême,  le  coef f i c ien t  demeure  s ign i f i ca t i f  ma is  s 'avère

nêanmoins  beaucoup p lus  fa ib le  e t  r  =  0 ,59 .

5 .3 .3  Échant i l ton  non homogène

Ce qu i  a  ê tê  d iscu tê  à ' la  sec t ion  4 .3 .1  s 'app l ique éga lement  au  coef -

f i c ien t  de  cor ré la t ion .  En e f fe t ,  s i  une re la t ion  es t  s ign i f i ca t i ve  du  seu ' l

fait de la mise en commun de deux groupes distincts, de la nrême façon on

obt iendra un coeff ic ient  de corré ' lat ion s igni f icat i f ,  qui  en rêa' l i té sera

totalement f ic t i f .

0n pourra t rès souvent détecter un prob' lème d'hêtérogênêi tê à ' l 'examen

graphique de l 'échant i l lon.  Le regroupement des observat ions en nuages de
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points dist incts,  ou encore la prêsence de points extrènes, sont souvent

f  indice d 'une populat ion hêtêrogène. Les exemples suivants prêsentent de

te l les  carac têr is t iques .  De p lus  les  in fo rmat ions  que nous  avons  pu  ob ten i r

quant  à  la  na ture  de  l 'êchant i l lon  conf i rment  ce  que nous  av ions  observê

graphi quement.

EXEMPLE 5.7

Les var iables de cet exemple reprêsentent les concentrat ions de mat iè-

re  o rgan ique,  azo te  (N) ,  phosphore  (P) ,  po tass iun  (K) ,  ca lc iun  (Ca)  e t

magnês iun  ( l tg )  con tenus  dans  des  dêchets  min ie rs  (ch ina  c lay)  d 'âges  d i f fê -

r e n t s  ( 1 6  à  1 1 6  a n s ) .

Les  va leurs  observêes  sont  reprêsentêes  à  la  f igure  5 .6 .  Se lon  les

auteurs  (Rober ts  e t  a l ,  1981)  on  observe  une accumula t ion  s ign i f i ca t i ve  de

ces êlêrnents (sauf dans le cas du potassir ,m) en fonct ion du temps. Se rêfê-

r a n t  à  l a  f i g u r e  5 . 6  i l s  a f f i r m e n t  ( p a g e  1 5 7 ) :  " . . . .  a n d  i t  i s  a p p a r e n t

that organic mater and al l  nutr ients (except potassir ,m) have accumul ated as

t ime as  passed" .

À  par t i r  de  l 'examen graph ique i l  y  a  l ieu  de  se  demander  s i  on  peut

a ins i  conc lu re  à  l 'accumu]a t ion  des  ê lânents  ment ionnêes en  fonc t ion  de

I 'âge des rêsidus. En ef fet ,  pour tous I  es ê ' l 'ements s igni f icat ivement

corrê1ês, on peut rernarquer la prêsence de L ou 2 points extrèmes qui

semblen t  avo i r  une in f luence dê terminante  sur  la  pente ,  e t  par  ex tens ion  sur

la  va leur  de  r .  I l  es t  in tê ressant  de  vêr i f ie r  l ' a l lu re  du  nuage de  po in ts
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lorsqu'on exclue ces valeurs ou cette valeur extrênre que l 'on retrouve

t o u j o u r s p o u r x = 1 1 6 .

Pour  ê t re  en  mesure  d 'apprêc ie r  ob jec t ivement  l ' i n f luence des  va leurs

ex t rêmes,  les  coef f i c ien ts  de  cor rê la t ion  fu ren t  ca lcu lês  en  exc luant  1 ,  2 ,

3  e t  4  va leurs  qu i  cor respondent  aux  rêp l i ca ts  d 'abc isse  x  =  116.  Les

rêsu l ta ts  sont  p rêsentês  au  tab leau 5 .1 .  En exc luant  le  po in t  le  p lus

extrême sur un t ,otal  de 38 observat ions,  1 es coeff ic ients de corrêl  at ion des

ê l ê m e n t s  n e  s o n t  p l u s  s i g n i f i c a t i f s  p o u r  T  =  0 , 0 5 ,  s a u f  c e l u i  d e  l a  m a t i è r e

organi  que.

En exc ' luan t  2  po in ts  les  coef f i c ien ts  sont  p ra t iquement  nu ls  pour  l ' azo te  e t

l e  c a l c i u m ,  o u  n o n - s i g n i f i c a t i v e m e n t  d i f f ê r e n t  d e  z ê r o  ( i  =  0 , 0 1 )  p o u r  l e

magnêsiun et  la mat ière organique.

Tab' leau 5.1 Valeur du coeff ic ient  de corrêlat ion en fonct ion du nombre

d 'observa t ions  cons idérées .  (Exemple  5 .7 )

NOMBRE D'OBSERVATIONS VALEURS DU COEFFICITNT DE CORRÉLATION T

N - 4

N - 3

N - 2

N - 1

|tht. organi que

0 , 3 7

0 , 1 7

0 , 3 4

0 , 5 0

Azote

0 ,  L 3

0,00

0 , 0 7

0 , 2 3

Cal ci um

-0 ,08

-0 ,  L4

-0 ,02

0 ,  L g

lvla gnês i r.nn

0 , 0 6

-0 ,03

0, l '6

0 , 3 0

N TOÏAL 0 , 5 8 0 , 4 2 0 , 4 1 0 , 4 1
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Même si  toutes les observat ions sont retenues, on peut se demander

s'i l  y a vraiment une accumul ation, cornpte tenu de I a variance extrè,rnement

impor tan te  de  l 'êchant i l lon  au  po in t  x  =  116.  En e f fe t  à  par t i r  des  graph i -

ques  on  pour ra  vêr i f ie r  que pour  tous  les  ê lânents ,  i l  ex is te  tou jours  au

moins  une observa t ion  où  la  concent ra t ion  des  ê1ânents  es t  auss i  fa ib le  que

p o u r  x  =  L 6  ( p l u s  f a i b l e  v a l e u r ) .  0 r ,  s i  o n  ê l i m i n e  c e s  4  r ê p l i c a t s ,  l e s

coef f i c ien ts  sont  p ra t iquement  nu ls  (ca1c iun ,  magnês iun)  ou  non-s ign i f i ca-

t i f s  (azo te) .  Seu l  le  coef f i c ien t  de  1a  mat iè re  o rgan ique demeure  s ign i f i -

ca t , i f .  Cependant ,  pour  la  mat iè re  o rgan ique,  on  no tera  I ' i n f1uence impor -

tan te  des  4  observa t ions  sur  la  va leur  de  r :  r=  0 ,37  pour  N =34 e t  r  =  0 ,58

pour  N =  38 .

-  Examen de la  na ture  de  l 'êchant i l lon

Les remarques prêcêdentes peuvent être faites à partir du seul examen

graphique des observat ions.  Le calcul  de r  ne fa i t  que pr 'eciser ce qui  peut

ê t re  dêdu i t  de  I 'observa t ion  des  donnêes.  Cependant  i l  n 'es t  pas  inu t i le  de

se re fê rer  à  la  na ture  de  1 'êchant i l lon ,  dont  l ' hê tê rogênê i tê  exp l ique

souvent  une te l le  d is t r ibu t ion  (p rêsence d 'un  po in t  ex t rême ou d 'un  groupe

de points extrêmes).

La  lec tu re  de  1 'a r t i c le  de  Rober ts  e t  a l . , (1981)  fa i t  ressor t i r  que

les observat ions ne reprêsentent pas un êchant i l lon homogène à des êpoques

d i f fê ren tes  (qu i  cor respondra i t  au  "v ie i t l i ssement " ,  ou  encore  à  l 'êvo lu t ion

des  rês idus  min ie rs  avec  le  temps) .  En fa i t  les  donnêes sont  mesurês  à  8

s i tes  d i f fé ren ts ,  dont  les  âges  var ien t  de  16  à  116 ans .  L 'âge d 'un  s i te
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correspond comme on l 'a di t  au nombre d'annêes êcoulêes depuis la fermeture

d'  une mi ne. D'après I  es coordonnêes (voi  r  ar t ic l  e)  ,  I  es s i  tes reprêsente-

raient donc des r-egions disparaês d 'un point  de vue gêographique. 0n peut

donc supposer que 1'aspect gêographique recouvre de nombreux facteurs

(prêc ip i ta t ions ,  tempêra ture ,  topograph ie ,  e tc . )  qu i  in f luencent  de  mul t i -

p ' les  façons  la  re la t ion  en t re  la  concent ra t ion  des  ê lânents  e t  1 'âge des

rés idus  (s i  ce t te  re la t ion  ex is te  v ra iment ) .

0n peut supposer qu' i l  y  a une plus grande homogênêitê à l ' intêr ieur

d'un si te,  et  l 'êtude âge-concentrat ion pour un même si te serai t  à notre

av is  p lus  rêvê la t r i ce .  Qra t re  des  s i tes  é tud iês  prêsenten t  des  êchant i l lons

d 'âges  d i f fê ren ts  (vo i r  tab leau 5 .21 .  Les  s i tes  5  e t  7  fu ren t  les  seu ls

re tenus  en  ra ison,  d 'une par t ,  du  fa ib le  nombre  d 'observa t ions  au  s i te  4  (6

observa t ions)  ê t ,  d 'au t re  par t ,  du  nombre  rêdu i t  (21  de  c lasses  d 'âge des

s i tes  4  e t  6 .

Les rêsul tats pour les s i tes retenus sont prêsentês au tableau 5.3.

11  es t  in tê ressant  de  no ter  que pour  tous  les  é l -ements  on  ob t ien tmain tenant

une re la t ion  inverse  en t re  l ' âge  e t  la  concent ra t ion .  h lous  ne  pouvons en

conc lu re  que la  re la t ion  es t  inverse .  En e f fe t ,  p lus ieurs  de  ces  coef f i -

c ien ts  sont  non-s ign i f i ca t i f s .  Avec  peu d 'observa t ions  (s i te  7 :  N =  8  e t

s i te  5 :  | r l  =  10)  le  coef f i c ien t  do i t  ê t re  t rès  ê1evê pour  ê t re  s ign i f i ca t i -
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Âge des résidus (années) répl icats

40
51
7 6

6
?
2

42
98

s i te  7 43
48
57

TABLEAU 5.2 Âg. des rêsi dus mi niers pour 1 es di ffêrents si tes de
I 'êchant i l  I  on  (exemp' le  5 .7 )

2
2
4

lht .  Organi  que Azote Cal c i  m Ivlagnêsi um

s i t e  5  ( N = 1 0 ) -  0 , 2 9 -  0 , 4 0 -  0 , 4 5 -  0 , 8 4

s i t e  7  ( N = 8 ) -  0 , 6 1 -  0 , 8 8 -  0 , 4 5 -  0 , 5 8

TABLEAU 5,3 Coeff ic ient  de
concentrat ion des
5 . 7 ) .

cor rê l  a t ion  en t re  l ' âge
rêsidus par sous-rêgions

des si tes de I  a
homogènes (exemple
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vement di f fêrent de zéro.  Cependant ces rêsul tats font  encore plus sêr ieu-

sement douter des conclusions t i rês par les auteurs.  I l  faut  êgalement

a i o u t e r  q u e  l e s  c o n c e n t r a t i o n s  i n i t i a l e s  à  l ' â g e  0  s o i t  l ' a n n ê e  o ù  l e s  m i n e s

cessèrent d 'être exploi têes ne sont pas connues, ce qui  jet te un doute

encore  p lus  sér ieux  sur  1es  conc lus fons  proposêes.

EXEMPLE 5.8

L 'exemple  su ivant  es t  t i rê  d 'une ê tude (Tess ie r ,  1982)  por tan t  no tam-

ment sur la relat ion entre les concentrat ions de di f fêrentes var iables

physico-chimiques contenues dans les t iges de plantes aquat iques. Quatre

lacs  compor tan t  p lus ieurs  s ta t ions  fu ren t  êchant i l lonês .  P lus ieurs  des

var iab les  é tud iêes  prêsenta ien t  des  coef f i c ien ts  de  cor rê la t ion  s inon ê levês

du moins  s ign i f i ca t i f s .  Cependant  on  se  rend compte  à  l 'examen des  graph i -

ques que pl  usieurs observat ions sont regroupêes en nuages de points

dist incts correspondants à des sous-bassins hydrographiques. Soi t  le sous-

bass in  I  ( lac  Routh ie r )  e t  le  sous-bass in  2  ( lacs  Beauchaste l ,  Bruère  e t

Pel 1 eti er) .

Le  graph ique de  1a  f igure  5 .7A met  en  re la t ion  la  teneur  en  z inc  e t  en

manganèse dans  les  t iges  d 'une p lan te .  Pour  l ' échant i l lon  to ta l  (N  =  21)  on

obt ien t  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  peu ê levê  r  =  0 ,56  mais  cependant  t rès

s i g n i f i c a t i f :  t .  =  - 3 , 0 2  e t  t 2 0 ( 0 , 0 5 )  =  - L , 7 3 .  C e p e n d a n t  s i  l ' o n  ê t u d i e

chaque groupe homogène, on obt ient  des rêsul tats t rès di f fêrents.  0n a en

ef fe t  pour  le  sous-bass in  2  ( f igure  5 .78)  un  coef f i c ien t  de  comêla t ion
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FIGURE 5 .7  Etude du  coef f i c ien t  de  cor ré la t ion ,  Cu:  Mn.
A :  Echant i ' l !on  to ta l .  B  :_Soug lg lQqpes homogènes (exemple
5 . 8 ) .  D ' a p r è s  T e s s i e r  e t  a l  .  ,  ( 1 9 8 2 ) ' .
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pra t iquement  nu l  ( r  =  0 ,04) ,  e t  pour  le  sous-bass in  1 ,  compor tan t  L3  obser -

va t ions ,  un  coef f i c ien t  t rès  fa ib le  e t  non-s ign i f i ca t i f  ( r  =  -0 ,21) .  I l

semble  donc  que la  fo r te  dêpendance s ta t i s t ique  en t re  les  var iab les  so i t  due

en grande part ie â la mise en commun des sous-bassins L et  2.

0n peut de 1a même façon cornparer les coeff ic ients de corrêlat ion

obtenus entre les concentrat ions du cuivre (Cu) et  de z inc (Zn) pour

l ' ê c h a n t i l l o n  t o t a l  ( 5 . 8 A )  e t  p a r  s o u s - b a s s i n  ( 5 . 8 8 ) .  I l  f a u t  n o t e r  c e p e n -

d a n t  q u e ' l e  c o e f f i c i e n t  p r ê s e n t ê  d a n s  l ' a r t i c l e  ( r  =  0 , 8 1 )  e x c l u t  l e s  d e u x

observa t ions  les  p lus  ex t rèmes (vo i r  5 .BA) .  En e f fe t ,  pour  l ' êchant i l lon

to ta l  ( t ' t  =  ZZ)  on  ob t iendra i t  un  coef f i c ien t  s ign i f i ca t i f  ma is  beaucoup p lus

fa ib le  r  =  0 ,41 .  0 r  ces  deux  po in ts  semblen t  avo i r  ê tê  ê l im inês  sans  c r i tè -

re  ob iec t i f  ma is  un iquement  parce  qu ' i l s  con t r ibua ien t  à  d iminuer  de  façon

importante la valeur de r .

En app ' l iquant  par  a i l leurs  le  tes t  de  Grubbsn seu le  l 'observa t ion  2

devrai t  être rejetêe. 0n remarquera que cette observat ion (Cu = 50 mg

/ l  i t re)  comespond à l 'observat ion extrème prêsent-ee à l  a f  igure 5.5 B

cel le- là même qui  contr ibuai t  à augmenter de façon très s igni f icat ive la

va leur  de  r .  S i  une va leur  es t  cons idêrêe aber ran te  dans  un  cas ,  i l  n 'y  a

pas  de  ra ison pour  qu 'e l le  so i t  re tenue dans  un  au t re  cas .

De façon gênêra le  i l  es t  donc  prudent  de  s 'assurer  que l 'êchant i l lon

es t  homogène,  e t  que le  coef f i c ien t  n 'es t  pas  s ign i f i ca t i f  un iquement  en

raison de la mise en comrrun de di f fêrents groupes. À l 'autre extrème, nous

a v o n s  r e l e v ê  p l u s i e u r s  c a s  o ù  l ' ê c h a n t i l l o n  ê t a i t  s a n s  r a i s o n  v a l a b e  d i v i s ê

en deux groupes.
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FIGURT 5.8 Etude du coeff ic ient  de corélat ion,  Zn :  Cu.
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U n e  t e l l e  s u b d i v i s i o n  n ' e s t  p a s  j u s t i f i a b l e  s i  e l l e  a  s i m p l e m e n t  p o u r

object i f  d 'augmenter la valeur du coeff ic ient  de corrêlat ion comme cela

semblai t  être le cas des exemples examinés.

Certains auteurs prêsentent parfois deux modèles pour lesquels à une

m ê m e  v a l e u r  d e  x  c o r r e s p o n d e n t  d e u x  e s t i m a t e u r s  !  a l f f ê r e n t s ,  c e  q u i

apparaît assez hasardeux comme proc-edure. Pour les deux exemples prêsentês

aux f igures 5.9 A et  B,  certaines observat ions sont communes aux deux

droi tes de rêgressions est i rnées, et  aux deux coeff ic ients de corrêlat ion.

5.3 .4 Empl oi de vari abl es cormunes

De façon gênêrale s i  deux ou plusieurs var iables prêsentent entre

e l les  un  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  non s ign i f i ca t i vement  d i f fê ren ts  de  0

(ou  fa ib le ) ,  des  fonc t ions  (quot ien t ,  p rodu i t ,  sonme ou d i f fê rence)  de  ces

mêmes var iables ayant au moins une var iable en commun auront un coeff ic ient

de  cor rê la t ion  non-nu l  ou  p lus  ê levê .  Prenons un  cas  t rès  s imp le  où  l 'on

cons idère  d 'une par t  deux  var iab les  x1  ê t  X2 ê t  d 'au t re  par t  une var iab le  x3

qu i  reprêsente  une fonc t ion  add i t i ve  des  deux  premières  so i t  x3  =  Xr  *  X2.

E n  s u p p o s a n t  u n  c o e f f i c i e n t  n u l  e n t r e  x 1  e t  x 2  (  . " r " r =  0 ) ,  o n  o b t i e n d r a

s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  u n  c o e f f i c i e n t  n o n  n u l  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  x 1  e t

X3r  ou  en t re  x ,  e t  x ,  so i t ,  a* r * ,  *  0  aa  ar r * ,  *  O

Pearson (1897) fut  le prenier à mettre en êvidence des corrêlat ions

f ic t i ves  en t re  des  produ i ts  de  var iab les .  D 'au t res  au teurs  on t  repr is  les
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t ravaux de Pearson et  prêsentent pour di f fêrents domaines les abus auxquels

I '  empl oi des vari abl es comûunes peuvent condui re. Ci tons notamment I es

t ravaux  de  Chayes  (1949) ,  Benson (1965) ,  e t  p lus  r 'ecemment  de  Kenney (1982) ,

â  qu i  l ' on  do i t  le  te rme de "spur ious  se l f -cor re la t ion" .

Lorsque des  fonc t ions  de  var iab le  sont  u t i l i sêes ,  on  peut  vêr i f ie r  que

la  va leur  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  qu i  en  rêsu l te  dépend du  coef f i c ien t

de  var ia t ion  des  var iab les  or ig ina les ,  lo rsque les  fonc t ions  se  dê f in issent

â part i r  de produi ts ou de quot ients de var iables.  Lorsque les fonct ions

sont des sommes et  des di f fêrences le coeff ic ient  dêpend uniquement des

êcart- types des var iables or ig inales.  Nous prêsentons quelques êl-snents

thêor iques relat i fs à ces deux cas, qui  sont considêrês sêpar-ement dans 1es

sec t ions  su ivantes .

5.3.4.1 Coeff ic ient  de corrêlat jon pour des som"s e

Nous cons idêrons  ic i  les  var iab les  or ig ina les  x  e ty  e t  le  coef f i c ien t

qu i  rêsu l te ra i t  de  la  mise  en  commrn de  la  var iab le  x  pour  une fonc t ion

add i t i ve  so i t  :

u = x

v = x + . y

Pour une fonct ion addi t ive (ou une fonct ion di f fêrence) on peut

v ê r i f i e r  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  c o r r ê l a t i o n  e n t r e  u  e t  v  ( r u v )  d ê p e n d  d e  l a

va leur  des  êcar ts - types  des  var iab les  x  e ty  so i t  S ,  e t  Sr .  tn  u t i l i san t  1a



dêf in i t ion  du  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  (Eq.  3 .2 )

fonc t ion  de  x  e t  y  (vo i r  Append ice  6)  on  ar r i ve

sui  vante.
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et en expr imant u et  v en

à I 'express ion  s imp l  i  f iêe

S  + r  Sx  \ Y Y (5 .  s )
(sfr + sf + er' sxsy)k

Nous prêsentons dans ce qui  sui t  t ro is cas extrèmes qui  permettent de

faire ressort i r  que la valeur de ruu dêpend de S" et  Sr.

-  cas  par t i cu l ie rs

0n considère ic i  3 cas extrêmes

UV

+ 0

. > 0

sy tt

S*  t '

S =v

( 1 )

Q )

( 3 )

S,.

sv
s*

soi t  Sx/Sy

soi t  Sy/Sx

( 1 ) En reprenant

mi nateur par

l ' ê q u a t i o n  5 . 5

S, on obt ient :

et  en div isant le nunêrateur et  le dêno-

S / S  + r
x y  x y

+ l + Z r ^ y

si S*/S, + 0

nunêrateur

alors auu * a^y

1'�4(sx/syl
[tr*rrrr'

uv

( 2 1 E n  d i v i s a n t  1 e et  le  dênominateur  par  S*  on  a  d 'après  5 .5 :
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tuv

L + r  ( S / S )
xy y' x-

3

f 2 - J , "
l  t  *  tsy/sx) * 2 rx!  (sy/sx) l  -

L  
^J  '  ^J

si Sr/S^ + Q

( 3 ) 0n  peut  auss i  env isager  le  cas = Sy .  D 'aPrès  5 .5  on  aura :

xy

[z rr * .,,rt] â

al ors ruu t I

où S*

1 + r

r uv

Pour  le  cas  par t i cu l ie r  où  r "y  =  0  a lo rs  Fuu =  0 ,71 . .

E n  r ê s u m ê ,  s i  l ' ê c a r t - t y p e  d e  y  ( S y )  e s t  b e a u c o u p  p l u s  ê l e v ê  q u e

l ' ê c a r t - t y p e  d e  l a  v a r i a b l e  c o m r r u n e  x  ( S * ) ,  l e  c o e f f i c i e n t  q u i  d ê r i v e  d ' u n e

fonc t ion  de  var iab les  ( .uu)  demeure  à  peu près  êga l  au  coef f i c ien t  ob tenu

pour  les  var iab les  or ig ina les .  À  l 'au t re  ex t rème,  s i  l ' êcar t - type  de  la

var iab le  commJne es t  beaucoup p lus  ê levê  que l 'êcar t - type  de  y ,  oh  aura i t

pour  les  var iab les  u  e t  v  un  coef f i c ien t  p roche de  I 'un i tê  e t  ce  que lque

so i t  la  va leur  du  coef f i c ien t  en t re  les  var iab les  or ig ina les .  De p lus ,

s i  r , . . .  es t  nu l  e t  que les  êcar ts - types  des  var iab les  or ig ina les  sont  êgaux ,xy

le coeff ic ient  entre u et  v est  une constante.



- formul es gênêral es

En ut i l isant la procêdure dêjà prêsentêe

t ion  gênêra le  du  coef f i c ien t  qu 'on  ob t iendra i t

que (sommes et  d i f fêrences).  Ces formules sont

les  var iab les  u  e t  v  dê f in ies  par :

5 1 ,  5 2 ,  5 3 ,

coef f i  c i  ent

Fuv =

-  ?06

on peut dêriver une formul a-

pour deux fonct ions quelcon-

t i rês  de  Kenney (1982) .  So i t

u =

v =

qu i  son t  les  êcar ts - type  des  var iab les  Xr ,  X2,  X3 ê t  X4

corrêlat ion général  entre u et  v est  a lors:

t  f ra S1S3 t  r ru SlSu t  ræ S2S, t  r ru SzS+
( 5 . 6 )

z 2
5 2 ! 2 r 1 2  S 1 S 2 )

+ X 1 t X 2

t X 3 + X 4

et

Le

s4

de

( s 1  +
2 2

( S 3  +  S a  t  2  r 3 a  5 3  S a )

Pour cet te expression le s igne des di f fêrents r  dêpend

d e v a n t  l e s  v a r i a b l e s  X 1 1  x 2 ,  X 3  € t  X 4 .  P a r  e x e m p l e

xg -  X , . ,  on  aura i t  a lo rs :  * f lE  - f t+  +r23  e t  - r2a

du

s i

p rodu i t  des  s ignes

U = X 1 * X 2 e t V =



- 207

exempl e nunêrique:

En supposant la variable commune x et une fonct ion dif férence.

u = x

v = X _ y

on peut  dêr iver  de  l 'êquat ion  5 .6  
' le  

coef f i c ien t  ru ,  su ivant :

+ r  S  S  - r  S  S
_  x x  x  x  x y  x yFuv

^ l  2 2 2
ï(sx) (s* + s, - 2 .*y sx Sr)

comme t", = 1

r =- u v

En donnant des val  eurs

formule condui t  aux mêmes

prêcêdemment. Si on suppose

2
S, - r*y S" Sy

t =
s)( 1(s* + Sy - 2 rxy sx Sr)

rel  at ives

rêsul tats

que rxy =

à S * e t S r o n

que I es cas

0 ,  l ' équa t ion

peut vêri f ier que cette

part icul iers prêsentês

se  s imp l i f i e  e t  on  a :

l ^ =' u v
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sx
S i $  =

v 10 sx r =uv
=  0 , 0 9 9 5  =  Q

S i  S , = L 0 S ,

S i S * = S y

=  0 1 9 9 5  =  1uv
(1 00

z 4
+ Sr)

2
sv

Sx

z %( z s x )

on cons idère  des  produ i ts  (u  =  x1x2 ê t

on considère des quot ients (  u = x1/  xz

uv
= 0r71  =  cons tan te

x3xa )

x3 /  x l t )

5.3 .4 .2  Coef f i c ien t  de  cor ré la t ion  pour  des  produ i t :  e l  des .quot ien ts

Lorsque les fonct ions sont des produi ts ou des quot ients on peut vêr i -

f ier  (Pearson 1897, Reed 1921) que le coeff ic ient  rêsul tant  dêpend du coef-

f i c ien t  de  var ia t ion  C,  qu i  reprêsente  le  rappor t  de  l 'êcar t - type  à  la

moyenne.  So i t  pour  la  var iab le  x ,  C*  =  Sr /  i  La  fo rmula t ion  gênêra le  du

coef f i c ien t  imp l iquant  un  produ i t  de  var iab les  a  ê tê  dê f in i  par  Pearson

(1897) .  En posant :

u = X I X z E

t
V = X 3 X 4

v =

et

E = + l . s i

E = - l . s i

o n a :

c,c)t  (r3 .  cî  + zlrzu c.cu)%

r rg  C1C.  +  E  ( r r+  C lCa +  r r ,  C2C3)  +  r24  CzC*

(,? . ,!,
r =uv

+ ZEr tz

( 5 . 7 )
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0n trouvera dans Benson (1965) la présentat ion du coeff ic ient  ruv pour

les  d i f fê ren ts  cas  poss ib les  (var iab les  communes en  absc isse ,  ou  en  ordon-

nêe,  var iab les  comrrunes  sur  les  deux  axes  e tc . . . ) ,  a ins i  que les  fo rmules

qui  en dêr ivent.  Ces formules sont asymptot iques donc sont d 'autant plus

jus tes  que la  ta i l le  de  l 'êchant i l ' l on  es t  g rande (Bobêe,  1983) .  En rempla-

cant  l ' êcar t - type  par  le  coef f i c ien t  de  var ia t ion  on  ob t ien t  la  mênn es t ima-

t ion de ruv pour les cas extrêmes prêsentês pour les somnes et  les di f fêren-

ces. Supposons par exemple :

u = x

v = y / x

r  C  - C
x y y x

on aura i t  : ( 5 . 8 )
uv 2 2

(cx + cy - 2 r", c, )4,,

Pour rr, = 0 cette êquation est rêdui te â

-c
x

t  c f  *  r ' r r ' (1  +  19 , /  c^r2rz

-1
"uu =

tn posant:

( 1 )  C y  =

e l C,. = L0 Cy (Cx t Cr)

10 cx (cy > cx) t u u = 0 , 0 9 9 5 - Q

t u u = 0 , 9 9 5 0 . 1
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( 3 ) C  = C
x y

r  =  0 . 7 1uv
= constante

Comme on l 'a di t  on peut obtenir  un coeff ic ient  t , rès êlevê entre des

fonct ions de var iables ayant une var iable commune, même si  le coeff ic ient

en t re  les  var iab les  or ig ina les  es t  fa ib le  ou  nu l .  Sous  cer ta înes  cond i t ions

i l  es t  auss i  poss ib le  d 'ob ten i r  pour  des  fonc t ions  un  coef f i c ien t  p lus

fa ib le  que pour  les  var iab les  or ig ina ' les .  Ce la  se  prêsente  lo rsque le  coef -

f i c ien t  des  var iab les  or ig ina les  es t ,  t rès  ê1evê.  Comme on s 'en  doute ,  ce

type de manipulat ion est  beaucoup moins f rêquent.  C'est  pourquoi  nous nous

conten terons  de  prêsenter  un  seu l  cas  l im i te  à  t i t re  ind ica t i f .  0n  u t i l i se

les mêmes var iables que pr-ec-edemment,  soi t  x et  y,  et  u = x et  v = y/x.

S i  r - . ,  =  L  e t  que C-  =  C. ,  la  fo rmule  5 .8  dev ien t :
r \ J ^ J

c y * c , .
r =' u v

et  pu isque C^  =  C,  on  en  d-edu i t

( c ;  + c l r - z c ^ c r l a

t u u = o

5.3.4.3.  Commentaires et  exemples

E n  s u p p o s a n t  l e s  v a r i a b l e s  u  =  x 1 / x 2  e t  v  =  x s / x z  o n  p e u t  t o u j o u r s

es t imer  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  en t re  u  e t  v  (so i t  r rn )  e t  p rêd i re  la

quant i tê v à part i r  de u (on suppose v = f (u)  ) .  Ces procfuês sont tout  à

fa i t  lêg i t imes,  b ien  que peu u t i les .  Cependant ,  même t i  ruu  es t  t , rès  ê levê ,

on  ne  peut  r ien  conc lu re  quant  à  la  re la t ion  en t re  x1  e t  x2  ou  en t re  x2  e t

x3 .  De même aucune de  ces  var iab les  ne  peuvent  ê t re  p rêd i tes  ind iv idue l -
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l ement  â  par t i r  de  la  re la t ion  g loba le  dêdu i te  en t re  u  e t  v .  En e f fe t ,  même

d a n s  l e  c a s  o ù  l ' e s t i m a t i o n  d e  x 3 / x 2  e s t  c o n n u e ,  c e l a  n ' i m p l i q u e  p a s  l a

conna issance ind iv idue l le  des  te rmes du  rappor t .  E t  c 'es t  ius te rnent  ce

procêdé (dédu i re  x3  à  par t i r  de  x1  e t  x2  à  par t i r  de  x1)  qu i  es t  dangereux ,

pu isque r ien  ne  per rn t  d 'a f f i rmer  que les  coef f i c ien ts  en t re  ces  var iab les

s o n t  s i g n i f i c a t i f s .

Très  souvent  les  fonc t ions  de  var iab les  imp l iquent  non pas  les  var ia -

b les  o r ig ina les ,  na is  des  var iab les  t , rans formées ( logar i thmiques  par

exemple) .  Ces  t rans format ions  condu isent  dans  cer ta ins  cas  à  des  coef f i -

c ien ts  encore  p lus  é levês .  Cet te  doub le  man ipu la t ion  obscurc i t  davantage

l 'a l lu re  de  la  fonc t ion  or ig ina le .  Pour  cer ta ines  t rans format ions  les

formules prêsentêes aux sect ions prêcêdentes pourront être ut i l isées direc-

t e m e n t .  P a r  e x e m p l e ,  s i  u  =  1 o g  x 1  ê t  v  =  l o g  ( x 2 / x 1 ) ,  l a  f o r m u l e  u t i l i s ê e

p o u r  u n e  f o n c t i o n  d i f f é r e n c e  e s t  a p p l i c a b l e ,  p u i s q u e  l o g  ( x 2 l x 1 )  =  l 0 9  x z  -

I  o g  x 1 .

De nombreux  cas  de  cor ré la t ions  f i c t i ves  imp l iquant  une var iab le

coml rune on t  é tê  re levês  dans  la  l i t tê ra tu re .  À  ce t  e f fe t  on  consu l te ra  les

ar t i c les  de  Benson (1965) ,  e t  par t i cu l iè rement  un  ar t i c le  de  Kenney (1982)

dont  p lus ieurs  exemples  concernent  le  domaine  des  sc iences  de  l 'eau .  Ent re

aut res  on  re t iendra  les  exemples  de  cor rê la t ions  f i c t i ves  de  cer ta ins  modè-

les  d 'eu t roph isa t ion  proposês  par  Vo l lenweider  (1976) .  De même Bobêe (1983)

note  des  abus  f rêquents  dans  l 'é tude de  1a  re la t ion  en t re  la  concent ra t ion
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d ' u n  ê l ê m e n t  c h i m i q u e  ( C )  e t  l e  d ê b i t  m a s s i q u e  q u i  e s t  e n  f a i t  l a  c o n c e n -

t r a t i o n  d i v i s é e  p a r  l e  d é b i t  ( C / Q ) .

Que lques  exemples  sont  p rêsentés  dans  ce  qu i  su i t .  I l s  cons t i tuent

tous  des  quot ien ts  de  var iab les  QUi ,  d 'après  les  pub l i ca t ions  consu l têes ,

semblen t  ê t re  les  cas  les  p lus  f réquents .

Exempl e 5 .9

Cet exemple c i tê par Kenney (1982) est  t i rê d 'un pub' l icat ion de l r , lorgan

(1980) .  L 'au teur  ê tud ie  le  taux  d 'ass imi la t ion  d 'êp iphy te  (A)  consonnrÉ par

des  c reve t tes  en  fonc t ion  de  leur  po ids  (P) .  Le  coef f i c ien t  de  cor ré la t ion

présentê  es t  s ign i f i ca t i f  r  =  0 ,832.  Cependant  ce  coef f i c ien t  n 'es t  pas

c a l c u l ê  e n  f o n c t i o n  d e s  v a r i a b l e s  A  e t  P ,  m a i s  p o u r  l e s  v a r i a b l e s  A / P  e t  P .

0n  met  donc  en  re la t ion  une var iab le  e t  une fonc t ion  dont  l ' é lânent  comf iun

es t  Ie  po ids .  Comnre  1es  observa t ions  or ig ina les  sont  éga lement  p résentêes

sur  un  graph ique,  nous  avons  pu  dédu i re  le  coef f i c ien t  en t re  le  po ids  e t  le

t a u x  d ' a s s i m i l a t i o n .  C e  d e r n i e r  e s t  n o n  s i g n i f i c a t i f  a u  s e u i l  d e  2 0 %  F p A  =

0,268.  Les  observa t ions  qu i  on t  serv i  ou  ca lcu1 sont  p résentêes  à  1a  f igure

5 .10A.  Du modè le  ob tenu (vo i r  f igure  5 .10  B)  pour  les  var iab les  A/P e t  P

l 'au teur  en  dédu i t  un  modè le  pour  les  var iab les  A e t  P .

on  pose nlp a + b P

et  on  dédu i t A7P . Po Ae



FIGURE 5 .10  Cor rê la t ion  f i c t i ve
A :  observa t ions  or ig i  na les
var iab les  l / x  e t  x .  C  :
mat ions .  (exemple  5 .9 )
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r  =  -  O ,859

A l P  =  O , 1 7 5 9 - O , O O 3 2 3  P

(  r  =O ,832  :  Mo rgon ,  l 98O  )

(x,  y) .  B :  t t todèl  e dédui t  des
npdèl e transposé après transfor-

A / P
or20

O ' l

o , l o

oro5

o

I

o

o,268
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o ù  A s  e s t  l ' e s t i m a t i o n  d u  t a u x  d ' a s s i m i l a t i o n  p o u r  P  =  P o .  T e l  q u e  s u g g ê r é

dans l 'a r t i c le ,  ce  modè le  fu t  cons t ru i t  po in t ,  par  po in t ,  e t  i l  es t  reprêsen-

t ê  â  l a  f i g u r e  5 . 1 0  C .

0n a s imulê un cas encore plus extrême pour mieux faire ressort i r  ce

genre  de  man ipu la t ion .  Au l ieu  d 'un  coef f i c ien t  non-s ign i f i ca t i f  supposons

u n  c o e f f i c i e n t  d e  c o r r ê l a t i o n  n u l  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  x  e t y  ( f i g u r e  5 . 1 1 A ) .

E n  u t i l i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  v  =  x / y  e t  u  =  x  o n  a u r a i t  c e t t e  f o i s - c i  r r u =

-0,92 et  on pourrai t  conclure,  cof f ine plusieurs auteurs le font ,  qu' i ' l  existe

une re la t ion  s ign i f i ca t i ve  en t re  nos  var iab les  de  dêpar t .  Le  modè le  rêsu l -

t a n t  c e l u i  i l l u s t r ê  à  l a  f i g u r e  5 . 1 1  A .  t b  l a  m ê m e  f a ç o n  q u e  p o u r  I ' a r t i c l e

prêcêdent,  la parabole fut  obtenue â part i r  de la relat ion de u/v.  0n a:

on  en  dêdu i t

et pour y.'

Exemple  5 .10

v = a + b u
ry

l l x = a + D x
ry

l i = l l X ' * i

comme v = y/x e t  u = x

Le second exemple est  prêsentê dans Limnology et  Oceanography.0n y

étudie les quant i tês de ARN mesurêes dans diverses espèces de zooplancton

dont  le  po ids  d i f fè re  (P) .  Toutes  les  re la t ions  prêsentêes  sont  s ign i f i ca-

t ives.  Les auteurs Bamstedt et  Skjoldal  (1980) diront:  "There was conmonly

a negat ive relat ionship between RNA concentrat ion and indiv idual  dry weight

( } r l ) .  The cor re la t ion  was usua l ly  h igh ' l y  s ign i f i can t  and the  regress ion  most

of ten exp' la ined 60% of the total  intraspeci f ic  var iat ion in RNA".
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L 'examen des  graph iques  prêsentês  dans  l 'a r t i c le  permet  de  vo i r  que 1a

re la t ion  imp l ique RNA/P avec  P e t  non pas  la  quant i tê  de  RNA e t  P .  D 'au t re

p a r t  o n  a  a u s s i  u t i l i s ê  l e  l o g  d e  c e s  v a r i a b l e s  s o i t  l o g  ( R N A / P )  e t  l o g  P .

À la  su i te  de  ces  deux  man ipu la t ions ,  on  conceptua l i se  t rès  mal  les  var ia -

b les  o r ig ina les .  Pu isque les  donnêes des  var iab les  RNA e t  P  n 'ê ta ien t  pas

présentées ,  on  n 'a  pu  vér i f ie r  s i  le  coef f i c ien t  é ta i t  to ta lement  f i c t i f .

EXEMPLE 5 .11

L 'a r t i c le  de  Sna l l  e t  a l . ,  (L9741 prêsente  ce  même type de  man ipu la -

t ion .  0n  cherche ic i  à  vêr i f ie r  1a  re la t ion  en t re  le  taux  d 'excrê t ion  du

z inc  (z inc lheure)  en  fonc t ion  du  po ids  des  c rus tacês .  S i  l ' on  re t ien t  le

c o e f f i c i e n t  d e  l ' a r t i c l e ,  o n  c o n v i e n d r a  q u ' i l  s ' a v è r e  t r è s  s i g n i f i c a t i f  ( r  =

-0 ,87) .  Cependant  l ' observa t ion  du  graph ique 5 .12  A permet  de  vêr i f ie r  que

les  var iab les  mises  en  re la t ion  sont  en  fa i t :  z inc lheure /po ids  en  fonc t ion

du po ids .  De p lus ,  non seu lement  a - t -on  u t i l i sê  des  var iab les  compor tan t  un

ê1ânent,  commun mais encore le coeff ic ient  prêsentê est  calculê à part i r  du

I  ogar i t l rne (base 10) de ces mênres var iables.  Nous avons est imê I  es coeff i -

c ien ts  de  cor rê la t ion  qu 'on  ob t ien t  en  fonc t ion  des  var iab les  u t i l i sêes .  De

p lus ,  nous  avons  auss i  tenu compte  du  fa i t  que dans  les  rêsu l ta ts  de  l 'a r t i -

c le une observat ion fut  ê l iminêe. Cette dernière fut  jugêe aberrante de

manière  arb i t ra i re .  Comme on peut  l ' observer  l ' ê l im ina t ion  de  ce t te  donnêe

cont r ibue auss i  â  augnenter  la  va leur  du  coef f i c ien t ,  de  cor rê la t ion  ( tab leau

5 . 4 ) .
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A :  var iab les  or ig ina les .  B  :  logar i thme
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TABLTAU 5.4 Coeff ic ient

(Données de

de cor rê la t ion  en  fonc t ion  des  var iab les  u t i l i sêes .

' l  'exemp' le 5.11)

Var iab ' les  u t , i l i sées Coeff ic ient  de corrêl  at ion

1n/hre et P

7nlhrelP et P

I og( Znlh relPl et 1 og P

N = 2 4 N = 2 3

-0,0900

-0,6989

-0 ,7BB5

-0 ,2358

-0,7529

-0 ,8740

Les var iab les  non- t rans formêes e t  les  var iab les  de  l 'a r t i c le  sont

prêsentêes à la f igure 5. I2.  Encore une fois on a s imulê un exe+nple thêor i -

que encore pl us extrème que les deux exemp'l es prêc-edents. 0n a d' une part

un  êchant i ' l l on  de  var iab les  x  e t  y  dont  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  es t

n u l  r . . . .  =  Q  ( f i g u r e  5 . 1 1  B ) .  E n  u t i l i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  u  =  x  e t  v  =  y / x ,
xy

on ob t ien t  un  coef f i c ien t  t rès  s ign i f i ca t i f  t r  =  -0 ,85) ,  e t  le  coef f i c ien t

e n t r e  u '  =  l o g  x  e t  v  e s t  ê g a l  à  l ' u n i t ê  r u u  =  - t .  0 n  c o m p r e n d  a l o r s

comment  i l  es t  e r ronê d 'en  conc lu re  que les  var iab les  x  e ty  sont  par fa i te -

ment dépendantes.

Pour mettre en êvidence les conclusions qui  peuvent rêsul ter  de 1a

manipu la t ion  des  donnêes or ig ina les ,  nous  proposons ce t  exemple  fa r fe lu .

Supposons un  êchant i l lon  de  I  fami l les  dont  les  sa la i res  (S)  s 'êche lonnent

entre 10,000$ et  50,000$ dol lars.  0n dênombre un rêfr igêrateur (R) par

mênage,  ce  qu i  condu i t  à  un  coef f i c ien t  nu1 en t re  les  var iab les  S e t  R.  En

ut i l i san t  ce t te  fo is  les  var iab les  S/R en  fonc t ion  de  R on  ob t iendra i t  un
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coeff icent de corrêl  at ion

r iche et  moins on possède

nêgat i  f .  Pourrai  t -on

de réfri gérateurs ?

en conc lu re  que p l u s  o n  e s t

5.4 COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE Df l 'ERMINATION DES VARIABLES

TRANSFORMÉES

Lorsque 1es hypothèses de la r-egression ne sont pas respectêes pour

les  var iab les  or ig ina les ,  la  t rans format ion  des  var iab les  peut  s 'avêrer  une

techn ique t rès  u t i le  pour  u t i l i se r  cer ta ins  des  rêsu l ta ts  de  1a  r -egress ion .

Cependant  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  qu i  es t  ca lcu lê  à  par t i r  des  var ia -

bles t ransformées ne ref lète pas I ' interdêpendance entre les var iables

or ig ina les .  Nombreux  sont  les  exemples  de  te l les  u t i l i sa t ions  du  coef f i -

c ient  de corr€l  at ion et  dans certains cas on pourrai t  là aussi  par ler  de

cor rê la t ion  f i c t i ve ,  ou  du  moins  d 'u t i l i sa t ion  abus ive  du  coef f i c ien t  de

corrél  at i  on.

EXEMPLE 5 .12

L 'exemp' le  qu i  su i t  i l l us t re  assez  b ien  ce  genre  d 'ex t rapo la t ion .  Les

observa t ions  de  la  f igure  5 .13  (encadrê)  t i r -ees  d 'un  ar t i c le  de  P leasants

(1980) reprêsentent les observat ions en valeurs logar i t luniques dont le

coef f i c ien t  es t  r '  =  0 ,70 .  L 'au teur  en  conc ' lue  qu ' i l  y  a  une re la t ion  t rès

signi f icat , ive entre le nombre de vis i tes ef fectuês par divers insectes

po l l in isa t ion)  e t  l ' abondance d 'une espèce f lo ra le .  La  rencons t i tu t ion  des

var iables or ig inales ( f igure 5.13) permet de constater que cette dêpendance

est t rès fa ib le comme en fai t  fo i  la valeur du coeff ic ient  de corré ' lat ion

r  =  0 , 2 9 .
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du logar i thme des var iab' les.  Exemple
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À t i t re de comparaison on peut reprendre ic i  les graphiques 2 et  3 de

la  f igure  4 .7 .  À  par t i r  des  es t imateurs  r '  on  poumai t  c ro i re  à  une dêpen-

d a n c e  p l u s  i m p o r t a n t e  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  d e  l a  f i g u r e  5 . 1 4  B  ( r ' =  0 , 9 6 )

q u ' e n t r e  c e l l e s  d e  l a  f i g u r e  5 . 1 4  A  ( r '  =  0 , 9 1 ) .  0 r  s i  1 ' o n  e s t i m e  T 2 r ,  o n

ar r ive  à  des  conc lus ions  t rès  d i f fê ren tes  (vo i r  auss i  tab leau 5 .5) .  l v la lheu-

r e u s e m e n t  T 2 . . -  s ' a p p l  i q u e  u n i q u e m e n t  l o r s q u e  l ' o n  d i s p o s e  d e  r ê p l i c a t s  c ey x

qui  est  assez rare en prat ique. Dans un parei l  cas on pourrai t  construire

l ' i n te rva l le  de  conf iance au tour  de  la  courbe ce  qu i  permet t ra i t  au  moins

d 'appréc ie r  la  qua l i tê  de  la  p réd ic t ion .

TABLEAU 5.5 Comparaison entre les est imateurs r ,

(exemple  de  la  f igure  5 .13)

12 et T2yx

Var iab les  u t i l  i sêes r  e t  ( r ' ) 12 et ( r ' ) 2 t 2' y x

A .  x r Y
( x ,  I  o g  Y )

0 19?
( 0  , 9 1 )

0 ,86
( 0 , 8 3 )

0 , 9 5

B .  x ,  V
( x ,  l o g  Y )

0 , 6 1
( 0  , 9 6  )

0 , 3 7
t 0 , 9 1 )

0 , 5 8

Comme on l 'a dejà ment ionnê au chapi t re 3,  r  et  12 prêsentent un

in tê rê t  lo rsque la  re la t ion  es t  l inêa i re .  Dans ce  qu i  p r -ecède on  a  auss i  pu

vêr i f ie r  la  non u t i l i tê  de  r '  ou  encore  de  ( r ' )2  pour  rendre  cornp te  de

f  in te rdêpendance en t re  x  e t  y .  D 'au t res  chercheurs  u t i l i sen t  le  coef f i -

c ient  de dêterminat ion p2 qui  est  êquivalent à 12 uniquement dans le cas

d 'une rêgress ion  l inêa i re  (vo i r  sec t ion  2 .371.  Cet te  u t i l i sa t ion  t rès

frêquente de p2 est  dans plusieurs cas inadêquate.  0n peut vêr i f ier  que
' lorsque 

la var iable dêpendante est  t ransformêe la quant i tê p2 n 'est  pas

dêf in ie .  En e f fe t ,  dans  ce  cas  la  quant i tê  A  de  l 'équat ion  2 .25  n '  es t  pas

nu l le  e t  dès  lo rs  on  ne  peut  p lus  es t imer  R2 (équat ion  2 .281.
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FIGURE 5.14 Comparaison entre r '  et  T$x (données simulées)
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Le coeff ic ient  de dêterminat ion peut cependant être ut i l isê dans le

cas  d 'une rêgress ion  po lynômia le .  Cependant  là  auss i  i l  semble  y  avo i r

beaucoup de  confus ion  e t  I  a  rac ine  de  R2 so i t  R  ne  peut  ê t re  êqu iva len te  au

coef f i c ien t  r .  Cet  aspec t  es t  d iscu té  â  la  sec t ion  su ivante .

5 .5  S IGNIF ICATION DE T . ,  R2  E t  R  POUR UNE RELATION POLYNôMTNIE .

Les exemples sont nombreux dans 1a l i t têrature scient i f ique où les

stat ist iques 12 et  R2 sont confondues. Cela v ient en part ie du fai t  croyons-

nous  que pour  une r -egress ion  l inêa i re  s imp le  ou  mul t ip le  le  coef f i c ien t  de

cor rê la t ion  au  car rê  (12)  e t  le  coef f i c ien t  de  dê tenn ina t ion  R2 sont  équ iva-

l e n t s .  C e  n ' e s t  c e p e n d a n t  p l u s  v r a i  l o r s q u ' i l  s ' a g i t  d ' u n e  r ê g r e s s i o n

polynômiale.  Par exemple à la f igure 5.3 A le polynôme prêsentê aiuste

par fa i tement  l ' échant i l lon .  0n  aura i t  donc  R2 =  L  mais  nêanmoins  r  =  0  e t

12 = Q. De ce fai t  la racine de R2 ne devrai t  pas être interprêtêe comne

c 'es t  souvent  le  cas  comne équ iva len t  â  r .

EXEMPLE 5 .13

I l  es t  in tê ressant  à  ce t  égard  de  comparer  les  f igures  5 .15A e t  5 .158

t i rês  d 'un  ar t i c le  de  B i lby  e t  L ikens  (1980) .  I l  nous  sembla i t  ê tonnant  que

le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  de  B so i t  p lus  é levê  que ce lu i  de  la  f igure

5 .15  A.  Nous avons  d 'abord  ca lcu lê  le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  des  deux

êchant i l lons  avec  e t  sans  les  deux  po in ts  ex t rêmes qu i  se lon  nous  faussa ien t
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cons idêrab lenent  la  va leur  de  r  sur tou t  pour  l ' êchant i l lon  B.  0n  ob t ien t

dans  le  p remier  cas  r  =  0 ,70  ( tg  observa t ions)  e t  r  =  0 ,85  (échant i l lon

to ta l  f igure  5 .15A)  e t  pour  le  second |  =  0 ,40  (13  observa t ions)  e t  r  =  0 ,BL

(échant i l lon  to ta l  so i t  14  observa t ions) .  Dans un  pren ie r  temps nous  av ions

sê lec t ionnê ce t  a r t i c le  pour  met t re  en  êv idence I ' in f luence p lus  ou  moins

importante d 'un point  extrême sur la valeur de r .  0r  i l  nous est  apparu que

la  va leur  du  coef f i c ien t  p rêsentê  dans  l 'a r t i c le  so i t  r  =  0 ,90  ê ta i t  encore

plus êlevê que notre propre est imat ion fa i te en reconst i tuant les observa-

t ions  des  graph iques .  Une va leur  auss i  ê levêe s 'approche d 'une re la t ion

presque par fa i te  ce  qu i  es t  surprenant  lo rsqu 'on  observe  le  g raph ique où  la

pente est ,  quasiment nul le pour les 13 premières observat ions.  Ce coeff i -

c ient  prêsentê comme r est  en fa i t  la racine du coeff ic ient  de dêterminat ion

so i t  R  =  /  0 ,81  =  0 ,90 .  C 'es t  d 'a i l leurs  un  po lynôme du second degrê  qu i

a i u s t e  l ' é c h a n t i l l o n  d e  l a  f i g u r e  B .  T o u s  l e s  e x e m p l e s  d e  c e t  a r t i c l e  o ù  u n

polynôme du second degrê est  ut i l isê prêsentent êgalernent ce r  qui  est  en

réa l i tê  /  R2.

0n  peut  donc  se  demander  que l  peut  ê t re  la  s ign i f i ca t ion  phys ique d 'un

coeff ic ient  posi t i f  pour une relat ion du second degrê où la pente est  cowme

on le  sa i t  nêgat ive  nu l le  e t  pos i t i ve ,  comf lE  la  d 'emont re  d 'a i l leurs  1 'êqua-

t ion  du  po lynôme ( f igure  5 .15  C) .  De p lus ,  le  seu l  fa i t  que R2 so i t  ê levê

ne permet  pas  de  conc lu re  à  une re la t ion  s ign i f i ca t i ve  en t re  les  var iab les .

En e f fe t  i l  s 'ag i ra i t  a lo rs  d 'u t i l i se r  un  po lynôme de degrê  ê levê  pour  que

p2 so i t  auss i  t rès  ê levê  e t  ce  d 'au tan t  p lus  que 1 'êchant i l lon  es t  pe t i t .

0n dispose ic i  de 14 observat ions dont une est  extrème et  devrai t  être

considêÉe avec beaucoup de prudence.
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Ment ionnons auss i  un  ar t i c le  de  Gi roux  e t  Borde leau (1984)  où  l 'on

ut i l ise un polynôme du second degrê pour ajuster un êchant i l lon de 9 obser-

vat ions.  l t lême s ' i l  apparaî t  peu êvident que la relat ion soi t  de fonne

parabo l ique on  ob t ien t  tou t  de  même un R2 ê levê  (R2 =  0 ,70)  ce  qu i  n 'es t  pas

étonnant  é tan t  donnê ta  ta i l le  de  l 'échant i l lon .

0n trouvera aussi  dans Hernando et  ô1.,  (1970) de nombreux exernples où

l 'on prêsente cet te fo is r  et  R (  = f i7t .  L 'observat ion des di f fêrents

graph iques  ( f igure  5 .16)  nous  la isse  t rès  scept ique quant  à  la  per t inence

d 'u t i l i se r  un  po lynôme du second degrê ,  qu i  n 'es t  pas  jus t i f iab le  du  seu l

fa i t  que R so i t  p lus  ê levê  que le  coef f i c ien t  de  cor rê la t ion  r .  En  fa i t  i l

n ' y  aura i t  a lo rs  qu 'à  u t i l i se r  un  po lynôme de degrê  encore  p lus  ê levê  pour

s 'assurer  d 'un  R pra t iquement  êga l  â  l ' un i tê .
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6 . CONCLUSION

Dans ce qui  prêcède on aura pu vêr i f ier  que des techniques simples du

point  de vue de la thêor ie de base peuvent nêanmoins susci ter  des problèrnes

au niveau de f  interprétat ion et  des appl icatons.

Tous  les  aspec ts  re la t i f s  â  ces  méthodes d 'ana lyse  n 'on t  pu  cependant

être t ra i tês dans le cadre de ce mémoire.  L 'examen de la l i t térature fa i t

ressorti r, par exempl e qu' une forte dêpendance stati sti que est souvent

interprêtêe comme une relation causale. 0r les mêthodes prêsentêes ne

pennettent en aucun cas de mettre en évidence une relat ion de cause à ef fet

en t re  les  var iab les .  Seu les  des  cons idêra t ions  thêor iques  l iêes  à  la  par t i -

cular i tê du phênomène êtuaiê autor isent à fa i re de tel les dêduct ions.  Le

caractère t rès spêcial isê des art ic les consul tês ne nous permettaient pas

cependant  de  juger  de  la  per t inence des  recherches  conc ' luant  à  1a  causa l i té .

Nous tenons  cependant  à  rappe ler  qu ' i l  n 'y  a  pas  nêcessa i rement  équ iva lence

entre corrêlat ion élevée et  re lat ion de causal i tê.

0n retiendra aussi que le nombre des exernples prêsentês pour les

di f fêrents aspects abordês n 'est  peut-être pas proport ionnel  à la f rêquence

des u t i l i sa t ions  inappropr iêes .  S i  p lus ieurs  p rob lèmes pewent  ê t re  mis  en

êv idence par  un  examen graph ique d 'au t res  s 'avèrent  beaucoup p lus  d i f f i c les

à dêceler sans une connaissance approfondie du phênomène êtudiê.  I l  est

notamment t rès di f f ic i le de dêceler un problème d'autocorrêlat ion de la

seu le  observa t ion  des  donnêes d 'un  graph ique.  A ins i  dans  p lus ieurs  a r t i c les

fa isant  ê ta t  de  var iab les  phys ico-ch imiques  recue i l l i es  en  sêquence tempo-

re l le ,  i l  eû t  ê tê  d i f f i c i le  de  met t re  en  év idence ou  encore  de  vêr i f ie r  s ' i l
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y  ava i t  au tocor rê la t ion  car  de  façon gênêra le  on  ne  donne jamais  d ' ind ica-

t ions prêcises sur les dates de mesure des di f fêrents observat ions.  Dans

cet  o rdre  d ' idêes  sou l ignons  que p lus ieurs  cor rê la t ions  apparernment  s ign i f i -

cat ives peuvent s 'avêrer être des corrêlat ions totalement f ic t ives lorsque

I 'on  prend conna issance de  la  s ign i f i ca t ion  même des  var iab les  mises  en

re la t ion .  En ce  sens  cer ta ins  cas  de  cor rê la t ion  f i c t i ve  seron t  mo ins

év idents  que ceux  prêsentês  au  chap i t re  5 .  Par  exemple ,  l ' ê tude de  la  re la -

t ion  en t re  1 'e f f i cac i tê  photosynthê t ique e t  la  ch ' lo rophy l le  semble  à  p r io r i

peu contestable.  0r  l 'ef f icaci tê photosynthêt ique est  en fai t  une fonct ion

représentant le rapport  de la product ion pr imaire sur la chlorophyl le.

Dans la  recherche d 'une re la t ion  quant i ta t i ve  en t re  des  var iab les  un

nombre imposant de méthodes sont â la disposi t ion du chercheur.  La rêgres-

s ion  l inêa i re  e t  la  cor rê la t ion  sont  sans  doute  les  p lus  access ib les  à  ce ' lu i

qui  tout  en ayant une bonne connaissance de la stat ist ique ne peut prêtendre

être un spêcial iste.  D'autres mêthodes regroupêes sous le terme d'analyses

mult ivar iêes peuvent sembler au profane plus performantes en raison peut-

être de leur corplexi tê.  Cependant,  e l les ne sauraient se subst i tuer aux

mêthodes qu i  on t  ê tê  dêcr i tes  i c i  pu isqu 'e l les  rêpondent  à  des  beso ins

d 'ana lyse  fa isan t  appe l  à  un  grand nombre  de  var iab les  e t  à  des  êchant i l -

I  ons de tai  I ' l  es importantes.
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APPEIIDICE 1

CARACTÉRISTIQUES STATISTIQUES DES ESTIMATEURS DE LA RÉGRESSION.
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CARACTÉRTSTTQUES STATTSTTQUES DES ESTTMATTURSDE LA REGRESSION.
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dêduire l 'êcart- type des est imatateurs soi t

quant i tê s3 /  of ,  (n-ù sui t  une lo i  KHI-2 à



v  =N-2  degrês  de  l iber tê  e t  en  u t i l i san t  la  dê f in i t ion  de  la  lo i  de  Student

(Bobêe, 1983) on peut en dêduire que les var iables centrêes rêdui tes suivent

une lo i  de  Student  avec  (N-2)  degn6s de  l iber tê  e t  1 'on  a  :
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A  1 . . 5

A  1 . 6

A  1 . 7

a - d
+ -uN-z -

+ -uN- z

su

b - g
tH-2 sb

ï -  n

sy

Le nombre de degrês de l ibertê (v)  pour les modèles 1 et  2 est  v = N-2

pu isque 1 'on  do i t  es t imer  deux  paramèt res .  Pour  les  au t res  modè les  où  l 'on

connaît  à pr ior i  soi t  c soi t  B on aura v = N-1.  Pour les di f fêrents modèles

les  quant i tês  Su,  SO e t  Sy  sont  dê f in is  au  tab leau 2 .2 .
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APPE]IDICE 2

TEST D.Éenr-rrÉ DES VARIANCIS
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TEST D.ÉenITTÊ DES VARIANcEs

0n suppose les droi tes L et

0n pose 1 es hypothèses suivantes

Les quanti tês s:r

P o u r  v ê r i  f i e r  I  ' ê g a l

comparer la quanti tê Fo

2 dont on veut comparer les var iances.

( tes t  un i l  a tê ra l  )  :

2 2
: 6 = 6e l  e 2

2 2
: d > 6

€ l  e2

H s

H1

2
et S^ sont I  es est imateurs des var iances thêor iques.

e 2
2 2

i t ê  des  va r iances  e t  en  supposan t  S . , .>  S . ron  do i t

soi t :

2
t",'

F o = A  2 . 1
2

t . ,

à I a quanti tê F. de I  a tabl  e de Fi  sher

F. = Fu,.u,  ( i )

avec v1 : degrê de l ibertê du nuunérateur = o;.-2

v2 :  degrê de l ibertê du dênominateur = A2-2

nr  e t  n ,  :  nombres  d 'observa t ions  des  dro i tes  L  e t

on accepte

on rejette

H s

H s

S i  F o . F c

S i  F o > F c
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TEST

APPEIIDICE 3

o'ÉenlIrÉ uesPENTES
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TEST D'ÉenITrÉ DTS PENTIS

0n suppose ' les  d ro i tes  1  e t  2  dont  on  veut  comparer  les  pentes .  Ce

tes t ,  Ha ld  (1952)  es t  va l ide  lo rsque les  var iances  ne  sont  pas  s ign i f i ca t i -

vement di f fêrentes.  Si  te l  n 'est  pas le cas un autre test  devra être

u t i l i sê .  I l  es t  êga lement  p rêsentê  dans  Ha ld  (1952) .  Pour  un  tes t  un i la tê -

ral  on pose 1es hypothèses:

et  on compare 1 a quanti tê to
b r - b z

A  3 . 1

H o : 9 r = 9 2

H l  :  9 i  <  F z

Set (  l /Ssxl  *  l /SSxr)  %

(n1-2)  t3,  * (nr -2) s! ,
avec

( n 1  +  n 2

à  l a  v a l e u r  c r i t i q u e t .= tu, ( i )  avec v  =  ( F I

2
set = A  3 . 2

- 4 )

+ nz -4)

t o " t c

t o ' t c

s 1 Ho

Hs

est acceptê

est rejetê
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APPEiIDICE 4

TEST D ' IDENDITE DES DROITES (Tes t  t )
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TEST D ' IDENDITÉ DES DROITES (TCSt  t )

Comme pour  le  tes t  F  dêcr i t  en  2 .3 .8 .2  on  do i t  p réa lab lement  app l iquer

un test  d 'êgal i tê des var iances. Les rêsul tats de ce test  permettront de

cho is i r  le  tes t  adêquat  pour  vêr i f ie r  l ' éga ' l i tê  des  pentes .  En supposant

que les pentes ne sont pas signi f icat ivement di f fêrentes on considêrera:

( a ) test  d ' ident i tê des droi tes avec var iances non signi f icat ivement

di fférentes.

test  d ' ident i tê des droi tes avec var iances signi f icat ivement

di fférentes.

Pour s impl i f ier  la prêsentat ion du test  on se rêfêrera au tableau

synthèse reportê à la f in de cette appendice qui  rêsune les pr incipales

nota t ions .  Dans ce  qu i  su i t  on  comparera  les  d ro i tes  en  u t i l i san t  le  modè le

2  prêsentê  à  la  sec t ion  2 .3 .4 .2 .  Les  dro i tes  thêor iques  que 1 'on  veut

comparer sont:

( b )

et

n r = a i + p i

n 2 =  d t +  9 Z

Ï r = a i + b 1  ( x

i z = a \ + b 2 ( x

( x  -  i 1 )

t x  -  x 2 l

est imés dans  l 'échant i l lon  par

i r )

irle t



var lances  d
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ne sont pas
2 2

e t o
e l  e 2

(a )  tes t  d ' iden t i tê  des  dro i tes  (  les

si  gni  f icat ivement di  f fêrentes )  .

Par  ce  tes t  (Ha ld ,  1952)  ê tud ie  la  quant i tê t o te'l I e que:

b - bt o =

5 correspond à I a moyenne pondêrêe des pentes bi et b2

t t r , .o, + sSrrbz

tt,,, * tt^,

Sa var iance est  est imêe par

z

-et

- b =

SS*, *  t t r ,

A  4 . 1

A  4 . 2

A  4 . 3

2
que S.a

supposant que

a donc:

2
s -

b

$ - e
b

L o r s q u e  N  e s t  p e t i t  H a l d  ( 1 9 5 2 ) ,

Ë  c o r r e s p o n d  à

les deux droi tes

suggère d'  ut i f  i  ser Sla pl utôt

l ' e s t i m a t i o n  d e  1  a

théor iques ont une

pente thêorique

pente ident ique.

P e n

0n



- c i - B î 1 + B x

= o b . - p i 2 + g x

n l = a i + B ( x -

\2 = qt  + B (x -

i r )

i z )

-  ?5L

A  4 . 4

A  4 . 5

A  4 . 6

En supposant I  es termesconstants égaux on a

c i - p i r = o â - 1 i z

et Ë est  est imé dansI  'êchant i l  I  on  par :

I t  -  l z
6 ' � =

I  a  var iancede Ë, est  est imê par

i r - i ,

2
set

( i r  -  i z ) 2

2
s
6'�

2
$ =

b
(+.+)

et  on a d 'aut re  par t  :  Var  (6 var (6')  + var (Û') est imê par:

s2(F - Ë)

_ û ' )  =

2 2= 5 6 * s 6

Si les pentes thêor iques sont êgales

s u i t  u n e  n o r m a l e  N ( 0 , 1 ) .  P u i s q u e

l a  q u a n t i t ê  u  =  ô ' -  6

I a vari ance th-eori que

I Var (ô '

est imê

_ 6 )

par Ses t
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et I 'on devra comparer t ,ocette quanti tê suivra une

â  l a  v a l e u r  c r i t i Q u e  t .

to< tv( ; )  avec v= Nr+Nz-A

d is t r ibu t ion  de  s tudent

l"
. _  b - b-o

{ s-t6'  -  6t
A  4 . 7

0n accepte l 'hypothèsed ' ident i tê  des  dro i tes  s i

( b ) tes t  d ' iden t i tê  des  dro i tes (var iances signi f icat ivement di  f fêrentes) .

0n considère
' la  quant i tê  u  te l le  que:

A  4 . 8
b - b

q u i  s u i t  u n e  l o i  n o r m a l e ,  N ( 0 , 1 ) .  E n  r e m p l a c a n t  V a r

c e t t e  q u a n t i t ê  s e r a  a u s s i  d i s t r i b u ê e  n o r m a l e m e n t  s i

Les quant i tês 6,  B' ,  var(6) et  Var (Û) correspondent à

1 6 - Ë r
N1 e t

pu, s' (6 - f)

N2 sont grands.

;  = ( tor t r r rz sr . r )  + (bzSS*,  /  s ' " ) ) / ( t r t " r l  , ' . r )  + (ssx2/  r ' . r ) )

var(b-)  = ( t  , r r r7 s2ei)  + (  , r* ,  /  t ' . r , )  
-

6 = ( i r  - j z l / { . i r - i z )
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var(ô ' )  =  1 /  ( i i  - /N1 + sl ,  lurf)l r t ' ( ts3,

i r

J r

PRINCIPALES NOTATIONS EChANt i I ION 1

moyenne, var iable indêpendante

al  = moyenne, var iable dêpendante
z

S . .  ( N r  -  1 )^ l
2

S . .  ( N r  -  1 )
J I

var iance rês idue l le  thêor ique es t imé par

tt^,.

sSy,' =

2
o e =

avec

z( ='et

2
S. '  = t t . r / ( N r - 2 )

2
oet

2
variance th-eorique si  Fr = 9z est imé par S.a

2
( N r - 2 ) S ^ + ( N z --  s I

2
21 sez

{ N 1  + 1 t 1 ,  - 4 )

2
S e t * c*2

Set =
( N 1  +  N z  - 3 )

( b r  -  b z )



APPEIIDICE 5

TIST DE BARTLETT
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TTST DE BARTLETT

Le tes t  de  Bar t le t t  (1937)  a  é tê  dêve loppê pour  vêr i f ie r  s i  les  var ian-

ces  de  K êchant i l lons  d i f fê ren ts  ê ta ien t  êga les .  0n  compare  a lo rs  les

var iances  de  ces  êchant i l lons  cons t i tuês  chacun d 'un  cer ta in  nombre  d 'obser -

va t ions  n .

Ce tes t  peut  ê t re  u t i l i sê  pour  vêr i f ie r  l ' hypothèse d 'homoscêdast ic i tê

e n  c o n s i d ê r a n t  K  d i f f ê r e n t s  x ,  ( i  =  1  à  K )  c o n s t i t u ê s  d e s  J r ,  ( i  =  1  à  n r )

où  n . ,  cor respond au  nombre  de  rêp l i ca ts  pour  chacun des  d i f fê ren ts  r i .  0n

c o m p a r e r a  d o n c  l e s  v a r i a n c e s  c o n d i t i o n n e l t . r  
d l * i  

=  o l  ( i  =  |  à  K ) ,

e s t i m ê e s  d a n s  l ' ê c h a n t i t  t o n  p a r  S r 2  .  L e s  h y p o t h è s e s  q u e  l ' o n  d o i t  p o s e r

sont :

2 2 2
6 L  =  6 2  3  . . .  O K

l es  var iances  ne  sont  pas  tou tes  êga les

Pour  app l iquer  ce  tes t  on  cons idère  les  quant i tés  su ivantes :

n i  = f l N = nombre total  d 'observat ions

H s :

H r :

N
)

i=1.

1 K
M = -  I

N-K i=l

2
( n i  -  1 )  S i

f  z nt- I  z t rz-L z
Q,  =  

L (  s r )  (Sz  )  . . .  (S r ) n K - ' ]  

1 / N - K
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M correspond à 1a moyenne ar i t fmét ique des K var iances et  G à leur moyenne

géométri que.

Bar t le t t  a  démont rê  que pour  de  la rges  échant i l lonsn la  quant i tê  ( ' log  M

-  log  G)  su i t  approx imat ivement  une d is t r ibu t ion  de  12  avec  (K  -  1 )  degrês

d e  l i b e r t ê .  P o u r  v ê r i f i e r  l ' ê g a l i t ê  d e s  v a r i a n c e s  o n  d e v r a  d o n c  c a l c u l e r  l a

quant i tê  B  so i t .

2.302585 ( N  -  K )  ( 1 o g  m  -  l o g  G )
C

qui peut être rédui t  à

$ =

2.302585

2 . 3 0 2 5 8 5  e s t  u n  f a c t e u r  d e

I  n  (1  og . )

K
l o s  M  - . , 1 ,  ( n i  -  1 )  l os

c o n v e r s i o n  p o u r  p a s s e r  d e  l o g  ( l o g 1 e )  à

) -
n i  -1 N.K

est acceptê.

es t  re fusê .

' i)( , '  
-  * ,$ =

Ç =  r *  
t  ( ,  i

3  ( K - 1 )  \  i = L

s 1 Hs

Hs

B < , t r ( 1  - ; ; K - 1 )

B r * ' ( 1  - ; ; K - 1 )
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APPEIIDICE 6

EXPRESSION DU COEFFICIENT DE CORRELATION

D,UNT FONCTION DE VARIABLTS

(cas  d 'une fonc t ion  add i t i ve)

nrsulrnrur
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EXPRESSION DU

VARIABLTS (cas

COEFFICIENT DE CORRELATION

d'une fonc t ion  add i t i ve) .

RESULTANT D'UNT FONCTION DE

N N N
N I x y - l r i v
i = l  i = l  i = L

=

l - N z  N  z  N z  ! !  ' - l k
|  ru  I  * - -  ( l  x ) -  N  I  v - -  ( l  v ) - l
I  i= l  i= l  i= l  i=1.  I
L J

0n suppose les  var iab les  x  e t  y  e t les  fonc t ions  u  e t  v

D'après l 'êquat ion 3. t  r '  peut  s 'expr imer  par :

u = x

v = X * J

sry
t"y =

sx sv

et  l ' on  a  pour  les  var iab les  u  e t  v  expr i rnées  en  fonc t ion  de  x  e t  y

N N N
N  I x ( x + y 1  -  [ x  I ( x * y 1

i= l  i=L  i=1 .
? =- u v

N r N
( l x )  N  i
i = L  i = l

h i
L i=r

et  en

2
X .

2
(x+y1 (x+y1

N
( I

i = 1

lu
I

I
ne expressionEn s imp l  i f ian t

équival  ente

regroupant certains termes on obt ient  u

zszx try
Fuv =

-x  + -xy

L -
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comme S^, = ."y t*  t ,  (équat ion 3.3) on a:

S  + r  Sx  x y y
Fuv =

," ,r],
[ ' ;

2
+ sy + zrxy



Alll'IEXE 1

ILLUSTRATION DES PRINCIPAUX CALCULS POUR

DES DROITES DE NÉENTSSION PAR LE

LA COMPARAISON

TEST F
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CALCULS POUR LA COMPARAISON DES DROITES DE

Échant i l lon  dr Echant i l lon  dz

d 1  =  3 , 7 9  +  0 , 5 5  x

d , z  =  9 , 7 9  +  0 , 5 5  x

;  =  6 , 7 9  +  0 , 5 5  x

S S . r = S S r ,  = 1 , 9 0 5

SSrr r=  3 ,8L

SSR = L47,8L

Fo =(147,8L  -  3 ,8L1 /2  =  75 .59
T ' - ' -

Fo > Fc : Ho reietê

x

1
2
3
4
5
6
7
8

x

1
2
3
4
5
6
7
8

v
4 ' 0
5 1 5
5 r o
6 r 5
6 r o
7 1 5
7 r A
8 1 5

v
1 0 , 0
1.1 ,5
L L , 0
L 2 , 5
L 2 , 0
1 3 , 5
1 3 , 0
1 4 , 5

mt 3 , 6 4  +  0 , 6 1  x

E c h a n t i l l o n  m r  E c h a n t i l l o n  m z m 2  =  9 , 6 4  +  0 , 6 1  x

M z  =  6 , 6 4  +  0 , 6 1  x

S S r r = S S r z = 2 8 , 3 9

SSrrz=  56 ,78

x

I
2
3
4
5
6
7
8

x

1
2
3
4
5
6
7
I

v
3 1 5
7 ' 0
3 r 5
8 r o
4 1 5
9 r 0
5 ' 5

1 0 , 0

v
9 r 5

1 3 , 0
9 r 5

1 4 , 0
l '0 ,5
1 5 , o
L L , 5
1 6 , 0

SSR

Fo

F o

L , 9 7

= 72r78

_ ( 7 2 , 7 8 - 5 6 , 7 8 ) / 2  =
56,78/ L4

Fc : Ho acceptê

trt c

Fc

F Z , ! 4  ( 0 , 0 5 )  =  3 , 7 4

F Z , ! 4  ( 0 , 0 1 )  =  6 , 5 1



Ail}IEXE 2

DONNEES DES EXEMPLES 4.2 â 4.10
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Annexe 2.1

E x e m p l e  4 . 2  ( f i g u r e  4 . 6 )

2
3
4
5
6
7
I
9

l n x

6  136
6 1L4
5 , 7 2
5 , 2 3
4 , 5 3
3 164
2 , 5 9
1  , 9 8

E x e m p l e  4 . 3  ( f i g u r e s  4 . 7  e t  5 .  f 4 )

Sér ie  I Sêri,e 2 S é r i e  3

x

2
2
4
4
6
6
8
I

l 0
1 0
I 2
T2

v

L , 2 6
2 , 0 0
2 , 0 0
3 ,  1 6
3 ,  1 6
5  , 0 1
5 , 0 1
7  , 9 4
7  , 9 4

1 2 , 5 9
L 2 , 5 9
1 9 , 9 5

5
5
7
I

9
I

1 1
l l
1 3
1 3
l 5
1 5

v

6 ,  3 1
l ,  5 8
8 ,  1 6
3 ,  4 3

1 1 , 0 9
6 r37

1 5 , 7 4
1 1 , 0 1
2 3 ,  l 0
1 8 ,  3 8
3 4 , 7 7
30,  05

I
I
I
I
t
t

x

2
2
4
4
6
6
8
8
0
0
2
2
4
4

v

2 163
3 , 4 7
5 , 7 5

1 0 ,  9 6
l 5 , 8 4
3 9 , 8 1
3 6 ,  3 0

rL2 ,20
8 3 , 1 8

3 3 1 ,  1 3
218 ,77

I 1 4 8 , 1 5
5 0 I ,  l 8

3 1 6 2 , 2 7
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Annexe 2.3

E x e m p l e s  4 . 6  e t  5 . 1  ( f i g u r e s  4 . L 5 ,  4 . 1 6 , s. 12)

Azo te Phosphore

x

2 ,  L 7
2 , 6 3
3 ,  1 0
2 , 6 7
3 ,  0 0
2 , 8 3
3 ,  0 0
3 , 4 0
2 , 8 3
3  , 1 7
3 ,  6 3
3 ,  7 0
4 ,  L 7
2 , 5 3
4 , 2 0
4 , 6 7
4 r9O
5  , 1 7
7  , 8 3
8 r 0 0
8 , 2 7
8 ,  7 3
4 , 6 3
5 , 5 7
6 r L 7
7  , 7 3
7 ,  5 0
7  , 5 7
2 ,  0 0
1 ,  9 3
L  r 7 7

v

0 ,  6 3
0 , 4 0
0 , 4 5
0 , 6 7
0 , 7 7
l ,  3 0
1 , 0 7
L , L 7
1 , 6 7
2 ,  L 7
2 ,  0 0
2 , 6 7
3 ,  6 0
3 , 6 7
1  , 4 0
0 , 9 7
1 , 0 0
| , 2 3
0 , 6 0
2 r L 7
1 , 0 0
1 ,  5 0
9 , 1 7
9 ,  3 0
9 ,  3 0
9 r 0 3
9 , 5 7
9  r 7 3
0 ,  8 3
1 , 9 3
6 ro7

0 , 0 9 3
0 , 1 3 3
0, L67
0 , 1 6 7
0 , 1 9 6
0 , r 7 7
0, 200
0 , 2 L 7
o , 2 4 7
0 , 3 6 7
o ,250
0 , 3 2 7
0,  200
0 ,  230
0 , 3 2 6
0 ,400
0 ,  2 1 3
0 ,  280
0 ,  083
0 ,  1 3 3
0 , 1 5 0
0 , 4 3 3
0 , 4 9 3
0 ,  283
0 ,  306
0 , 4 7 3
0 , 9 6 3
0 ,  906
1  , 0 3 0
r , r 9 7
r , L 9 7

v

0 , 0 8 7
0 , 0 7 7
0 , 0 5 3
0 ,  0 6 7
0 , 1 0 7
0 , 1 4 0
0 ,  1 1 7
0 , 0 5 0
0 , 0 6 3
0 , 0 7 3
0 , 1 0 7
0 , 1 3 3
0 ,  t 8 3
0 ,  200
0 ,  1 7 0
0 , 1 6 0
0 , 2 6 7
0 , 2 3 3
o , 2 6 3
0 ,233
0 , 2 0 0
0 ,  3 0 7
0 , 3 7 3
1 , 0 7 0
1 , 0 0 0
0 , 4 7 6
0 , 9 7 6
1 , 1 4 0
I ,  1 8 0
0 , 7 2 6
0 , 7 8 3
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Annexe 2.4

( f  )  Observa t ions

Q)  observa t ions

(3  )  Observa t ions

en  l abo ra to i re

su r  l e  t e r ra in

su r  1e  te r ra in

mesurêes

mesurees

mesurées

( pêriode

( pér iode

l )

2 )

E x e m p l e  4 . 8  ( f i g u r e  4 . 2 3 )

G r o u p e  l ( l  ) c roupe 2(2  ) c roupe 3(3  )

0 , 4 0
0 r 4 0
0 ,  4 0
0 , 4 0
0 ,  5 5
0 ,  5 5
0 ,  5 5
0 ,  5 5
0 ,  6 5
0 ,  6 5
0 ,  6 5
0 ,  6 5
0 ,  9 0
0 , 9 0
0 ,  9 0
0 ,  9 0
1 , 0 1
l  , 0 l
1  , 0 1
l r 0 1
I  r 7 4
I , 7 4
| , 7 4
r , 7 4
L r74
L , 7 4
2 ,  0 0
2 , O O
2 ,  0 0

v

2 , 2 6
2 , 4 4
4 , 4 2
4 163
3 , 6 7
3 , 8 4
4 r04
4 , 2 5
3 , 4 2
3 , 5 2
3 , 8 4
4 , 4 2
2 , 8 9
3 ,  0 5
3 ,  1 6
3 , 2 6
2 , 6 3
2 , 7 4
2 , g g
3 ,  l l
2 1 6 8
3 , 2 9
3 , 4 7
3 ,  6 8
4 , 0 0
4 r84
3 , 4 7
3 ,  5 8
3 ,  6 8

x

| , 2 8
l  r28
2 , 8 2
2 , 7 4
2 , 7 4
2 , 7 4
2 , 8 4
2 , 8 6
4 , 2 6
4 , 2 6
4 , 2 6
4 , 6 3
4 , 6 3

v

4 , 8 9
5 , 0 0
6 , 0 0
6 r29
6 , 4 2
6 ,  5 3
6 r32
6 ,  5 0
5 r32
5 , 5 2
5 ,  6 3
5 ,  5 8
5 , 6 8

1 , 5 3
1 , 8 9
l ,  9 5
3 ,  0 5
3 ,  0 5
3 , 3 7
3 ,  5 8
3 , 8 2
3 ,  8 9
4  r 7 9
4 , 7 9
4 , 9 4
5 , 4 2
5 , 3 2

v

6  r 7 9
6 , 4 7
6 , 7 7
7  , 5 8
7  , 6 8
7  , 9 5
6 ,  8 9
6  r 7 9
6 , 6 8
9 ,  l 0
8 , 8 4
7  , 3 2
7  , 5 8
7 , 4 2
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Annex.e 2.5

Exernp le  4 .9 (  f i g u r e  4 . 2 4 )

o  r 4 7
0 ,  8 5
0 ,  6 5
3 ,  l 0
2 , 9 0
2 r 3 O
2 ,  8 0
l ,  7 0
0 , 4 1
1  , 4 0
0 ,  9 0
0 , 9 7
1  , 4 0
0 ,  8 7
1 ,  2 0

3 , 2 0
4 r  l 0
5 , 2 0
5 , 0 0

v

1 4  1 7
12,4
1 9 ,  5
1 4 ,  0
1 6 , 0
1 6 , 8
1 1 , 8
1 3 ,  I
12 ,8
1 5 , 5
L 4 , 2
1 6 ,  8
1 4 , 0
1 2  1 5
1 4 ,  I

2 2 , 4  ( M R )
1 9 , 8  ( w l , t )
32,t (wLz)
20,2  (TP)

E x e n p l e  4 . 1 1  ( f i g u r e  4 . 2 6 )

52 ,50
7 0 , 0 0
84,  00
9 6 , 0 0

1 0 2 , 5 0
1 1 7  ,  5 0
1 4 1 , 0 0
l 5 l  ,  5 0
152,50
154 ,  00
169 ,  00
1 7 2 , 5 0
1  7 5 ,  0 0
2 4 7  , 5 0
256,OO

v

0 , 0 7 5 0
0 ,  0 1  2 5
0 , 3 0 5 0
0 , 1 0 0 0
0 , 3 2 0 0
0 ,2950
0 , 1 0 5 0
o,  35oo
0 ,  3875
o , 4 3 7 5
0  ,  1 1 5 0
0 ,  1800
0 ,  3250
0 , 9 5 0 0
o , 9 2 5 0

E x e m p l e  4 . 1 0  ( f i g u r e  4 . 2 5 )

Bass in  I  (35cm) Bass in  2  (25cm)

2 9 0 , 0 0  2 2 4 , 3
526,5 284,9
580 ,0  34L ,2

1 0 3 7 , 5  4 7 0 , 4
9 6 5 , 0  4 3 4 , 0

1 4 8 , 0  L 2 t , 3
408 ,0  190 ,2
405 ,0  239 ,3
7 9 6 , 0  3 6 8 , 0
752 ,0  337 ,2
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DONNEES DES EXEMPLES 5.2 à 5.14



Annexe

E x e m p l e  5 . 2
F i g u r e  5 . 3 A

x v

9 r 5
1 0 , 5
1 2 ,  0
1 4 ,  0
1 6 , 0
1 7 , 0
l 8 r 0
2 0 ,  0
2 2 , 0
2 4  r o
26 ,O

0 ,1622
0 , 1 8 9 1
0 , 2 7 9 7
0,  343 1
0 , 3 7 9 3
0 ,3872
o , 3 8 8 3
0 , 3 7 0 1
0 , 3 2 4 7
0,252L
0 ,  1 5 2 3

Exernp le  5 .3
F i g u r e  5 . 3 8

x

3 000
3 000
3 2I0
3 2lO
3 440
3 440
3 600
3 600
3 700
3 700
3 780
3 780

v

4 7
49
45
55
45
49
50
6 1
65
67
75
87

Exemple  5 .5
F i g u r e  5 . 5 A

x

3 2 , 0 0
36 ,  00
38 ,  95
3 8 , 9 5
38 ,  95
3 8 , 8 4
40, oo
4 0 , 0 0
40 ,  88
40,  88
40 ,99

1 0 , 1 9
5 , 4 4
9 ,  1 0
7  , 6 0
6 , 6 5
6 , 2 4
3 ,  5 5
2 ,  0 0
6 ,  3 8
5 ,  1 3
3 ,  0 9

Exemple  5 .  6
F i g u r e  5 . 5 8

x

l l , 4
7  r I

1 3  r 7
7 1 8

1 8 ,  8
9 r o
7 1 4

4 5  1 9
L 2  1 4
12,6
1 6 r 6

2 1 2

1 5  r 7
5 r 6

v

4 1 7
7 ' O
5 r  1
4 r 7

l 0 r  6
6 r  1
8 r  l

5 0 ,  0
1 5  r 7
l 0 r  0
1 1 , 9 0
2 ' 4

3 0  1 7
2 1 4
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Annexe 3.2

E x e m p l e  5 . 7  ( f i g u r e  5 . 6 )

Âgu lt" tat  .  org. 1 IAzote l luel l c a l

l 6
l 6
1 8
1 8
26
26
39
39
40
40
40
40
40
40
42
42
43
43
48
48
5 1
5 l
5 1
5 1
5 t
5 t
5 7
5 7
5 7
5 7
76
76
98
98

l l 6
l l 6
1 1 6
1 1 6

1 636
2000
r636
2000
l 8 l 8
3364
3r82

10456
1636
2 2 7 3
3636
5455
B 182
9545
2545
3r82
409 I
5000
2 7 2 7
3636
2273
3 l  82
409r
4545
5455
6t82
r 8 1 8
2 7 2 7
3I82
409L
2 2 7 3
4364
6545
9545

455
r0910
36964
46364

250
320
290
400
900

1000
300
700
800
900
950

I  150
r250
1900
700
800

I  120
l  550
1 1 5 0
1 300

7 5
450
700
850

1050
L320
2 7 5
500
600
850
7 7 5
875
680

r000
320

r  150
r  950
4000

3 4 , I
48 ,5
7 4  1 2
8 1 , 8
6 9  1 7

1 0 3 ,  7
8 1 , 8
8 8 , 9

1 6 6 , 7
1 9 6 , 3
207 ,4
2 r 3 , 9
2 2 r , 5
324,4
5 0 ,  0
6 7  , 7

1 0 0 , 0
L28,6
3 2  1 3
5 7  , 7
9 6 , 2

1 0 1 , 9
1 1 6 , 3
r 2 2 , 2
r40,7
1 9 0 ,  4

3 4 , 6
5 0 ,  0
6 6 , 9
7 6 , 9
5 0 ,  o
5 7  , 7

1 3 0 ,  8
1 7 6 , 9
5 0 ,  0

280,7
309 ,2
342,3

I23
t92
192
246

6 2
I  l 5
6 9

246
3 8

1 1 5
754
192
254
377
6 t

1 1 5
r54
r92
38
7 7
3 l
7 7

1 5 4
192
323
5 3 8

54
r l 5
192
400

38
t t 5
7 7

r92
62

323
5 7 7

1 7 7 0
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Annexe 3.3

E x e m p l e  5 . 8
(  f i g u r e  5 .  7  )

Sous-bass in  I

Mn Zn Cu

205
3 1 0
r24
208
r37
r40
2r2
253
300
330
380
4r4
404

7 7  , 8
2 3 , 6
55 , 8*.*
9 6 , 7
9 L  1 2
7 5  r 4

1 1 2 ,  0
8 9  , 7
8 l , 3
7 6 , 5
7 7  , O
7 2 , 6
7 3 , L

1 0 ,  0
2 1 4

30, 7*"*
L 5 , 2
1 3 ,  5
L 6  1 4
2 I , 9
I 3 ,  5
9 r o
9 1 4
9 r L

1 9 , 9
1 2 , O

Sous-bass in  2

292*
494
589
529
390
330
390
3 1 9
420

2 0 ,  l *
2 6 , 3
2 3 , 4
2 7 , 2
2 0  1 5
2 9 , 8
2 2 , 5
2 2 , 8
6 1 , 0 x *

2 1 4
4 r 7
7 r 0
5 r  l
4 1 7

1 0 r  6
6 r  1
8 r  1

50, 0*"*

*  ( 2 9 2 - 2 A , 1 )  n o n  c o n s i d ê r ê  d a n s
1 e s  c a l c u l s .  ( r i g .  5 . 7 ) .

* *  (  5 5  , 8 - 3 0 ,  7  ) =  P 1
( 6 1 , 0 - 5 0 , 0 ) =  P 2

E x e m p l e  5 . 9
(  f igure  5 .  l0  )

P A

5 , 0 8
9 ,  3 8

1 0 , 7 8
1 9 , 5 3
2 5 , r 0
2 7  , 7 3
33 ,  98
3 2 ,  8 1
42 ,97
4 7  , 2 7

0 ,  8 5
1 r  5 1
1 ,  3 6
I  r94
3 ,  6 5
r ,  1 7
I , 2 8
2 r 6 4
I , 2 4
2 , 2 5
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Annexe 3.4

Exenp le  5 .  l l (  f i g u r e  5 . L 2 )

x

2 106
2 , 8 4
3 ,  0 3
3 ,  3 0
2 , 9 5
3 , 0 3
3 ,  0 3
3 , 5 8
5 , 4 3
6 r07
6 r97
6 , 9 7
7  , 3 7
7  , 7 9
7  , 3 7
g , 9 5

9 ,  1 9
1 0 ,  2 8
1 0 ,  5 7
9 r94

1 0 , 8 6
1 4 ,  1 8
1 5 , 5 8
16,02

v

0,2989
0 ,9852
0 , 8 7 3 5
o ,9493
I ,2342
r , L925
I ,6263
r ,3236
I  , 4336
0 , 9 9 8 1
r ,6659
l ,  3480
L ,5546
1  , 8 6 1 3
0,  8348
2 ,1382
o ,9787
r ,2384
1 ,  5 3 5 3
0 ,  9280
o,4834
o ,5444
0 ,  8897
1 , 0 3 6 4

Exemple  5 .  12  ( f i g u r e  5 .  1 3  )

x

16r ,2
6 3 0 , 0

1 6  1 9
1 3 6 ,  6

8 1 4
44 ,0
IO ,2
3 1 4

12,8
1 0 0 , 4
1 8 1 , 9
6 9  1 4

1 7 8 , 0
3 9 , 2

Lrz , I
1 0 ,  I
3 8 , 0

9 1 9
2 1 4

3 9 , 4
1 6 r , 7
r04,7
2 7 9 , 0

8 r l

v

84 ,3
7 5 , 3
28,4
32 ,0

1 2 5 , 0
273,4

6 1 9

320 ,  0
8 r 8

3 8 7 , 5
3 5 , 2

5 1 0 ,  6
7 1 8

42,2

1 9 0 , 3
4 0 0 , 1
1 0 5 , 0
2 2 3 , 6
141 ,7

1992,0

v

5 3 ,  I
343,2
2 r , 9
3 9 , 7

5 8 9 , 0
240,0
3 7  , 9

2 4 7  , 7
4 3 , r
1 5 , 0

I 7 6 , 8
4 3 ,  1

7 r 8
3 2  1 9

1 1 0 0 , 2
1 2 1 0 , 0
1433,2
1446,0
1 8 6 8 , 4
862,2

r30,2
8 1 , 0
l l r 5

1 0 4 ,  8
7 1 6

2 7  , 4
2 8  1 2
1 3 r  9
7 7  , 9

1 0 0 ,  2
1 4  1 5
8 5 , 6
5 9 , 7

1 8 2 ,  0
2 7 4 , O

1 3 , 4
4 I  r 4
1 9 ,  1

6 r 4
2 I , 9
4 5 , 5

258,2
602,7

9 r 8

( P t l )
( p t z )
( P r 3 )
(P r4
(P r  5
( P t 6
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Annexe 3.5

Exernple 5. 13
(  f i g u r e  5 . 1 5 A )

x

(  f igure  5 .  15B)

0 r 0 4
0 ,  0 5
0 ,  0 5
0 ,  l 0
0 ,  l 0
0 ,  l 0
0 ,  1 3
0 ,  1 4
0 ,  1 5
0 r25
0 , 2 6
0 ,  3 0
0 ,  3 0
0 ,  3 5
0 ,  3 5
O r62
0 ,  7 5
0 ,  7 8
2 ,  1 8

4
I

I 2
5

1 6
2 3

5
20

8
r 5
I 2
3 7
50
1 0
1 8
74
49
32

100

x

3 8
6 3
66
70
7 5
8 1
85

100
1 0 7
12l
r25
138
206
290

v

500
750
705
400
790
500
630
5 1 5
995
300
900

II25
830

2620



AN}IEXE 4

DONNÉES DES FIGURES 5 .1  -  5 .4  -  5 .9
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Anoexe 4.1

Données de  la  f igure  5 .1A

ph A ph A

7  , 3 5
7  ,40
7  , 4 5
7  , 4 5
7  , 4 5
7  , 3 5
7  , 3 5
7  ,40
7  ,40
7  , 4 5
7  , 3 5
7  , 6 0
7  , 7 0
7  , 7 0
7  , 7 0
7  , 4 5
7  , 5 0
7  , 6 0
7  , 5 0

4 , 4 8
5 , L 4
5 ,  1 5
5 r 1 2
3 ,  8 5
3 , 2 I
3 , 7 2
4 r  l l
2 r99
3 ,  1 5
2 , 4 7
3 ,  9 5
4 , 4 L
5 , 4 6
5 , 7 2
2 ,  8 0
2 , 9 3
3 , 4 6
3 , 3 2

6 r 0 0
5 , 9 0
6 r2o
6 r25
6 , 2 0
7  , 6 0
7  , 6 5
7  , 2 0
6 , 9 0
6 , 6 0
3 , 6 5
2 , 9 O
5 , 5 0
5 , 6 0
5 , 6 0
5  r 7 o
5 , 8 0
5 , 8 5
5 , 8 0

2 , 7 9
2 , 5 3
2 , 4 8
3 , 3 6
3 , 4 0
3 ,  9 5
3 , 9 4
2 165
2 , 5 5
2 r33
2 , 3 0
2 r 1 5
2 , 4 5
2 , 3 8
2 , 2 4
2 r35
2 , 4 7
2 , 8 9
2 , 6 I

D o n n ê e s  d e  l a  f i g u r e  5 . 1 8

ph A

6 ,  8 5
6 , 8 5
6 r95
6 ,  8 5
6 , 6 0
6 , 7 0
6 , 7 0
6 ,  8 5
6 , 7 0
6 , 5 0
6  r 7 5
7  , 0 5
7  , 0 5
7  , 0 5
6 , 9 5
6 , 9 0
6 r7o
6 , 5 0
6 ,  8 5
6 ,  8 5
6 , 9 5
4 , 6 0
4 , 0 5
3  r 7 O

3 ,  0 l
L , 5 2
2 r47
4  r O 2
r , 7 2
2 ,  8 8
2 , 4 5
2 rO7
2 136
2 169
3 , 7 0
3 ,  1 6
3 , 6 4
2 , 9 5
3 136
2 , 3 7
2 , 3 8
2 , 5 0
2 , 0 4
2 r29
2 186
I r 5 3
I  , 6 9
1 , 5 0

Données de la figure 5.4 il=r]9

x i y 1 y2 v3 v4 y5 v6 y 7

t I 2 3 4 5 6 7

2 I 2 3 4 5 6 7

3 I z 3 4 5 6 7

t+ t 2 3 4 5 6 7

5 I 2 3 4 5 6 7

6 I 2 3 4 5 6 7

7 I 2 3 4 5 6
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Annexe 4.2

Donnêes de  la  f igure  5 .9A

Groupe I Donnâes coûrmunes
a u x  g r .  I  e t  2

Groupe 2

0 , 0 7 5 3
0 , 0 6 5 9
0 , 0 5 8 8
0 ,0894
0,  094 1
o, 1247
0 ,  L 5 2 g
o ,1694
0 , 2 5 1 8
o , 2 7 5 3
0 , 2 7 5 3
0 ,3294
o ,4424
0 ,5129
0 , 7 2 2 4
0,  854 1

v

0 ,  0 1  1 8
0 , 0 3 5 3
0 ,  0 7 5 3
0, 0894
o, 1294
0 , 1 0 5 9
0,  0988
0 , 1 6 0 0
0 ,  3059
0 , 2 4 7 L
0 ,3459
0 , 3 0 5 9
o ,4706
o , 2 7 5 3
o ,7882
0 , 7 2 2 4

0 , 0 0 4 7
0 ,  0047
0 ,  0047
0 , 0 3 5 3
0 ,  0306
0 , 0 4 7 1
0 ,  0471

v

0 ,0047
0 , 0 2 3 5
0 ,047  r
0 ,0047
0,0282
0,0282
0 , 0 3 5 3

x

0 , 0 3 5 3
0 , 0 5 4 1
0,  094 1
0 , 1 0 5 9
0 , 2 0 0 0
0 ,  1882
a,2282
0 ,  3059

v

0 ,  2 l  l 8
0 ,2282
0 , 3 6 0 0
0 , 5 4 1 2
o , 4 5 8 8
0 , 7 8 8 2
0 , 7 L 2 9
0 , 8 4 7 1

Données  de  l a  f i gu re  5 .98

Groupe I Donnêes communes

x  logy

0 , 8 9  2 r 2 g
I  ,  6 1  2 , 4 0
2 1 2 3  2 , 3 2
4 , 7 3  0 ,  0 3
4 , r 4  -  0 r  1 8
2 , 9 4  -  0 , 6 5

4 , 1 1  1 , 6 5
3 ,48  1  r  0g

Groupe 2

5  , 9 2  I  , 4 1
7  , 9 4  1 1  0 9

1 2 , 8 9  1 , 1 9
2 0 , 0 0  0 , 4 4
2 5 , 0 0  0 , 9 3


