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RESUME

La gestion de I’eau qui alimente un réservoir hydrique en période de crue revét une
importance critique. L’hydrologue doit faire face a deux objectifs conflictuels; d'une part,
minimiser le risque d’inondation et d'autre part maintenirle niveau d’eau suffisamment élevé
pour que le réservoir puisse remplir ses fonctions (production hydroélectrique, utilisation par
les riverains, préservation de la faune aquatique, etc.) Pour ’aider & planifier I’utilisation de
la ressource eau, I’hydrologue utilise des systémes de prévision qui fournissent des estimés
imprécis des caractéristiques de la crue (des apports non contrdlés, principalement). Dans
certains cas, en particulier celui qui a été étudi€ ici, ces systémes de prévision sont peu
performants en raison essentiellement de 1’incertitude météorologique. L’hydrologue qui
utilise de telles prévisions sans tenir compte de leur qualité prend des risques sans pouvoir en
mesurer les conséquences.

Ce projet de recherche vise a proposer une solution pratique a ce probléme. L’approche qui
a été adoptée consiste a effectuer une meilleure gestion des systémes de prévision. Ceci a
conduit au développement d’une méthodologie se divisant en deux volets:

1. D’une part, on effectue un suivi continu de la crue en mettant a jour les prévisions des
caractéristiques de cette crue en fonction de son stade actuel.

2. D’autre part, on prend directement en compte I'incertitude sur les prévisions dans le but
de pondérer I’effet de ces prévisions sur la décision finale.

La prise en compte de I’incertitude est une question centrale dans ce projet de recherche. Le
patron d’inférence bayesien a été adopté pour réviser des modéles d’incertitude suite a
l'arrivée d'une nouvelle information (une prévision). Par contre, pour la modélisation de
Pincertitude, la théorie des possibilités est proposée comme alternative a 1’approche
bayesienne classique; ceci permet de traiter subjectivement I'incertitude.  Certains
développements fondamentaux en théorie des possibilités ont été réalisés dans le cadre de ce
travail pour pouvoir utiliser le patron d’inférence bayesien. Dans le but de proposer une
solution applicable, on discute aussi du probléme d’interprétation du terme « possibilité » et

du probléme de construction de distributions de possibilités.

Ce projet de recherche a été réalis€é en collaboration entre I’INRS-Eau et la Société
d’électrolyse et de chimie Alcan Ltée qui exploite un important réseau hydroélectrique au
Saguenay-Lac-Saint-Jean. Par conséquent, la méthodologie développée a été appliquée sur
les bassins d'Alcan dans le but d’aider la compagnie a la planification de la production en
période de crue printaniére. Les résultats obtenus avec la théorie des possibilités sont
comparables a ceux obtenus avec I’approche bayesienne. Par contre, I’approche possibiliste
offre une plus grande souplesse quant a ’intégration de |’information de nature subjective.
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1 INTRODUCTION

1.1 Problématique

En période de crue ou quelques temps avant cette période lorsque la crue est attendue
(comme au printemps), la gestion de 1’eau d’un réservoir est un probléme trés important.
L’hydrologue doit établir un plan de gestion des ressources en eau dans un contexte ou le
niveau d’incertitude sur les apports naturels qui alimenteront le réservoir en période de crue
est souvent tres élevé. 11 doit faire face a deux objectifs conflictuels en relation avec le niveau

d’eau dans le réservoir:

1. Le niveau d’eau doit étre suffisamment bas pour pouvoir accueillir la crue sans causer
d’inondations. Pour bien des réservoirs, la capacité de décharge est inférieure au débit
entrant durant une certaine période de la crue, d’ou la nécessité de libérer un volume du

réservoir pour pouvoir emmagasiner |’excédent.

2. Le niveau d’eau doit étre maintenu a un niveau suffisamment élevé pour que le réservoir
puisse remplir ses fonctions, telles que la production hydroélectrique, 1’ utilisation par les
riverains, la préservation de la faune aquatique, etc. De plus, a la fin de la période de
crue, le niveau d’eau devrait €tre rétabli & son niveau normal d’opération. Lorsque la
fonction principale d’un réservoir est la production hydroélectrique, une hauteur de chute
diminuée représente une perte importante d’énergie potentielle donc d’électricité produite.
Notons aussi qu’un niveau d’eau trop élevé occasionne des pertes importantes lorsqu’une

partie de I’eau doit &tre déversée au lieu d’€tre utilisée pour la production.

Pour établir un plan de gestion de 1’eau, I’hydrologue utilise des systémes de prévision qui
fournissent des estimés des caractéristiquesde la crue. Par contre, I’information fournie par
ces systémes de prévision peut étre de nature trés imprécise en raison principalement, mais
non seulement, de l’incertitude associée aux facteurs météorologiques influant la crue
(Lapointe, 1996). FEtant donné la dominance de ce type d’incertitude sur les autres
(imprécision des données, incertitude du modele de prévision, incertitude d’échantillonnage,
etc.), il n’est souvent pas possible d'améliorer la performance des systémes de prévision.

Ayant comme seules informations ces prévisions et son expérience personnelle, I’hydrologue

doit tout de méme planifier la gestion de 1’eau. L'’utilisation de telles prévisions sans tenir
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compte explicitementde leur qualité, de leur imprécision, améne 1’hydrologue a prendre des

décisions sans pouvoir en mesurer le risque.

1.2 Approche adoptée

L’objet de ce travail est de proposer une méthodologie et de développer les outils nécessaires
pour aider I’hydrologue a effectuer une bonne gestion des crues en prenant en compte le
risque associé a ses décisions. L’approche générale qui a été adoptée consiste a effectuer un

meilleure gestion des systémes de prévision. Cette approche se divise en deux volets:

1. On effectue un suivi continu des crues en mettant a jour les prévisions des caractéristiques
de la crue (telles le volume des apports non contrdlés, I'apport non contrdlé de pointe, la

- date de départ et la date de pointe) au fur et 2 mesure que la crue évolue et que I’incertitude
(hydrologique et météorologique) diminue. Les périodes de prévision ne sont pas fixées a

’avance, mais plutét fonction du stade actuel de la crue.

2. Les prévisions émises ne sont pas utilisées naivement. Les performances historiques des
systtmes de prévision sont analysées, et ce, dans le but de construire des modéles
d’incertitude sur les prévisions en les mettant en relation avec les observations. Les
systémes de prévision relativement performants auront plus d’influence sur la décision
finale que ceux qui sont moins performants. De plus, cette approche permet de corriger

les biais (systématiques ou conditionnels) qui peuvent étre présents dans les prévisions.

Le premier point est plutdt d’ordre procédural; en effet, il a trait a 1'élaboration d'une
méthodologie pour effectuer le suivi des crues et déterminer les périodes de prévision. Le
deuxiéme point, par contre, est beaucoup plus technique. Il concerne les méthodes pour la
modélisation des incertitudes et I’intégration des incertitudes de diverses natures; en
particulier, il concerne la modélisation des erreurs de prévision. Notons que ce probléme a
déja été étudié dans un contexte différent (Ouarda et al, 1998). Dans la section qui suit, on

apporte les arguments nécessaires pour motiver les deux volets de ’approche retenue.

1.3 Motivation

Le premier point qui est discuté est la question du suivi continu des crues et de la mise a jour
des prévisions en fonction du stade actuel de la crue. Une approche utilisée en hydrologie
pour mettre a jour les prévisions consiste, lorsque les moyens le permettent, a effectuer des

prévisions journaliéres, comme c’est le cas chez Hydro-Québec (Bisson, 1995; Rasmussen
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etal, 1997; Ouardaetal, 1998). Une autre approche souvent utilisée consiste a effectuer des
prévisions 2 des dates fixes comme c'est la cas chez SECAL (Gignac et al, 1990; Dupont,
1996) et chez les Services météorologiques américains (Krzysztofowicz et Watada, 1986).
Cette dernieére approche ne tient pas compte du décalage temporel entre les différents
événements de crue. Si, par exemple, on prend le cas oil I'on effectue systématiquement une
prévision du volume de la crue printaniére le 15 avril, et qu'on suppose qu’une certaine
année X la crue débute seulement le 1¥ mai alors que 1'année Y la crue débute tot, soit le 17
avril. Il serait évidemment peu approprié de constituer un échantillon contenant ces deux
années dans le but de construire un systéme de prévision pour le 15 avril. En effet, on
pourrait s'attendre a ce que |’espérance de la prévision pour l'année Y soit meilleure que celle
pour l'année X car la variabilité du phénoméne étudié est inférieure (la variance du volume
restant deux semaines apres le début de la crue est inférieure a la variance du volume total).
Dans ce travail, une alternative a 1'approche classique est proposée; celle-ci consiste a tenir
compte du décalage temporel entre les crues. Les prévisions sont effectuées a des dates qui
ne sont pas fixes, mais plutét dépendantes de I'évolution de la crue. Par exemple, au lieu
d’effectuer une prévision le 15 avril, on peut effectuer une prévision le lendemain du départ
de la crue ou un certain nombre de jours aprés le départ ou la pointe de la crue. Les
échantillons constitués de cette maniére sont beaucoup plus homogenes, et il est plus
appropri€ de les utiliser dans le but de construire des systémes de prévision. De plus, il
devient possible de modéliser avec cohérence la performance d'un systéme de prévision a

une telle période ayant la méme signification pour chaque événement de crue.

Le deuxiéme volet de 1’approche, soit la modélisation de I’incertitude dans les prévisions, est
discuté ci-dessous. Avant de prendre une décision en se basant sur une prévision émise,
I’hydrologue ne pourrait que bénéficier d’une information supplémentaire quantifiant la
précision, c'est-a-dire, I’'incertitude de cette prévision. Ceci lui permettrait de prendre une
décision plus éclairée, d’étre plus conscient du risque. De plus, les correctifs a apporter pour
les tendances générales du systéme de prévision (comme sous-estimer de 10%) ou les
tendances plus complexe qui peuvent étre modélisées par une relation entre les prévisions et
les observations devraient étre effectués de maniére automatique. Le patron d’inférence
bayesien est un cadre permettant d’effectuer un tel traitement et est par conséquent la pierre
angulaire des travaux réalisés dans le cadre de ce travail qui touchent au traitement de
I’incertitude. Par contre, la théorie des possibilités a été retenue pour la modélisation des
incertitudes car elle offre un cadre plus flexible pour I’intégration de I’information de nature
subjective fournie par un expert.
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1.4 Objectifs du projet de recherche

L’ objectif général du projet de recherche découle de la problématique énoncée précédemment
etde ’approche retenue. Cet objectif est de développer et d'illustrer par une application une
méthodologie pour la construction de Systémes de surveillance et de prévision de crues tout
en mettant ’accent sur le traitement des incertitudes de nature diverse. Plusieurs objectifs
spécifiques dérivent de cet objectif général:

* Proposer une méthodologie pour la construction de Systémes de surveillance et de
prévision des crues. Le role d’un tel systéme est de faire un suivi continu des crues en
estimant a différents stades de celles-ci leurs principales caractéristiques (volume, pointe,

etc.)

* Proposer une approche originale concernant le traitement de l’incertitude dans les
prévisions qui se préte bien a I’évaluation subjective de lincertitude; démontrer la
pertinence de la théorie des possibilités comme méthode de modélisation et de
combinaison des incertitudes.

* Effectuer les développements théoriques nécessaires dans le cadre de la théorie des
possibilités pour pouvoir utiliser le patron d’inférence bayesien qui permet de réviser un

modele d’incertitude a priori suite a 1’arrivée de nouvelles informations telles des

prévisions.
* Appliquer ’approche développée sur les bassins de SECAL.

* Développer et implanter des systemes de prévision pour permettre la simulation de

données nécessaires au développement de 1’application.

* Comparer l'approche développée avec I'approche bayesienne dans le cadre de
I’application étudiée.

* Démontrer l'applicabilité des méthodes bayesienne et possibilistique en hydrologie.
Notons qu’il existe relativement peu d’études sur 1’utilisation de méthodes floues en
sciences de I’eau (Bardossy, 1990; Bardossy et al, 1990; Esogbue et al, 1992; Bardossy
et Duckstein, 1995; 1996; Chongfu, 1996).

1.5 Application

Le projet de recherche proposé a été réalisé dans le cadre d’une collaboration entre I'INRS-
Eau et la Société d’électrolyse et de chimie Alcan Ltée (SECAL) située 2 Jonquiére au
Saguenay-Lac-Saint-Jean. SECAL exploite un important réseau hydroélectrique servant
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principalement & alimenter en électricité leur usine d’aluminium et quelques autres
compagnies régionales. La méthodologie développée a par conséquent été appliquée a trois
bassins de la compagnie: bassin amont, bassin aval et bassin total. L'objectif principal de la
compagnie est d'optimiser la production hydroélectrique en période de crue. lLa
problématique spécifique qui concerne la compagnie en période de crue est celle énoncée
précédemment (cf. 1.1) avec, par contre, une petite particularité: Il faut baisser suffisamment
le niveau des réservoirs pour pouvoir accueillir la crue sans causer des inondations ou étre
dans la nécessité de déverser (i.e., gaspiller la ressource eau), mais sans perdre une hauteur
de chute conduisant 2 une perte de production. La particularité dans le cas de SECAL est
qu’il n’y pas vraiment de demande maximale car les surplus peuvent étre vendus a Hydro-
Québec, organisme gouvernemental desservant la majorité de la population québécoise; cecia

pour effet de simplifier quelque peu le travail de planification de I’hydrologue.
Les caractéristiques d’une crue qui intéressent les hydrologues de SECAL sont:

1. le volume total des apports naturels (aussi appelés, apports non controlés);
2. ladate de départ de la crue;

3. ladate de pointe de la crue, et;

4. ’apport non contrdlé de pointe.

Etant donné que les données nécessaires (prévisions historiques) ne sont pas disponibles,
une technique de ré-échantillonnage (jackknife) a été utilisée pour les produire. Trois
systemes de prévision développés et implantés expressément pour le projet ont été utilisés
pour générer ces prévisions. Cinq années n’ont pas été utilisées pour la calibration du
systéme, mais plutdt pour des analyses de cas et une comparaison avec l’approche
bayesienne.

1.6 Contenu et structure du rapport

Ce document est organisé comme suit: Le chapitre 2 fournit une description détaillée de la
structure du Systéme de surveillance et de prévision des crues en mettant I’accent sur les
processus impliqués. Le Chapitre 3 discute du probléme de traitement de 1’incertitude dans
les prévisions. Dans le Chapitre 4, 1’approche bayesienne existante pour le traitement de
Pincertitude est présentée. Les concepts de la théorie des possibilités qui sont nécessaires a
la compréhension des développements effectués sont revus dans le Chapitre 5. Le chapitre

qui suit est consacré aux développements théoriques apportés a la théorie des possibilités.
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Dans le Chapitre 7, la question d’interprétation du terme « possibilité » est abordée, alors
que dans le Chapitre 8, une méthodologie pour la construction de distributions de possibilités
est proposée. L’application de I’approche développée sur les bassins de SECAL est détaillée
dans le Chapitre 9. Finalement, le Chapitre 10 fournit une conclusion et une discussion sur

les résultats présentés dans ce travail.




2 SYSTEME DE SURVEILLANCE ET DE
PREVISION DES CRUES (SSP)

2.1 Structure fonctionnelle

Dans ce qui suit, on utilisera le terme « paramétre » pour indiquer une caractéristique des
crues, tellele volume ou la pointe. La structure fonctionnelle du Systéme de surveillance et
de prévision (SSP) proposée ici est inspirée de celle utilisée pour la construction de systémes
d'avertissement de crues (Krzysztofowicz, 1993). Le SSP est constitué de trois composants
organisés en cascade comme le montre la Figure 2.1. Le Sous-systeme de surveillance des
crues (SSC) détecte le stade actuel de la crue et en informe le Gestionnaire de systémes de
prévision (GSP). A chaque période de prévision (fonction du stade de la crue), le GSP
active le systéme de prévision approprié pour chaque paramétre de la crue. Les prévisions
émises sont transmises au Module d'intégration des prévisions (MIP). Le MIP combine et
intégre ces prévisions dans le but de produire une représentation de l'incertitude résultante
sur chacun des paramétres (par exemple, une fonction de densité de probabilité (f.d.p.) a
posteriori) qui peut étre utilisée par le décideur pour obtenir une estimation ponctuelle ou un
intervalle de confiance. Les détails de chaque composant sont donnés dans la section

suivante.

SSC Stade actui> GSP Prévisions > MIP

de la crue des parametres

Représentations de l'incertitude
résultante sur les parametres

Décideur=

Figure 2.1: Structure fonctionnelle du SSP




8 Traitement subjectif de I’incertitude par la théorie des possibilités

2.2 Composants du SSP

2.2.1 Sous-systéme de surveillance des crues (SSC)

Lerole du SSC est d'analyser les données hydrologiques et les prévisions météorologiques
dans le but de détecter les différents stades de la crue. Lorsqu'un changement de stade est
détecté, le SSC en informe le GSP et lui fournit les données nécessaires a ses fonctions.
Quatre stades de la crue sont considérés:

1. Départ éventuel
2. Montée
3. Descente

4. Fin de lacrue

La définition de ces différents stades est dépendante de 1'application. La Figure 2.2 illustre
les différents stades dans le cas ot le départ et la fin de la crue sont définis par un seuil
commun. Une fonction importante du SSC est de détecter les conditions propices a I’arrivée
d’une crue (détection du stade départ éventuel). 1l devrait permettre, par l'entremise du

GSP, d’activerles systémes de prévision quelques jours avant le départ éventuel d'une crue.

Départ Pointe Fin

>

__Seuil départ et
fin de la crue

Apport non contrdlé joumalier

D p .
| 1 | |
' ' ! 1 i
- S { Jour
" il n
Départ  Montée Descente Fin
éventuel

Figure 2.2: Illustration des quatre stades d'une crue
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2.2.1.1 Départ éventuel de la crue

On peut définir le stade départ éventuel de 1a crue comme la période précédant d'un certain
nombre de jours le départ effectif de la crue (par exemple, dix jours). Lors de la construction
du SSC, on doit déterminer une condition qui lorsque elle est satisfaite permette d'envisager

le départ de la crue a l'intérieur du délai fixé. Par exemple, pour les crues
estivales/automnales, un exemple de condition est:

* Si on prévoit plus de 50 mm de pluie durant les 7 prochains jours;

Ou

* Si une jauge indique un niveau supérieur 2 3 m et si on prévoit plus de 20 mm de pluie
durant les 2 prochains jours;

Pour les crues printaniéres, une condition pour le départ éventuel pourrait, par exemple,

avoir la forme suivante:

e Si la fonte de la neige a débutée a un endroit X sur le bassin versant et que les

températures moyennes prévues sont supérieures a 5 °Cpour les 3 prochains jours.

Oou

* Si plus de 30 mm de pluie sont tombés sur le bassin versant et que le niveau d'une jauge

est supérieur a un certain niveau.

Une seule des deux parties de la condition (un des deux énoncé ci-dessus) a besoin d'étre
satisfaite pour considérer un départ éventuel. Il n'y a évidemment pas de limite sur la
complexité de la condition quoique la parcimonie soit toujours préférable. La détermination
de la condition doit étre effectuée par essai-erreur en tentant de maximiser certains critéres de
performance. Krzysztofowicz (1993) a proposé dans un cadre légérement différent de
modéliser la performance d'un systeme de surveillance par sa fiabilité p et sa capacité de
diagnostic y. Soit la variable de Bernoulli C; C = [ si les conditions pour l'identification du
stade départ éventuel sont satisfaites, C = 0 autrement. Soit la variable de Bernoulli ©; © =
1 si le départ effectif de la crue a lieu a l'intérieur du délai fixé (signifiant que le stade actuel
de la crue est départ éventuel), © = O autrement. On peut définir p et y de la maniére
suivante:

p=P(C=110=1) y=PO=11C=1) (2-1)
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La fiabilité p correspond a la probabilité de détecter le stade départ éventuel de la crue un jour
donné sachant que le départ effectif de la crue surviendra a l'intérieur du délai fixé. La
capacitéde diagnostic y correspond a la probabilité que le départ effectif de la crue survienne
a l'intérieur du délai fixé sachant que le stade départ éventuel de la crue a été détecté un jour
donné. Pour chaque jour, on obtient une paire d'observations (C,0) qui peut &tre utilisée
pour estimer p et y par simple analyse de fréquence. p = 1 signifie que le stade départ
éventuel est toujours détecté lorsqu'il y a lieu, et y = 1 signifie que le stade départ éventuel

n'est jamais détecté a tort. Idéalement, on cherche & maximiser p ety.

Notons que la condition pour le départ éventuel d'une crue est, en général, satisfaite
plusieurs jours de suite lorsqu'une crue est effectivementattendue. Pour chacun de ces jours

consécutifs, le SSC informe le GSP qui émettrade nouvelles prévisions.

2.2.1.2 Montée de la crue

Le stade montée de la crue est défini comme la période commencant le jour suivant le départ
effectif de la crue et se terminant le jour de la pointe de la crue. Puisque la définition du
départ effectif de la crue peut varier d'une application a 'autre, en fonction des besoins des
gestionnaires, il en est de méme pour le stade montée. 1l y a donc un élément subjectif qui
dépend du probléme lors de la détermination de ce stade. Par exemple, dans certains cas, on
peut considérer le départ effectif de la crue comme le jour ol les apports non contrdlés sont
supérieurs a un certain seuil et se maintiennent au-dela de ce seuil pour X jours, ou le jour ou
le taux d'augmentation des apports non controlés est supérieur a un certain seuil.
L'identification de ce stade ne cause habituellement pas de probléme car sa définition dépend
simplement des observations hydrologiques, mais il y peut y avoir un retard dans
I'identification du stade comme dans le cas du premier exemple ci-dessus (seuil maintenu
pendant X jours).

2.2.1.3 Descente de la crue

Le stade descente de la crue est défini comme la période commengant le jour suivant la pointe
de la crue et se terminantle jour de la fin de lacrue. La définition de la pointe de la crue est
évidemment fixé, ce qui n'est pas le cas pour la fin de la crue. Par conséquent, la
signification de ce stade est dépendante de l'application, c'est-a-dire de ce qu'on entend par
la fin de la crue. Notons qu'il peut y avoir un retard dans l'identification du stade car
I'identification de la pointe est généralement fonction des observations les jours suivants la

pointe.
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2.2.1.4 Fin de la crue
Le stade fin de la crue est simplement la période aprés la crue. [l est donc fonction de la
définition de la fin de la crue. Ce stade est seulement utilisé pour informer le GSP que la

crue est terminée et que les séquences de prévisions peuvent cesser.

2.2.2 Gestionnaire de systémes de prévision (GSP)

Pour chaque stade de la crue et chaque paramétre de celle-ci, le GSP connait le syst¢me de
prévision qui doit étre activé pour I'estimation de ce paramétre; le systeme de prévision utilisé
varie en fonction du stade et du paramétre de la crue. Lorsque le SSC informe le GSP du
stade actuel de la crue (ex.: stade montée de la crue), le GSP active pour chaque parametre de
la crue le systéme de prévision approprié. On obtient ainsi, pour chaque paramétre, une

prévision qui est transmise au MIP pour intégration.

La sélection des systémes de prévision fait partie de I'étape de construction du SSP. Dans le
cas de l'application discutée plus loin, on propose d'évaluer, pour chaque stade et chaque
parameétre de la crue, la performance de tous les systémes de prévision dans le but de retenir
le syst¢éme de prévision ayant la meilleure performance. Pour évaluer la performance de

chaque systéme, on propose de simuler les prévisions par ré-échantillonnage.

Les systémes de prévision peuvent €tre vus comme des boftes noires prenant en entrée
certaines données hydrométéorologiques et prévisions météorologiques et fournissant a la
sortie une prévision catégorique (une valeur) d'une variable d'intérét. L'architecture inteme
des systémes de prévision n'a pas d'incidence sur l'utilisation faite de ces prévisions par la
suite car les systémes de prévision sont vus comme des boites noires. Par contre, sur la
période a I'étude, des changements ne doivent pas étre apportés aux systémes de prévision a
moins qu'ils ne soient mineurs et sans conséquence sur la performance des systémes de
prévision; par exemple, le retraitd'une variable peu pertinente (c'est-a-dire, aidant trés peu a
expliquer le phénomeéne étudié) peut &tre acceptable. Un autre cas de changement mineur a
un systtme de prévision survient lorsqu'on utilise la technique de ré-échantillonnage
Jackknife (simple) comme dans le cadre de ce travail pour la simulation des données (couples
prévision/observation). Cette technique n'utilise pas exactement le méme systeme de
prévision d'une itération a l'autre, mais les changements sont peu importants d'une itération
a l'autre si le nombre de données est suffisant. Ainsi, la performance du syst¢me de
prévision (qui est calibré sur le méme nombre de données a chaque itération) est a peu prés
constante. Ainsi la technique jackknife permet de collecterun échantillon homogéne pouvant

étre utilisé pour évaluer la performance d'un systéme de prévision.
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2.2.2.1 Systémes de prévision

Etant donné que les systémes de prévision sont vus comme des boites noires, n’importe
quelle méthode peut étre utilisée en autant qu’elle fournit une prévision catégorique (une
valeur) du parametre d’intérét. Par contre, il est préférable que les systémes de prévision
utilisés se prétent bien a des méthodes de ré-échantillonnage qui nécessitent un recalibrage
constant des modéles de prévision. Dans le cadre de 'application considérée (cf. Chapitre

9), trois systémes de prévision ont été utilisés. Ils sont basés sur les méthodes suivantes:

* Régression linéaire multiple de type pas a pas (RLM).
* Régression non paramétrique, lissage par noyaux (RNP).

* Meéthode des voisins les plus proches (VPP).

La régression linéaire multiple (RLM) de type pas a pas (forward) est une méthode bien
connue et trés couramment utilisée en hydrologie. De plus, elle est présentement utilisée par
la compagnie collaborant au projet (SECAL, 1982; Gignac et al, 1990; Dupont, 1996) pour
la prévision des crues. Notons que la RLM est aussi utilisée par The National Weather
Service and the Soil Conservation Service (aux Etats-Unis) pour la prévision du volume de
la crue printaniere (Krzysztofowicz et Watada, 1986). Les deux autres systémes de

prévision sont basés sur des méthodes non paramétriques (cf. Chapitre 9 et Annexe B).

2.2.3 Module d'intégration des prévisions (MIP)

~

La premiére étape de la construction du MIP consiste 3 modéliser les performances des
systémes de prévision. Ainsi, pour chaque stade de la crue et chaque parametre, un modele
de l'incertitude sur les prévisions émises par ce systéme doit étre obtenu. Dans le cadre
bayesien, on utilisera une fonction de vraisemblance: fonction de densité de probabilité
(f.d.p.) de la prévision conditionnelle a la valeur observée. De plus, pour chaque stade de la
crue et chaque parametre a estimer, une représentation de l'incertitude historique (telle une

f.d.p. apriori, dans le cadre bayesien) doit étre spécifiée.

Le MIP regoit du GSP un ensemble de prévisions du méme paramétre de crue dont il connait
les sources (i.e., les systémes qui ont émis les prévisions). Son rdle est de combiner les
différentes prévisions et de les intégrer avec l'incertitude historique sur le paramétre tout en
tenant compte des performances passées des systémes de prévision. Il fournit au

décideur/utilisateurune représentation de l'incertitude (a posteriori) sur ce paramétre. Dans
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le cadre bayesien, la sortie consiste en une f.d.p. a posteriori conditionnelle aux prévisions
émises (Bernier, 1991).

Le MIP constitue, d'un point de vue théorique, le corps du projet proposé. Dans le cadre
bayesien, une solution existe: le Processeur bayesien de prévisions (PBP) déja développé
pour ce probléme (Krzysztofowicz et Watada, 1986; Krzysztofowicz, 1985; 1993). Dans le
cadre de ce travail, on propose une solution différente basée sur la théorie des possibilités; on
parlera alors du Processeur possibiliste de prévisions (PPP). Les Chapitres 4 et 6 sont

consacrés a la description de ces méthodes.

2.3 Suivi de l'évolution de la crue

Jusqu'a présent, on a supposé que des prévisions étaient émises par le GSP seulement les
jours ol il y a un changement de stade (montée ou descente) ou bien les jours ol la condition
pour le départ éventuel de la crue est satisfaite. La durée du stade montée ou descente peut
8tre assez longue dans certains cas. Par exemple dans la cas de SECAL, la durée de la
montée de la crue printaniére est en moyenne de quatre semaines. Puisque ['objectif est de
faire un suivi continu des crues, il est important de pouvoir mettre a jour les prévisions
émises au début des stades montée et descente au fur et a mesure que la crue progresse a
I'intérieur de ces stades. A cette fin, il suffit de définir un pas de temps de mise 4 jour des
prévisions. On peut par exemple utiliser (pour la crue printaniére) un pas d'une semaine.
Ainsi, une fois que la crue a débuté, une séquence de prévisions commence;la longueur de la
séquence est de durée indéterminée (elle sera en moyenne de quatre dans l'exemple
précédent). Lorsque le pas de temps entre les prévisions a été spécifié, on peut définir les
sous-stades de la crue.

2.3.1 Sous-stades de la crue

Dans ce qui suit, on propose une maniére de décomposer les stades montée et descente en
plusieurs sous-stades de durée plus courte; a chaque début de sous-stade, on fait de
nouvelles prévisions des paramétres de la crue. Soit L, le pas de temps pour le stade montée
de la crue et L, le pas de temps pour le stade descente de la crue. Soit D, P et F' les points de
référence temporelle pour le départ, la pointe et la fin de la crue, respectivement. On note les
sous-stades de la crue pour le stade montée par SSM, et pour le stade descente par SSD;:
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SSM, = [(D # D+ (i=1)* L, Min((D+(i%L,,)), P)] LN G

SSD, =[(P+1)+ (i=1)+ L, Min{(P+i* L,).F)]  i=1...N, (2-3)

Un sous-stade correspond simplement & un intervalle spécifié par le premier jour et le dernier
jour. N, et N, représentent les nombres de sous-stades pour les stades montée et descente,
respectivement, et sont définis par (la fonction arrondir(x) donne le plus petit entier supérieur

ou égala x):

N, = arrondir( P; D) (2-4)

1

N, = arrondir( FL— P) (2-5)

2

Ainsi, le nombre de sous-stades varie d'une crue a l'autre en fonction des points de référence
D, P et F. Considérant une fois de plus un pas d'une semaine, SSM, correspond a la
deuxiéme semaine aprés le départ de la crue, et SSD, correspond a la quatriéme semaine
aprés la pointe de la crue et n'est pas défini dans le cas d'une crue dont la durée du stade
descente est inférieure ou égale a trois semaines. Notons que le dernier sous-stade peut étre
tronqué, 1.e., que sa durée peut étre inférieure au pas de temps utilisé. Par exemple, si D =
0,P=25etL, =7, on obtientles N, = 4 sous-stades suivants pour la montée de la crue:

SSM, =11,7] SSM, = (8,14} SSM, =[15,21] SSM, = [22,25]

Si on fait le changement suivant: P = 2], les trois premiers sous-stades seulement sont

conservés.

2.3.2 Séquences de prévisions

Maintenant que les sous-stades (pour les stades montée et descente) ont été définis, on peut
apporter une précision quant au fonctionnement du GSP. Lorsque le GSP est informé par le
SSC que le stade actuel de la crue est montée, une séquence de prévisions commence. A
chaque début de sous-stade, de nouvelles prévisions sont émises et transmises au MIP pour

intégration. Une séquence de prévisions est définie de la méme fagon pour le stade descente.
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2.4 Types de crues

Dans les régions nordiques, on peut distinguer deux types de crue: (1) les crues printaniéres
causées essentiellement par la fonte de la neige et (2) les crues estivales/automnales causées
par les événements de pluie. Dans un contexte opérationnel, les systémes de prévision
utilisés dans les deux cas peuvent &étre totalement différents car traitant de phénomeénes
différents; en particulier les variables d'entrée ne sont pas les mémes. Pour les crues
printaniéres, la majorité des variables sont définies en fonction des observations hivernales
(telles que les précipitations solides et l'équivalent d'eau de la neige). Pour les crues
estivales/automnales, les variables principales sont définies en fonction des précipitations
antérieures et celles prévues pour les prochains jours. On peut se demander si une telle
différence peut avoir des implications au niveau de la structure fonctionnelle du SSP des
crues. En fait, il n'y en a pas car la démarche méthodologique est la méme; par contre,

I'application est différente.

2.5 Etapes pour la construction d’un SSP

Dans cette section, la séquence d’étapes nécessaires a la construction d’un SSP pour une
application particuliére est présentée:

1. Définitiondes dates de départ, de pointe et de la fin de la crue.

2. Sélection des pas de temps pour les sous-stades du stade montée et les sous-stades du
stade descente.

3. Déterminationde la condition pour la détection du stade départ éventuel .
4. Sélection et développement d’un ensemble de systémes de prévision.

5. Pour chaque paramétre et chaque stade (sous-stade):

6. Evaluation de la performance de chaque systtme de prévision par ré-
échantillonnage. Dans chacun des cas, sélection du meilleur systéme de
prévision.

7. Construction des modéeles d’incertitude pour les systémes de prévision
sélectionnés.

8. Construction des modéles d’incertitude historiques (a priori).







3 LE TRAITEMENT DE L’INCERTITUDE DANS
LES PREVISIONS

3.1 Problématique

Dans ce chapitre, la méthode utilisée pour le traitement de !’incertitude présente dans les
prévisions est discutée. Commengons par donner une description générale du probléme. Un
décideur doit choisir une action qui dépend d’une variable critique X dont la valeur exacte ne
sera connue que dans le futur. Par exemple, un hydrologue doit établir un plan de gestion de
I’eau d’un réservoir en fonction des apports naturels qui alimenteront le réservoir durant la

crue. L’information dont il dispose est la suivante:

* Une prévision imprécise Y de la variable X fournie par un certain systéme de

prévision pour I’événement actuel & une date donnée.

* Les données historiques concernant les observations X et les prévisions

correspondantes Y émises par ce méme systeme de prévision.

Etant donné Iincertitude (potentiellement élevée) sur la prévision Y pour I’événement actuel,
cette information a elle seule n’est pas suffisante pour pouvoir prendre une décision
adéquate. Les données historiques fournissent de I’'information sur les performances
passées du systéme de prévision et sur la variabilité naturelle (1’incertitude) de la variable X ;
elles constituent donc une source d’information importante. D’autre part, la prévision Y
fournit de I’information sur 1’événement actuel. L’objectif du décideur est de modéliser
I’incertitude résultante sur la variable X une fois la prévision émise pour I’événement actuel
en tenant compte de toute I’information dont il dispose. A cette fin, les étapes suivantes

doivent étre considérées:

1. Modéliser I’incertitude a priori (historique) sur X.

2. Modéliser I’incertitude sur les prévisions Y en les mettant en relation avec les
observations correspondantes X. Il en résulte un modele de la performance du

systéme de prévision.

3. Combiner la prévision actuelle Y avec les deux modéles d’incertitude précédents.
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3.2 Solution bayesienne
Dans le cadre probabiliste, 1’approche bayesienne permet de réaliser la tiche décrite
précédemment de maniére élégante. Les trois étapes ci-dessus deviennent effectivement:

1. Construire g(x), la fonction de densité de probabilité (f.d.p.) a priori de X.

2. Construire f{ylx), la f.d.p. de Y conditionnelle 2 X, en utilisant les données
historiques; f{ylx) est aussi appelée fonction de vraisemblance de X pour une

valeur donnée de Y.
3. Appliquer la régle de Bayes pour obtenir n(xly), la f.d.p. de X conditionnelle a la
prévision émise Y.

Laregle de Bayes s’énonce comme suit (DeGroot, 1975; Berger, 1985, chapitre 4):

_ f(y1x)g(x) )
"(x'y)’ff(ynx)g(x)dx (3-1)

L’objectif de la regle de Bayes est de réviser la f.d.p. a priori g(x) lorsque qu’on regoit de
I’information supplémentaire concernant une variable liée Y. La f.d.p. a posteriori n(xly)
combine I’information a priori g(x) avec I’information recue représentée par fiylx) qui
modélise la relation entre X et Y. Dans notre contexte, n(xly) représente la probabilité
d’observer x lorsque la prévision y est effectuée. Notons que si les prévisions Y sont

aléatoires (donc inutiles), on devrait avoir n(xly) = g(x).

3.3 Cadre d’inférence bayesien

Le cadre d’inférence bayesien découle directement de la régle de Bayes. Son objectif est
donc de réviser une f.d.p. a priori a la lumiére de nouvelles informations. Ce cadre
d’inférence se résume comme suit:
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g(x)

i) >—> n(x1y)

A partir de g(x) et de fyix), on construit 1(x/y). Dans ce travail, le cadre d’inférence
bayesien a été adapté 2 la théorie des possibilités. A cettefin, on doit changer la signification
de g, f et n et construire une équation pour 7(x/y) qui sera fondée sur les opérations de base

de la théorie des possibilités.







4 APPROCHE BAYESIENNE POUR LE
TRAITEMENT DE L’INCERTITUDE

Ce chapitre fournit une description détaillée de I’approche bayesienne telle qu’elle est utilisée
pour le traitement de I’incertitude dans les prévisions. De plus, les avantages et limites de
cette approche sont aussi indiqués. L’utilisation de I’approche bayesienne pour ce probléme

a conduit au développement de ce qui est appelé le Processeur bayesien de prévisions (PBP).

4.1 Processeur bayesien de prévisions (PBP)

Krzysztofowicz a proposé d'utiliser la théorie de Bayes (analyse a posteriori, voir Berger,
1985, chapitre 4) pour représenter et combiner l'incertitude pour les problémes de prévision
(Krzysztofowicz et Watada, 1986; Krzysztofowicz, 1985; 1987; 1992; 1993;
Krzysztofowicz et Reese, 1991). L'approche bayesienne est en effet particulierement bien
adaptée a ce probléme et permet de faire un usage optimal des prévisions en tenant compte de
l'incertitude sur ces prévisions (Krzysztofowicz, 1983). Dans le cadre bayesien, les
prévisions sont vus comme des observations dépendantes de l'état de la nature qui
correspond ici a la variable a prédire. La reégle de Bayes (basée sur les probabilités
conditionnelles) permet d'obtenir la distribution a posteriori de la variable a prédire

conditionnelle a la prévision.

4.1.1 Calcul de la f.d.p. a posteriori

Dans cette section, on déduit laf.d.p. a posteriori de la variable a prédire X (Krzysztofowicz
et Watada, 1986). On posséde une série d'observations x; de longueur quelconque de la
variable X qu'on utilise pour estimer la f.d.p. a priori de X notée g(x). On dispose aussi
d’une série de données y, représentant des prévisions de x,. Notons que la longueur de la
série y, peut &tre (et sera bien souvent, en pratique) inférieure a celle de la série x,.
L'incertitude sur la variable Y est représentée par une famille de f.d.p. conditionnelles de Y
{f{-1x) | pour tout x} qui est estimée a partir d'une série de données {y,x,}. f{.lx) peut &tre vu

comme la fonction de vraisemblance de X. Laf.d.p. prédictivede Y est définie par

k(y) = [ F(y1x)g(x)dx @1
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Pour une prévision donnée y, la f.d.p. a posteriori de X est obtenue par le théoréme de
Bayes:

f(r1x)s(x)
n(x | .V) = k(y)

Cette équation définit le Processeur bayesien de prévisions (PBP). La f.d.p. a posteriori
permet, contrairement 2 la f.d.p. a priori, de tenir compte des conditions actuelles car elle

(4-2)

intégre I'information contenue dans la prévision. De plus, la variance a posteriori est
inférieure a la variance a priori; la différence entre ces deux variances étant fonction de
l'aptitude du systeme de prévision: meilleur est le syst¢éme de prévision, plus grande sera
cette diminution de variance. La Figure 4.1 illustre un cas ot la prévision est supérieure a la

moyenne et ol la variance a posteriori se trouve réduite significativement.

4 n(xly)

8(x)

o

Figure 4.1: Exemple de f.d.p. a priori et a posteriori

4.1.2 Modéle normal-linéaire

Pour faire la liaison entre les prévisions et les observations, le modele normal-linéaire a &6
proposé; ceci permet d'estimer la fonction de vraisemblance f{ylx) et d'utiliser les résultats
sur les familles conjuguées de distributions (DeGroot, 1975) pour calculer la distribution a
posteriori. Le modéle consiste a définir la variable aléatoire Y comme une fonction linéaire
de la variable aléatoire X .
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4.1.2.1 F.d.p. a priori

Laf.d.p. apriori de X est supposée normale de moyenne i et de variance o,”:
g(x) = N(p, %) (4-3)

Les paramétres 1 et 0,” peuvent étre estimés par M et S2, respectivement, si I'on dispose
d'un échantillon de taille suffisante. Il faut aussi vérifier 'hypothése de normalité en
utilisant, par exemple, le test de Shapiro-Wilk (Shapiro et Wilk, 1965).

4.1.2.2 Fonction de vraisemblance
Pour 'estimation de la fonction de vraisemblance, on suppose l'existence d'une dépendance

linéaire entre les variables Y et X :
y,=a'x,+b+0, 4-4)

ol a' et b sont les paramétres, et ol les O, sont les résidus suivant une loi normale de

moyenne nulle et de variance ¢ (N(0O, ©°)). Les paramétres de la régression sont

généralement estimés par la méthode des moindres carrés. La fonction de vraisemblance
prend donc la forme suivante (Krzysztofowicz, 1986):

fivlx) = N(a'x + b, &) | (4-5)

La f.d.p. prédictive donnée par (4-1) peut €tre déduite directement de l'équation (4-4)

puisque X et O suivent des distributions normales:

k(y) = N(a'M + b, &) (4-6)

4.1.2.3 Erreurs de prévision
Il est aussi intéressant d'analyser les erreurs de prévision & = y, - X, qui sont aussi une

fonction linéaire de X :
g=ax;+b+0, a=a'-l (4-7)

Laf.d.p. conditionnelle de I'erreur est donc:
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&ylx) = Nfax + b, &) (4-8)

Le systéme de prévision est donc parfait lorsque a=0 (a'=1), b=0 et &’=0. De plus, il est

non biaisé conditionnellement lorsque a=0 (a'=l) et b=0; la variance n'est pas

nécessairement nulle dans ce cas.

4.1.2.4 Modéele a posteriori

En utilisant les résultats sur les familles conjuguées de distributions (DeGroot, 1975), on
peut en déduire que la f.d.p. a posteriori, telle que définie par 1'équation (4-2), suit une loi
normale. Les équations pour la moyenne et la variance sont données par Krzysztofowicz et
Watada (1986):

EXly)=Ay+B 4-9)
avec PR LY g oM’ —(a+ bS -
o +(a+1)y § o +(a+1) §°
2 Q2
Var(X1 y) =—2 4-11)

o’ +(@+1)§

Il est intéressant d'analyser certains cas limites. Lorsque (a+1) = 0 (i.e., a'=0, y est
indépendant de x), la variance a posteriori ne diminue pas (Var(XY) = Var(X) = §*) et la
moyenne a posteriori demeure M, ainsi, 1a densité a posteriori est donc identique a la f.d.p. a

priori, la prévision y n'a aucun effet. Lorsque o’=0, la variance a posteriori est nulle et on

obtient une valeur précise pour x en enlevant le biais définit par la relation linéaire: x = (y-
b)/a'. En analysant l'équation (4-11), on peut montrer que la variance a posteriori n'est
jamais plus grande que celle a priori. Ainsi, I'approche bayesienne fournit une protection

contre les mauvais systémes de prévision.

4.1.3 Modéle méta-gaussien

Le modele normal-linéaire est assez restrictif puisqu’il impose que la f.d.p. a priori g(x) soit
normale. Des travaux récents sur le PBP (Kelly et Krzysztofowicz, 1994; 1995; 1996b) ont
montré comment il est possible de résoudre ce probléme et d'utiliser n'importe quellef.d.p. a
priori g(w) quelle soit paramétrique ou non paramétrique. L'approche consiste a se ramener
au modele normal-linéaire par transformation des variables (modéle méta-gaussien). Les
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variables non normales X et Y sont tout d'abord transformées par la méthode Normal
quantile transform (NQT):

V=0'(G(X)) Z=0'(K(Y)) (4-12)

ol G est la distribution de X, K un estimé initial de la distribution prédictivede Y et Q la
distribution de la loi normale centrée réduite. La variable V est distribuée selon une loi
normale centrée réduite mais pas nécessairement la variable Z puisque K est seulement un
estimé de la variable distribution prédictive de Y. Pour comprendre pourquoi V est
distribuée selon une loi normale centrée réduite, il suffit de voir que G(X) est distribuée
selon une loi uniforme (DeGroot, 1975). Puisque Q(V) = G(X), Q(V) doit étre distribuée
selon une loi uniforme; par conséquent, V est distribuée selon une loi normale centrée réduite

puisque Q est la distribution de cette loi.

Une fois les transformations effectuées, les variables V et Z sont utilisées pour estimer la

fonction de vraisemblance dans l'espace transformé par le modéle normal-linéaire:

;=a'v;+b+ 0, (4-13)

fizv) = N(@'v + b, &) (4-14)

Z; et v, représentent les observations transformées. Laf.d.p. aposteriori de V est normale et
peut facilement étre obtenue a l'aide des équations (4-9)-(4-11). Finalement, on revient a
l'espace original en effectuant les transformations inverses. On obtient une f.d.p. a
posteriori pour X qui, généralement, n'est pas normale. Ainsi, par l'entremise de la méthode
NQT, il est possible d'utiliser n'importe quellef.d.p. a priori en autant que la relation (4-13)

soit satisfaite dans l'espace transformé.

I1 est important de noter que la relation entre ¥ et X n'est pas nécessairement linéaire et que la
variance des résidus n'est pas non plus constante dans tous les cas (voir Figure 1, Kelly et
Krzysztofowicz, 1995). Ceci semble indiquer qu'il est possible de spécifier une relation
arbitraire entre Y et X, mais tel n'est point le cas. En effet, la forme de la relation entre Y et
X est induite par les distributions G(X) et K(Y); elle est par conséquent totalement
dépendante de celles-ci. Le seul moyen de spécifier cette relation serait par I'entremise de ces
deux distributions; ce qui peut &tre trés ardu, voire impossible. De toute fagon, les

distributions G(X) et K(Y) sont en général déterminées indépendamment 1'une de l'autre; ce
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travail ne vise donc pas a spécifier des distributions correspondant a une quelconque relation
entre X et Y. Le but est simplement d'utiliser les distributions a priori s'ajustant le mieux
possible aux données. Ainsi, le modéle méta-gaussien n'impose pas de restriction sur la
f.d.p. apriori, mais impose indirectement la forme de la relation entre ¥ et X dans l'espace
original et impose directement la linéarité de la relation entre Z et V dans l'espace transformé.

4.2 Intérét de ’approche bayesienne

L’approche bayesienne constitue une méthode intéressante pour le traitement de I’incertitude

pour deux raisons principales:

* D’une part, I’approche bayesienne est basée sur le calcul des probabilités dont
Uinterprétation fréquentiste (la plus utilisée) est généralement bien comprise et bien
acceptée. Ce qui implique que n’importe quel décideur (familier avec le concept
de probabilité) peut comprendre la signification d’une f.d.p. sans se soucier de la
maniére dont elle a été obtenue. Cependant, cet argument ne tient pas si on utilise
une interprétation subjective des probabilités car les experts ne sont pas toujours a
méme de comprendre cette interprétation. Notons aussi que I’approche
probabiliste constitue un choix naturel puisque c’est la méthode de traitement de
I'incertitude la plus classique.

¢ D’autre part, le cadre théorique en probabilité est trés rigoureux; il n’est pas fondé
sur des regles arbitraires mais plut6t sur des axiomes. Ceci garantit que les

processus d’inférence n’altéreront pas la signification des données.

Ces deux avantages justifient dans la plupart des cas I’utilisation de 1’approche bayesienne.
Par contre, cet approche posséde aussi sa part d’inconvénients comme on le verra dans la

section qui suit.

4.3 Limites du Processeur bayesien de prévisions

Dans cette section, les limites ou désavantages du Processeur bayesien de prévisions (PBP)
sont discutés. Premiérement, les limites qui s’appliquent d’un point de vue général a toute
approche bayesienne ou probabiliste sont énumérées. Par la suite, les limites particuliéres

aux modeles normal-linéaire et méta-gaussien sont analysées.
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Limites de I’approche bayesienne (probabiliste):

1. Il peut s’avérer difficile de modéliser ’incertitude avec des distributions de probabilités
lorsqu’il y a peu de données sur le phénomene étudié ou lorsque celui-ci est relativement

complexe.

2. L’utilisation de modéles probabilistes ne correspond pas toujours a la maniere de penser
des décideurs; d’ou le manque d’intérét de certains d'entre eux pour une telle approche.

3. L’estimationde f.d.p. conditionnelles est un probléme généralement difficile a résoudre a

moins de disposer d’une trés grande quantité de données.

4. L’utilisation de la régle de Bayes ne permet d’obtenir une solution analytique que dans des
cas bien particuliers (familles conjuguées de distributions). On doit donc souvent se

tourner vers des solutions numériques qui ne sont pas toujours appréciées des décideurs.

5. 11 est plutdt difficile voir impossible d’intégrer dans des modeles probabilistes les
connaissances d’un expert ou toute information qu’il peut fournir.

6. Une valeur singuliére peut avoir une influence beaucoup trop importante lors de

I’estimation des paramétres d’un modele probabiliste.

Limites des modeéles normal-linéaire et méta-gaussien:

1. Larelation entre les variable X et Y (dans |’espace original/modele normal-linéaire) ou V
et Z (dans I’espace transformé/modele méta-gaussien) n’est pas nécessairement linéaire.
Ceci représente une limitation importante du PBP.

2. Lorsque la relation est linéaire, les hypotheéses classiques du modele linéaire peuvent ne
pas étre satisfaites (Weisberg, 1985):

* Lesrésidus 6, ne suivent pas une loi normale.

* Lavariance des résidus n’est pas constante; par exemple, dans le cas relativement
commun ol ’erreur de prévision augmente avec X .

Ces cas limitent I’ utilisation des modeles normal-linéaire et méta-gaussien car il n’est alors
pas possible d’estimer la fonction de vraisemblance de X. Cette limitation est rencontrée, par

exemple, dans la situation suivante: lorsque la distribution a priori de X n’est pas normale et
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que la relation est linéaire entre X et Y. L’application du modele méta-gaussien (comme
suggéré) va forcer I’utilisation d’un modele linéaire liant V et Z dans I’espace transformé
alors que ce modéle n’est généralement pas approprié étant donné la transformation (non
linéaire) effectuée sur les variables X et Y.




5 LA THEORIE DES POSSIBILITES

Ce chapitre est consacré a la présentation des concepts existants en théorie des possibilités
(ou liés a ce domaine) qui sont nécessaires a la compréhension des développements
théoriques effectués dans le cadre du projet de recherche et exposés dans le Chapitre 6. On y
présente certains résultats existant sur les sujets suivants: les sous-ensembles flous, les
concepts de base en théorie des possibilités et I'inférence, les normes et conormes

triangulaires, la résolution d’équations floues et |’'implication floue.

L'idée générale de la théorie des possibilités (Dubois et Prade, 1985a) est de permettre de
représenter l'incertitude sur un événement par un degré de possibilité; plus le degré de
possibilité est élevé plus la possibilité de I'événement est grande. Le degré O signifie
I'impossibilité de I'événement alors que le degré 1 signifie que I'événement est totalement
possible. Notons que le degré 1 ne veut pas dire que 1'événement est vrai ou va
nécessairement se produire (ce qui est le cas avec la notion de probabilité); on peut avoir
plusieurs événements exclusifs (ne pouvant €tre tous vrais en méme temps) ayant
simultanément des degrés de possibilité 1. On constate ainsi que la notion de possibilité
n'est pas additive (c'est-a-dire, que la somme des possibilités des différents événements
n'est généralement pas égale a 1) contrairement a2 la notion de probabilité qui exige
I'additivité. L'absence de la contrainte d'additivité constitue un avantage de la théorie des
possibilités sur la théorie des probabilités; ceci a pour effet de faciliter la construction et la
manipulation des distributions de possibilités. Du point de vue de ’interprétation a la notion
de possibilité, il en n’existe pas qu’une seule; plusieurs interprétations sont possibles sans
toutefois étre antagonistes (Dubois et Prade, 1998). Certains voient la diversité des
interprétations possibles comme un avantage, une richesse de la théorie. Par contre, pour
d’autres ce point constitue un désavantage de la théorie des possibilités; la théorie serait plus

simple a comprendre et a accepter si tous s’entendait sur une interprétation unique.

Dans le but de présenter une solution compléte au probléme abordé dans ce travail, on
discute de la question de la manipulation des distributions de possibilités au Chapitre 6; de
I'interprétation de la notion de possibilité qui a été adoptée dans le cadre de I'application au
Chapitre 7; et de la méthodologie utilisée pour la construction des distributions de possibilités
au Chapitre 8. Le Chapitre 9 présente l'application en tant que telle.
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5.1 Les sous-ensembles flous

On rappelle ici quelques notions sur les ensembles flous (Zadeh, 1965; Kaufmann et Gupta,
1991; Kaufmann, 1973; Bardossy et Duckstein, 1995). On définit un sous-ensemble flou A

de U comme l'ensemble des couples {u/u,(u)} pour tout u€U, ou u,(u) est la fonction

d'appartenance de A, prenant ses valeurs dans [0,/]. Par exemple, soit U = {a, b, ¢, d}
alors

A =1{al0.3, b/, c/0.7,d0}

est un sous-ensemble flou de U. Dans le cas continu, le sous-ensemble flou A est non
dénpmbrable puisque que U est non dénombrable. Un exemple classique d'un sous-
ensemble flou dans le cas continu (Klir et Folger, 1988) est le sous-ensemble flou A des

nombres réels pres de 0 ayant comme fonction d'appartenance (voir Figure 5.1):

1

MA(M) =

T 1+10u°

-

Degré d'appartenance
o o o o o o o
W S (3] o ~ [+ ©

o
M)

01}

Figure 5.1: Sous-ensemble flou des nombres réels prés de 0.
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En utilisant cette fonction, on peut déterminer le degré d'appartenance de chaque nombre réel

dans le sous-ensemble flou A; ce degré représente dans quelle mesure un nombre réel est

prés du nombre 0. Par exemple,on a u,(0) =1, u,(0.25) =0.62 et u (1) =0.09.

On peut aussi définir un sous-ensemble flou sur le produit cartésiende U et V: un sous-

ensemble flou B de UxV est 'ensemble des couples {(u,v)/u,(u,v)} pour tout u€lU et veV,
ol u(u,v) est la fonction d'appartenance de B, prenant ses valeurs dans /0,1 ].
La fonction d’appartenance d’un sous-ensemble flou (dans le cas continu) peut avoir une

forme quelconque. Notons tout de méme deux cas de sous-ensembles flous rencontrés

fréquemment:

* Un sous-ensemble flou triangulaire A est défini par le 3-tuple <al,bl,cI>, ou al<bl<cl

avec comme fonction d'appartenance:

[ g al <u= bl
bl—-al
p(u) = cl-u bl <uscl (5-1)
Icl—bl
0 autrement

* Un sous-ensemble flou trapézoidal A est défini par le 4-tuple <a2,b2,c2,d2>, ou

a2<b2<c2<d? avec comme fonction d'appartenance:

[u-a2 a2<usbh?
| b2 ~a2
( ) | b2<u<c2
pa)={ (52)
] o 2<u=sd2
d2 -c2
L0 autrement

LaFigure 5.2 illustre ces deux sous-ensembles flous dans un cas d'asymétrie. A gauche,
on y retrouve un sous-ensemble flou triangulaire <al,bl,c1> alors qu'a droite il s'agit d'un
sous-ensembile flou trapézoidal <a2,b2,c2,d2>.
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: : : -
al b1 cl a2 b2 c2 d2 y

Figure 5.2: Exemples de sous-ensembles flous triangulaire et trapézoidal

5.2 Concepts en théorie des possibilités

Le concept de distribution de possibilités et tout ce qui s’y rattache est introduit dans cefte
section. Pour faciliterla présentation, il est utile de faire une analogie avec une distribution
de probabilités. La distribution de possibilités (Zadeh, 1978, Dubois et Prade, 1988b) d’une

variable X prenant ses valeurs dans U est une fonction de U vers [0,/] et est notée m(u).
Pour tout u€U, m(u) représente la possibilité que X=u. m u)=0 signifie que I'événement

X=u est impossible, alors que mu) = | signifie que 1'événement X=u est totalement

possible ou qu'aucune information ne permet de contredire cet événement (ignorance).
Lorsqu'il n'y aucune incertitude quant a 1'événement qui va se produire, c'est-a-dire

lorsqu'on sait que X=u, est vrai, on doit nécessairement avoir m(u,) = I et mfu) = 0,

Vu=u,.

La distribution m(u) est aussi appelé la distribution de possibilités marginale de X. La
distribution de possibilités jointe d’une variable X (prenant ses valeurs dans U) et d’une
variable Y (prenant ses valeurs dans V) est notée &, ,(u,v) et représente la possibilité que
X=uetY=v, simultanément. La distribution de possibilités conditionnelle de Y étant donné
X est notée 7, (viu) et représente la possibilité que Y=v lorsque X=u (Zadeh, 1978; Hisdal,
1978).
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On dit qu’une distribution de possibilités ,(u) est normale si et seulement si Ju,EU tel que
mfu,) = 1. Une distribution de possibilités conditionnelle &, (viu) est normale si et
seulement si Yu€U, Iv,EV tel que m,(v,lu) = 1. Une distribution de possibilités (1) est
dite moins spécifique qu’un autre distribution de possibilités &' (u) (ou n' (u) est dite plus

spécifique que mfu)) si et seulement si wfu) = n'(u), Vu€lU. Selon le principe de

spécificité minimum (Dubois et Prade, 1991a), la distribution de possibilités la moins

spécifique doit &tre choisie lorsqu’il y a plusieurs choix. En particulier, lorsqu’il y a
ignorance totale la distribution m(u) = I, Yu€U, doit étre choisie. Notons aussi que plus

une distribution de possibilités est spécifique, plus elle est informative, i.e., moins

I’incertitude est grande. Comme exemple d'application du principe de spécificité minimum,
supposons que w{u,) =0.5 et m(u,) = 0.8. Maintenant si on est informé que I'événement
X=u, est autant possible que 1'événement X=u, mais pas plus possible que I'événement

X=u,, alors selon le principe de spécificit¢ minimum, on devrait prendre m(u,) = 0.8.

Soit ¥ = f(X) et m(u), la distribution de possibilités de X, en utilisant le principe

d'extension, on peut déterminer la distribution de possibilités de Y:
70,(4) = Sup e (1) v = ()} (53)

Il est important de bien faire la distinction entre la théorie des possibilités et la logique floue
qui sont toutes deux fondées sur la théorie des sous-ensembles flous (Zadeh, 1965).
L’objectif de la théorie des possibilités est de modéliser I’incertitude découlant de
connaissances incomplétes (I'incertain) alors que celui de la logique floue est plutot de
modéliser le caractere vague (1'imprécis) de propriétés graduelles (Dubois et Prade, 1985a).
Par exemple, en théorie des possibilités on s’intéresse a la question suivante: « Quelle est la
possibilité que Jean mesure 6 pieds? ». Par ailleurs, en logique floue on s’intéresse plutdt
au probléme de représenter la signification du concept « grande personne » en utilisant des
sous-ensembles flous. Zadeh (1978) a montré comment une restriction floue sur une
variable X (représentée par un sous-ensemble flou) induit une distribution de possibilités
pour X. Par exemple, la restriction floue « Jean est une grande personne » induit une

distribution de possibilités pour la variable X représentant la taille de Jean. Bien que les
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deux concepts soient intimement liés on ne traitera pas ici de la logique floue car la notion de
restrictions floues n'est pas utilisée dans ce travail pour générer des distributions de

possibilités (la méthode utilisée sera discutée au Chapitre 8).

5.3 Normes et conormes triangulaires

Les normes et conormes triangulaires (Menger, 1942) sont utilisées pour définir les
opérateurs sur les sous-ensembles flous et sur les distributions de possibilités (Weber, 1983;
Dubois et Prade, 1985b; Kaufmann et Gupta, 1988; Yager, 1991). Une norme triangulaire

(appelée t-norme) est une fonction T' de [0,1]x[0,1] vers [0,1] qui satisfait les conditions

suivantes:

Va b, a', b, ce[01]

1) Ta,b) =T(b,a), commutativité.

(i1) Sia<a'etb< b'alors T(a,b) < T(a',b'), monotonicité.
(i) iuit a;b),c) =T(a,T(b,c)), associativité.

(iv) T(a,l) =a

Une conorme triangulaire (appelée t-conorme) est une fonction S de [0,1]x[0,1] vers [0,1]

qui satisfait les conditions (i), (ii) et (iii) ci-dessus en plus de la suivante:
(v) S(a,0) = a.

Les propriétés suivantes sont trés utiles et peuvent étre déduites des conditions ci-dessus:

(vi) 1T(0,0) = S5(0,0) =0 (apartirde i, iv et v)
(vii) T(1,1) =8(1,1) =1 (a partirde ii, iv et v)
(vii) T(a,b) < Min(a,b), S(a,b)= Max(a,b) (a partirde i, ii, iv et v)
(ix) T(a,0) =0, Slal)=1 (a partirde i, ii, iv et v)

L'interprétation adoptée des t-normes et t-conormes dépend de l'usage qu'on en fait car elles
ne sont rien de plus que des fonctions. En particulier, lorsqu'on utilise un t-norme pour
calculerla possibilité jointe de deux événements, on constate que si un des deux €vénements
est impossible (degré de possibilité 0), alors la possibilité jointe est de O (propriété ix);
d'autre part, si un des deux événements est totalement possible (degré de possibilité 1), la

possibilité jointe est celle de 1'autre événement (propriété iv). Notons aussi que la possibilité
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jointe est toujours inférieurs ou égale a la plus petite des possibilités des deux événements

(propriété viii).

Il est aussi utile de définir une t-conorme pour un nombre quelconque d’arguments et non
seulement deux comme précédemment. Soit{a,, @, a,, ...} un ensemble (fini ou infini) de
valeurs dans /0,/], on définit récursivement le résultat de 1’application d’une t-conorme S

sur cet ensemble:
S({a,, a,, a,, ...}) = S(a,, S{a,, a;, ...}))

S({an-l’ an}) = S(an-l’an)

On utilisera aussi la notation suivante: S, [flu)] = S({fiu): u € U}) ou f est une fonction de

U vers [0,1]. Pour n’importe quelle t-norme T, il existe une t-conorme duale S définie par:
Sta,b) = 1-T(1-a,1-b)

Voici quelques t-normes intéressantes avec leur t-conorme duale:

T,(ab)=Min(ab) S ,(a,b) =Max(a,b) ou Sup(a,b)
T,(a,b) = Max(0,a+b-1) S,(a,b) =Min(],a+b)
T.(a,b)=ab (Produit) S(ab)=a+b-ab (Somme algébrique)
ab a+b
T(ab)= S (a,b)=
Aab) 1+ (1-a)(1-b) Aeb) 1+ab
b a+b-2ab
Tfah)= —2 S(ab) =232 7292
s(ab) a+b-ab {@0) 1-ab

Une t-norme est continue si pour tout a € [0,/], T(a,*) est continu; par conséquent, 7(*,a)

I’est aussi. On peut facilement vérifier que les t-normes citées ci-dessus sont continues.

5.4 Relations floues et leur composition

Soit L{ U) I’ensemble de tous les sous-ensembles flous de U. Un sous-ensemble flou A &€
L(U) est défini par sa fonction d’appartenance u,:U—>/0,1]. Une relation floue (binaire)
entre les ensembles U et V est un sous-ensemble flou de UxV (le produit cartésien de U et

V), i.e., un élémentde L(UxV). Soient Q € L(UxV)etR € L(VxW ) deux relations floues,
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la composition de Q et R est la relation floue P = Q 0 R € L(UxW ) ayant comme fonction

d’appartenance:

pp .w) = S T(pglaev), ) (54

ol T est une quelconque t-norme et § une quelconque t-conorme. Zadeh (1965, 1973) a été
le premier auteur a proposé cette régle pour la composition de relations floues mais dans un
cas bien particulier, soit avec T = Min et S = Sup (voir aussi (Kaufmann, 1973)). lLa
généralisation de la régle de Zadeh pour n’importe quelle t-norme T a par la suite été
suggérée. Cependant, & I’exception de trés peu de travaux (Bouchon, 1987), on se limite
toujours au cas § = Sup. lci on ne se limitera pas 2 ce cas particulier; on s'intéressera a la

forme la plus générale donnée par I’équation (5-4).

Considérons maintenant la composition d’une relation floue avec un sous-ensemble flou.

Soient R € L(UxV) une relation floue et A € L(U) un sous-ensemble flou, la composition

de R et A est le sous-ensemble flou B = A 0 R € L(V) ayant comme fonction

d’appartenance:

#y(v) = 8, [T (11, (). prev))] (5-5)

ol T est une quelconque t-norme et S une quelconque t-conorme. Selon Zadeh (1973; 1975;
1989), I’équation (5-5) définit la reégle d’inférence de composition (du terme anglais
« compositional rule of inference »). Encore une fois ici, Zadeh a seulement considéré le
casou T =MinetS = Sup. 1l est important de pouvoir rattacher une signification au sous-
ensemble flou obtenu de cette maniére; autrement 1’application de la régle d’inférence de
composition est d’un intérét limité. Par exemple, la composition de « u est légérement
supérieur 2 v » et de « v est petit » peut &tre interprétée comme « u est plus ou moins
petit ». Cependant, la composition de « u est plus petit que v » et de « v est pair » est
sans signification.

5.5 Inférence de base en théorie des possibilités

La régle d’inférence de composition peut étre utilisée avec des distributions de possibilités et

posséde dans ce cas une signification trés particuliére. Elle permet d’inférer la distribution de
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possibilités marginale d’une variable 2 partir de sa distribution de possibilités conditionnelle

(Dubois et Prade, 1991a). Si ﬁ,ﬁ viu) et w(u) sont connues, alors t,(v) est définie par:

= S| T (), 7005 (v 1)) (5-6)

Dans le but d’alléger I’écriture, la notation suivante sera utilisée pour représenter I’équation
(5-6):

wv) = mfu) 0 wy(viu) (5-7)

11 est important de noter que la notation « o » sous-entend I’utilisation d’une t-norme. La
distribution de possibilités jointe de X et Y est simplement obtenue en combinant une des
distributions de possibilités conditionnelles avec la distribution de possibilités marginale de
I’autre variable (Hisdal, 1978). On peut |’obtenir de deux maniéres différentes:

”(X_r)(u’ V) = T(”.\' (u)’”nx (V l u)) (5-8)

Ty () = T, (V). 70y (1)) (5-9)

La distribution de possibilités marginale de Y comme donnée par I’équation (5-7) peut étre
vue comme la projection sur V (en utilisant la t-conorme S) de la distribution de possibilités

jointe de X et Y qui est donnée par I’équation (5-8); on a donc:

7,(v) = Sy [y ()] (5-10)

Les équations (5-8) et (5-10), ainsi que 1’équation (5-6) qui en résulte, représentent les
processus d’inférence qui sont A la base des développements théoriques de ce projet de
recherche. Ces équations sont bien connues et généralement acceptées en théorie des

possibilités, en particulierlorsque S = Sup.

5.6 Equations de relations floues

Dans le domaine des équations de relations floues, on s'intéresse au probléme suivant
(Sanchez, 1974; 1976; 1977; Kaufmann, 1977; Dubois et Prade, 1980; Di Nola et al, 1989):

Soient P E L(UxW), Q € L{(UxV) et R € L(VxW ) des relations floues binaires telles que:
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QoR=P (5-11)

ol I’opérateur « 0 » représente la composition de relations floues. Connaissant Q et R, on
peut facilement calculer P; cependant, connaissant P et Q (P et R, respectivement), il est
beaucoup plus difficile d’obtenir R (Q, respectivement) qui satisfait 1’équation (5-11). Ce
probléme a été pour la premiére fois soulevé par Sanchez (1974; 1976; 1977) dans le cas
particulierot S = Sup et T = Min. Par la suite, certais travaux ont porté sur la cas ou T est
une quelconque t-norme continue (Pedrycz, 1982; Di Nola et al, 1982; 1989; 1993; Wu,

1986). Ces auteurs ont aussi étudié le cas plus simple ot A € L(U) et B &€ L(V) sont des

sous-ensembles flous connus et R € L(UxV) est une relation floue binaire inconnue

satisfaisant:

AoR=B (5-12)

Dans le présent travail, on a seulement besoin de considérer ce cas plus simple. De plus, on
ne s’intéresse qu’au cas ot 7' est une quelconque t-norme et S=Sup. Finalement, on est
seulement concerné par la plus grande solution pour R, i.e., la moins spécifique selon le
principe de spécificité minimum (Pedrycz, 1982, Di Nola et al, 1993). Soit 7, une t-norme

continue utilisée dans la régle d’inférence de composition et soit I;{a,c) défini comme:

I(a,c)={x €[0,1]: T(ax) < c} (5-13)

Maintenant, définissons |’ opérateur 3, comme suit:

Yla,c) =Supfx € L{a,c)} (5-14)

Notons que la continuité de T est requise pour garantir que y,{a,c) appartient a2 I’ensemble

I{a,c). Voicilaliste des opérateurs qu'il est possible de générer a partir des t-normes citées

dans la Section 5.3:

[1 si asc
Yy (ac) = 1 T(a,b) = Min(a,b)

c st a>c
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’l si a<c
sz( a,c) = 1 T(a,b) = Max(0,a+b-1)
l+c—-a si a=c
1 si a<c
1/’13(0,(3) =1c - T, (ab)=ab
- si a=c
La
r1 si a<c
W, (ac) = T ab)= ——2
&l = 9 _ Files) =
& ——2—C—£ si a=c 1+(1—a)(l—b)
la +c¢-ac
1 si a<c 4l
Y (a,0) = | T(ahb)= ——
: % si a=c a+b-ab
la—c+ac

Le cas spécial suivant n’a pas été spécifié ci-dessus pour les opérateurs Yr, Yr, ety Sia
=c =0, alors Y{a,c) = 1. On peut remarquer que Yr, n’est pas continu pour aucun de ses

arguments; tous les autres opérateurs sont continus. La composition-y,. du sous-ensemble

flou A € L(U) et B € L(V) est la relation floue Ay,B € L(UxV) ayant comme fonction

d’appartenance:

Ly (V) =9 (), p(v)) (5-15)

Si une solution de I’équation (5-12) existe, Pedrycz (1982) a montré que R = Ay, B est la

plus grande solution, i.e., la moins spécifique. De plus, on peut facilement identifier les cas

pour lesquels une solution existe: Il y a une solution a I’équation (5-12) si et seulement si

Y&V, Ju,cU tel que p(u,) 2 p(v). On peut facilementvoir que si le sous-ensemble flou
A estnormal (i.e., Ju,EU tel que u,(u,) = 1), alors il y a une solution a I’équation (5-12).

Si I’équation (5-12) n’a pas de solution, alors R' = Ay, B est la plus grande relation floue (la

moins spécifique) qui satisfait:

AoR =B'CB (5-16)
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C’est adire, YuEU, u,(u) < p(u) etil y a au moins un v,EV tel que py(vy) < pg(v,). R’

est considérée comme la meilleure solution approximative; cependant, cette solution n’est pas
trés intéressante car elle permet d’inférer un sous-ensemble flou plus spécifique (B ') que
celui qu’on avait initialement(B). Comme on le verra plus loin, cette solution approximative
ne sera pas nécessaire dans ce travail car il sera toujours possible de trouver une solution
exacte. Notons finalement que les résultats dans le domaine des équations de relations

floues sont & la base des développements effectués dans le cadre de ce travail.

Quoique les résultats de cette section aient été démontrés dans le cas de sous-ensembles

flous, il peuvent étre directement utilisés avec des distributions de possibilités en utilisant
I'équation (5-7) ot la distribution s, (viu) est I'inconnue et la t-norme T est utilisée. La

solution a cette équation est trés similaire a I’équation (5-15):

Ao viv) = y(mfu), w(v)) 5-17)

5.7 Implication floue et modus ponens généralisé

Le cadre d’inférence le mieux connu en théorie des possibilités est fondé sur modus ponens
généralisé qui a été introduit par Zadeh (Zadeh, 1973; 1975; 1979) et étudié par d'autres
chercheurs (Dubois et Prade, 1985a; 1988a; 1991a; Trillas et Valverde, 1985a; 1985b; Léopez
de Mintaras, 1990). Supposons que I’on dispose d'un énoncé de la forme suivante « Si X
est AalorsYestB» ol A EL(U) et B € L(V) sont des sous-ensembles flous. Un tel
énoncé est appelé une régle floue et peut étre représenté par une distribution de possibilités
conditionnelle ayant la forme suivante:

E}L\'(Vlu) = I(MA(L{), .ug(v)) (5-18)

La fonction 1:/0,1]x [0,1]—[0,1] est appelé une fonction d’implication (voir (Dubois et
Prade, 1991a) pour une revue de ce type de fonctions). Considérons maintenant un fait de la
forme suivante "X est A' " od A' € L(U). Larégle d’inférence modus ponens généralisé
prend la forme suivante:

X estA'
Si X estA alors Y est B
YestB'
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oll B' € L(V) est le sous-ensemble flou ayant comme fonction d’appartenance:

. (v)= S"‘PU[T(“A' (u)v”)'fx("‘“))] (5-19)

qui induit une distribution de possibilités marginale pour la variable Y: w(v) = py(v). On
utilisera la notation suivante: A' o I(A,B) = B'. On peut remarquer que modus ponens
généralisé est la méme chose que la régle d’inférence de composition une fois que la
distribution de possibilités conditionnelle m,(viu) a été déterminée par la fonction

d’implication /.

Le choix de la fonction d’implication / est trés important. Généralement, ce choix est motivé
par les propriétés qui sont satisfaites par les diverses fonctions d’implication. Plusieurs
auteurs ont étudiés de telles propriétés (Fukami et al, 1980; Trillas et Valverde, 1985a;
1985b; Magrez et Smets, 1989; Dubois et Prade, 1991a). Une propriété fondamentale qui a
beaucoup été analysée est de pouvoir retrouver la régle modus ponens classique, i.e., A 0
I(A,B) = B. Dans le cadre de ce travail, on adopte (en plus du principe de spécificité
minimum) cette propriété car elle correspond a un des processus d’inférence élémentaire qui
est 4 la base des développements effectués (cf. 5.5). Ceci nous améne a restreindre notre
attention 2 un cas particulier de fonctions d’implication, soit celles appelées fonctions de R-

implication et définies par:

Iuy(u), uyv)) =Sup{b € [0,1]: T(p(u), b) < py(v)} (5-20)
ol T est une quelconque t-norme qui doit &tre aussi utilisée dans ’équation (5-19). Les
fonctions de R-implication sont équivalentes aux opérateurs y, définis dans la section

précédente traitant des équations de relations floues. Les résultats dans le domaine de
Pimplication floue n’apportent aucun élément nouveau, par rapport a ceux sur la résolution
d’équations de relations floues (voir section 5.6), susceptible d'étre utile dans la suite de ce
travail. 11 était tout de méme important de situer les présents travaux par rapport au domaine
de 'implication floue qui constitue peut-étre le sujet de plus grand intérét lorsqu’on parle
d’inférence avec une approche floue.






6 REVISION DE DISTRIBUTIONS DE
POSSIBILITES

L objectif de ce chapitre est d’exposer en détail les développements théoriques que 1’on a
effectués en théorie des possibilités dans le cadre de ce travail. On y montre comment on
peut utiliser le cadre d’inférence bayesien avec des distributions de possibilités dans le but de
réviser (mettre & jour) une distribution de possibilités suite a P’arrivée d’une nouvelle
information (Lapointe et Bobée, 1999). Différentes régles d’inférence, fonctions du choix
de lat-norme, sont proposées. Ces régles peuvent &tre vues comme 1’équivalent possibiliste

de laregle de Bayes.

Quoique la régle de Bayes joue un rdle trés important dans le traitement de I'incertitude et
qu’elle a conduit & maintes applications, son équivalent possibiliste n’a pas été étudié en
profondeur et il ne semble pas y avoir eu d’applications. Dubois et Prade (1990; 1992a;
1992b) sont les seuls auteurs (a notre connaissance) a avoir étudié la régle de Bayes dans la
cadre possibiliste sans toutefois I’avoir appliquée. Ces auteurs ont présenté des équivalences
avec deux choix particuliers de norme triangulaire (le minimum et le produit) et dans des
contextes particuliers. Dans le cadre de ce travail, on va au-dela de ces résultats a plusieurs

égards:

1. On considére I’ utilisation de n’importe quelle norme triangulaire.

2. On présente une maniére formelle pour arriver & une solution en partant de deux
axiomes élémentairesde la théorie des possibilités.

3. On faitle lien avec les autres domaines de la théorie des sous-ensembles flous.

4. Certaines propriétés de la solution présentée sont étudiées en détail.

5. Finalement, on montre comment la solution possibiliste est appropriée au
probléme de traitement de 1’incertitude dans les prévisions, et on en présente une
application en hydrologie.

D’autres travaux passés sont liés a la régle de Bayes, mais aucun autre ne peut étre considéré
comme I’équivalent de cette régle. Sugeno a proposé le concept d’intégrales flous qui permet
de définir des mesures floues conditionnelles (Sugeno, 1974; 1977; Terano et Sugeno,
1975) lesquelles sont & la base d’une égalité ayant la forme de la régle de Bayes. Quoiqu’il

semble possible de réviser des mesures de possibilités dans ce cadre de travail non familier,
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aucune régle d’inférence n’a pourtant été proposée. Smets (1982) a été un des premiers
auteurs 2 étudier une version possibiliste de la régle de Bayes; cependant, la régle qu’il
propose a un parfum probabiliste puisqu’elle implique une distribution de probabilités
conditionnelle. Si on voit une mesure de possibilité comme étant un cas particulier d’une
fonction de croyance (Dubois et Prade, 1988c), on peut appliquer le conditionnement
bayesien a des mesures de possibilités (Dubois et Prade, 1997); ce qui permet de construire
une régle d’inférence en utilisant les opérateurs traditionnels (Maximum et Minimum).
Cependant, cette régle est de peu d’intérét lorsqu’elle est utilisée avec des distributions de
possibilités au lieu des mesures de possibilités. Il existe d’autres travaux intéressants traitant
du condionnement en théorie des possibilités (Dubois et Prade; 1991b; Studeny, 1993; de
Campos et al, 1995; Fonck, 1997)

6.1 Résultats préliminaires

Avant de présenter les résultats principaux, on se doit de démontrer certains résuitats
préliminaires. Dans ce qui suit, 7 représente une quelconque t-norme et § une quelconque t-
conorme. Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, la notation utilisée pour les
distributions de possibilités sera simplifiée: les distributions de possibilités m(u), w/(v),

(Vi) et 7, (u,v) seront représentées par /m(u), A(v), m(viu) et 7(u,v), respectivement.

Théoréme 6-1: Si m(u) et m(viu) sont normales, alors 7(u,v) et 7(v) définies par

m(u,v) = T(m(viu), m(u)) w(v) = S, [T((viu), m(u))] = S, [u,v)] (6-1)

sont aussi normales.

Démonstration: Puisque () est normale, Ju,&U tel que a(u,) = 1. Puisque s(viu) est
normale, Iv,EV tel que (v lu,) = 1. Ainsi, m(u,, v,) = T(7(v,lu,), m(u,)) =T11) =1 ce
qui signifie que 7(u,v) est normale. (v,) =8, [m(u,v,)] = S((uy, Vo), Sy gy [HUV,)]) =
S(1, SL,_{uo} [7(u,v,)]) = I ce qui signifie que a(v) est normale. QED

Théoreéme 6-2: Si m(viu) est normale, alors 1’inégalité suivante est respectée:
mu) < Sy [T(m(viu), m(u))] = S, [m(u,v})] , VuEU (6-2)
Démonstration: Puisque s(viu) est normale, Yu€lU, Iv,EV tel que a(v,lu) = I, ainsi

w(u,v,) =T(r(v,lu), m(u)) = T(1,7m(u)) = ®u). Deplus, Vuel, S, [m(u,v)] = S(m(u,v,),
oy (MuY)]) =S(a(u), S,y , [Mu,v)]) 2 m(u). QED
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Le Théoréme 6-2 signifie qu’on peut obtenir une distribution de possibilités moins spécifique
que celle qu’on avait initialement par 1’application des processus d’inférence de base de la
théorie des possibilités. Cette situation est loin d’&tre désirable car il y a alors perte
d’information et augmentation de 1’incertitude. On est donc en droit de se demander dans
quelles circonstances cette perte d’information peut étre éviter, i.e., le signe d’inégalité dans

1’équation (6-2) peut &tre remplacé par un signe d’égalité.

Théoréme 6-3: L’égalité suivante est respectée pour n’importe quelle s(viu) normale,
n’importe quelle m{u) (pas nécessairement normale) et pour n’importe quelle t-norme 7' si et

seulementsi S = Sup:

a(u) = S, [T(w(viu), "(u))] = S, [®u,v)] , YuelU (6-3)

Démonstration: Premiérement, supposons que S = Sup. VucU, Iv,EV, tel que
a(u,v,) = m(u) (voir la démonstration du Théoréme 6-2). Ainsi, Yu&U, on a

Sup,[m(u,yv)] = Sup(m(u,v,), Sup,,, ,[mu,v)]) = Sup(m(u), Sup,, ,[m(uyv)]) = m(u)
puisque YucU, W&V, mu) = T(s(viu), m(u)) = a(u,v). Cecitermine la premiere partie de

la démonstration. Maintenant, supposons que S = Sup, on doit démontrer qu’il existe /(viu)
normale, m(u) et une t-norme T telles que I’équation (6-3) n’est pas satisfaite. Puisque
S = Sup, il existe a,b & [0,1], tel que S(a,b) > Sup(a,b) and a= b. Prenons T = Min et

n’importe quelles s(viu) normale et (u) satisfaisant:

mu,)=a pour un certain u,&U
m(vylu,) =1 pourun certain v,EV

m(v,lu,)=b pouruncertain v,EV
On a donc:

(u,,v,) = Min{a( v lu,), muy))=Min(l,a)=a
wlu,, v,) = Min(s(v,lu,), mu,)) = Min(b,a) = b

On en déduit que
S (m(u,v)] = S(m(u,,v,), ®uy,v,)) = Sla,b)> Sup(a,b) = a = n(u,)

Ceci permet de conclure que S,. [7(u,,v)] > m(u,); ce qui contredit I’égalité ci-dessus et

termine la deuxiéme partie de la démonstration. QED

Quoique I’on ait utilisé T = Min dans la démonstration, il se peut que I’équation (6-3) ne soit

pas satisfaite pour d’autres t-normes 7 lorsque S = Sup. Pour T et § donné, on dit que le
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couple <T,S> satisfait le Principe de la conservation de I'information (PCI) lorsque
I’équation (6-3) est satisfaite pour n’importe quelle a(vii) normale et n’importe quelle m(u).
Notons que rien n’exclut I’existence de couples <7,5> avec § # Sup qui satisfont le PCIL.
Par contre, si on désire faire varier T sans devoir changer S pour satisfaire le PCI, alors on
doit prendre § = Sup, selon le Théoréme 6-3. Un résultat similaire a déja été obtenu par
Bouchon (1987) dans un contexte un peu différent ol 1’analogue du PCI est appelé la
Propriété d’additivité. Etant donné que 1’on désire respecter le PCI tout en permettant de
varier le choix de la t-norme T, on doit choisir (en accord avec le Théoréme 6-3) Sup comme
t-conorme. Ainsi, 4 partir de maintenant, on se limite & ce cas particulier qui est

habituellement pris pour acquis dans les travaux en théorie des possibilités.
6.2 Solution au cadre d’inférence bayesien

Le cadre d’inférence bayesien a déja été présenté dans le Chapitre 3. Voyons maintenant
comment on peut I’adapter pour la théorie des possibilités. A cette fin, il suffit simplement
de remplacerles distributions de probabilités par des distributions de possibilités; on obtient

donc:

Ty (Lt)

T flv
JTnx("“") .\u( )

C’est-a-dire, a partir de (u) (la distribution de possibilités a priori de X) et x,,(viu) (la
distribution de possibilités conditionnelle de Y), on calcule m,(ulv) (la distribution de
possibilités a posteriori de X). Le probléme maintenant est de trouver une expression pour
7. (ulv). Notons que plusieurs auteurs ont étudié un probléme plus simple que celui discuté
ici, mais fortement li€ & celui-ci, i.e., le calcul de m,(viu) & partir de la distribution de
possibilités jointe 7, ,(u,v) et la distribution de possibilités marginale () (Zadeh, 1978;
Hisdal, 1978; Nguyen, 1978; Dubois et Prade, 1986a; 1991a; Ramer, 1989). Dans ce qui
suit, on étudie trois maniéres différentes de poser le probléme conduisant dans chacun des
cas 2 une équation impliquant le terme inconnue, soit s(u/v). Par la suite, on montre que
seulement une de ces maniéres conduit & une solution intéressante. Dans ce qui suit, T est
une quelconque t-norme; la notation « o » sous-entend !'utilisation de 7. La premiére
maniére de poser le probléme est inspirée de celle utilisée pour générer la régle de Bayes (le

terme inconnu est souligné):
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Identitéinitiale: mu,v) = m(u,v)
Eqgs. (5-8) et (5-9): T(n(v), Mul/v)) = T((u), o(viu))
Eq. (5-6): T(m(u) o m(viu), mul/v)) = T(w(u), m(v/iu)) (6-4)

La deuxiéme maniére de poser le probléme consiste & effectuer les opérations suivantes:

Identitéinitiale: au) = m(u)
Eq. (5-6): m(v) o m(u/v) = n(u)
Eq. (5-6) encore: (m(u) o m(viu)) o Mulv) = a(u) (6-5)

Maintenant, si on suppose que la distribution inconnuen(u/v) est normale, on peut poser le

probléme d’une troisiéme maniére:

Identitéinitiale: av)=m(v)
Eq. (6-3) (Théoreme 6-3) et Eq. (5-6):
Sup,, [T(x(v), mulv))] = afu) o afviu)
Eq. (5-6): Sup, [T{x(u) o m(viu), Mulv))] = m(u) o m(viu) (6-6)

Puisque 5(v) et (u,v) peuvent facilement Etre obtenues a partir des équations (5-6) et (5-8),

on peut simplifier les trois équations que !’on a obtenues:

s

Equation 1: T'(m(v), m(ulv) = Mu,v) (6-7)
Eg’ uation 2: mv) o m(ulv) = m(u) (6-8)
Equation 3: Sup, [T(v), m(ulv)] = Jz(v) (6-9)

Ci-dessus, m(u/v) représente la solution a l’équation i. Il faut &tre prudent sur
I’interprétation de ces trois équations; il ne s’agit pas d’axiomes de base, contrairement a ce
que I’on pourrait penser, car ces équations ne font intervenir que les termes connus soient,
mfu) et mw,(viu), une fois les simplifications retirées. Puisqu’on adhére au Principe de
spécificité minimum, on ne s’intéresse qu’aux solutions les moins spécifiques possibles.
Ainsi, on peut facilement voir que w,(u/v) = I, Yu€U, WEV, est la solution la moins
spécifique a I'Equation 3. Cette solution représente une perte compléte d’information
puisqu’elle représente I’ignorance totale. Notons cependant que cette solution n’est pas
inconsistante, mais plutdt non informative. FEtant donné I’inutilité de cette solution, on se

doit de rejeter la troisiéme maniére de poser le probléme conduisant a I’Equation 3. Pour
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résoudre 1I’Equation 2, il suffit d’utiliser les résultats sur la résolution d’équations de
relations floues (Section 5.6). En utilisant les opérateurs 3., on obtient directement une
expression pour la solution la moins spécifique a I’Equation 2, soit my(u/v) = y{r(v),m(u)).
Notons que si m(vlu) et m(u) sont normales alors m(v) I’est aussi (Théoréme 6-1);
conséquemment, la solution la moins spécifique 2 I’Equation 2 existe toujours sous cette
hypothése.

Pour trouver la solution 4 I’Equation 1, on doit premiérement définir 1’opérateur A.:

Afa,c) = Sup{xE€[0,]]: T{ax)=c} (6-10)
Le lemme suivant sera aussi nécessaire:
Lemme 6-1: Si T est une t-norme continue et que a = ¢ (a, ¢ € [0,1]), alors Ib&[0,1] tel

que T{a,b) =c.

Démonstration: Ona: T{a,/) =a= c et T{a,0) = < ¢. Puisque T est continue, il doit exister
un b&[0,1 [ tel que T(a,b) =c. QED

Théoréme 6-4: Lasolution la moins spécifique a I’Equation 1 existe toujours et est définie

par:
w(ulv) = A{m(v), m(u,v)) {6-11)
Démonstration: Yu&U, WEV, a(v) = a(u,v); ainsi { x&[0,1]: T(m(v),x) = m(u,v)} = &

(Lemme 6-1); ceci implique qu’il y a toujours une solution. Par construction, cette solution

est la moins spécifique possible. QED
Puisque les t-normes sont non décroissantes (propriété de monotonicité), on peut aussi
exprimer la solution 4 I’Equation 1 en fonction des opérateurs Y, (cf. 5.6):

o (ulv) = YAa(v), m(u,v)) (6-12)

Lemme 6-2: Sic<c'(c, ¢' €/0,1)), alors Vac/0,1], y{a,c) < yla,c').

Démonstration: Il suffit de voir la relation suivante: { x&€/0,1]: T(a,x)&[0,¢ ]} C { x€[0,1]:
T(a,x)=[0,c']}. QED

Théoréme 6-5: Si la solution (Ia moins spécifique) 4 I'Equation 2 existe (,(1/v)), alors
elle est moins spécifique que la solution (la moins spécifique) a I’Equation 1 (,(ulv)); en
d’autres termes, Vu&U, WEV, m,(u/v) = m,(ulv).
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Démonstration: On a selon le Lemme 6-2: x,(u/v) = Y(na(v),m(u)) = Py a(v), muy)) =
7, (ulv) puisque m(u) = a(u,v), Yucl, ¥YveV. QED

Le Théoréme 6-5 demande quelques explications. Il ne faut surtout pas conclure de ce
résultat en se basant sur le Principe de spécificité minimum que la solution m,(u/v) est
meilleure que la solution x,(ulv). Au contraire, il faut plutdt conclure que m,(ulv) n’inclut
pas toute I’information pertinente concernant la relation entre les variables impliquées; il y a
en faitune perte d’information. Notons aussi, qu’en général, m,(ulv) n’est pas une solution
a I’Equation 1. Lasolution ,(ulv) est donc plus informative que la solution s,(ulv). Pour
cette raison, on ne s’intéressera qu’a la solution 7,(ulv) a partir de maintenant et on enlévera
I’indice pour simplement la notée m{ulv). Ci-dessous, on utilise les indices dans un tout

autre but.

Le théoréme qui suit apporte de nouveaux arguments en faveur de la solution retenue, soit

celle satisfaisant I’Equation 1.

Théoréme 6-6: Soit les distributions de possibilités a(viu), m(u) et m(uiv) ou m(viu) est

normale et sr(ulv) est une quelconque solution a I’Equation 1; définissons les termes suivants:

w(u,v) = T(n(u),m(viu))

m,(v) = Sup, [, (uv)]

7, (u) = Sup, [T, (u,v)]

mw(u,v) = T(m(v),m(ulv))

(V) = Sup,. [r,(u,v)]

m(u) = Sup,. [m,(u,v)]
Les égalités suivantes sont respectées:

1) m(uy) =m(u,v)

(i) 7, (v) = m,(v)

(i) m(u) = 7,(u) = 7(u)

Démonstration: Par construction, (i) est vrai (voir Equation (6-7)). m,(v) et m,(v) sont
simplement la projection sur V de &,(u,v) et m,(u,v), respectivement; I’égalité (ii) est vraie
puisque (i) est respectée. Puisque afviu) est normale, #(u) = mw,(u) selon le Théoréme 6-3.

Finalement, on a 7,(u) = &,(u) puisque 1’égalité (i) est vraie. QED
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Le Théoréme 6-6 exprime une propriété trés intéressante des solutions satisfaisants
I’Equation 1: il n’existe aucune maniére d’inférer deux distributions de possibilités
différentes (ayant la méme signification) par 1’application des opérateurs de la théorie des
possibilités sur m(viu), m(u), and mulv). Ceci signifie que n’importe quelle solution a
I’Equation 1, (ulv), inclut toute I’information concernant les variables impliquées; il n’y a
pas de perte d’information. Ce résultat est accord avec le Principe de conservation de
Pinformation (PCI). Si on accepte le PCI et le Principe de spécificité minimum, alors la
solution la moins spécifique 4 I’'Equation 1 doit &tre considérée comme la meilleure des
solutions possibles.

Théoréme 6-7: La solution la moins spécifique 4 I’Equation 1, /(ulv), est normale.
Démonstration: Vv&V, Ju,&U tel que n(v) = m(u,,v) puisque &(v) = Sup,, [7(u,v)]. Ainsi,
mw(uylv) =Sup{x&(0,1]: T(m(v),x) =a(v)} = 1. QED

Ce théoréme garantit que la normalité est préservée ou induite lors du processus d’inférence.

6.2.1 Propriétés de la solution retenue

La solution retenue au cadre d’inférence bayesien, soit s(ulv) satisfaisant 1I’Equation 1, est

tres intéressante car elle posséde cing propriétés importantes:

1. Elle respecte le Principe de spécificité minimum;

2. Ellerespecte le Principe de conservation de I’information (PCI);
3. Elle existe toujours;

4. Elle préserve ou induit la normalité;

5. Finalement, n’importe quelle t-norme 7 peut étre utilisée.

6.3 Regles d’inférence

La solution qui a été retenue est valide pour n’importe quelle t-norme T continue; ceci permet
de construire une régle d’inférence différente pour chaque t-norme 7. Dans le but de
simplifier les régles d’inférence, on utilise les termes ma(u,v) et a(v) définis comme

précédemment par:

mu,v) =T(s(u),m(viu)) (6-13)
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w(v) = m(u) o mviu) (6-14)

ou /(v) = (u,v). En utilisant I’équation (6-12) et les opérateurs 1, définis dans le Section
5.6, on obtient les cinq régles d’inférence correspondant aux cinq t-normes T qui ont été

étudiées jusqu’a présent:

[1 si J‘L'(v) = n:(u,v)

Régle I:  T,(ab)= Min(a,b) a(ulv)= 1 (6-15)

mMuv) si m(v)>a(u,v)

Régle2:  T,(ab)= Max(0,a+b-1) a(ulv)=1+a(u,v)-n(v) (6-16)
Regle3: Tiab)=ab w{ulv)= ) (6-17)

ab 2m(u,v) —m(v)r(u,v)
N : _ Iv) = / _
Regled:  T(ab)= =i sy U)oy ) 2o (us) -18)
N ab a(v)r(u,v)
gle 5: b= —2 Iv)= 19
Regles:  T(ah) a+b-ab wulv) a(v)-m(u,v)+ x(v)r(u,v) (6-19)

Le cas spécial suivant n’a pas été spécifi€ ci-dessus pour les Regles 3, 4 et 5: Si n(v) =
m(u,v) =0, alors a(ulv) = I. La Reégle 1 a déja été obtenue par Dubois et Prade (1990,
1992a). LaRegle3 a déja été obtenue dans le méme contexte qu’ici (Dubois et Prade, 1990)
et dans le contexte ol il y a deux sources d’information non interactives (Dubois et Prade,
1992b). Remarquez, pour |’instant, que la distribution s7(ulv) que 1’on obtient avec la Régle
1 (T = Min) n’est pas continue. Ainsi, un changement mineur & une des distributions de
possibilités en entrée peut conduire & une transformation importante de la distribution de
possibilités a posteriori m(ulv). Pour cette raison, laRégle 1 (i.e., T = Min) apparait comme
un choix peu intéressant. Les quatre autres régles sont continues. Notons que les Régles 4
et 5 sont simplement des variantes de la Régle 3 et peuvent étre obtenues a partir de cette
derniere par transformation bijective; elles sont étudiéesici car les t-normes correspondantes

sont rencontrées dans la littérature.
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6.4 Processeur possibiliste de prévisions (PPP)

Par analogie avec le Processeur bayesien de prévisions (PBP) de Krzysztofowicz, on utilise
le terme Processeur possibiliste de prévisions (PPP) pour signifier I’application des régles
d’inférences construites dans la section précédente au probléme de traitement de I'incertitude
dans les prévisions. Dans ce contexte, X représente la variable d’intérét et Y la prévision de
cette variable. Les performances passées du systéme de prévision sont modélisées par la
distribution de possibilités conditionnellede Y étantdonné X, soit s, (viu). m(u) représente
la distribution de possibilités a priori de X. Finalement, m,,(ulv) est la distribution de
possibilités a posteriori de la variable d’intérét X une fois que la prévision Y a été émise. Les
variables X et Y étant définies sur le méme domaine, i.e., U =V, on utilise une notation plus
simple et plus proche de celie utilisée en probabilités: m(x), a(y), &(x,y), #(ylx) et mxly)

remplace wu), T (v), Ty y(U,v), Ty {viu) et (ulv), respectivement.
6.4.1 Propriétés du PPP

On démontre ci-dessous que le PPP satisfait deux propriétés importantes correspondant a des
situations extrémes: (1) le cas ol les prévisions ne fournissent aucune information
pertinente, et (2) le cas ol les prévisions sont toujours parfaites. Dans ce qui suit, on
supposera que les distributions de possibilités sont normales. La premiére propriété est

satisfaite pour toutes les régles d’inférence alors que la deuxieéme en exclut certaines.

Propriété 1: Vx, Vv, si a(ylx) = I (prévisions inutiles/ignorance), alors m(xly) = m(x),
i.e., les prévisions n’ont aucun effet et la distribution de possibilités a priori de X n’est pas
modifiée suite a 1’arrivée de la prévision.

Démonstration: Vx, Vy, a(x,y) =T(1, n(x)) = m(x). Puisque 5(x) est normale, on a m(y) =
Sup.[m(x,y)] = Sup,[n(x)] =1. Ainsi, 7(xly) = A{n(y), a(x,y)) =Sup{z € [0,1]: T(], 2)
=m(x)} =a(x). QED

Propriété 2: Soit 7 une t-norme telle que T{a,b) = 0 si et seulementsia=0ou b =0. Si

les prévisions sont parfaites, c’est-a-dire que:
m(ylx) =1 lorsque y=x
m(ylx) = O lorsque y=x

alors, les prévisions éliminenttoute I’incertitude a posteriori:
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m(xly) = I lorsque x=y ou ma(y) =0
a(xly) = O lorsque x=y et m(y)= 0

Démonstration: Vx, Yy, m(x,y) = ni(x) lorsque x=y et ni(x,y) = O lorsque x=y. Ainsti, m(y)
= Sup, [w(x,y)] = m(x). Maintenant, &(xly) = AAn(y), m(x,y)) = Sup{z € [0,1]: T(n(x), z)

= (x,y)}. Deux cas doivent étre distingués:
Cas 1, x=y: Ceciimplique que m(xly) = Sup{z € [0,1]: T(n(x), ) = mx)} =1.

Cas 2, xzy: Onaa(xly) =Sup{z € [0,1]: T(n(x), z) =0}. Dela, on déduit que m(xly) =0
lorsque 71(x) # () étant donné la condition supplémentaire sur la t-norme 7" (voir énoncé de la

proposition). De plus, s(xly) = I lorsque &(x) = 0. QED

Le cas spécial /(y) = 0 n’a pas de conséquence en pratique et n’a donc pas besoin d’étre plus
approfondi; remarquons tout de méme que ce cas est aussi problématique d’un point de vue
théorique avec la régle de Bayes. La Propriété 2 n’est pas satisfaite avec la Régle 2 qui
utilise la t-norme T{a,b) = Max(0, a+b-1) puisque la condition supplémentaire sur la t-norme
n’est pas satisfaite (par exemple, 710.2, 0.3) = 0). Ceci signifie que malgré le fait que les
prévisions soient toujours parfaites, une certaine part de lincertitude a posteriori demeure.
Ceci représente une faiblesse importante de cette régle d’inférence pour le probleme de

traitement de I’incertitude dans les prévisions.

6.4.2 Exemple d’application du PPP

Dans cette section, on présente un exemple fictif qui va permettre de mieux comprendre
comment le PPP (processus de révision) fonctionne et comment le choix de la t-norme influe
sur la distribution de possibilités a posteriori. Pour appliquer le PPP, on doit réaliser les

cing étapes suivantes:

1. Construire la distribution de possibilités de X, soit (x);
2. Construire la distribution de possibilités conditionnelle de Y, soit (ylx);
3. Choisir une t-norme 7 et indirectement une régle d’inférence.

4. Calculer (x,y) et 7r(y) en utilisant les équations (6-13) et (6-14);

5. Calculer (xly) en utilisant les régles d’inférence ou I’équation (6-12)
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Dans le Chapitre 8, une méthodologie est proposée pour construire les distributions de
possibilités 7(x) et /(ylx). Dans ’exemple suivant, on s’abstiendra de traiter de ce point et

on proposera directement des distributions de possibilités qui ont un sens.

#

Etape 1: 7(x)

Supposons qu’un expert du domaine concerné nous fournisse !’information suivante

concernant la valeur de 1a variable d’intérét X :

¢ FElle se situe habituellemententre 5et8;
* Dans certain cas, cette valeur peut étre inférieure & 5, mais jamais a 2;

* Dans certain cas, cette valeur peut &tre supérieure a 8, mais jamais a 10.

11 serait approprié dans ce cas d’utiliser la fonction d’appartenance d’un sous-ensemble flou

trapézoidal pour modéliser la distribution de possibilités a priori de X (voir Figure 6.1):

[{x-2) si 2<x<5

| si 5=x=8
mi{x) =1 (6-20)

| ——— si 8<x<10

0 Autrement
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Figure 6.1: Distribution de possibilités a priori m(x).

’

Etape 2: m(ylx)

Un graphique de Y en fonction de X est un élément clé dans la construction de s(ylx) (voir

Figure 6.2). L'examen de ce graphique permet de faire ressortir les points suivants:

1. La relation entre X et Y est linéaire, mais la pente est plus petite que 1, i.e., les
prévisions sont généralement trop élevées pour les petites valeurs de X (soient
cellesinférieures a 6), et les prévisions sont trop faibles pour les grandes valeurs

de X (soient celles supérieures a 6).

2. La variance de I’erreur de prévision n’est pas constante (hétéroscédacité); elle

augmente avec X.
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Figure 6.2: Prévisions Y en fonction des valeurs observées X.

Pour représenter la distribution n(ylx), on utilise la fonction d’appanbenance d’un sous-

ensemble flou triangulaire qui s’élargit avec X pour tenir compte de ’erreur de prévision qui

croitavec X:

(Br-6)_, XireyeZXin
| x 3 T3
| 6-3y
Jr(ylx)={—(———-'—)-+3 si %£+2<y<x+2 (6-21)
X
|
lO Autrement

A laFigure 6.3, la distribution /(ylx) est représentée pour trois valeurs de X, soient 4, 6 et

8. Tandis qu’a la Figure 6.4, la distribution a(ylx) est vue comme une fonction de X et

représentée pour trois valeurs de Y, soient4, 6 et 8.
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w(ylx) A
1+ X=4 Xz6 Xz=8

Figure 6.3: Distribution de possibilités conditionnelle m(ylx)
représentée pour X = 4, 6 et 8.

Figure 6.4: Distribution :i{ylx) vue comme une fonction de X
représentée pour Y = 4, 6, et 8.
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Etape 3: Choix d’une t-norme

On discutera un peu plus loin du choix de la t-norme. Dans le but de démontrer I’influence
de ce choix, on considérera dans le cadre de cet exemple trois des cing t-normes utilisées

jusqu’a présent, soient:

1. T(a,b) =Min(a,b)
2. T)(a,b) = Max(0,a+b-1)
3. T(ab)=ab

Les trois premiéres régles d’inférence qui ont été présentées dans la Section 6.3 (voir les

équations (6-15), (6-16) et (6-17)) correspondent a ces t-normes.

Etape 4: Calcul de a(x,y) et ™(y)

Pour simplifier les équations, considérons un cas particulier ot la prévision émise est faible:
prenons Y=4. Si on voit 7(ylx) comme une fonction de X, avec Y=4, on obtient (voir

Figure 6.4):

[;6-+3 si 2<x<3
X

n’(4lx)=1é~l si 3=sx<6
X
|

0 Autrement

On est maintenant en mesure d’exprimer 7t(x,v) et 7(y) pour chacune des trois t-normes en

utilisant les équations (6-13) et (6-14).

Cas 1; TL(a,b) =Min(a.b)

-2
[(x3 ) si 2<x=<377

a(x,4)=4=-1 si 377<x<6

¢
x

0 Autrement
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Cas 2: T'(a.b) = Max(O.a+b-1)
[(x2 +4x- 18)
— si 269<x<3
3x
|(x: —8x+ 18)
i si 3=<x<5
n:(x,' )= { 3x (6-25)
lé -1 si S5=x<6
| x
lO Autrement
a(y=4)=1/3 (6-26)
Cas 3: T(ab)=ab
x* —4dx+4
'[( ) si 2<x<3
X
‘(—xz +8x -12)
! si 3=x<5
Jz(x,4) =4 3x (6-27)
‘—6- —1 si 5=sx<6
| x
lO Autrement
m(y=4)=0.36 (6-28)

Pour obtenir (6-27), on doit multiplier pour chaque intervalle les fonctions qu'on retrouve en

(6-20) et (6-22). Par exemple, pour l'intervalle ]2,3[ on doit multiplier la fonction (x-2)/3

par la fonction (-6/x+3); ce qui donne la fonction ( xX2-4x+4)/x. Pour obtenir (6-28), il suffit

de trouver le maximum de la fonction en (6-27); ce maximum est atteint au point X=3.46 et

vaut 0.36.



60 Traitement subjectif de I’incertitude par la théorie des possibilités

>

Etape 5: Calcul de mxly)

En utilisant les résultats de 1’étape précédente et les régles d’inférence vues précédemment
(c.f. (6-15)-(6-17)), on peut calculer a(xly) pour chacun des cas. Les trois figures suivantes

illustrent les distributions de possibilités a posteriori que I’on obtient.

Cas 1: Ti(a,b) = Min(a.b)

[(x—2) si 2<x<3.77
| 3
1 si x=3.77
alx14)= P (6-29)
|——1 si 377<x<6
X
0 Autrement

Cas 2: T,(a.b) = Max(O,a+b-1)

[(x2+6x-18)

I si 269<x<3
3x

](x2—6x+18) .
R — A si 3sx<5

n;(_x|4) ={ 3x (6-30)
6
l——-l si 5=x<6
Ix 3
'2

- Autrement




Chapitre 6, Révision de distributions de possibilités 61

Cas 3: Ti(a,b) =ab

3ix"—-4x+4
I[(—_J si 2<x<3
‘ x> +8x~ 12)
si 3sx<5
m(x14)=] x (6-31)
|-1-§ si 5=<sx<6
| x
lO Autrement
n(xi4) 1 ®
0.9_
0.8F
07+
06
05+
04+
03r
0.2
01 ]~
|
Oi ! '
0 6 8 10 x

Figure 6.5: Distribution de possibilités a posteriori i(x14) avec la Régle 1.
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n(x|4) 1T
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Figure 6.6: Distribution de possibilités a posteriori ®(x|4) avec la Régle 2.
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Figure 6.7: Distribution de possibilités a posteriori i{x\4) avec la Régle 3.

6.4.3 Discussion

Avec la Régle 1 (Figure 6.5), on ne s’étonnera pas de constater que la distribution a
posteriori w(x14) n’est pas continue. Ona pour X = 3.77 une degré de possibilité de 1 ce qui
apparait comme étant le meilleur choix pour une prise de décision si on considére que toutes
les autres valeurs de X ont un degré de possibilité inférieur 0.59. Notons aussi que la
distribution est légérement asymétrique.

Avec la Regle 2 (Figure 6.6), la distribution n(xl4) posséde deux maximums locaux: le

premier a un degré de possibilité de 1 au point X = 3 et le deuxiéme a un degré de possibilité
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d’environ 0.87 au point X = 5. Ce qui est étonnant et plutdt embarrassant avec cette
distribution ¢’est que pour n’importe quelle valeur de X le degré de possibilité est d’au moins
’/,. Ainsi, la distribution a posteriori semble en contradiction avec la distribution a priori car
cette derniére stipule que la valeur de X ne peut pas &tre plus petite que 2 ou plus grande que
10; le degré de possibilité étant O pour ces intervalles. Ce comportement contre-intuitif
survient avec la Régle 2 lorsque la possiblité de la prévision, 7(y), est inférieure a 1. 1l faut

donc, avant d'utiliser la Régle 2, &tre conscient de ce comportement particulier et I'accepter.

Finalement, la Régle 3 conduit a une distribution a posteriori qui est trés lisse malgré le fait
qu’elle soit constituée de trois parties. Elle atteint son maximum (degré de possibilité de 1)
pour X =3.46. Notons aussi que cette distribution est asymétrique; ce qui est logique si on

considére les faits suivants:

* Laprévision Y est inférieure aux valeurs de X habituellement observées (entre 5 et 8); ce

qui implique que le maximum est atteint pour une valeur inférieure a 5.

* L’erreur de prévision peut &tre importante pour de grandes valeurs de X ce qui rend ces

grandes valeurs de X possibles méme pour de faibles prévisions.

6.5 Choix d’une norme triangulaire

Le choix d’une norme triangulaire (t-norme) n’est pas nécessairement facile puisque ce choix
dépend de I’application concernée et par conséquent de I’interprétation qu’on fait d’une
distribution de possibilités (voir le chapitre suivant). Dans le but d’aider 4 faire un choix, on

étudie dans cette section quelques propriétés des t-normes.

La Propriété 1 du PPP (cas ol les prévisions sont inutiles) est satisfaite pour toutes les t-
normes et ne constitue donc pas un élément clé pour effectuer un choix. La Propriété 2 du
PPP (cas ou les prévisions sont parfaites) n’est pas satisfaite par la t-norme T,(a,b) =

Max(0,a+b-1), mais elle1’est pour les quatre autres t-normes étudiées.

Un autre propriété intéressante est d’obtenir une distribution a posteriori qui soit continue
lorsque celles fournies en entrée (s(x) et (yix)) le sont. Le respect de cette propriété garantit

qu’une petite modification aux distributions initiales ne causera pas un changement important
dans la distribution a posteriori et par conséquent dans la prise de décision. La t-norme

T (a,b) = Min{a,b) ne respecte pas cette propriété alors que les quatre autres la respectent.
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Finalement, comme derniére propriété on peut exiger que:
Si pour un x, donnésn(x,) = 0, alors 5(x,ly) = 0 pour tout y tel que s(y) = 0.

Ce revient a dire que les degrés de possibilité nuls sont préservés lors du processus de
révision (2 moins que la prévision soit impossible). Cette propriété est importante car
autrement le processus de révision pourrait induire une distribution a posteriori selon laquelle
certaines valeurs seraient possibles (degrés de possibilité non nuls) alors qu'elles étaient
impossibles selon la distribution a priori; ce qui peut apparaitre comme étant contradictoire.
Seule la t-norme T(a,h) = Max(0),a+b-1) ne respecte pas cette propriété parmi les cinq t-

normes étudiées.

Tableau 6-1: Propriétés satisfaites pour les cinq t-normes étudiées.

t-normes Propriété 1 | Propriété 2 | Continuité| Préservation
du PPP du PPP des degrés 0
T\(ab) = Min(a,b) Oui Qui Non QOui
T,(a,b) = Max(0,a+b-1) Oui Non Oui Non
T,=ab Outi Oui Oui Oui
T (ab) = ab Out Out Oui Oui
1+ (1-a)(1-b)
T(ab) = ab Oui Oui Oui Oui
‘ a+b-ab

Le tableau ci-dessus fait un résumé des propriétés qui sont satisfaites par chacune des t-
normes étudiées. Les deux premiéres t-normes 