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Résumé 

Nous développons une approche novatrice de modélisation conditonnelle d'hydrofa

ciès hétérogènes et de leur porosité intrinsèque. Notre démarche consiste à étalonner les 

mesures géophysiques de larges échelles telles qu'obtenues d'un modèle pétro-physique 

analogue à l'aide d'un modèle paramétrique de textures visuelles. Pour ce faire, nous 

modélisons par simulation séquentielle bayesienne les coefficients d'approximation d'on

delette des hydrofaciès synthétiques à partir des densités de probabilité conjointes entre 

les coefficients d'approximation des images du modèle analogue d'une part, et de la 

variabilité spatiale des coefficients d'approximation d'un modèle synthétique de ter

rain, d'autre part. Ensuite, les coeffcients d'approximation simulés servent à synthétiser 

les textures de porosité des hydrofaciès en tenant compte des données conditionnantes 

en forages. Nous développons l'approche pour un dépôt sédimentaire hétérogène bidi

mensionnelle et l'appliquons à une étude de cas en imagerie biomédical homogène. Tel 

qu'attendu, les modèles de porosité réalisés reproduisent les structures de larges échelles 

du modèle synthétique ainsi que les textures de courtes échelles connues du modèle ana

logue. La méthode proposée est facile d'utilisation, flexible et efficace. Cette approche 

est néanmoins limitée par le modèle analogue, qui réduit l'existence de toutes textures 

de courtes échelles, à l'expression de son unique contenu. 

Mots clefs : Porosité des hydrofaciès; Morphométrie osseuse; Transformée 

d'ondelette; Modèle de texture paramétrique; Simulation séquentielle baye sienne 



Abstract 

We develop a novel conditionning approach to modelize heterogeneous hydrofacies 

and their intrinsic porosity. Our method consists to calibrate large-sc ale geophysical 

measurements as obtained from a petro-physical analogue model, using a parametric 

texture model. To do so, we simulate using Bayesian sequential approach wavelet ap

proximation coefficients of synthetic hydrofacies from joint probability density function 

between approximation coefficients of the analogue model images on one hand, and from 

spatial variability of the approximation coefficients of a geophysical synthetic model on 

the other hand. Simulated approximation coefficients are used to synthetize hydrofacies 

porosity textures taking into account borehole conditionning hard data. We develop 

the approach for a heterogeneous sedimentary deposit and apply it to a homogeneous 

biomedical case study. As expected, simulated porosity models reproduce large-scale 

structures of the synthetic geophysical model as weIl as small-scaie textures of the ana

logue porosity model. The proposed approach is easy to use, flexible, and efficient. This 

approach is however limited by the analogue model, which reduces the existence of aIl 

small-scaie textures, to the expression of its own content. 

Mots clefs : Hydrofacies porosity; Bone morphometry; Wavelet transform; 

Parametric texture model; Bayesian sequential simulation 
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Chapitre 1 

Introduction 

La terre nous en apprend plus long 

sur nous que tous les livres. 

Antoine de St-Exupéry 

Le sous-sol contient la majeure partie des ressources en eau potable dans le monde. 

Cependant, les développements industriels et civils soumettent les systèmes aquifères à 

d'énormes pressions. L'eau étant source de vie, il est primordial de s'assurer de la du

rabilité ainsi que de la qualité des ressources en eau potable. Pour ce faire, il apparait 

clairement nécessaire de caractériser adéquatement la dynamique de l'eau souterraine, 

donc la porosité de la matrice géologique à travers laquelle elle s'écoule. La construc

tion de modèles hydrogéologiques s'effectue usuellement des échelles les plus fines aux 

échelles les plus larges (Renard & Marsily, 1997). C'est à dire que les modèles hy

drostratigraphiques utilisés dans l'estimation des ressources hydriques sont construits 

à l'échelle régionale, à partir de l'information obtenue à l'échelle locale en forage (Cha

puis, 2007). Lorsque les milieux aquifères sont homogènes, il existe peu d'écart entre 

l'estimation moyenne de conductivité hydraulique et le réel essai de pompage; il en 

va tout autrement lorsque la granulométrie des hydrofaciès varie de façon hétérogène 

(Chilès & Delfiner, 1999, voir chap. 8, p. 593). 
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Chapitre 1. Introduction 

Tel que le préconise de plus en plus la communauté scientifique, il est beaucoup plus 

efficace de modéliser les différentes échelles d'un aquifère en optant pour une approche 

combinée qui tire profit des méthodes d'exploration géophysique (Robinson et al., 2008). 

Ces méthodes sont moins coûteuses que la mesure directe en forage et peuvent franchir 

de grandes distances entre les forages. Cependant, les mesures géophysiques nécessitent 

un étalonnage vers la variable principale d'intérêt, c'est à dire qu'elles ne mesurent par 

directement la porosité du sous-sol mais d'autres caractéristiques de celui-ci, comme par 

exemple sa résistivité électrique ou encore la vitesse de propagation l'onde radar (But

ler, 2005, voir chap. 3, p. 31). De plus, le support d'échelle de la mesure géophysique 

diffère généralement du support d'échelle de la variable principale, ce qui en pratique se 

traduit par une mesure géophysique continue à une résolution plus grossière que celle 

étudiée directement en forage (Marcotte, 2010, voir chap. 9). Ainsi, afin de caractériser 

adéquatement les contextes hydrostratigraphiques, il est d'intérêt d'être apte à modéli

ser simultanément plus d'une variables, qui peuvent toutes être rerésentées sur autant 

de supports d'échelle. 

Il existe différentes façon d'aborder la problématique multi-dimensionnelle et multi

échelle. Dans le cadre de ce projet de recherche, l'accent est porté sur l'approche pro

posée par Gloaguen et al. (2010), qui étalonne la mesure géophysique à l'aide d'un 

modèle conceptuel analogue. Ce dernier consiste en une série d'images géologiques et 

géophysiques représentatives du contexte étudié. Avec un tel modèle analogue, les au

teurs utilisent ensuite un outil de décomposition des images afin d'obtenir leur contenu 

spectral. Cet outil, la transformée d'ondelette, permet de visualiser les coefficients d'ap

proximation des bandes spectrales composant les images initiales et donc de comparer 

les images issues de supports différents sur un même support d'échelle. Ainsi, tel que le 

proposent Gloaguen et al. (2010), il est ultimement possible de reconstruire des images 

de porosité par transformation inverse des réalisations de coefficients d'approximation 

spectraux d'une image géologique. 
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Chapitre 1. Introduction 

Spécifiquement, dans le cadre de ce projet de recherche, les contextes hydrostrati

graphiques sont considérés tels des ensembles de textures visuelles; c'est à dire qu'à 

chaque unité hydrostratigraphique correspond une texture visuelle. L'outil mathéma

tique préconisé pour étudier les textures visuelles est celui développé par Portilla & 

Simoncelli (2000). Cet outil permet en outre d'obtenir les coefficients d'approximation 

spectraux ainsi qu'une série de contraintes statistiques permettant la reconstruction des 

textures visuelles à partir des coefficients d'approximation seuls. Pouvant être réversible 

et conditionnel aux valeurs de forage, cet outil possède un énorme potentiel et constitue 

la pièce maîtresse de l'approche proposée. 

De plus, la présente étude propose de simuler les coefficients d'approximation géolo

giques à l'aide d'une approche de simulation séquentielle bayesienne tel que développée 

dans le cadre des travaux de Doyen & Den Boar (1996). Cette approche tire son effica

cité d'une conjonction entre deux aspects complémentaires, d'une part des densités de 

probabilité croisées entre les coefficients d'approximation du modèle analogue et d'autre 

part de la variabilité spatiale des coefficients d'approximation du modèle géophysique 

synthétique. 

Finalement, l'outil présenté dans le cadre de ce projet est développé en réutilisant des 

images provenant d'études précédentes en hydrogéologie (Boisclair et al., 2008; Gloa

guen et al., 2010). Étant fonctionnel et comparable aux études antérieures, cet outil est 

ensuite testé avec une autre série d'images, cette fois-ci biomédicales (Vachon, 2010). 

Pour tous les cas d'étude présentés, les résultats obtenus sont validés à l'aide d'outils 

de diagnostique usuels. C'est à cette étape qu'il est possible de constater que le modèle 

développé dans le cadre de cette étude est efficace, flexible et peu coûteux en ressources 

informatique. 
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Chapitre 2 

Théorie 

La mathématique est la science du 

désordre, du flou et de 

l'approximation. 

Serge Bouchard 

Le présent chapitre est une revue de littérature permettant d'établir le cadre théo

rique de la présente étude. Ce compte rendu de lecture aborde ensuite la transformée 

d'ondelette, son historique, sa définition, ainsi que ses propriétés en une et en deux di

mensions. Les notions de pyramide de décomposition télescopique sont aussi détaillées. 

Cette seconde partie est pour l'essentiel tirée des travaux de Mallat (1989a,b). En troi

sième lieu, ce chapitre aborde la notion de texture visuelle paramétrique, telle que 

développée dans le cadre des travaux de Portilla & Simoncelli (2000). À l'intérieur 

de cette section sont abordées les notions d'ergodicité pratique, de champs aléatoires, 

d'échantillonnage par projection, de projection sur des surfaces de contraintes ainsi que 

de gradient de projection, en plus d'exposer le détail des contraintes statistiques qui 

constituent le modèle paramétrique de textures visuelles. Finalement, ce chapitre ren

ferme les objectifs de recherche du présent projet de thèse. 
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2.1 Revue de le ct ure 

La géostatistique est une branche des mathématiques qui a pour but de fournir une 

description quantitative des variables naturelles en tenant compte de la variabilité spa

tiale et/ou temporelle de l'échantillonnage, sur un domaine d'intérêt (Goovaerts, 1997; 

Chilès & Delfiner, 1999; Marcotte, 2010). La variable naturelle peut par exemple être la 

densité de fractures à l'intérieur d'une unité géologique perméable (Tavchandjian et al., 

1995), la saturation d'un aquifère (Lyon et al., 2006), les courants de température d'un 

cours d'eau (Guillemette et al., 2009), voire même la distribution de différentes espèces 

de la flore (Meng et al., 2009) et de la faune (Moura & Fernandes, 2009). 

La première étape d'une étude géostatistique consiste à modéliser la variabilité spa

tiale de la variable à reproduire à partir d'un échantillonnage connu, dont la population 

est usuellement peu dense comparativement à l'étendue du domaine d'intérêt. Les dis

tributions de valeurs d'une variable quelconque peuvent être continues, catégoriques 

ou booléennes (indicatrice de Bernouilli). De plus, ces distributions peuvent dépendre 

d'un ou plusieurs paramètres complémentaires simultanés, alors que leur échantillon

nage peut provenir de différents supports d'échelle. 

La seconde étape consiste à inférer la distribution de la valeur de la variable aléatoire 

ainsi que la distribution de son incertitude à l'ensemble du domaine spatial d'intérêt. 

Pour ce faire, il est possible d'opter pour une approche déterministe qui définisse un 

scénario optimal, ou une approche stochastique qui propose une série de scénarios équi

probables. La première approche postule que le modèle théorique ne peut fournir qu'une 

seule solution définie dont la barre d'erreur dépend des qualités de l'échantillonnage, 

alors que la seconde propose la définition de densités de probabilité relatives aux valeurs 

admises pour la variable aléatoire. Maintenant, bien que l'approche déterministe tente 
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de fournir un seul et unique modèle optimal de simulation sur lequel peut reposer une 

interprétation du domaine d'intérêt, cette approche ne permet pas de simuler les valeurs 

marginales moins probables des distributions statistiques. C'est pour répondre à cette 

négligence que les modèles probabilistes ont été développés. 

Qu'il s'agisse d'une variable catégorique ou continue il existe aujourd'hui une pano

plie de méthodes stochastiques qui peuvent être classées, suivant les travaux de Srivas

tava (1995), en six catégories; 

1. les méthodes séquentielles; 

2. les méthodes orientées objet; 

3. les méthodes d'estimation et de simulation de l'erreur simulations de fractales 

et bandes tournantes; 

4. les méthodes de recuit simulé; 

5. les méthodes de simulation de champ de probabilité; 

6. les méthodes par décomposition matricielle; 

Les prochains paragraphes exposent brièvement les différentes méthodes ci-haut 

mentionnées. Cet exposé se veut un survol des différentes méthodes et non un pré

cis de chacune de celle-ci. Il apparait néanmoins nécessaire de les présenter pmsque 

ces méthodes sont autant d'avenues possibles pour répondre aux objectifs de recherche 

proposés dans le cadre de ce projet de thèse. 

6 



Chapitre 2. Théorie 

Méthodes séquentielles 

Les méthodes séquentielles partagent une procédure commune qui se présente de 

façon suivante (Srivastava, 1995) ; 

1. Choix aléatoire d'un point sur un domaine dont la valeur est à simuler; 

2. Estimation de la fonction de densité de probabilité (F.D.P.) conditionnelle en ce 

point; 

3. Sélection aléatoire d'une valeur à l'intérieur de la F.D.P. ; 

4. Ajout de la valeur simulée à l'ensemble des données connues; 

5. Répétition des étapes 1 à 4 jusqu'à ce que tous les points aient été visités. 

Il existe une variété de d'approches séquentielles. La nuance entre les différentes pro

cédures existantes est dans la manière dont est générée la F.D.P. conditionnelle. Nous 

retenons par exemple, l'approche séquentielle gaussienne où la F.D.P est une distri

bution normale classique dont la moyenne et la variance sont évaluées par krigeage 

multi-gaussien (voir annexe A.8.1). Un autre exemple, l'approche séquentielle bayesien, 

exploité dans le cadre des travaux de Boisclair et al. (2008); Dubreuil Boisclair et al. 

(2011) tient compte de données complémentaires. Dans ce cas, la F.D.P. conditionnelle 

est construite en multipliant la F.D.P. gaussienne à celle générée par interpolation de 

la densité de probabilité entre les paramètres pétro-physiques en forage d'un modèle 

analogue (voir annexe A.8.2). 

Ainsi, l'approche séquentielle est une procédure très flexible puisqu'il est possible 

de générer une F.D.P. à l'aide de techniques variées. Cette méthode est conditionnelle 

puisqu'elle respecte les données brutes connues (p. ex. de forage). Finalement, cette ap

proche permet d'inclure des distributions complémentaires ce qui la rend très populaire. 
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Méthodes orientées objets 

Les méthodes orientées objet ont été conçues afin de simuler des patrons de. pixel 

plutôt que des pixels élémentaires. Ces patrons de pixels ont des formes représentatives 

de la réalité, ils doivent représenter une certaine proportion des domaines à modéliser 

alors que leur paramètres de forme (p. ex. leur grandeur, leur anisotropie, leur orienta

tion, etc) ont aussi une certaine distribution aléatoire. Les algorithmes les plus poussés 

incluent aussi des règles de positionnement, d'ordre d'apparition voire de recouvrement 

entre les lithofaciès. Une fois ces distributions de paramètres et ces règles de position

nement mises en place, les différentes méthodes orientées objet suivent essentiellement 

la procédure suivante; 

1. Création de lithofaciès d'arrière plan; 

2. Sélection aléatoire d'un point dans le domaine; 

3. Sélection aléatoire d'une forme, d'une grandeur, d'une anisotropie et d'une orien

tation; 

4. Validation de la sélection en fonction des informations de conditionnement ou des 

autres formes simulées. S'il n'existe pas de conflit, la forme est conservée, sinon, 

retour à l'étape précédente; 

5. Validation que les proportions globales des formes ont été atteintes. Retour à 

l'étape 2 dans le cas contraire. 

Pour le cas où des données brutes en forage doivent être imposées, elles le sont usuelle

ment en début d'algorithme alors qu'une attention particulière doit être prise afin qu'il 

n'existe aucun conflit à la simulation. Les différentes méthodes orientées objets diffèrent 

essentiellement sur la façon dont les conflits sont rejetés, redimensionnés ou déplacés. 
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Méthodes d'estimation et de simulation de l'erreur: simulations de 

fractales et bandes tournantes 

Les méthodes de simulations stochastiques de fractales et par bandes tournantes 

sont des méthodes qui en premier lieu estiment un modèle lissé et qui ensuite simulent 

l'erreur en ajoutant un bruit de fond. Les réalisations finales respectent les données 

brutes ainsi que les patrons de variabilité spatiale._ 

Pour la procédure par bandes tournantes (Marcotte, 2010), chaque valeur des'simu

lations non-conditionnelles est une moyenne pondérée de simulations unidimensionnelles 

(matrice directe ou séquentielle) produites sur un ensemble de bandes radiales. Chaque 

bandes est simulées indépendamment l'une de l'autre et chacune de celles-ci cherche 

à exprimer la covariance qui -est posée stationnaire. Pour chaque dimension spatiale 

d'intérêt, les bandes sont ensuite projetées par intégration. Cette méthode requiert peu 

de ressource informatique. Par contre, la complexité des opérations augmente avec la 

méthode de simulation unidimensionnelle choisie. Dans le cas où l'utilisateur opte pour 

la simulation séquentielle, il existe une compromis à faire entre la complexité des opé

rations et la continuité des structures de courtes échelles. 

Pour la procédure par fractales, chaque valeur des simulations non-conditionnelles 

est obtenue par moyenne pondérée d'un ensemble de fonctions sinsusoïdales et cosi

nusoïdales, alors que que ce sont les dimensions fractales qui décrivent la variabilité 

spatiale (Srivastava, 1995). Finalement, pour reproduire les données conditionnantes, 

ces deux méthodes doivent être conjuguées à un traitement de post-conditionnement 

(Marcotte, 2010, voir chap. 8), ce qui augmente la complexité des opérations. 
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< 

Méthodes de recuit simulé 

Les méthodes de recuit simulé travaille à partir de champs aléatoires qu'elles com

parent à une fonction objectif. Cette dernière est ensuite optimisée par mutation du 

champ initial. La procédure algorithmique est usuellement construite de la manière sui

vante (Marcotte, 2010, voir chap. 8) ; 

1. Tirage aléatoire simultané de tous les points à simuler sur le domaine à partir 

d'un histogramme de référence ; 

2. Imposition des données conditionnantes ; 

3. Évaluation de la fonction objectif; 

4. Tirage aléatoire d'un point sur le domaine, si le point est une donnée de condition

nement, l'étape est réitérée, sinon, tirage aléatoire d'une valeur de la distribution 

cible en remplacement et ré-évaluation de la fonction objectif; 

5. Pour le cas où l'évaluation de la fonction objectif diminue, on conserve la nouvelle 

valeur simulée. Dans le cas contraire, la valeur simulée est conservée et une pro-

babilité lui est accordée. Cette probabilité est réduite avec le nombre d'itération 

afin de prévenir en début de processus que le système ne se positionne en une 

solution locale. 

6. Évaluation de la convergeance de la fonction objectif. Dans le cas où la conver

geance désirée est atteinte, la séquence de simulation est stoppée. Dans le cas 

contraire, la séquence continue. 

Ces méthodes heuristiques sont très flexibles. Elles permettent de rendre compte des 

données conditionnant es alors que la fonction objectif peut être définie de façon à ré

pondre à des problématiques très particulières. Les methodes se différencient notamment 

sur la manière de modifier les valeurs des pixels à chaque itération (Srivastava, 1995). 
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Méthodes de simulation de champ de probabilité 

Les méthodes de simulation par champ de probabilité sont une variante des mé

thodes séquentielles (Chilès & Delfiner, 1999, voir chap. 7, § 7.3.3, p. 471). Tel que 

précédemment mentionné, les méthodes séquentielles tire aléatoirement une valeur à 

l'intérieur d'une F.D.P. et l'impose telle qu'une donnée conditionnante pour les étapes 

subséquentes. Les méthodes de simulations de champ de probabilité quant à elles réuti

lisent à chaque séquence la F.D.P. originale émanant des données conditionnantes réelles 

et afin d'éviter une trop grande variabilité spatiale de courte échelle (ce qui advient 

lorsque la simulation séquentielle ne considère plus les nouvelles données simulées), ces 

méthodes tirent aléatoirement un percentile de probabilité, qui lui correspond à une 

valeur dans la F.D.P. originale. 

Méthodes par décomposition matricielle 

La décomposition matricielle directe (ou décomposition de Cholesky) est une mé

thode de simulation qui décompose la matrice de covariance en produit de matrice tri

angulaire inférieure et supérieure, d'où le surnom de simulation « LU » (lower-upper). 

Cette méthode peut être conditionnelle, est efficace et rapide, mais coûteuse en res

source informatique (Goovaerts, 1997, voir chap. 8, p. 390). 

De toutes ces méthodes stochastiques, la méthode séquentielle bayesienne semble 

être la plus robuste pour répondre aux objectifs de recherche du présent projet de thèse. 

En effet, elle permet de respecter la covariance spatiale des coefficients d'approximation 

de l'image géophysique, en plus de respecter les liens entre coefficients d'approximation 

des images du modèle analogue sous sa forme bayesienne. Finalement, elle consomme 

peu de ressources informatique et est facilement codée. 
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2.2 Modèle analogue 

Le modèle analogue est un outil servant à étalonner une réponse géophysique à une 

réalité géologique. L'idée provient de Doyen (1988) qui utilise un modèle analogue dans 

le cadre de ses travaux sur les réservoirs pétroliers afin de modéliser les dépendances 

entre les supports d'échelle d'un attribut sismique ainsi que leur attribut géologique 

correspondant. 

Le modèle analogue décrit géométriquement d'une part les patrons de faciès qui 

doivent apparaître à l'intérieur d'un contexte géologique d'intérêt et d'autre part la 

représentation géophysique correspondante à ce contexte géologique. C'est à dire que le 

modèle analogue est une série d'images superposées qui donnent un aperçu conceptuel 

de la zone de recherche. 

Dans le cadre de cette étude, l'objectif est de modéliser un lien mathématique entre 

les images du modèle analogue pour le reproduire à d'autres cas synthétiques dans un 

même contexte. Le modèle analogue choisi est le même que celui utilisé par Boisclair 

et al. (2008); Gloaguen et al. (2010); Dubreuil Boisclair et al. (2011). Ce modèle est 

décrit à la section 3.1.1 de ce document. Pour ce qui est de l'imagerie biomédicale, la 

seconde étude de cas considérée dans le cadre de cette étude, le modèle analogue choisi 

est contenu à l'intérieur de la même tranche osseuse que le modèle synthétique (voir 

3.1.2). 
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2.3 La transformée d'ondelette 

La présente section est un survol de la collection d'articles fondamentaux sur la 

transformée d'ondelettes tirés de Walnut (2006). En premier lieu, l'historique de la 

transformée d'ondelette ainsi que sa définition mathématique sont abordés. Ensuite, les 

propriétés de la transformée d'ondelette continue et discrète sont exposées. Finalement, 

la transformée d'ondelette discrète en une et en deux dimensions est présentée ainsi que 

les concepts de base linéaire et de pyramide télescopique. 

2.3.1 Historique 

Le développement mathématique qui définit la transformée d'ondelette a pour ori

gine l'étude de la convergence des séries infinies, au début du XXe siècle (Haar, 1910), 

mais ce n'est qu'au cours des 30 dernières années que la transformée d'ondelette connait 

de nombreuses avancées dans plusieurs domaines scientifiques, notamment en physique 

quantique (Aslaken & Klauder, 1969; Grossmann & Morlet, 1984) ; en encodage du lan

gage (Crochiere et al., 1976) ; en géophysique (Morlet et al., 1982), en imagerie médicale 

(Moss et al., 2005; Krug et al., 2007), en imagerie dynamique (Cui & Zheng, 2007), et en 

géostatistique (Gloaguen & Dimitrakopoulos, 2009; Bosch et al., 2009; Gloaguen et al., 

2010). 

En géosciences, Morlet et al. (1982) utilise la transformée d'ondelettes pour rehaus

ser la résolution de données de sismiques réflexion. En effet, avec l'idée d'améliorer le 

modèle de transformée de Fourier par fenêtre glissante (voir annexe B), Morlet pro

pose de remplacer le concept « une fenêtre fixe et un nombre variable d'oscillations » 

par le concept « un nombre fixe d'oscillations et une largeur de fenêtre d'intégration 
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variable ». Afin de s'expliquer la réussite du nouveau modèle Grossmann & Morlet 

(1984); Grossmann et al. (1986) élaborent une interprétation se basant sur la théorie 

des groupes. Leur conclusion; le modèle de Morlet est la projection d'un signal sur une 

famille de fonctions qui sont toutes la dilatation ou la translation d'une même fonction 

d'oscillation initiale. 

C'est avec les travaux de Daubechies (1988) et Mallat (1989a,b) que la transfomée 

d'ondelette prendra la forme qu'on lui connait aujourd'hui. En premier lieu Daubechies 

(1988); "Mallat (1989a) développent les filtres mathémati"ques de décomposition ainsi que 

la pyramide de décomposition à l'intérieur de laquelle ces filtres s'emboîtent. Ensuite de 

toutes les applications découlant du précédent formalisme, nous retenons les travaux de 

Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995) qui définissent une base linéaire 

invariante sous translation et sous rotation. Par la suite, Portilla & Simoncelli (2000). 

développent une extension de la base linéaire dans le plan complexe afin de récupérer 

l'information sur la phase des signaux, ainsi qu'un cadre d'analyse par projections des 

Images. 

Au cours des mêmes années, la communauté géostatisticienne cherche à analyser les 

textures complexes qui composent les modèles géologiques, et ce à partir du contenu 

spectral des images d'entraînement (Chilès & Delfiner, 1999, voir chap. 7, § 7.5.4, p. 

504). L'objectif avoué est de modéliser une variable d'intérêt à la résolution de l'échan

tillonnage en forage, et de reproduire cet attribut sur un domaine régional. Flandrin 

(1992); Zeldin & Spanos (1995) s'inspirent du mouvement aléatoire brownien, Crouse 

et al. (1996, 1998) utilisent un arbre d'identification par voisinage de pixels, et Demya

nov et al. (2001); Bosch et al. (2009); Gloaguen et al. (2010) conjuguent les ondelettes 

aux statistiques bi-points. 
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2.3.2 Notation 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b) 

et présente la notation utilisée pour décrire la transformée d'ondelette. 

Soit Z et R l'ensemble des entiers et des nombres réels, respectivement. J:,2(R) est 

un espace vectoriel qui inclut toutes fonctions unidimensionnelle l f (x), mesurables, 

bornées et intégrables au carré, étant défini comme le résultat de l'intégrale suivante, 

soit la norme de f(x), 

Ilf(x)112 = f-+: If(x)12 dx < +Cû. (2.1) 

Pour f(x) et g(x) E J:,2(R), le produit scalaire s'écrit, 

f
+OO 

(g(x), f(x) = -00 g(x)j*(x) dx, (2.2) 

où 1* (x) est le conjugué complexe de f (x) 2. Nous écrivons la convolution entre deux 

fonctions f(x), g(x) E J:,2(R) tel qu'une translation de produit en u, 

f * g(x) = f-+: f(u)g(x - u) du. (2.3) 

La transformée de Fourier de f (x), notée j (w ), est définie par, 

f
+OO 

j(w) = -00 f(x)e- iwX dx, (2.4) 

où west la fréquence angulaire, variable indépendante dans le domaine de Fourier. La 

transformée de Fourier mesure les structures d'un signal dans le domaine des fréquences, 

mais cette information n'est pas spatialement localisée. En effet, la transformée de 

Fourier est définie par une intégrale qui couvre tout le domaine spatial (c.-à-d., x = 

1. L'extension à une deuxième dimension est présentée à la section 2.3.6. 

2. Pour f(x) ER, If(x)lZ = f(X)2. 

15 



Chapitre 2. Théorie 

-ro, ... , +ro). La dilatation d'une fonction f(x) E .c2(R) par un facteur s s'écrit; 

fs(x) = ylSf(sx). (2.5) 

On écrit finalement la réflexion de f (x) autour de l'origine, 

J(x) = f( -x). (2.6) 

2.3.3 Définition 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b) 

et présente la définition mathématique de la transformée d'ondelette. 

Ces travaux sont établis sur la base qu'il existe une fonction d'onde discrète 'ljJ(x) 

telle que (vf2.1'ljJ(2j(x-2-jv)))(j,V)EZ2 est une base orthonormée 3 de .c2(R). Ici, j indique 

l'échelle et v indique la translation. La transformée d'ondelette est définie comme étant 

la décomposition d'un signal en une famille de fonctions, telle que la translation et la 

dilatation d'une fonction d'onde mère unique 'ljJ(x). La famille d'ondelettes correspon

dante est donnée par (y's'ljJ(s(x - u)))(S,U)ER2 où s est un facteur d'échelle (s = 2j ), où 

u est une translation (u = 2- j v) et où la transformée d'ondelette d'une fonction f(x) 

incluse dans un espace vectoriel .c2(R) est définie par, 

f
+OO 

W{f(s,u)} = -00 f(x)yIS'ljJ(s(x - u))dx. (2.7) 

La dilatation de 'ljJ(x) par un facteur s s'écrit, 

'ljJs(x) = yIS'ljJ(sx). (2.8) 

16 



Chapitre 2. Théorie 

La transformée d'ondelette peut s'écrire comme un produit scalaire dans L 2 (R) tel que, 

W{J(s,u)} = <f(x),1jJs(x - u), (2.9) 

ce qui correspond à la décomposition de f(x) à partir de la famille de fonctions (1jJs(x

u))(S,U)ER2. La fonction 1jJs(x) est du même type que la fonction 1jJ(x) , mais est construite 

sur un support s fois plus petit. Dans ce qui suit, nous posons que l'ondelette 1jJ(x) et 

que le signal f(x) possèdent des valeurs réelles. Pour reconstruire f(x) à partir de sa 

transformée d'ondelette, la transformée de Fourier (j;s(w) de 1jJs(x) doit satisfaire la 

relation suivante, 

fOO .!-I (j;--,-( w--,-)--,---1

2 

dw < + 00 . 

o w 
(2.10) 

Cette condition implique que (j;(0) = 0 et que (j;(w) est suffisamment petit dans le 

voisinage de w = O. La fonction 1jJ(x) peut être interprétée comme la résultante d'une 

onde soumise à un filtre passe-bande. Pour la normalisation, nous posons que l'énergie 

de 1jJ(x) égale 1. Pour 0s(x) = 1jJs( -x), soit une fonction d'onde symétrique, nous 

écrivons la transformée d'ondelette en un point u, à une échelle s, telle qu'un produit 

de convolution avec (j;s(x); 

W{J(s, u)} = f * 0s(u). (2.11) 

C'est pourquoi la transformée d'ondelette est interprétée comme un filtre de f(x) avec 

une bande passante correspondante à 0s(x). Ainsi, de l'éq. (2.8) est obtenue la trans

formée de Fourier de 1jJs(w), de sorte que, 

(2.12) 

En opposition à la transformée de Fourier de résolution spatiale fixe, la résolution de la 

transformée d'ondelette varie avec le paramètre d'échelle s. Dans le cas où 1jJ(x) est une 

fonction réelle, sa transformée de Fourier est aussi symétrique, soit; I{j;(w) 1 = I{j;( -w)l. 

La largeur de bande du filtre (j;(w) est centrée en Wo et la racine des carrés moyens 

(R.C.M.) (J~ de la bande passante autour de Wo s'écrit, 
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O"~ = L+oo 

(w - wo)21~(w)12 dw. (2.13) 

La R.C.M. de la plage spectrale est SO"w. Sur une échelle logarithmique, la R.C.M. est 

la même pour tout SE R+. Ainsi, une transformée d'ondelette décompose le signal sur 

une échelle logarithmique, en un ensemble de bandes de fréquences ayant une dimen

sion constante. La figure 2.1 présente les fenêtres glissante de la transformée d'ondelette 

dans le domaine de Fourier. 

Représentation de l'espace de phase 

W 8 2S,(Jw X 2(Ju/S, 

8 I W a 8 
~ 

20"w X 20"u 

Wo [!J 
r- 2820"w x 20"u/82 

82W o • • 1 

o u 

FIGURE 2.1- Représentation de la résolution de la transformée d'ondelette dans l'espace 

de phase de Fourier. L'axe vertical donne la fréquence w alors que l'axe horizontal 

présente la position spatiale u. La forme de la cellule de résolution d'ondelette dépend 

de l'échelle. Quand l'échelle augmente, la résolution augmente dans le domaine spatial 

et décroît dans le domaine des fréquences. Pour chaque résolution, la surface est la 

même. Inspiré de Mallat (1989b). 
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2.3.4 Propriétés 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b) 

et présente les propriétés de la transformée d'ondelette. 

Grossmann & Morlet (1984) ont démontré que la transformée d'ondelette est une 

isométrie (à un coefficient de proportionnalité près), c'est à dire que l'énergie est tota

lement conservée lors de la transformée d'ondelette qui transpose le signal initial d'un 

espace vectoriel .c2 (R) vers un autre espace vectoriel .c2 (R+ x R). Soit la norme de la 

transformée d'ondelette, 

f_+: L+
00

IW{J(s,u)}1
2 

ds du = C1jJ f_+: If(x)12 dx, (2.14) 

où la constante C1jJ est définie telle que, 

i+
OO 1~(sw)12 i+oo 1~(w)12 

C1jJ = ds = dw < +00. 
o s 0 w 

(2.15) 

L'équation (2.15) est prouvée par la relation de Parseval et l'éq.(2.7). La relation de 

Parseval s'écrit (Arfken & Weber, 2001, voir chap. 15, § 15.5, p. 925), 

f
+OO f+oo 

-00 j(w)g*(w)dw = -00 f(x)g*(x) dx. (2.16) 

Ainsi si f (x) = g( x), la relation de Parseval devient une opération de normalisation qui 

garantit que les fonctions f(x) et j(w) E .c2 sont normalisées à l'unité. C'est maintenant 

qu'il est possible d'écrire la reconstruction de f(x) à partir de W{J(s, u)}, soit, 

1 f+OO i+oo 
f(x) = c W{J(s, U)}'l/!s(X - u) ds du. 

1jJ -00 0 
(2.17) 

La transfomée d'ondelette est redondante, c'est à dire que la valeur de W{J(s', u')}, 

dépend des valeurs de W{J(s, u)} pour s =f. s'et u =f. u'. En insérant l'éq. (2.17) dans la 
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définition de l'éq. (2.7), il est possible de démontrer que la fonction W{J(s, u)} reproduit 

l'équation du noyau (Grassmann et al., 1986), soit 'II(s', u') E (R+ x R), 

où, 

f
+OO i+oo 

W{J(s', u')} = -00 0 W{J(s, u) }K(s, s', u, u') ds du, 

K(s, s', u, u') = ~ f+oo 'ljJs(x - U)'ljJS/(X - u') dx. 
1/J -00 

(2.18) 

(2.19) 

K(s, s', u, u') est appelé un « noyau redondant ». Il exprime la redondance entre 

W{J(s, u)} et W{J(s', u')} pour toutes paires de points (s, u) et (s', u'). L'éq. (2.18) 

montre qu'a priori, n'importe quelle fonction F(s, u) E .c2(R+ x R) qui n'est pas fonc

tion d'ondelette j(x) E .c2R, peut être construite telle que F(s,u) = W{J(s,u)}, si et 

seulement si, 'II(s', u') E (n+ x R), 

f+OO i+oo 
F(s', u') = F(s, u)K(s, s', u, u') ds du. 

-00 0 

(2.20) 

L' éq. (2.17) devient alors, 

1 f+oo i+oo 
j(x) = C F(s, u)'ljJs(x - u) dx du. 

1/J -00 0 
(2.21) 

L'équation du noyau redondant est une caractéristique importante de la transformée 

d'ondelette que nous réutiliserons plus bas, dans le cas bi-dimensionnel. 
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2.3.5 Transformée d'ondelette discrète 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a, b ) 

et présente la transformée d'ondelette sous sa forme discrète. 

La transformée d'ondelette discrète (T.O.D.) est un échantillonnage à la fois du pa

ramètre d'échelle s et du paramètre de translation u (voir fig. 2.1). La fonction d'échan

tillonnage des paramètres est de type exponentiel. Une première séquence d'échelle est 

(aj)jEZ, où a est une dilatation élémentaire. Tel que montré à l'éq. (2.11), la transfor

mée d'ondelette peut s'écrire, 

(2.22) 

Pour chaque échelle a j , la fonction d'ondelette symétrique 'ljJa j (x) possède une trans

formée de Fourier centrée en a j Wo avec une largeur de bande passante équivalente à la 

R.C.M. ajaw . L'éq. (2.22) peut donc être interprétée comme une décomposition de f(x) 

dans un ensemble de canaux spectraux centrés en ajwo. 

Afin de caractériser le signal décomposé dans chaque canal, il est nécessaire de 

les échantillonner uniformément à un taux proportionnel à aj
. Soit nf3 / aj

, le taux 

d'échantillonnage à l'échelle a j . La transformée d'ondelette discrète s'écrit, 

{ ( . n(3)} f+oo (nf3 ) - (nf3 ) Wd{f(j,n)} = W f aJ, a j = -00 f(x)'ljJa j X - a j dx = f * 'ljJaj a j . (2.23) 

Il n'est pas possible d'interpréter les propriétés de cette transformation en utilisant 

le critère de Nyquist (voir annexe B.2) puisque la transformée de Fourier de 'IjJ(x) n'a 

pas de support compact, c'est à dire que les bandes passantes ne sont pas strictement 

bornées. Daubechies (1988) propose une méthode se rapprochant de celle employée 
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pour la transformée de Fourier par fenêtre glissante (voir annexe B) et nous retenons 

des propriétés du cas discret, que pour reconstruire une fonction f(x) à partir de la 

T.O.D. (Wd{f(j, n)} )(n,j)EZ2, l'opérateur suivant, 

(2.24) 

doit posséder un opérateur inverse sur son intervalle, en plus de posséder une portée 

à laquelle correspond une portée inverse dont les bornes sont spatialement définies. La 

T.O.D. s'écrit, 

W {f (j, n)} = < f ( x ), 1P a j (x - r;::) ), (2.25) 

et les propriétés de l'opérateur Wd dépendent de la famille de fonction (1Pa j (x-(nf3 laj)) )(n,j)EZ2. 

Une classe importante de T.O.D. existe pour le cas où a = 2 et où f3 = 1, ce qui cor

respond à une base orthonormée d'ondelettes. Soit une ondelette 1P(x) E L2(1?), telle 

que (1P2 j (X- (nf312j)))(n,j)EZ2 est une base orthonormée de L2(1?). Ces ondelettes repré

sentent une séquence d'échelle dyadiques (2 j )jEZ et ont la propriété d'être orthogonales. 

Finalement, la reconstruction du signal s'écrit, 

f(x) = ~ ~ <J(u), 1P2j (U - 2-jn)1P2j (X - 2-jn). (2.26) 
jEZnEZ 
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2.3.6 Extension bi-dimensionnelle 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b) 

et présente la transformée d'ondelette en deux dimensions (2D). 

Soit w(x, y) E J:2(n2) une fonction d'onde 2D dont la transformée de Fourier 

W(wx , Wy) satisfait la relation suivante, V (wx , Wy) E n 2 ; 

(2.27) 

C'est à dire que l'intégrale donne une constante Cq, définie pour tous les couples de 

points (wx , Wy) E n2. La fonction w(x, y) peut être interprétée comme la réponse d'un 

filtre passe-bande qui n'a pas d'orientation spatiale préférentielle. La transfomée d'on

delette d'une fonction f(x, y), à l'échelle s, en un point (u, v), est donc définie par, 

f
+OO f+oo W{ f(s, (u, v))} = -00 -00 f(x, y)sw (s(x - u), s(y - v)) dx dy. (2.28) 

Soit ws(x, y) = sw(sx, sy) et ~s(x, y) = ws( -x, -y). La transformée d'ondelette de 

f(x, y) à l'échelle s au point (u, v) peut être réécrite comme le produit de convolution, 

W{f(s, (u, v))} = f * ~s(u, v). (2.29) 

La transformée peut être interprétée comme un filtre passe-bande 2D sans orienta

tion particulière. La conservation de l'énergie s'écrit, 

f
+OO f+oo [+00 2 f+OO f+oo 

-00 -00 Jo [W{f(s, (u,v))}[ s ds du dv = Cq, -00 -00 If(x,y)1
2 

dx dy. (2.30) 

Ce qui est démontré par la relation de Parseval (éq. (2.16)). On reconstruit la fonction 

f(x, y) avec une extension de l'éq. (2.17), soit, 
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1 f+oo f+oo i+oo 

f(x) = C7jJ -00 -00 0 W{f(s, (u,v)) }Ws(X - u,y - v)s ds du dv. (2.31 ) 

En 2D, la transformée d'ondelette satisfait aussi l'équation du noyau redondant (voir 

éq. (2.18)). Pour des applications en reconnaissance des images, il est souvent néces

saire d'avoir une décomposition qui différencie les orientations locales des événements 

de l'image. Nous posons N fonctions d'ondelette wi(x, y), pour i = 1, ... , N, dont la 

transformée de Fourier ~i(wx, wy ) satisfait la relation, 

N 

2: I~i(wx, W y )12 = I~(wx, W y )12. (2.32) 
i=l 

La figure 2.2 montre un exemple décomposition de ~(wx, wy ) en différentes fonc

tions d'ondelettes ~i(wx, wy ). Chaque fonction wi(x, y) peut être vue comme la réponse 

d'un filtre passe-bande ayant une orientation particulière. La transformée d'ondelette 

de l'orientation i est définie par, 

(2.33) 

De même, soit w~(x, y) = sw(sx, sy) et ~~(x, y) = w~( -x, -y). La transformée 

d'ondelette de f(x, y) à l'échelle s au point (u, v), d'orientation i, peut être réécrite, 

Wi
{ f(s, (u, v))} = f * ~~(u, v). (2.34) 

De la même manière qu'à l'éq. (2.14), la transformation est une isométrie lors de la 

transformation de .c2(R2) vers .c2(R+ x R2) et s'écrit, 

N f+oo f+oo i+OO 
2 f+OO f+OO t; -00 -00 0 IW{f(s, (u,v))}1 ds du dv = CIT! -00 -00 If(x,y)1

2 
dx dy. (2.35) 
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Nous reconstruisons finalement une fonction f(x, y) à partir de toutes les orientations 

qui la composent, 

1 N f+oo f+oo i+oo 
f(x,Y)=c,I1~ -00 -00 0 Wi{f(s,(u,v))}.W~(x-u,y-v)dsdudv. (2.36) 

La figure 2.2 présente la représentation des filtres de décomposition dans le domaine 

spectral en 2D. 

Schéma de décomposition de la transformée d'ondelette 2D 

FIGURE 2.2 - Exemple de décomposition dans le domaine spectral du support de 

~(wx, Wy) en quatre ondelettes (Wi(wx, Wy), i = 1, ... ,4) à différentes orientations. Ins

piré de Mallat (1989b). 
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2.3.7 Base linéaire 

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b); 

Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995); Portilla & Simoncelli (2000) et 

aborde le concept de base linéaire. 

Dans le cadre des travaux de Mallat (1989a) et de Gloaguen et al. (2010), la base 

linéaire est dyadique et ses fonctions d'ondelette sont données par l'ondelette de Haar, 

1, si 0 < x < ~, 

1jJ(x) = -1, si ~ ~ x < 1, (2.37) 

0, autrement. 

Cette base linéaire a été testée sur différentes images, non sans succès certes, mais 

toutefois en générant des artéfacts dûs au repliement de fréquence (Mallat, 1989a; Gloa

guen et al., 2010). Mallat conclue en outre que pour palier à ce problème, il est possible 

d'augmenter le taux d'échantillonnage du signal d'entrée au-delà de (2 j
), ce qui devrait 

avoir pour effet d'augmenter la redondance de l'opération et ne pourrait réellement 

rendre la transformation invariante sous translation. Mallat propose aussi de définir 

une représentation basée sur une échantillonnage adaptatif de la transformée d'onde

lette, ce qui donne à l'opération mathématique la possibilité de se déplacer en suivant 

un signal fixe. 

Bien qu'il existe une panoplie de bases orthonormées pouvant définir des ondelettes 

discrètes, nous utilisons dans le cadre de cette étude une base linéaire développée par 

Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995); Portilla & Simoncelli (2000). 
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Cette base linéaire inclut des filtres analytiques complexes, c'est à dire que les parties 

réelles et imaginaires sont liées à un couple de filtres symétriques et anti-symétriques. 

Ces filtres mesurent la phase locale ainsi que d'énergie dans le processus de traitement 

des textures. Retenons que ces filtres sont polaires et séparables dans le domaine de 

Fourier 4, et que contrairement à la base linéaire de Haar, le sous-échantillonnage de 

Simoncelli ne produit aucun artéfact de repliement de fréquences. Les filtres sont écrits 

tels que, 

2 cos (~log2 ('!;)) , 

L(r) = 2, (2.38) 

0, 

et que, 

(2.39) 

où les j E [0, J -1] sont les J échelles de décomposition et où r et e sont les coordonnées 

polaires de la fréquence. Le partie radiale H Cr) ainsi que la partie angulaire G k (e) de 

Bk(r, e) sont respectivement, 

cos (~log2 (~)) , 

H(r) = 1, (2.40) 

0, 

4. C'est à dire qu'ils sont écrits sous la forme reiO dans le plan complexe (ici, i 2 = -1) et qu'ils sont 

le produit de fonctions qui dépendent et du module r, et de l'angle B. 
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et, 

0, autrement. 

2.3.8 Pyramide télescopique 

Cette section est tirée des travaux de Portilla & Simoncelli (2000) et présente la 

pyramide télescopique de décomposition. 

La décomposition d'une figure peut s'effectuer de manière récursive afin d'extraire 

l'information sur plusieurs échelles. La figure 2.3 présente la procédure récursive de 

décomposition (à gauche) et de recomposition (à droite). Cette ·procédure est initialisée 

en séparant l'image d'entrée en deux portions de hautes et de basses fréquences à l'aide 

filtres suivants, 

Lo(r) = ~L (~) , (2.42) 

Ho(r) = H (~) . (2.43) 

L'octave Lo est ensuite décomposée en sous-bandes orientées (B j , j = 0, ... , J -1) et Lo 

est traduite à l'octave d'en-dessous (2 1) (fig. 2.3). La séquence incluse dans l'encadré 

peut de cette manière être reproduite (à l'intérieur du point noir au bas de la figure) 

autant de fois que les dimensions de l'image le permettent. L'opération de reconstruc

tion (partie de droite de l'image) est la transformation inverse. La figure 2.4 présente le 

schéma de décomposition en trois échelles sur trois orientations dans le domaine spatial 

2D. 
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Pyramide télescopique 

-r-- Ho( -w) Ho(w) 

-------------------
1 

Lo( -w) Bo( -w) Bo(w) 1 Lo(w) r-...... 
1 
1 

- B2( -W) B2(W) r-- 1 
1 

• 1 

- BJ-1(-w) BJ-1(w) 1--

- (2 -t) (2 t) t--

FIGURE 2.3 - Pyramide extensible de décomposition. De gauche à droite, la pyramide 

extensible de décomposition filtre une image en coefficients de haute et de basse fré

quence, respectivement Lü et Hü. L'octave Lü est ensuite décomposée en sous-bandes 

orientées (Ej , j = 0, ... , J -1). Lü est traduite à l'octave d'en-dessous (2 t). La séquence 

incluse dans la zone délimitée par l'encadré, est reproduite à l'intérieur du point noir 

au bas de la figure. La partie de droite de l'image détaille la recomposition. L'opération 

inverse fournit une simulation de texture à la sortie (-) de même résolution que celle 

à l'entrée. Inspiré de Portilla & Simoncelli (2000). 
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Schéma de décomposition par transfonnée d'ondelette 

Fréquence 
• 

A3 H3 

H 2 

V3 D3 

". Hl 

11) V2 ·.D2 
u 
:::::: 
11) 
;::i ··ffi 0"' . . 

'11) 

~ 

\. 
VI Dl 

FIGURE 2.4 - Représentation de la transformée d'ondelette discrète sur trois échelles. La 

décomposition s'effectue de l'échelle la plus haute (j = 1) vers la plus basse (j = 3). Les 

pixels sont nommés coefficients parce qu'ils résultent d'une opération mathématique. 

Les coefficients Aj, Dj, Hj et Vi sont ceux d'approximation, diagonaux, horizontaux et 

verticaux, respectivement. Inspiré de Gloaguen et al. (2010); Mallat (1989b). 

30 



Chapitre 2. Théorie 

2.4 Modèle paramétrique de textures visuelles 

La présente section est tirée des travaux de Portilla & Simoncelli (2000) et présente le 

modèle de texture paramétrique. Cette section aborde les notions d'ergodicité pratique, 

de génération de champs aléatoires, d'échantillonnage par projection et de gradient de 

projection ainsi que de contraintes d'évaluation des textures visuelles. Finalement, les 

notions de projections séquentielles, de convergeance et d'efficacité sont présentées à la 

fin de cette section. 

2.4.1 Historique 

On accorde la paternité de l'étude des textures visuelles à Julesz (1962). On lui doit 

notamment l'établissement d'une description des textures en utilisant des champs aléa

toires homogènes (stationnaires), avec pour objectif de déterminer un nombre minimal, 

de mesures statistiques afin de différencier visuellement les modèles de textures. Julesz 

a tenté de prouver que les statistiques d'ordre 2 sont insuffisantes pour différencier toute 

texture. Depuis 1980, deux développements majeurs ont été faits pour améliorer la ca

ractérisation statistique des images, soient les chaînes de Markov ainsi que l'utilisation 

de noyaux linéaires orientés sur de multiples échelles (p. ex., Crouse et al., 1998). Ce 

qui rend particulière chacune des images que nous voyons, ce sont les multiples tex

tures que ces images peuvent contenir; l'ensemble des textures possibles est infini. La 

modélisation statistique est logiquement le point de départ pour caractériser les classes 

d'images que nous appelons « textures visuelles » puisque ces classes d'image consistent 

en la répétition d'éléments visuels sujets à des variations aléatoires tant au niveau de 

leur positionnement, de leur dimension, de leur orientation que de leur contraste ou de 

leur couleur. 
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2.4.2 Vue d'ensemble 

L'idée première de Portilla & Simoncelli (2000) est d'obtenir une description sta

tistique qui correspond à la perception visuelle biologique humaine des textures vi

suelles d'images. Le point de départ « naturel » est de définir une texture comme 

étant un champ aléatoire, homogène, réel et bi-dimensionnel (C.A.) X(n, m), sur une 

bande physique finie (n, m) E Z2. L'hypothèse est qu'il existe un ensemble de fonctions 

{<Pk(X), k = 1 ... N} tel que tous les k échantillons tirés de. n'importe quel de deux 

C.A. d'espérance égale dans l'ensemble défini, sont visuellement indiscernables lorsque 

soumis à des conditions strictes de comparaisons. Mathématiquement, 

(2.44) 
V k =? échantillons de X et Y 

sont visuellement équivalents. 

où t' {.} indique l'espérance, soit la valeur attendue sur le C.A. d'intérêt. Nous référons 

à cet ensemble de fonctions comme étant un ensemble de fonctions de contraintes. 

L'hypothèse stipule que la perception humaine est l'ultime critère d'équivalence de 

texture et postule l'existence d'un ensemble de mesures statistiques qui ont la capa

cité de représenter cette équivalence. Cet hypothèse implique aussi que cet ensemble de 

mesures statistiques fournit une paramétrisation nécessaire et suffisante de l'espace des 

textures visuelles. 
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2.4.3 Ergodicité pratique 

La définition d'une équivalence de la perception humaine reste un concept assez 

vague et dépend ultimement des critères avec lesquelles les comparaisons sont faites. De 

plus, la notion de perception est établie en terme d'une image individuelle, alors que le 

pendant mathématique est établi en termes probabilistes abstraits. Ainsi, pour récon

cilier ces deux aspects, il est nécessaire d'assumer qu'un nombre raisonable de mesures 

statistiques peuvent être faites sur une image unique et finie. La définition d'ergodicité 

tirée de Portilla & Simoncelli (2000) se veut « pratique » au sens où elle est contrainte 

à deux dimensions spatiales finies et où l'espace est orthonormé par un ensemble de 

contraintes dont la définition est obtenue de visu. 

Un champ aléatoire homogène X possède la propriété d'ergodicité pratique en fonc

tion de cp, avec une tolérance admise lé et une probabilité p, si et seulement si la moyenne 

spatiale de cp prise sur un échantillon x(n, m) tiré de l'image X est une bonne approxi

mation de l'espérance de cp, avec une forte probabilité: 

Px (Icp(x(n,m)) - E{cp(X)} 1 < E) ~ p, (2.45) 

où -;j; indique la moyenne sur toutes les translations de l'image: 

1 
cp(x(n, m) - ILl 2: cp(x(ln + UJN, lm + VJM )). 

(u,v)EL 

(2.46) 

Le couple (N, M) indique les dimensions d'une image finie et l·JN,M indique que l'opé-

ration est effectuée en tenant compte du module, soit le nombre entier de pixels qui 

forment l'images de [N x M]. Pour une texture donnée, il existe un compromis entre 

la dimension des bandes qui forment l'image, la complexité et l'étendue spatiale de cp, 

ainsi qu'entre les valeurs de E et de p. Une méthode efficace d'évaluation des contraintes 

est ainsi nécessaire puisqu'il peut soit ne pas y avoir suffisamment de contraintes en 

place, soit y en avoir trop. La méthode de « synthèse par analyse » est ainsi retenue 
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puisqu'elle consiste à mettre en place un algorithme qui à partir de l'échantillonnage 

d'un C.A. évalue un nombre de statistiques afin de les comparer aux statistiques d'une 

image d'entraînement. En premier, une valeur spécifique Ck correspondant à une fonc

tion de contrainte 1>k d'une texture étalon est évaluée. Ensuite, un C.A. X(n, m) est 

échantillonné afin de savoir s'il satisfait aux contraintes statistiques demandées: 

(2.47) 

Il est impossible de démontrer l'existence d'un jeu de mesures statistiques suffisant 

en utilisant seulement cette approche; pour y arriver il serait nécessaire de connaître 

l'infinité d'échantillons statistiques de tous les C.A. possibles. Par contre, si on pose 

que l'image générée satisfait aux exigences d'ergodicité pratique pour toutes fonctions 

de contraintes qui sont visuellement pertinentes, on obtient que tous les échantillons 

simulés sont perceptuellement équivalents. Inversement, tout échantillon simulé mais 

visuellement différent de ce qui est attendu est la preuve que l'ensemble de contraintes 

est insuffisant. La synthèse par analyse fonctionnelle, telle que proposée par Portilla & 

Simoncelli (2000), s'itère comme suit: 

- Un ensemble de fonctions de contrainte {1>d (voir § 2.3.8). 

- Une bibliothèque de textures (VisTex, 1995; Brodatz, 1996). 

- Une méthode d'évaluation des paramètres statistiques qui tient compte de l'ergo-

dicité pratique telle que précédemment définie. 

- Un algorithme qui génère les échantillons des C.A. satisfaisant les contraintes 

statistiques et dont la construction ne viend pas entraver la qualité du contenu 

statistique des images. 

- Une mesure de visu des similarités de deux textures. 
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2.4.4 Champs aléatoires générés de fonctions de contrainte 

Étant donné un ensemble de fonctions de contraintes {<Pd, ainsi que l'ensemble des 

valeurs de contraintes correspondantes à une texture particulière {Ck}, nous cherchons 

à définir et à échantillonner un C.A. qui satisfait l'éq. (2.47). Un choix mathématique 

intéressant est la « densité du maximum d'entropie », au sens où celle-ci n'induit pas de 

contraintes de plus que celles de l'éq. (2.47). Cette formulation est dérivée des solutions 

fournies par les multiplicateurs de Lagrange. 

(2.48) 

où x E n lLI correspond à une image vectorielle et où les Àk sont les multiplicateurs de 

Lagrange. Ce sont ces derniers qui doivent satisfaire l'éq. (2.47). C'est une numérisation 

exhaustive qui est typiquement résolue par approximation itérative et demande beau

coup de temps de calcul. Le modèle de texture ici proposé est basé sur une alternative 

de la formulation précédente qui opère en échantillonnant un ensemble d'images T qui 

contiennent les mêmes estimations de contraintes. 

(2.49) 

En incluant sur cet ensemble la variance de l'image comme l'une des contraintes, la 

distribution du maximum d'entropie reste uniforme. Il a été démontré qu'il en était de 

même pour l'éq. (2.48), dans la limite où les dimensions de la fenêtre L tendent vers 

l'infini. 
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2.4.5 Échantillonnage par projection 

Soit un ensemble de fonctions de contraintes qyk, et soit leur valeurs correspondantes 

Ck. La phase d'échantillonnage revient à choisir aléatoirement à l'intérieur d'un ensemble 

de contraintes, tel que défini à l'éq. (2.49). Considérant une fonction déterministe qui 

représente une situation initiale Xô projetée sur un des éléments de 'Ti: -, soit, 
'l',e 

(2.50) 

Si io est échantillonné d'un C.A. X o défini sur la même fenêtre L, la fonction p:;:_ 
'l',e 

se trouve à être un C.A. dans l'ensemble ~,c, soit, 

(2.51) 

Si l'on suppose que X o est représenté par un C.A. homogène et que p:;: _ est invariant 
'l',e 

sous translation, l'image résultante X t est elle aussi homogène. Avec cette construction, 

la synthèse de texture est réduite à tirer au hasard des échantillons indépendants de X o 

pour ensuite leur appliquer p:;:-. 
'l',e 

Il doit être noté que X t a de fortes probabilités d'être ergodique, étant donné l'en

semble de fonction de contraintes qyk, pour toute tolérance E > 0 et pour tout p. Ainsi, 

un seul échantillon tiré de X t visuellement non-conforme à l'image d'entraînement peut 

servir à démontrer que l'ensemble de contraintes est insufisant. 
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2.4.6 Projection sur les surfaces de contraintes 

Le nombre et la complexité des fonctions de contraintes {<Pd dans un modèle réaliste 

de texture rend très difficile la construction d'une fonction de projection P;: _. Ainsi, on 
'l',e 

considère une solution itérative de sorte que les contraintes soient imposées de façon 

séquentielle. Nous cherchons un ensemble de fonCtions tel que, 

P . nlLI ~" k . l'\.- 1 k, (2.52) 

où Tk est l'ensemble d'images qui satisfont à la k-ième contrainte (voir éq. (2.49)). Nous 

obtenons une image T:r. - en appliquant de manière itérative ces fonctions. Ainsi, 
'l',e 

i(n) = P (~n-l)) 
[nJNc ' 

(2.53) 

où i(O) = io est l'image initiale et où Ne est le nombre total de contraintes. Pour une 

convergence de la séquence, l'image résultante est membre de l'ensemble de Julesz que 

l'on écrit: 

(2.54) 

Puisque l'on ne connait pas, en général, comment les opérations de projections vont 

intéragir entre-elles, il est préférable de choisir chaque fonction Pk de sorte que l'image 

ne soit que peu modifiée. Si les fonctions <Pk sont lisses, l'ajustement qui minimise le 

changement cartésien dans l'image devient une projection orthogonale de l'image, et ce 

à l'intersection de toutes les images satisfaisant cette contrainte particulière. Pour le cas 

restreint où deux contraintes ont des ensembles solutions convexes qui s'intersectent, 

la procédure garantit la convergence vers une solution. Pour le cas où plus de deux 

ensembles solutions existent, même s'ils sont tous convexes, la convergence n'est pas 

assurée. À l'intérieur des travaux de Portilla & Simoncelli (2000), un grand nombre de 

contraintes sont utilisées et seulement quelques-unes d'entre elles sont convexes, néan-

moins leur algorithme converge toujours. 
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2.4.7 Gradient de projection 

Le problème mathématique est largement simplifié lorsque sont séparées les opéra

tions de projection en différentes séquences. Dans plusieurs cas pratiques, le seul fait de 

résoudre pour une simple projection orthogonale peut être difficile. Puisque la méthode 

présentée par Portilla & Simoncelli (2000) implique déjà deux boucles qui parcourent 

l'ensemble des contraintes, on cherche une manière efficace d'ajuster en une étape et à 

tour de rôle, chacune de ces contraintes. La solution préconisée correspond à un « dé

placement vectoriel» dans la direction du gradient de contrainte Vc/Jk(X), soit, 

(2.55) 

où Àk est choisi de sorte que, 

(2.56) 

c/Jk(X) doit être ajuster en changeant au minimum x. Le gradient Vc/Jk(X) est orthogonal 

à la surface de contraintes Tk, lorsqu'évalué en xE Tk. Dans la limite où c/Jk(X) ~ Ck, les 

projections par gradient sont équivalentes aux projections sur les surfaces de contraintes 

mais de sens opposé. C'est à dire que l'on projette dans l'espace des contraintes original, 

le vecteur :0 précédemment projeté par gradient. Le calcul de Vc/Jk(X) est direct et la 

tâche qui incombe est de résoudre pour une constante Àk qui satisfasse l'éq. (2.56). 

Il se peut qu'il y ait plus d'une solution possible pour un Àk donné. Lorsque c'est 

le cas, la contrainte qui diminue le moins l'image est choisie. Lorsqu'il n'y a pas de 

solution, il est nécessaire d'opter pour une solution qui satisfaisse le mieux l'éq. (2.56). 

Afin d'obtenir un ajustement pour un sous-ensemble de contraintes reliées {:$s, Cs}, où 

Sc {k = 1, ... , Ne}, des valeurs de Àk, 'ï/k E S sont recherchées, de sorte que le vecteur, 

:0 = x + ~ Àk Vc/Jk(X) , (2.57) 
kES 

satisfasse le vecteur de contraintes :$s(x) = Cs· 
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2.4.8 Projection séquentielle, convergeance, efficacité 

La figure 2.5 représente le diagramme de fonctionnement de l'algorithme de syn

thèse par analyse. Le processus est initialisé avec une image contenant un échantillon

nage de bruit blanc (distribution gaussienne). L'image est décomposée à l'intérieur 

d'une pyramide télescopique. La figure 2.6 présente la procédure récursive qui impose 

les contraintes statistiques aux sous-bandes passantes, simultanément à la reconstruc

tion d'une image passe-bas. L'autocorrélation, l'aplatissement ainsi que l'asymétrie de 

l'image passe-bas renconstruite sont alors ajustées et le résultat est ajouté aux sous

bandes de haute-fréquence, dont la variance est au préalable ajustée. On obtient ainsi 

une image texturale. L'algorithme décrit est somme toute simple et il est impossible 

de garantir la convergence. L'opération de projection n'est pas exactement orthogo

nale et les contraintes ne sont pas toutes convexes. Néanmoins, Portilla & Simoncelli 

(2000) testent l'algorithme sur plusieurs centaines de textures différentes et l'algorithme 

converge toujours en 50 itérations. De plus, lorsque la convergence est atteinte, les tex

tures synthétisées sont stables, c'est à dire qu'elles ne varient seulement qu'à l'intérieur 

des paramètres les contraignant. 

Diagramme de l'algorithme récursif de reconstruction 

Imposer 
l'autocorrélation 

BF 

t l'étalement Bruit Construire ~ Imposer les statistiques aux 
gaussien une pyramide MF sous-bandes et reconstruire et la symétrie 

Texture 
complexe f-!:!4I Imposer la variance 1 

synthétique 1 Imposer les stat. sur les pixels L r 

FIGURE 2.5 - Diagramme de l'algorithme récursif. BF, MF et HF signifient basse, 

moyenne et haute fréquence, respectivement. Le rectangle Imposer les statistique aux 

sous-bandes 'et reconstruire est développé à la figure 2.6. Inspiré de Portilla & Simoncelli 

(2000). 
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Diagramme d'imposition des statistiques aux sous-bandes 

Racine 

Racine 

Racine 

Racine 

b(n H ) 
0 Amplitude 

b(n+l) 
1 Amplitude 

b(n+l) 
2 Amplitude 

b~n+l) 
Amplitude 

! l b(n) 
0 Amplitude k!> Bo(w) 

b(n) 

kD 1 Amplitude Auto-corrélation 1- Bl(W) I(n-l) 
b(n) 

KX>---
Phase relative + 

2 Amplitude Corrélation croisée r-- B2(W) 
b(n) 

3 Amplitude r-- kD-- B.,(w) 

I(n) 
Autocorrélation Symétrie/aplatissement 2t L(w) 

FIGURE 2.6 - Imposition des statistiques aux sous-bandes et reconstruction. Inspiré de 

Portilla & Simoncelli (2000). 
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2.4.9 Contraintes statistiques du modèle paramétrique 

Les travaux de Portilla & Simoncelli (2000) identifient quatre groupes de contraintes 

nécessaire à la caractérisation des textures visuelles. Ces paramètres sont les statistiques 

marginales, les corrélations des coefficients d'approximation intra-échelle, les corrélation 

des amplitudes intra-échelle, ainsi que les statistiques inter-échelle sur la phase. En plus 

de ces quatre groupes de paramètres, l'algorithme développé par Portilla & Simoncelli 

(2000) est en mesure d'inclure des données de conditionnement. La présente section ex

pose à la fois les paramètres et la façon dont sont imposées les données conditionnantes. 

2.4.9.1 Statistiques marginales 

Les statistiques sur le niveau de gris des pixels de texture expriment la valeur re

lative de l'intensité de la texture à reconstruire. La moyenne, la variance, l'asymétrie, 

l'apaltissement ainsi que l'intervalle de valeurs des pixels sont ajustés dans cet ordre. 

Ces contraintes statistiques permettent ainsi d'utiliser l'histogramme de l'échantillon

nage dans la recomposition des textures. Tel que le montre la figure 2.7 cette contrainte 

permet en outre de conserver les contrastes de l'image d'entraînement. 

Soit un attribut x localisé en (n, m), on écrit le i-ième moment E(i){i} du vecteur i 

tel que, 

x(n, m), i = 1, 

(2.58) 
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FIGURE 2.7- Contraintes sur les statistiques marginales. Les deux rangées représentent 

des textures différentes. La colonne de gauche montre la texture initiale. La colonne 

du centre représente la recomposition de l'image en tenant compte des statistiques 

marginales. La colonne de droite montre la recomposition d'une image qui n'en tient 

pas compte. Figure tirée de Portilla & Simoncelli (2000). 
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Nous réécrivons ici les coefficients d'asymétrie 7] et d'aplatissement /'\, de sorte que, 

(2.59) 

et, 

(2.60) 

Ajustement sur la moyenne et la variance 

L'ajustement sur la moyenne et la variance est effectué de sorte que la moyenne 

échantillonnée sur l'image soit ramenée à zéro, normalisée par le rapport des écart

types et déplacée à la moyenne échantillonée sur l'image d'entraînement, 

(2.61 ) 

où t indique que la mesure statistique provient de l'image d'entraînement. 

Ajustement de l'asymétrie 

De manière à ajuster l'asymétrie; nous posons E(1){i'} = 0 et nous évaluons le gra

dient de projection '\7T}(i') (voir § 2.4.7), 

ox(n, m) 
(2.62) 

où nous rappelons que L représente la bande de pixels qui supporte la distribution. 

Omettant le facteur d'échelle, nous définissons un vecteur g pointé dans la direction du 
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gradient d'asymétrie, 

(2.63) 

où 8 indique un produit vectoriel, membre à membre. Tel que nous l'avons précédem

ment défini à l'éq. (2.56), l'ajustement proposé correspond à déplacer la réponse dans la 

direction de la contrainte; ici le gradient d'asymétrie '\77](i). Suivant l'éq. (2.55), nous 

imposons l'asymétrie de l'image projetée à la valeur désirée, 

(2.64) 

En posant E(l){X'+À.g} = 0, pour E(l){i} = 0 et en substituant l'éq. (2.63) dans l'éq. 

(2.64), nous obtenons, 

(2.65) 
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où, 

(2.66) 

Les deux membres de l'éq. (2.65) sont élevés au carré afin d'obtenir l'équation algé-

brique suivante, 

6 

~aiÀi = 0, 
i=O 
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où, 

223 ao = Po - rJt qo· 

(2.68) 

De la même manière que nous l'avons expliqué à la section 2.4.7, des six solutions 

obtenues de l'éq. (2.67), nous choisissons la solution qui possède un minimum d'ampli

tude et qui satisfait l'éq. (2.64) dans l'intervalle autour de .\ = 0, où rJ(.\) possède une 

pente positive. Lorsqu'aucune solution n'est disponible à l'intérieur de cet intervalle, la 

valeur maximale de l'intervalle est choisie. 

Ajustement de l'aplatissement 

De manière à ajuster l'aplatissement, nous procédons de la même façon que pour 

l'asymétrie. Nous posons E(l){i} = 0 et définissons un vecteur dans la direction du 

gradient de contrainte, 

- -f:\-f:\- - (' {-} g X \.J X \.J X - O!X - 0(3) X , (2.69) 
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où 0: = S(4) {x}jS(2) {X}. En appliquant l'éq. (2.55) et la définition de l'éq. (2.60), nous 

obtenons 

où, 

(2.70) 

-120: (S(3) {x} r S(5) {x} + 40:3 
( S(3) {x} r + 60:2 (S(3) {x} r S(2) {x} - 3 (S(3) {x} r, 

(2.71) 
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et où, 

0, (2.72) 

Une solution est obtenue pour l'éq. (2.70), alors que les mêmes critères que ceux 

pour l'asymétrie sont utilisés pour choisir une solution. 

Ajustement sur l'intervalle de valeurs 

L'ajustement sur l'intervalle de valeurs de pixels est effectué en forçant les valeurs 

extrêmes de la distribution obtenue aux valeurs limites de la distribution de l'image 

initiale. Cette opération a pour effet d'accélérer la convergence de l'algorithme. 

Imposition des données conditionnantes 

L'imposition des données conditionnantes est effectuée en substituant les valeurs des 

pixels d'intérêt à celles choisies par l'utilisateur. Un masque de pondération accompagne 

les valeurs de pixel à imposer. Ce masque possède des valeurs comprises entre 0 et 1. Il 

apparatient à l'utilisateur de choisir les valeurs du masque. Dans le cas contraire, une 

fonction cosinusoïdale carré sélectionne aléatoirement les valeurs du masque par défaut. 

Dans le cas où l'utilisateur veut éviter l'utilisation du masque de pondération, le facteur 

de pondération de chaque pixel conditionné doit être égal à 1. 
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Peu de détails sont donnés dans Portilla & Simoncelli (2000) quant à la manière 

dont l'algotihme impose les donnée conditionnantes. Comme il est expliqué à la section 

2.4.8 précédente, l'algorithme de synthèse est scincé en deux parties, la première étant 

la préparation de la pyramide télescopique et la seconde, une boucle de reconstruction 

des échelles grossières aux fines. Une lecture des codes de Portilla & Simoncelli (2000) 

permet de constater que l'algolrithme impose les données pondéréees à la fin de chaque 

itération, après la loupe de synthèse « grossière-à-fine ». À cette étape, l'image entière 

est légère modifié en étant multipliée par une sorte de facteur d'amortissement. Ensuite, 

avant la fin de la loupe principale de synthèse, l'algorithme modifie l'image finale en la 

multipliant par un bruit de fond. Ceci à pour effet de modifier légèrement l'image pour 

éviter la convergeance à des minimum locaux, cependant, les valeurs conditionnantes 

sont modifiées. Il est mentionné au chapitre suivant de quelle manière le code est altéré 

pour que soit conservées ces valeurs conditionnantes. 

2.4.9.2 Auto-corrélation des coefficients 

Les coefficients issus de la décomposition d'ondelette sont typiquement corrélés pour 

deux raisons; d'une part parce que la base linéaire de décomposition est fermée et cor

respond à un sous espace linéaire; d'autre part, parce que les sous-bandes contiennent 

des événements périodiques de large échelle ainsi que des structures orientées sur l'image 

en entier. De manière à contraindre l'auto-corrélation des textures des images, Portilla 

& Simoncelli (2000) utilisent l'auto-corrélation locale calculée des images passe-bas à 

chaque niveau de la pyramide de décomposition. Cet ensemble est de haute résolu

tion spectrale pour les coefficients basses-bas et de basse résolution pour les coefficients 

passe-haut. La figure 2.8 est une démonstration visuelle de la nécessité de tenir compte 

de l'auto-corrélation entre les coefficients; l'omission d'une telle contrainte induit des 

déformations majeures à la reconstruction. 
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FIGURE 2.8 - Nécessité des contraintes sur l'auto-correlation entre les coefficients. Les 

deux rangées présentent des textures différentes. La colonne de gauche montre les tex

tures initiales. La colonne du centre présente la recomposition de l'image en tenant 

compte des contraintes sur l'auto-corrélation. La colonne de droite montre la recom

position d'une image qui n'en tient pas compte. Figure tirée de Portilla & Simoncelli 

(2000). 
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L'ajustement de l'auto-corrélation des différentes sous-bandes passantes nécessite de 

poser une grille rectangulaire L qui contient U x V pixels. Nous utilisons ensuite un 

estimateur d'auto-corrélation circulaire A(u, v) d'une image i(n, m) que nous écrivons, 

A(u, v) = x(n, m)x( ln + uJu, lm + vJv), (2.73) 

où nous rappelons que ln + uJu indique la que la somme de n et u est modulée sur le 

nombre de pixels contenus dans U. La dérivée partielle de cette mesure statistique en 

fonction du pixel en (n, m) est donnée par, 

àA(u,v) 1 ( ( ) ( )) àx(n, m) = TL! x ln + uJu, lm + vJv + x ln - uJu, lm - vJv . (2.74) 

Tel que nous l'avons précédemment défini à l'éq. (2.55), l'ajustement proposé corres

pond à déplacer la réponse dans la direction d'un sous ensemble de contraintes {J;'s, cs}, 

où Sc {k = 1, ... , Ne}. Nous obtenons une expression pour l'image projetée: 

x'(n , m) = x(n, m) + III 2:
C
u ,v)EN Àu,v 

(2.75) 

x (x(ln+uJu,lm+vJv) +x(ln-uJu,lm-vJv)), 
où N E L est le voisinage composé de tous les échantillons (u, v) de l'auto-corrélation 

que nous voulons ajuster. L'expression précédente est réécrite de sorte que, 

x'(n, m) = x(n, m) ® KX(n, m) , (2.76) 

où ® indique une convolution circulaire et où KX(n, m) est un noyau anti-symétrique 

avec un support spatial équivalent à celui de N. Ainsi, l'auto-corrélation est ajustée en 

appliquant un filtre de moyenne mobile à phase nulle. Il faut résoudre pour le filtre KX : 
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A'(u, v) 

x (At(u + p + k, v + q + l) + At(u - p + k, v - q + l) 

(2.77) 

+At(u + p - k, v + q -l) + At(u - p - k, v - q -l)) , 

V (U,v) EN. 

Ce système de INI équations quadratiques à INI inconnus peut avoir jusqu'à 2iNi 

solutions possibles. Puisque nous sommes à la recherche d'un filtre qui modifie l'image 

au minimum, nous résolvons pour un noyau symétrique et pair AK(u, v) avec 21NI- 1 

échantillons non-nuls qui satisfont à l'équation suivante, 

At(u, v) = A(u, v) * AK(u, v), V (u.v) E INI. (2.78) 

Nous arrangeons les échantillons de l'auto-corrélation A(u, v) qui influencent le résul

tat de la convolution sous forme de matrice et At et AK en vecteurs colonnes. L'expres

sion (2.78) est alors écrite telle qu'un système à INI équations linéaires à INI inconnues. 

Lorsque AK est positive et définie (c.-à-d. que sa transformée de Fourier discrète est 

réelle et positive) , elle peut être interprétée telle que AK(u, v) = K),(u, v) * K),( -u, -v) , 

de sorte qu'elle peut être évaluée pour K), satisfaisant les contraintes, et ce en inversant 

la racine carrée de sa Transformée de Fourier Discrète (T.F.D.). En général, le spectre 

de Fourier n'est pas positif et c'est ce pourquoi nous utilisons la racine carré de sa valeur 

absolue: 

(2.79) 
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2.4.9.3 Corrélation entre les sous-bandes 

La corrélation croisée entre les sous-bandes des coefficients permet la reconstruction 

des structures locales d'une image. L'idée est de décomposer l'image sur une base li

néaire, de la rectifier et de lui appliquer une transformation linéaire inverse. La figure 2.9 

présente une démonstration visuelle illustrant la nécessité d 'une telle contrainte. Nous 

remarquons que l'utilisation d'une telle contrainte permet d 'orienter les structures lo

cales de sorte qu'elles soient cohérentes avec les structures globales de l'image. 

FIGURE 2.9 - Nécessité des contraintes sur la corrélation entre les sous-bandes. La 

colonne de gauche montre les textures initiales. La colonne du centre représente la 

recomposition de l'image en tenant compte des contraintes sur la corrélation croisée. 

La colonne de droite montre la recomposition d'une image qui n 'en tient pas compte. 

Figure tirée de Portilla & Simoncelli (2000). 
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À l'échelle la plus grossière de la pyramide de décomposition, nous devons ajuster 

la corrélation croisée de l'amplitude des coefficients pour toutes les directions .6.. Soit 

un ensemble de sous-bandes {xd(n, m), d = 1, ... , .6.}, les éléments de la matrice .6. x .6. 

de corrélation C sont évalués de sorte que : 

(2.80) 

La dérivée partielle des éléments de cette matrice en fonction des coefficients de la d

ième sous-bande est : 

(2.81) 

o. autrement. 

Nous appliquons l'éq. (2.55) afin d'obtenir le gradient de contraintes. Nous vectori

sons et ommetons la dépendance au facteur d'échelle pour obtenir: 

Ll 

x: = iu + 2: Àu,viv, pour d = 1, ... , .6., où Àu,v = Àv,u. (2.82) 
v = l 

Les sous-bandes mises à jour sont une combinaison linéaire symétrique des sous

bandes originales. Nous arrangeons les .6. vecteurs id pour qu'ils correspondent aux 

lignes de la matrice X. Nous réécrivons l'expression précédente de sorte que, 

X'=VX, (2.83) 

où V est une matrice symétrique [.6. x .6.] contenant les Àu,v. La corrélation croisée des 

sous-bandes originales peut aussi être exprimée sous forme matricielle : 

(2.84) 
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Nous résolvons pour que V réalise la corrélation croisée désirée. Soit, 

~X/(X/)T = ~VX(VX)T = VCVT = C ILl ILl t, 
(2.85) 

ce qui correspond à un système de ~(~ + 1)/2 équations quadratiques pour autant 

d'inconnus (éléments de V). 

Comme pour le cas de l'auto-corrélation, nous obtenons une approximation de la 

solution du système en évaluant d'abord les vecteurs propres des matrices de corréla

tion : 

(2.86) 

où les matrices D sont diagonales et strictement positives et où les matrices a sont 

orthogonales. En substituant ces vecteur propres à l'intérieur de l'équation (2.85), l'en

semble complet des solutions pour V est de la forme: 

(2.87) 

où H est une matrice orthogonale quelconque. Pour C - Ct, la solution optimale est: 

H = OrO. (2.88) 

En contraste avec l'ajustement d'auto-corrélation, cette solution fournit un ajuste

ment exact de la corrélation croisée. 
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2.4.9.4 Corrélations croisées de la phase avec les sous-bandes fixes 

La corrélation croisée de la phase avec des sous-bandes fixes permet de tenir compte 

de la phase des coefficients des bandes passantes à des échelles adjacentes. En général, 

la phase locale varie linéairement avec la distance entre les objets. Afin de compenser, 

Portilla & Simoncelli (2000) proposent de doubler la phase complexe de l'échelle gros

sière et de calculer la corrélation croisée entre ces coefficients modifiés et les coefficients 

de l'échelle fine. Cette contrainte permet à l'algorithme de représenter les gradients 

d'ombre ou d'éclairage d'une texture, tel que l'indique la figure 2.10. L'algorithme sé

quentiel procède de l'échelle la plus grossière à l'échelle la plus fine. 

Pour toutes les échelles, exception faite de la plus grossière, la corrélation croisée des 

coefficients est ajustée pour les K orientations ainsi que la corrélation croisée des sous

bandes de l'échelle plus grossière. Ceci est fait pour l'amplitude des coefficients ainsi que 

pour la phase des coefficients complexes. Définissons la matrice de corrélation croisée B 

des sous-bandes à être ajustées avec un ensemble de Ms sous-bandes {Yd(n, m)} définies 

sur une surface L : 

(2.89) 

Les différences entre les taux d'échantillonnage des deux sous-bandes sont éliminées 

en suréchantillonnant et en interpolant les bandes d'échelle grossière. Le gradient de B 

contient les éléments suivants : 

u = d, 

(2.90) 

0, autrement. 
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FIGURE 2.10 - Nécessité des contraintes sur les corrélations croisées avec des sous

bandes fixes. La colonne de gauche montre les textures initiales. La colonne du centre 

représente la recomposition des coefficients de l'image en tenant compte des corrélations 

croisées de la phase. La colonne de droite montre la recomposition d'une image qui n'en 

tient pas compte. Figure tirée de Portilla & Simoncelli (2000). 
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En combinant ces éléments et ceux calculés à la section précédente, en mettant sous 

forme vectorielle et en omettant le facteur d'échelle, nous obtenons une expression pour 

la mise-à-jour des coefficients : 

~ Vs 

x~ = Xd + L: Àd,uXu + L: f-Ld,vYv, pour d = 1, ... ,,6.. (2.91) 
u=l v=l 

Tel que précédemment, Àk,n = Àn,k. Pour ce qui est de f-Ld,v, la symétrie n'est pas 

nécessaire. Nous écrivons l'équation (2.90) sous forme matricielle: 

X'=VX+BY , (2.92) 

où V est une matrice symétrique [,6. x ,6.] et où B est une matrice inconnue [,6. x Vs]. 

Nous résolvons pour V et B de sorte que la corrélation croisée désirée s'écrive, 

(2.93) 

et 

VB+BE (2.94) 

où E = yyT
. Nous résolvons l'éq. (2.94) pour B : 

(2.95) 
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En substituant ce résultat dans l'éq. (2.93), nous obtenons une contrainte quadra

tique pour V : 

(2.96) 

Cette contrainte est de la même forme que l'éq. (2.85), ainsi la solution de V est 

obtenue en utilisant la même technique des vecteurs propres. La solution de g est ob

tenue en substituant V dans l'équation (2.95). 

2.5 Métriques de validation 

L'objectif de la validation est d'être en mesure de statuer sur l'incertitude des réali

sations de porosité synthétique. Cependant, l'approche proposée dans le cadre de cette 

étude se résume elle-même à appliquer une métrique de validation de textures visuelles 

à la simulation de porosité synthétique. L'approche appliquée de Portilla & Simon

celli semble suffisante en soi et il apparait incongru de la valider à l'aide d'un modèle 

statistique plus simple. Néanmoins, il est nécessaire 'de rendre compte de la qualité des 

simulations de porosité synthétique d'une part pour comparer les résultats obtenus dans 

le cadre de ce projet à ceux des travaux de Gloaguen et al. (2010); Dubreuil Boisclair 

et al. (2011) et d'autre part afin de donner une appréciation générale sur la qualité des 

images, d'un point de vue autre que celui de Portilla & Simoncelli. De plus, dans le 

cadre du modèle biomédical, une analyse morphométrique (voir annexe C) est conduite 

en lien avec les travaux de Vachon (2010) puisque ultimement, l'approche proposée dans 

le cadre de ce projet pourrait devenir une méthode de caractérisation clinique. Le cas 

échéant, ce sont ces paramètres morphométriques qui sont utilisés. . 
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Ainsi, la corrélation pixel-à-pixel entre les simulations et leur cible est obtenue en 

utilisant l'éq. (A.ll). Tel que précédemment mentionné, cette mesure de corrélation 

permet de comparer nos résultats à ceux des travaux de Gloaguen et al. (2010); Du

breuil Boisclair et al. (2011). Ensuite, les histogrammes des réalisations sont présentés 

(voir § A.1) afin de comparer leur moment statistique (la moyenne, la variance, l'asy

métrie et l'aplatissement) avec les cibles des simulations. Aussi, les cartes statistiques 

sur 100 réalisations sont montrées. Celles-ci permettent de visualiser l'incertitude des 

réalisations. Finalement, des cartes de différence sont obtenues afin de visuellement ap

précier l'écart pixel-à-pixel entre les simulations et leur cible. 

2.6 Objectifs de recherche 

Tel que mentionné en introduction, l'objectif de ce projet de recherche est de modé

liser une variable principale de haute résolution à partir d'une variable complémentaire 

de basse résolution. En termes géologiques, l'objectif est de modéliser la porosité de 

lithofaciès entre forage à partir d'une tomographie géophysique, de façon similaire à 

ce qui est proposé dans le cadre des travaux de Gloaguen et al. (2010). À cet objectif 

s'ajoute celui d'incorporer aux simulations de porosité de haute résolution, l'informa

tion conditionnelle connue des forages, ainsi que de fournir une métrique de validation 

des simulations. 

La méthode proposée consiste à simuler en premier lieu les hydrofaciès de « larges 

échelles » pour ensuite modéliser les textures de porosité de « courtes échelles », tout 

en tenant compte des valeurs en forages. Afin de simuler les hydrofaciès, il est proposé 

de simuler les coefficients d'approximation (voir fig. 2.4) d'un modèle géologique syn

thétique à l'aide d'une approche par simulation séquentielle bayesienne. Ce faisant, la 
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connaissance a priori d'un noyau de densité de probabilité entre les coefficients d'ap

proximation d'un modèle analogue ainsi que la variabilité spatiale des coefficients d'ap

proximation d'une mesure géophysique synthétique sont mises à contribution. Ensuite, 

afin de modéliser les structures de haute fréquence, soient les textures de porosité des 

différents hydrofaciès, la méthodologie présentée propose de simuler la valeur des pixels 

à l'aide du modèle de texture paramétrique. Dans le cadre de cette étude, le modèle 

de texture paramétrique contraint les statistiques du modèle analogue de porosité aux 

réalisations synthétiques. 

Les contributions de l'approche proposée par rapport aux travaux de Gloaguen et al. 

(2010) sont: de un, remplacer la base linéaire dyadique de Haar par la base linéaire com-:

plexe de Portilla & Simoncelli (2000) ; de deux, remplacer les statistiques de covariances 

croisées entre et à l'intérieur des échelles par le modèle de texture paramétrique de Por

tilla & Simoncelli (2000) ; de trois, remplacer l'approche de co-simulation séquentielle 

gaussienne telle qu'utilisée par Gloaguen et al. (2010), par une approche de simula

tion séquentielle bayesienne; de quatre, modifier l'algorithme de Portilla & Simoncelli 

(2000) afin d'imposer des données conditionnant es issues de forages; et finalement de 

cinq, étudier différentes métriques de validation des simulations de porosité. 

Dans le cadre de ce projet, l'objectif est de synthétiser des textures de porosité hé

térogènes à partir de mesures de données complémentaires affichées sur des supports 

d'échelle différents, à des fins hydrogéologiques. De manière à s'assurer que l'approche 

proposée est fonctionnelle et afin de déterminer les limites de l'algorithme, il est aussi 

nécessaire d'être en mesure de synthétiser un modèle texturaI simplifié. 

Dans le cadre d'une collaboration avec les travaux de maîtrise de Vachon (2010), 

. affilié au Laboratoire d'Imagerie orthopédique de l'Hôpital-Sacré-Cceur de Montréal 
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(LIO-HSCM), l'étude de la porosité des os spongieux peut fournir ce type de modèle 

texturaI « témoin ». L'approche proposée est donc construite à l'aide de deux modèles 

d'imagerie (détaillé au chapitre suivant) ; le premier modèle hydrogéologique possède 

des textures hétérogènes sur l'ensemble du domaine et est construit de deux variables 

complémentaires à différentes résolutions; le second présente des textures homogènes 

sur tout le domaine et est construit d'une seule variable à différentes résolutions. Ainsi, 

le premier modèle est l'objectif final, alors que le second permet de valider les limites 

de l'approche. 
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Méthodologie 

Ré apprend la musique 

Et c'est ce que je fa 

Félix Leclerc 

Le présent chapitre aborde la méthodologie employée dans le cadre de ce projet de 

recherche. En premier lieu, les données de deux études de cas utilisées sont détaillées. 

En second lieu, l'approche proposée est développée. 

3.1 Les données utilisées 

La présente section expose les données utilisées dans le cadre de cette étude. L'ap

proche proposée a pour objet deux études de cas et telles qu'elles ont toutes deux été 

introduites à la section 2.6. La première étude de cas est à caractère hydrogéologique 

alors que la seconde est à caractère biomédîcal. 
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3.1.1 Imagerie hydrogéologique 

Le premier jeu de données utilisé dans le cadre de cette étude est le même que celui 

étudié dans le cadre des travaux de Gloaguen et al. (2010) et Boisclair et al. (2008); 

Dubreuil Boisclair et al. (2011). À l'intérieur de cette section la méthode numérique de 

tomographie radar entre forage employée est brièvement expliquée. Les modèles ana

logues et synthétiques ainsi que leurs histogrammes respectifs sont ensuite présentés. 

Les données consistent en un duo de photographies numériques montrant la coupe 

transversale d'un dépôt sédimentaire de 9 mètres de profondeur par 4,5 mètres de lar

geur. Ces photographies sont converties en porosité, sur une échelle de 0,10 à 0,50 (fig. 

3.1 a) et b)). Ces images contiennent 256 x 128 pixels dont la résolution est approxi

mativement de 3,5 cm par pixel. 

Les champs de porosité présentés aux figures 3.1 a) et b) sont convertis en permit

tivité électrique et en conductivité électrique en utilisant le modèle Maxwell-Gamet 

(Sihvola, 2000) ainsi que le modèle macroscopique de Pride (1994), respectivement. Les 

résultats des travaux de Giroux & Chouteau (2008) sont utilisés à ce propos. Le mi

lieu est saturé en eau à 100 % (avec 1000 mg/L de solide dissous à 15°C donnant une 

conductivité de 128 mS/m). 

Une tomographie radar entre forage synthétique est ensuite simulée en utilisant 

les propriétés électriques obtenues. Les émetteurs radar ainsi que les récepteurs sont 

distants de 25 cm le long des forages ce qui donne un total de 1296 couples émetteur~ 

récepteur. En utilisant les champs de permittivité et de conductivité et en posant la 

permeabilité magnétique égale à celle du vide, un tomogramme radar est numérisé. 

Cette tomographie est obtenue à l'aide d'une différenciation par éléments finis dans le 
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domaine du temps des équations de Maxwell en coordonnées cylindriques. Les temps 

de parcours sont manuellement pointés et la covariance sur la lenteur est modélisée en 

utilisant un semi-variogramme exponentiel anisotropique; la portée horizontale est de 

6 mètres sur un angle de -100 par rapport à l'horizon alors que la portée verticale est 

de 2 mètres. 

Les vitesses sont inversées en utilisant l'algorithme d'inversion stochastique déve

loppé par Gloaguen et al. (2004). Cet algorithme est implémenté au logiciel blLtomo 

(Giroux et al., 2007). De cette façon, les figures 3.1 a) et b) permettent d'obtenir les 

figures 3.1 c) et d), respectivement. Tel que dans le cadre des travaux de Gloaguen et al. 

(2010), la présente étude utilise l'une des deux images de porosité, soit la figure 3.1 a), 

ainsi que l'image produite à partir de celle-ci (fig. 3.1 c)), comme étant le modèle « ana

logue ». Les deux autres images (fig. 3.1 b) et d)) constituent le modèle« synthétique », 

soit un contexte in situ typique à reconstruire à partir de la mesure géophysique vers 

la variable géologique principale. 

Sur la figure 3.1 a), du haut vers le bas, le modèle contient une couche de faible 

porosité et de texture unie à 25 pixels de profondeur, une couche plus poreuse et plus 

hétérogène centrée en 50 pixels de profondeur, une couche relativement poreuse entre 

75 et 175 pixels de profond, une couche très poreuse et très homogène, comprise entre 

175 et 225 pixels de profond, ainsi qu'une couche relativement poreuse et homogène 

épaisse de 25 pixels, centrée à 250 pixels de profond. 

Sur la figure 3.1 b), du haut vers le bas, le modèle contient une couche peu poreuse 

centrée à 25 pixels de profondeur, une mince couche poreuse relativement homogène 

centrée en 50 pixels de profondeur, une seconde couche très peu poreuse et homogène 

entre 75 et 80 pixels de profond, une couche poreuse très hétérogène suivi d'une troi-
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sième couche peu poreuse et très homogène à la droite de la figure. Le modèle contient 

de plus une couche très hétérogène entre 125 et 225 pixels de profond, une couche po

reuse et homogène épaisse de 25 pixels centrée à 225 pixels de profond, ainsi qu'une 

dernière couche relativement hétérogène centrée à 250 pixels de profondeur. 

Les images de porosité des modèles analogues et synthétiques diffèrent sur la dis

position précise des unités stratigraphiques qu'elles contiennent. Les proportions ainsi 

que les géométries ne sont pas les mêmes; les successions du modèle analogue sont 

plus épaisses et plus homogènes que celles du modèle synthétique alors que ce dernier 

contient plus de couches distinctes. De plus, le modèle synthétique de la figure 3.1 b) 

contient un type de texture inconnu du modèle analogue. Cette texture est située au 

centre de la figure, entre 50 et 150 pixels de profondeur (voir la région encerclée sur 

la figure). Nous ne retrouvons pas cette texture en aucun endroit sur la figure 3.1 a). 

Ces textures ont une correspondance géophysique identique à celle du modèle analogue, 

alors que sur le modèle géophysique analogue, cette mesure pointe vers une texture qui 

diffère du modèle synthétique de porosité. Autrement dit, l'algorithme devrait conver

ger vers un type de texture du modèle analogue qui n'est pas celui contenu à l'intérieur 

du modèle synthétique. 

Les histogrammes du modèle synthétique et du modèle analogue sont présentés à la 

figure 3.2. D'emblée, les modèles analogues et synthétiques de haute-résolution diffèrent, 

au niveau de leur intervalle de valeurs mais aussi par rapport à leur comporte~ent gé

néral. En effet, l'histogramme du modèle analogue est constitué de trois pics centrés à 

0,25, 0,29 et 0,35 (fig. 3.2 a)), alors que l'histogramme du modèle synthétique contient 

une plage unimodale de valeurs admissibles plus large (de 0,10 à 0,50), centrée en 0,25 

(fig. 3.2 b)). De plus, il est possible de constater que les distributions de lenteur radar, 

telles que présentées aux figures 3.2 c) et d), diffèrent aussi au niveau du comportement 

de leur distribution. Ceci indique que les modèles synthétiques et analogues diffèrent 
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a) Champ de porosité (Analogue) 
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FIGURE 3.1 ~ Modèles analogues et synthétiques. a) Modèle de porosité analogue. b) 

Modèle de porosité synthétique. L'échelle de valeurs de porosité varie de 0,1 à 0,5. La 

résolution est d 'environ ......,3 ,5 cm/pixel. Les flèches verticales indiquent la localisation des 

forages. c) Tomographie radar numérique entre forages du champ de porosité analogue 

en a). d) Tomographie radar numérique entre forages du champ synthétique en b). 

L'échelle de valeur est différente afin d'accentuer les contrastes. La lenteur de l'onde 

radar est exprimée en nanoseconde par mètre (ns/m). 
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substantiellement, que le modèle analogue fournit un aperçu représentatif du contexte 

géologique à modéliser, mais qu'il ne contient pas toute l'information pour simuler la 

totalité des champs de porosité synthétiques possibles et . 

Les caractéristiques statistiques des distributions des modèles sont présentées au ta

bleau 3.1. La moyenne, l'écart-type, l'asymétrie ainsi que le coefficient d'aplatissement 

sont évalués. L'évaluation est effectuée pour les quatre images de la figure 3.1 ainsi que· 

pour les valeurs de « forages », qui sont les valeurs de deux colonnes de pixels de chaque 

côté de la figure 3.1 b). Ainsi de manière quantitative, la moyenne varie d'environ 15 % 

entre les champs de porosité des modèles analogues et synthétiques. L'écart-type varie 

de 61 %, l'asymétrie de 39 % et l'aplatissement de 37 %, alors que ces deux coefficients 

sont quasiment nuls. L'écart entre les statistiques est plus important du côtés des to

mographies. En effet, si nous comparons les tomographies de lenteur radar des modèles 

analogues et synthétiques, nous observons un écart de 9 % sur la moyenne, 47 % sur 

l'écart-type, 57 % pour l'asymétrie (qui est positive pour le modèle analogue et négative 

pour le modèle synthétique) et 67 % sur l'aplatissement. 

Statistiques sur les histogrammes (géologie) 

Figures Moyenne Écart-type Asymétrie Aplatissement 

Porosité Analogue 0,2979 0,0417 0,0013 0,0044 

Porosité Synthétique 0,2526 0,0378 0,0033 0,0070 

Radar Analogue 10,5538 0,6666 0,2332 1,1012 

Radar Synthétique 9,6343 0,3514 -0,0999 0,3665 

Forages 0,3039 0,0453 0,2254 0,0930 

Tableau 3.1 - Statistiques sur les histogrammes (géologie). 
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FIGURE 3.2 - Histogrammes des modèles analogues (A) et synthétiques (8). a) His

togramme du modèle de porosité analogue. b) Histogramme du modèle de porosité 

synthétique. c) Histogramme du modèle de tomographie radar numérique entre forages 

du champ de porosité analogue. d) Histogramme du modèle de tomographie radar nu

mérique entre forages du champ synthétique. 
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3.1.2 Imagerie médicale 

La présente section expose la provenance des images de tomodensitométrie et est 

tirée du Larousse médical (Wainsten, 2006). Ces images ont été obtenues d'une collabo

ration avec le Laboratoire d'imagerie orthopédique de l'hôpital Sacré-Cœur de Montréal 

(LIO-HSCM) dans le cadre du projet de maîtrise de Vachon (2010). La tomodensitomé

trie axiale calculée par ordinateur (T.A.C.O.) est une image qui présente la distribution 

de l'absorption des rayon X (Wainsten, 2006). Cette image est produite par le balayage 

d'un faisceau collimaté de rayon X en rotation autour d'une région anatomique et le long 

de l'axe du corps humain. Le modèle mathématique décrivant la propagation de l'in

tensité d'une onde électrmagnétique à l'intérieur d'un conducteur s'écrit (Hecht, 2002, 

voir chap. 4, § 4.8, p. 128) ; 

(3.1) 

où la = 1(0) est la radiance en x = 0 (p. ex. à l'interface tissu spongIeux - tissu 

osseux), et où f3 = 2wnI/c = In(Io/Ixo) est le coefficient d'absorption (d'atténuation) 

à l'épaisseur Xo. Ici, west la fréquence du rayon X, nI est l'indice de réfraction et c 

est la vitesse du signal (3 x 108 mis). On normalise ensuite le coefficient d'atténuation 

sur le coefficient de l'eau f3eau afin d'obtenir une image dont les valeurs de voxels l sont 

comprises sur une échelle de valeur de Hounsfield (HU) définie de sorte que, 

[HU] = 1000 (f3 - f3eau) . 
f3eau 

(3.2) 

Les valeurs sont ainsi comprises en -1000 et +3000, ce qui est représenté par 212 octets 

par pixel. Le tableau 3.2 présente différents coefficients d'absorption d'intérêt. Il existe 

une échelle HU étendue, ou modifiée, (215 octets) qui permet d'améliorer les contrastes 

(Coolens & Childs, 2003). 

1. Le voxel est un pixel qui possède une épaisseur. 
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Valeur HU pour différents milieux diélectriques 

Milieu Unité HU 

Air -1000 

Tissus spongieux -100 à 300 

Eau ~O 

Tissus minéralisés o à 3000 

Tableau 3.2 - Valeur en unité de Hounsfield pour différents milieu diélectriques. Inspiré 

de Vachon (2010). 

Les images médicales utilisées dans le cadre de cette étude ont été acquises dans le 

cadre des travaux de Vachon (2010) où le corps vertébral d'une lombaire bovine fait 

l'objet d'une analyse structurelle. L'arc vertébral est au préalable scié et le corps verté

bral est ensuite coulé dans une résine de soutien lui permettant d'être assujetti sur un 

gabarit dont la position est étalonnée par visée laser. 

Le montage est finalement dirigé à l'intérieur d'un tomodensitomètre. Les images 

micrométriques T.A.C.O. sont obtenues à l'aide d'un appareil Iveon PET-CT Siemens. 

L'acquisition est effectuée par tranche de 100 /-Lm avec un intervalle dynamique de 215 

octets par pixels, à une résolution de 105 /-Lm/pixel (~ 0,1 mm/pixel). Les images ma

crométriques T.A.C.O. sont obtenues à l'aide d'un appareil GE Healthcare LightSpeed 

VCT 64. L'acquisition est effectuée par tranche de 0,625 mm d'épaisseur avec un in

tervalle dynamique de 212 octets par pixel, à une résolution de 977 /-Lm/pixel (~ 1 

mm/pixel). L'épaisseur des tranches n'étant pas la même pour les deux appareils, elles 

sont choisies de manière à ce que les surfaces représentées soient la même (Vachon, 2010). 

La région d'intérêt est délimitée à l'intérieur de l'os spongieux. Les modèles ana

logues et synthétiques sont définis comme étant les parties supérieures et inférieures de 

la zone d'intérêt et sont présentés à la figure 3.3. Les deux modèles proviennent donc 
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du même objet physique qui a été scindé en deux parties. Qualitativement parlant, les 

images sont similaires et semblent visuellement homogènes puisqu'elles ne comportent 

qu'une seule texture d'os spongieux. Il est aussi possible de constater sur les images 

de la figure 3.3 que la densité de la moelle est variable. Donc, bien que les images de 

porosité proviennent d'un objet d'une seule texture, celle-ci semble être supportée par 

une structure sous-jacente qui varie entre le modèle synthétique et le modèle analogue. 

Les histogrammes des modèles de la figure 3.3 sont présentés à la figure 3.4. Il 

est possible de remarquer que les histogrammes du modèle analogue (fig. 3.4 a) et c)) 

sont très similaires à ceux du modèle synthétique (fig 3.4 b) et d)). En effet, les deux 

histogrammes présentent une distribution unimodale de type gaussienne. La moyenne, 

l'écart-type, l'asymétrie ainsi que l'aplatissement des modèles analogues et synthétiques, 

de haute et de basse-résolution sont affichés au tableau 3.3. La moyenne varie de 0,02 

%, l'écart-type varie de 4,60 %, l'asymétrie de 46,40 % et l'aplatissement de 8,00 %. 

Statistiques sur les histogrammes (biomédical) 

Figures Moyenne (HU) Écart-type Asymétrie Aplatissement 

Analogue (100 !Jm/pxl) 32455 85,0263 -127,5584 26351 

Synthétique (100 !Jm/pxl) 32448 81,2497 -237,9902 24401 

Analogue (1 mm/pxl) 1530,9 67,2621 -1 400,2 59005 

Synthétique (1 mm/pxl) 1515,3 54,2324 -729,6742 27229 

Tableau 3.3 - Statistiques sur les histogrammes (biomédical). L'échelle d'intensité des 

images de 977 !Jm/pixel est le HU (212 octets/pixel). L'échelle d'intensité des images de 

105 !Jm/pixel est l'unité HU étendue (215 octets/pixel). 
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FIGURE 3.3 Modèles biomédicaux analogues et synthétiques. a) Modèle analogue 

micrométrique (105 /-lm/ pixel). b) Modèle synthétique micrométrique (105 /-lm/pixel) . 

c) Modèle analogue macrométrique (977 /-lm/ pixel). d) Modèle synthétique macromé

trique (977 /-lm/ pixel). L'échelle d'intensité des images de 977 /-lm/ pixel est le HU (2 12 

octets/pixel). L'échelle d'intensité des images de 105 /-lm/pixel est l'unité HU étendue 

(215 octets/pixel). 
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FIGURE 3.4 - Histogrammes des modèles biomédicaux analogues et synthétiques. a) 

Histogramme du modèle analogue micrométrique (105 /Lm/pixel). b) Histogramme du 

modèle synthétique micrométrique (105 /Lm/pixel). c) Histogramme du modèle ana

logue macrométrique (977 /Lm/pixel). d) Histogramme du modèle synthétique macro

métrique (977 /Lm/pixel). L'échelle d'intensité des images de 977 /Lm/pixel est le HU 

(212 octets/pixel). L'échelle d'intensité des images de 105 /Lm/pixel est le HU étendue 

(215 octets/pixel). 
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3.2 L'approche proposée 

La présente section détaille l'approche proposée dans le cadre de cette étude. En 

premier lieu, les textures visuelles qui forment les images des modèles analogues et syn

thétiques sont analysées à l'aide du modèle de texture paramétrique. Simultanément, 

les images sont décomposées afin d'en extraire les coefficients d'approximation à diffé

rentes échelles. Ces coefficients d'approximation sont comparés par corrélation à toutes 

les échelles. C'est ce qui détermine l'échelle de travail qui est utilisée pour la su.ite de 

nos travaux. Deuxièmement, cette section aborde la manière dont est effectuée la simu-

lation séquentielle bayesienne des coefficients d'approximation du modèle synthétique 

de porosité. Troisièment, il est question de reconstruction des textures de porosité syn

thétique ainsi que de métriques de validation des simulations. 

3.2.1 Analyse des textures 

Cette étape consiste à analyser les textures d'entraînement qui sont contenues à 

l'intérieur du modèle analogue de haute-résolution. L'algorithme textureAnalysis.m est 

utilisé à ce propos (Portilla & Simoncelli, 2000). Les paramètres d'entrée sont; l'image 

dont les textures doivent être analysées; le nombre d'échelles de décomposition; le 

nombre d'orientations; et finalement le nombre de pixels voisins inclus dans l'évalua

tion des statistiques. Il doit être noté que les images incorporées à l'algorithme sont 

au préalable normalisées (c.-à-d. que la moyenne est soustraite et que cette différence 

est divisée par la variance du champ de porosité analogue). De plus, les dimensions de 

l'image doivent obligatoirement être un multiple de 2(échelle+2), c'est à dire que pour 

la quatrième échelle, par exemple, les images doivent posséder des dimensions qui sont 

un multiple de 28 . Les paramètres de sortie sont les dix vecteurs de contraintes regrou

pés à l'intérieur d'une structure de données représentant l'ensemble des statistiques de 
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modélisation paramétrique précédemment défini (voir § 2.4.9). 

Dans le cadre de cette étude, il est proposé de simuler les coefficients B J - 1 (voir § 

2.3.8) du modèle de porosité synthétique à l'aide de l'approche séquentielle bayesienne. 

L'algorithme d'analyse des textures sert donc en premier .lieu à obtenir les coefficients 

d'approximation des images du modèle analogue aux quatre premières échelles (les 

images ont de trop petites dimensions pour atteindre la cinquième échelle). Ceux-ci 

peuvent ensuite être comparés par corrélation afin de statuer sur l'échelle optimale de 

travail et finalement servir à construire la densité de probabilité conjointe utilisée par la 

simulation séquentielle bayesienne. De plus, l'algorithme d'analyse des textures relève 

les caractéristiques statistiques du modèle analogue de porosité. Ces statistiques sont 

mises en mémoire et nous les réutilisons pour contraindre les simulations de texture 

synthétique. Ces dernières sont réalisées à l'aide de l'algorithme de synthèse des tex

tures textureSynthesis.m, présenté à la section 3.2.3. 

3.2.2 Simulation séquentielle bayesienne 

L'objectif est de simuler les coefficients d'approximation du modèle synthétique de 

porosité (fig. 3.1 b) et 3.3 b)). La procédure implique de tirer alétoirement une valeur 

pour chaque localisation de coefficient d'approximation du modèle de porosité synthé

tique, à l'intérieur d'une distribution a posteriori f(pt+l[gt+l) (lignes 60 et suivantes 

du code en annexe D.l). Cette distribution est le produit entre la densité de probabi

lité conjointe de vraissemblance des coefficients d'approximation des images du modèle 

analogue qui correspondent à la valeur de coefficient d'approximation du modèle géo

physique (ou macroscopique biomédical) synthétique en cet endroit (lignes 42 à 47 du 

code), ainsi que la distribution a priori f (PH 1) évaluée en ce même endroit (lignes 70 

à 74). La condition écrite à la ligne 65 du code en annexe D.l indique que le premier 
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coefficient est simulé à l'intérieur de la distribution de vraissemblance seule. Pour tous 

les coefficients subséquents à simuler, la distribution a priori est rejetée si et seulement 

si le krigeage génère une valeur [N aN] 2 (lignes 84 à 88 du code). 

De manière à évaluer la distribution de vraissemblance, un noyau d'interpolation est 

au préalable contruit entre les coefficients d'approximation des images du modèle ana

logue. Ainsi toute valeur de coefficient d'approximation géophysique (ou macroscopique 

biomédical) synthétique peut y être comparée afin d'en extraire la section du noyau 

qui contient toutes les valeurs admissibles de coefficients d'approximation du modèle de 

porosité analogue. Cette distribution est ensuite attribuée au modèle de porosité syn

thétique. Afin d'évaluer la distribution a priori, l'approche appliquée est séquentielle 

gaussienne (voir § A.8.1), c'est à dire qu'à chaque localisation visitée, une densité de 

probabilité est construite en interpolant par krigeage ordinaire tout en tenant compte de 

tous les points précédemment simulés. La valeur inférée correspond à la moyenne d'une 

distribution normale (moyenne nulle et variance de 1) alors que l'erreur de krigeage cor

respondante est associée à la variance de la distribution. Les prochaines sous-sections 

explicitent l'approche séquentielle bayesienne proposée. 

3.2.2.1 Distribution de vraissemblance 

La distribution de vraissemblance obtenue du modèle analogue est extraite d'un 

noyau de densité de probabilité bi-dimensionnel gaussien (voir § A.8.2.1). Ce dernier 

est construit à l'aide des codes cskern2d.m (Martinez & Martinez, 2008). Les para

mètres d'entrée sont; les données sous forme de vecteur, la grille d'interpolation en x et 

en y, ainsi que la largeur de la fenêtre d'interpolation. Les paramètres de sortie sont la 

définition de la grille d'interpolation en x et en y ainsi que leur valeur correspondante 

2. NaN: Not a Number. 
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d'intensité. 

En ce qui concerne la largeur de la fenêtre d'interpolation hJ, elle est évaluée en 

fonction du nombre d'échantillons disponibles (nombre de couple de coefficients n). La 

valeur de hJ, tel que proposé par Martinez & Martinez (2008), est proportionnelle à 

la covariance entre les coefficients de basse-fréquence et inversement proportionnelle à 

la cinquième racine du nombre d'échantillons disponibles. Dans le cadre de ce projet, 

il est préconisé d'étudier les dimensions de la fenêtre d'interpolation optimale en les 

faisant varier de n/2 à n/27r. Ensuite, les noyaux produits sont comparés au nuage de 

points des coefficients d'approximation du modèle synthétique de sorte qu'il soit pos

sible de statuer sur quelle fenêtre d'interpolation est la plus représentative. Un choix 

étant finalement porté sur les dimensions de la fenêtre d'interpolation, il est possible 

d'extraire les distributions de vraissemblance d'intérêt qui correspondent aux valeurs 

des coefficients d'approximation du modèle géophysique. 

3.2.2.2 Distribution a priori 

La distribution a priori est construite en deux étapes. La première étape consiste 

à évaluer la variabilité spatiale des coefficients d'approximation du modèle géophy

sique (ou macroscopique biomédical) synthétique. Cette variabilité spatiale est unique à 

chaque modèle géophysique (ou macroscopique biomédical). Ensuite, la deuxième étape 

consiste à interpoler par krigeage ordinaire la valeur des coefficients d'approximation de 

porosité du modèle synthétique, un-à-un, en tenant compte des valeurs précédemment 

interpolées. 
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Variabilité spatiale et modèle régional 

L'analyse de la variabilité spatiale des coefficients d'approximation du modèle géo

physique (ou macroscopique biomédical) synthétique est effectuée à l'aide du code 

varioexp2d.m (Marcotte, 2010). Cet algorithme permet en outre d'obtenir le semi

variogramme expérimental des coefficients d'approximation pour toutes directions et 

de les comparer qualitativement à différents modèles théoriques (voir § A.6.1). C'est à 

cette étape qu'est étudiée l'anisotropie des modèles expérimentaux. 

Les paramètres d'entrée sont: la matrice qui contient les éléments des coordonnées 

spatiales ainsi que la variable étudiée, le nombre de classes inter-station (écart entre 

les points) désirées, la largeur des classes, le vecteur unitaire directionnel, ainsi que la 

tolérance angulaire autour du vecteur unitaire. Les paramètres de sortie sont le semi

variogramme dont les éléments sont les distances moyennes ainsi que le nombre de paires 

de points utilisées dans l'évaluation du semi-variogramme expérimental. 

Krigeage ordinaire 

L'interpolation par krigeage ordinaire des paramètres des distributions a prwn 

f(Pt+llpl, ... ,Pt) est effectuée à l'aide du code cokri.m (Wade et al., 2001; Marcotte, 

2010). Les paramètres d'entrée sont au nombre de 12 et clairement explicités à l'inté

rieur du code. Il doit être noté qu'un seul point est évalué à la fois, puisque le krigeage 

est répété à chaque séquence de l'algorithme de simulation bayesienne. 

Aussi, le modèle de variabilité spatiale peut être représenté par un modèle régional 

(voir annexe A.6.3). Le cas échéant, le modèle régional est une matrice contenant sur 
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plusieurs lignes, les différents modèles de variabilité spatiale. Les paramètres de sortie 

sont; la matrice des valeurs krigées ; la matrice des variances de krigeages; ainsi que la 

variance de krigeage. 

Le mode de krigeage employé est le mode ordinaire, puisque la valeur moyenne des 

coefficients d'approximation du modèle synthétique de porosité est inconnue. En tous 

les cas, le krigeage est effectué en tenant compte de toutes les valeurs précédemment 

simulées comprises à l'intérieur d'un rayon de 4 pixels. Finalement, de manière à obte

nir une distribution a priori pour chacune des valeurs de coefficients d'approximation 

à simuler, la valeur interpolée par krigeage est imposée à la moyenne d'une distribution 

normale (0,1), alors que l'erreur de krigeage est imposée à la variance de cette même 

distribution. C'est cette distribution finale qui fait office de distribution a priori. 

3.2.3 Synthèse des textures visuelles 

La synthèse des textures visuelles est effectuée à l'aide du code textureSynthesis.m de 

Portilla & Simoncelli (2000). Les paramètres d'entrée sont; la structure de contraintes, 

telle que fournie par l'algorithme d'analyse de texture (voir § 3.2.1), l'image initiale 

ou un vecteur aléatoire (bruit blanc) définissant les limites de l'image et un générateur 

de nombre aléatoire; le nombre d'itérations désirées pour la reconstruction; ainsi que 

le masque de données conditionnantes. Les paramètres de sortie sont; l'image recons

truite; ainsi que l'ensemble des valeurs d'ajustement des paramètres, en décibels. 

Dans le cadre de cette étude, l'objectif est de simuler la porosité synthétique à partir 

des coefficients d'approximation B J - 1 (voir § 2.3.8) précédemment simulés avec l'ap

proche séquentielle bayesienne. Ces coefficients sont forcés à l'algorithme de Portilla & 
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Simoncelli (2000) en les substituant aux valeurs générées aléatoirement par l'algorithme. 

Aussi ces mêmes coefficients sont forcés à chaque itération (50) de reconstruction (voir 

§ 2.4.8). 

3.2.4 Données conditionnantes 

Les données conditionnant es sont normalisées et introduites à l'algorithme de syn

thèse sous la forme d'une matrice de deux colonnes, la première représentant par ordre 

d'apparition toutes les valeurs conditionnant es et la deuxième, un facteur de pondéra

tion correspondant à la valeur conditionnante sur la même ligne. Il doit être noter que 

l'algorithme de Portilla & Simoncelli (2000) considère les valeurs conditionnantes, non 

pas comme des valeurs en forage qui doivent être fixes, mais comme un masque qui est 

appelé à varier au fil des itérations. L'algorithme modifie donc les valeurs du masque à 

leur imposition. De plus, l'image synthétisée entière est multipliée par un bruit de fond 

à la fin de chaque itération. Bien que Portilla & Simoncelli (2000) ne donnent que peu 

de détails sur cette partie de leur travaux, il semble que l'algorithme modifie les valeurs 

du masque à la fin de chaque itération pour éviter la convergeance des réalisations vers 

un minimum local. Ceci étant, afin de remplir les objectifs de ce projet de recherche, 

l'algorithme est modifié pour qu'il force à chaque itération les valeurs réelles de forage 

sans qu'elles ne soient modifiées à leur imposition. De plus, de manière à ce que l'image 

finale ne soit pas altérée d'un bruit de fond à l'itération finale, nous modifions le code 

simplement en rendant conditionnelle la modification finale pour qu'elle soir faite à 

toute les itérations sauf la dernière. 
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3.2.5 Métriques de validation 

Les métriques de validation employées dans le cadre de ce projet sont; de un, la 

corrélation pixel-à-pixel entre les images; de deux, les statistiques des histogrammes 

des simulations; de trois, les cartes statistiques; et de quatre, les cartes de différences. 

À cela s'ajoute pour le modèle biomédical, une analyse morphométrique conduite dans 

le cadre de travaux de Vachon (2010). 

La corrélation pixel-à-pixel, les histogrammes ainsi que les statistiques les décrivant 

sont obtenus directement à l'aide de Matlab. Ensuite, les cartes statistiques (moyenne, 

variance, asymétrie et aplatissement) sont obtenues pour 100 réalisations. Finalement, 

les cartes de différences sont aussi obtenues directement en soustrayant la cible de simu

lation (porosité synthétique) aux simulations. Quant aux paramètres morphologiques 

biomédicaux présentés, ils sont tirés de l'étude de Vachon (2010). 
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Résultats 

Finding the right piece of air for your 

microphone is what it's aH about. 

Michœl Paul Stavrou 

Le présent chapitre expose les résultats obtenus dans le cadre de ce projet. Ce cha

pitre aborde l'échelle de travail, les résultats de simulations séquentielles bayesienne 

ainsi que des simulations de textures paramétriques. Finalement, ce chapitre présente 

les résultats de validation des simulations. 

, 
4.1 Echelle de travail 

Afin de connaître l'échelle de travail à laquelle sont simulés les coefficients d'ap

proximation du modèle de porosité synthétique, la corrélation entre les coefficients 

d'approximation des images des modèles analogues est évaluée pour plusieurs échelles. 

Les images des modèles analogues sont décomposées en coefficients d'approximation en 

utilisant l'algorithme de Portilla & Simoncelli (2000). Les coefficients d'approximation 

des images du modèle analogue hydrogéologique sont présentées à différentes échelle 

de décomposition à la figure 4.1 à titre d'exemple. La corrélation est ensuite évaluée 
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pixel-h,-pixel b, chaque 6chelle. Tel qu'il est possible de Ie constater au tableau 4.1,Ia

quatridme 6chelle est celle oi les coefficients corrblent le plus entre eux, et ce tant pour

le moddle analogue hydrog6ologique que le moddle biom6dical. La figure 4.2 pr6sente

la r6gression lin6aire entre les coefficients des images du modble analogue hydrog6olo-

gique. On y constate la tendance du nuage de points i, s'aligner autours de Ia droite de

r6gression. Puisque la quatribme 6chelle pr6sente la plus forte corr6lation, c'est elle qui

devient I'6chelle de travail. La figure 4.3 pr6sente les coefficients d'approximation de la

quatridme 6chelle de d6composition du modble hydrog6ologique. La figure 4.4 pr6sente

les coefficients d'approximation de la quatridme 6chelle de d6composition du modble

biom6dical. Tel que pr6c6demment mentionn6, les images doivent avoir des dimensions

qui sont le multiple 6. 2(6chelles+2), est parce que les images ont des dimensions de 256

x I28 pour le moddle hydrog6ologique et de 64 x I28 pixels pour le modble biom6di-

cal, leur cinquibme 6chelle de d6composition est inaccessible en utilisant I'algorithme de

Portilla & Simoncelli (2000).

Corr6ation entre les coefficients d'approximation

des images des modbles analogues

Echelle [Nsc] Ondelette de Haar Ondelette de Portilla Biom6dical

1

2

3

,4=

5

0,60

0,65

0,70

0,80

0,80

0,65

0,75

0,86

0,90

n.d.

0 ,15

0,20

0,32

0,49

n.d.

Tableau 4.7 - Corr6lation entre les coefficients d'approximation des modbles analogues

(hydrog6ologiques et biom6dicaux) d diff6rentes 6chelles obtenues avec l'ondelette de

Haar (Gloaguen et a\.,2010) et de Portilla. n.d. signifie << non disponible >>.
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Chapitre 4. R6sultats

4.2 Simulation s6quentielle bayesienne

Cette section expose d'une part Ia construction de la distribution a postenon et

d'autre part, les r6sultats de simulation par approche s6quentielle bayesien. La distri-

bution a posteriorz est construite telle que pr6c6demment 6tablie d, la section A.8.1 i

I'aide de deux 6l6ments; en premier lieu, un noyau d'interpolation entre les coefficients

d'approximation des images des moddles analogues et en second lieu, le moddle de varia-

bilit6 spatiale 6valu6 pour les coefficients d'approximation du modble g6ophysique (ou

macroscopique biom6dicale). Ce n'est qu'une fois ces deux 6l6ments en main qu'il est

possible de simuler les coefficients d'approximation du modble de porosit6 synth6tique.

4.2.I Distribution de uraissernblance

Afin de construire la distribution de ura'issemblance) \rn noyau d'interpolation entre

les coefficients d'approximation de modbles analogues est en premier lieu construit. En-

suite, les coefficients d'approximation du modble synth6tique y sont compar6s afin d'y

extraire la distribution de urar,ssemblance qui leur correspondent. La clef pour construire

un noyau d'interpolation ad6quat est dans le choix des dimensions de la fen6tre d'inter-

polation. Les dimensions de la fen6tre d6terminent Ie comportement global des distribu-

tions de urai,ssemblance qlrr sont r6utilis6es dans I'agorithme de simulation s6quentielle.

C'est h dire qu'une fen6tre large g6ndre une interpolation plut6t liss6e du nuage de

points, alors qu'une fen6tre 6troite est plus sensible aux variations de densit6.

II n'existe ), toute de fin pratique aucune m6thode 6tablie ou << recette >> pour d6-

terminer les dimensions ad6quates de la fen6tre d'interpolation d'un noyau. Nlartinez

& Martinez (2008) proposent d'utiliser une loi normale qui est inversement proportion-
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Chapitre 4. R6sultats

nelle d la racine cinquidme de l'6cart-type de l'6chantillonnage, ce qui est trop petit

dans notre cas. Dans Ie cadre de ce projet, il est pr6conis6 de comparer les nuages de

points form6s des coefficients de quatribme 6chelle du modble analogue et du modble

synth6tique. Conceptuellement, l'information sur les coefficients d'approximation du

modble synth6tique de porosit6 est d produire et devrait rester inconnue. Cependant,

pour I'exercice d'ajustement de l'approche propos6e, il est de mise d'avoir un apergu du

recouvrement entre les nuages de points. Ainsi, tel qu'il est possible de le constater sur

la figure 4.5, les nuages de points des modbles synth6tiques et analogues se recouvrent

totalement. II semble m6me que le nuage de points des coefficients d'approximation du

moddle synth6tique soient plus diffus que ne Ie sont ceux du moddle analogue. Dans

ce cas-ci, les dimensions de la fen6tre d'interpolation pour les coefficients d'approxima-

tion du modble analogue doivent permettre i toutes valeurs du modble synth6tique d

I'int6rieur de la zone de recouvrement d'exister ainsi qu'en p6riph6rie de Ia zone de re-

couvrement. Il en est de m6me pour le modble analogue biom6dical pr6sent6 A, la figure

4.6.

Afin d'6valuer Ia fen6tre d'interpolation optimale, les noyaux d'interpolation sont

construits entre les coefficients d'approximation des modbles analogues hydrog6ologiques

et biom6dicaux, en faisant varier les dimensions de la fen6tre d'interpolation (nf 2, nf r,

nl5 et nl2r). La figure 4.7 pr6sente les noyaux d'interpolation du moddle hydrog6o-

logique et Ia figure 4.8 les noyaux d'interpolation du moddle biom6dical. Tel qu'il est

possible de le constater sur aux figures a.7 a) et 4.8 a), plus la fen6tre d'interpolation

s'6largit (ht - nf 2), plvs Ie noyau est liss6. Dans le cas contraire, plus la fen6tre d'inter-

polation est 6troite (voir fig. 4.7 d) et 4.8 d)), plus les noyaux sont discontinus. En lien

avec Ie recouvrement des nuages de points pr6c6demment mentionn6, la fen6tre d'inter-

polation optimale apparait clairement 6tre autours de nf2. C'est donc cette largeur de

fen6tre qui est utilis6e pour Ia suite de nos travaux.
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Coefficients 4 idme 6chelle (Analogue et Synthdtique)
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Ftcunc 4.7 Noyaux d'interpolation des coefficients de quatribme 6chelle du modble

analogue pour diff6rentes fen6tres d'interpolation hf .u) hf : nlz. b) hf : nlr. c)

hr : nl5. d) ht : nl(2r). n est le nombre de points, ici 8 fois 12 points. P.A. est

I'acronyme de modble de porosit6 analogue et R.A., de modble analogue de tomographie

radar entre forage.

a) Noyau (Grille n/20, Fen€tre n/2) b) Noyau (Grille n/20, Fen6tre n/pi)

c) Noyau (Grille n/20, Fen6tre r/5) d) Noyau (Grille n/20, Fendtre n/(2pi)
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FtcuRp 4.8 - Noyaux d'interpolation

b, diff6rentes fen6tres d'interpolation.
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a) Pour hy : nl2. b) Pour hy : nlr. c) Pour
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Enfirr. la figure 1.1) sch6rnatise un exernple d'extraction d'une distribution de urazs-

sem,bla,n,ce pour un coefficient d'approxinration du moddle g6ophysique synth6tique. Il

err est de rn6me pour les coeflicients du rnoclble biom6dical. En somtne, chaque coeffi-

crient cl 'approxirnation est compar6 i I 'abcrisse du noyau d' interpolation (f ig. Ll) c)). La

<< tranche >> verticale clu rroyau d'interpolation correspcindante (fig 1l) a)) devient la

distribution de urazssemblanr:e (fig I 1l b)).

p ; \ q l a r r  ( ( i r i l l ' J  n  l t ) ,  F c n i t r *  n  I I r  r  0 '  b l  Vt  i r isr ' r t th l i incc ro l rc lpondi lnh:
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Frcunl: 4.9 S6lection d'une distribution de uratsernblance. a) Noyau d'interpolation

de la fig I7 a). b) Distribution de urazsemblance correspondante i la valeur de c),

le coefficient de tornographie synth6tique (cercle noir) qui est rapport6 sur I'axe des

coefficients de tomographie analogue.
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4.2.2 Distr ibution a priori

Afin de construire Ia distribution a prr,ori,la variabilit6 spatiale des coefficients d'ap-

proximation du moddle g6ophysique (ou macroscopique biom6dical) doit €tre 6tudi6e.

Pour ce faire, et tel qu'6tabli d la section 3.2.2.2, Ies semi-variogrammes exp6rimen-

taux verticaux et horizontaux sont 6valu6s d, I'aide des codes Matlab d6velopp6s dans le

cadre des travaux de Wade et al. (2001). Ensuite, l'anisotropie est 6tudi6e pour tous les

modbles. La figure 4.10 pr6sente les semi-variogrammes exp6rimentaux et th6orique des

coefficients d'approximation du modble g6ophysique. La figure 4.11 pr6sente les semi-

variogrammes exp6rimentaux et th6oriques du modble macroscopique biom6dical.

Pour ce qui est des coefficients d'approximation du modble hydrog6ologique, l'aniso-

tropie est b, la fois g6om6trique et zonale puisque le seuil ainsi que Ie port6e varient que

l'on 6value le semi-variogramme A, Ia verticale ou l'horizontale (voir fig. a.10). Suivant

Ia d6marche pr6sent6e d, la section A.6.2, un modble r6gional est construit de sortes que,

s(h) : sr(h!"") + Br(h;""),

oir Br(h'g"o) est un modble sph6rique de port6e ar:4,

(4 .1 )

14 2)

(4.3)

g1(h;"")

et oi Br(h1".) est un

si  lh '*"ol  (  ar ,

autrement,

modble gaussien,

er (h i " " )  :2 ,5  x  fOa( f_ 
"-2n,7.^/"3),

dont la port6e az : 3.
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Pour ce qui est des coefficients d'approximation du moddle biom6dical, I'6tude r6vble

que le modble est isotropique et qu'il doit 6tre repr6sent6 par un modble th6orique

sph6rique 6crit tel que,

^ , t  h \  -

Is.

Tooo(*-g)  ,s ih(o,
\ za za" ,/

7000 , autrement.

(4.4)

oir la port6e a est de 6,5 pixe

Variogrammes exp6rimentaux et th6oriques

,- x 1oa du moddle hydrog6ologique
l g

5 t 6 1 0

FrcuRn 4.10 - Semi-variogrammes exp6rimentaux (points bleus) et th6oriques (courbes)

des coefficients d'approximation du moddle g6ophysique synth6tique. La courbe en bleue

est le modble th6orique vertical, en rouge Ie modble horizontal. h est la distance inter-

station et est en pixel. Le nombre i, c6t6 de chaque points bleus est le nombre de couples

de points pris en compte pour chaque distance inter-station.
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Variogrammes exp6rimentaux et th6oriques
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FrcuRp 4.17 - Semi-variogrammes exp6rimentaux (points bleus) et th6oriques (courbe

rouge) des coefficients d'approximation du moddle de tomodensitom6trie macroscopique

synth6tique. h est la distance inter-station et est en pixel. Le nombre d, c6t6 de chaque

points bleus est le nombre de couples de points pris en compte pour chaque distance

inter-station.
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4.2.3 Distribution a posteriori

Afin de construire la distribution a posteriori, il ne suffit que de multiplier les dis-

tribution de urazssemblance el a priorz pr6c6demment construites. La figure a.1,2 a)

montre un exemple de distribution a posteriore. Celle dernibre est obtenue pour chaque

coefficient d'approximation du modble de porosit6 synth6tique d, simuler. Cette distri-

bution est ensuite cumul6e ), I'aide de l'6q. (A.31). Un nombre al6atoire est tir6 d'une

normale (0,1) et projet6 sur l'ordonn6e de la fonction de r6partition et la valeur en abs-

cisse correspondante d la valeur al6atoire tir6e devient Ia valeur simul6e du coefficient

d'approximation. Cette op6ration est r6p6t6 pour chaque coefficients d'approximation

d simuler.

b) Distribution cumulative

q)
O  N A

(J

d

-400 -200 0 200 400

Coefficients (A) (unit6s arb.)
-400 -200 0 200 400

Coefficients (A) (unitds arb.)

FtcunB 4.12 Distribution a posterzori,. a) Les distributions de uraissemblance (Noyau),

a pri.orz (Krigeage) et a posteri,ori, (Bayes). A I'affichage, ces courbes sont divis6es par

leur valeur maximale pour que cette dernibre soit un. b) Distribution cummulative

(fonction de r6partition) a posteriori..

Les figures 4.13 et 4.14 pr6sentent quatre exemples de r6alisation de coefficients d'ap-

proximation de porosit6 synth6tique; Ia premibre figure pour le modble hydrog6ologique

et la seconde figure pour le modble biom6dical.

a) Distributions de densitd de
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Pour Ie cas hydrog6ologique, il est possible de constater sur la figure 4.13 que de ma-

nidre g6n6rale, l'approche de simulation s6quentielle bayesienne reproduit les structures

de larges 6chelles du modble cible (fig. a.13 e)). En moyenne, la corr6lation entre chacune

des 100 domaine simul6s et la cible des simulation est de 0,7381. De plus, la corr6lation

entre la moyenne des 100 simulations (fig.4.13 f)) et la cible est de 0,8035. Ainsi la

corr6lation avec la cible est plus forte avec un simulation moyenne, qu'en moyenne sur

plusieurs simulations. Ce ph6nombne est dir au resserrement autour de la moyenne des

distributions bayesiennes, provoqu6 par I'accumulation d'6chantillons dans Ie calcul de

la moyenne.

Pour Ie cas biom6dical dont la cible des simulations est affich6e A,la figure 3.3 c), l'on

s'attend d, retrouver une premibre zone A, gauche de I'image dont le contraste est 6lev6,

ainsi qu'une seconde zone de plus faible contraste d droite de I'image. Ces structures

de larges 6chelles semblent 6tre pr6sentes sur I'ensemble des r6alisations de la figure 4.14.
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4.3 Synthbse des textures visuelles

La pr6sente section expose les simulations cle porosit6 synth6tique pour les moddles

hydrog6ologiques et biom6dicaux. Pour chac'unc des 6tudes de cas, 100 modbles de po-

rosit6 synth6tiques sont 16alis6s d I 'aicle de l 'algorithme de f 'olt i l la & Sitturtt< t ' l l i  (2(X)()).

La figure ] l,r pr6sente quatre exemples de r6alisations hydrog6ologiques.

La figure I l(r pr6sente quatre exerrnples de r6alisation bioni6dicales. Les r6alisations

du modble de porosit6 synth6tique hydrog6ologique ont 6t6 obtenues en y incorporant

les dorrn6es conditionnantes de forages (voir fig. ] lr). De manidre g6n6rale. il semble

que les r6alisations pr6sent6es i la figure 1 | r tendent h reproduire Ie moddle de poro-

sit6 du moclble analogue. err lui donnant les structures de larges 6chelles du modble de

porosit6 synth6tique. Quant au modble biorn6dical, il semble que les structures de larges

6c*telles soient peu repr6sent6es (voir fig. I lt;). alors que les textures simul6es sont si-
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Chapitre 4. R6sultats

milaires au moddle synth6tique. Nous expliquons

larges 6chelles semblaient reproduites d la figure

Sirrrorrceili (2000) pouvant en 6tre la cause, il est

tribme 6chelle soit trop grossidre.

mal ce ph6nombne; les structures de

4.14. Seul I'algorithme de Portilla &

possible que la d6finition de la qua-

a) Rdalisation (10 idme) b) Rdalisation (25 idme) c) Rdalisation (50 idme)
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Frcunp 4.15 Simulations de champs de porosit6 du moddle synth6tique. a) Dixidme,

b) vingt-cinquibme, c) cinquantibme et d), soixante-quinzidme r6alisation. e) Porosit6

du modble analogue. f) Porosit6 du modble synth6tique cible.
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Chapitre 4. R4sultats

4.4 M6triques de validation

La pr6sente section pr6sente les r6sultats obtenus b l'aide des diff6rentes m6triques

de validation choisies. En premier lieu, Ia corr6lation pixel-d,-pixel est 6valu6e pour Ie

moddle hydrog6ologique. En second lieu, les simulations des modbles hydrog6ologiques

et biom6dicales sont caract6ris6es d, partir de leur histogrammes respectifs. En troisibme

Iieu, des cartes pr6sentant les statistiques de 100 r6alisations sont pr6sent6es. Quatrid-

mement, les cartes de diff6rence sont produites entre les r6alisations et leur cible de

simulation. Finalement, I'analyse morphom6trique des microstructures osseuses tir6e

des travaux de Vachon (2010) est pr6sent6e.

4.4.L Corr6lation pixel-i-pixel

La corr6latiorr pixel-d,-pixel est 6valu6e pour les moddles hydrog6ologiques et bio-

m6dicaux entre les images de porosit6 synth6tique r6alis6es et leur cible de simulation.

Cette m6trique de validation permet de comparer les r6sultats obtenus dans Ie cadre

de ce projet avec les r6sultats des travaux de Gloaguen et al. (2010); Dubreuil Boisclair

et al. (2011), dans le cas du modble hydrog6ologique. La figure 4.17 pr6sente la corr6-

lation entre chacune des 100 r6alisations et la cible des simulations pour les modbles

hydrog6ologiques et biom6dicaux.

Dans le cadre des travaux de Gloaguen ef al. (2070), la corr6lation pixel-d,-pixel

se situe entre 0,6 el 0,7, alors qu'), I'int6rieur des travaux de Dubreuil Boisclair et al.

(2011) la corr6lation se situe en moyenne A 0,65. Tel que Ie pr6sente la figure 4.I7 a),

la corr6lation se situe est en moyenne de 0,32. La corr6lation mesur6e est donc faible

comparativement b, ce qui a 6t6 fait ailleurs. Nous expliquons ce ph6nombne du fait que
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I'approche propos6e dans le cadre de ce projet synth6tise les histogrammes du moddle

analogue et que par cons6quent, la corr6lation moyenne des r6alisations doit 6tre 6qui-

valente A, la corr6lation mesur6e entre les modbles de porositi6 analogue et synth6tique,

ce qui est le cas puisqu'elle est 6gale d 0,33.

Pour le modble biom6dical de la figure 4.17 b),la corr6lation moyenne est d, toute fin

pratique nulle (-0,0063). A nouveaul la corr6lation spatiale apparait 6tre repr6sentative

de celle mesurable entre le modble analogue et le modble synth6tique (0,035).

a) Correlation sur
100 rdalisations (hydrogeologie)

40 60
Rdalisations

FtcuRp 4.17 - Corr6lation entre les r6alisations de porosit6 synth6tique et leur cible.

a) Modble hydrog6ologique. b) Modble biom6dical.

4.4.2 Histogrammes des r6alisations

Les histogrammes des quatres r6alisations de Ia figure 4.15 sont pr6sent6s h Ia fi-

gure 4.18. Qualitativement, les histogrammes semblent tous poss6der un comportement

identique, alors qu'ils pr6sentent tous une distribution centr6e en 0,3. De plus, Ies histo-

grammes des simulations sont clairement repr6sentatifs du modble de porosit6 analogue

(fig. a.18 e)), plut6t que du modble de porosit6 synth6tique (fig. 4.18 f)). Autrement

F

(J

106

b) Condlation sur 100
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dit, I'6cart de valeur des pixels simul6s (0,2 d 0,4) est celui du modble analogue et non

celui du modble synth6tique (0,1 d 0,3), alors qu'il en de m6me pour le comportement

g6n6ral des distributions (plateau d 800). Ceci est imputable au fait que I'algorithme

impose A, la synthdse des textures l'histogramme du modble analogue et non celui du

modble synth6tique. II en est de m6me pour les r6alisations du modble biom6dical de

oorosit6.

Pour Ie modble hydrog6ologique, les statistiques des histogrammes de la figure 4.18

sont pr6sent6es au tableau 4.2. TeI qu'il est possible de le constater au tableau 4.2,

l'ensemble des exemples de r6alisations possbdent des caract6ristiques statistiques com-

parables. La moyenne et 1'6cart-type ne varient pas, l'asym6trie de 0,3 %, et I'aplatis-

sement de 0,1 %. Ainsi, du point de vue de la moyenne, de la vafiance, de I'asym6trie

et de I'aplatissement, les r6alisations sont b, toute fin pratique les m6mes. De plus, l'en-

semble des valeurs statistiques r6alis6es s'apparentent ), celles mesur6es pour le moddle

de porosit6 analogue. Ceci est dir au fait que ces dernibres sont impos6es d, Ia synthbse

des textures de porosit6. Rappelant qu'entre ies modbles de porosit6 analogue et syn-

th6tique, la moyenne varie d'environ L5 ya, I'6cart-type varie de 61 Yo,l'asym6trie de

39 Yo et I'aplatissement de 37 To, il semble impossible pour I'algorithme de diverger de

manibre b atteindre la cible. En effet, moyenne des r6alisations varie de 17 % d'avec Ia

cible, l'6cart-type de 12 % et I'asym6trie et l'aplatissement de 33 %.

Pour le moddle biom6dical, les statistiques des histogrammes de la figure 4.19 sont

pr6sent6es au tableau 4.i. L'ensemble des exemples de r6alisations possddent des ca-

ract6ristiques statistiques similaires. La moyenne ne varie pas, l'6cart-type de 0,05 %,

I'asym6trie de 0,06 To et,l'aplatissement de 0,93 %.Oe plus, les valeurs des paramdtres

statistiques r6alis6s varient peu du modble de porosit6 analogue, d, l'exception de l'asy-

m6trie. En effet, la moyenne varie de 0,02 '/a et, en moyenne, Ia variance, I'asym6trie et

I'aplatissement varient de 0,03 To, 226 % et 2 %, respectivement. Rappelant qu'entre les
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modbles de porosit6 analogue et synth6tique la moyenne varie de 0,02 Ta,l'6cart-type

de 4,60 To,I'asymltrie de 46,40% etl'aplatissement de 8,00 % et qu'ils sont donc simi-

laires, Ies r6alisations s'approchent mieux dans cas-ci de leur cible. Ainsi l'6cart entre

la moyenne des r6alisations et la cible est de 0,04 ya et en moyenne, I'6cart-type, I'asy-

m6trie et l'aplatissement r6alis6es s'6cartent respectivement de 7,2I et 6 % de leur cible.

Statisticues sur les histosrammes de certaines r6alisations

R6alisations Moyenne Ecart-type Asym6trie Aplatissement

10 ibme 0,2966 0,0424 0,001095 0,004673

25 ibme 0,2966 0,0424 0,001093 0,004669

50 ibme 0,2966 0,0424 0,001092 0,004668

75 idme 0,2966 0,0424 0,001094 0,004669

Forages 0,3039 0,0453 0,0021 0,0930

Cible (Porosit6 synth6tique) 0,2526 0,0379 0,0033 0,0070

Porosit6 analogue 0,2979 0,0417 0,0013 0,0044

Tableau 4.2 Statistiques sur les histogrammes des r6alisations du moddle hydrog6olo-

gique.

Tableau 4.3 Statistiques sur les histogrammes des r6alisations biom6dicales.

Statistiques sur les histogrammes de certaines r6alisations

R6alisations Moyenne (HU mod.) Ecart-type Asym6trie Applatissement

10 idme 32 460 87,2225 -288,6548 26 787

25 i6me 32 460 87,2225 -288,6765 26 780

50 ibme 32 460 97,2262 -288,4743 24 826

75 idme 32 460 87,22t9 -288,5679 24 778

Cible 32 448 87,2497 -237,9902 24 401

Porosit6 analogue 32 455 85,0263 -127,5584 26 351
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FtcuRp 4.18 - Histogrammes des r6alisations de porosit6 hydrog6ologique. a) Dixidme,

b) vingt-cinquibme, c) cinquantidme et d), soixante-quinzibme r6alisation. e) Histo-

gramme du moddle analogue (A) de porosit6. f) Histogrammes du moddle synth6tique
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Frcunp 4.19 - Histogramme des r6alisations de porosit6 biom6dicale. a) Dixibme, b)

vingt-cinquibme, c) cinquantidme et d), soixante-quinzibme r6alisation. e) Histogramme

du moddle analogue de porosit6. f) Histogramme du modble synth6tique de porosit6.
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4.4.3 Cartes statistiques

La moyenne, Ia variance, 1'asym6trie et I'aplatissement sont 6valu6es pour chacun

des pixels sur les 100 r6alisations des modbles de porosit6 synth6tique. Les cartes des

statistiques r6sultantes pour le modble hydrog6ologique sont pr6sent6es d, la figure 4.20

et d, la figure 4.2I pour le modble biom6dical.

Tel que Ie montre la figure 4.20 c), la moyenne des r6alisations s'apparente d Ia

tomographie radar entre forages du moddle synth6tique (fiS. 3.1 d)). La moyenne des

simulations redonne donc les structures de larges 6chelles obtenues par simulation s6-

quentielle bayesienne. Aussi, la figure 4.20 d) montre que la variance est plus 61ev6e

(- 2 * 10-3 ) dans la zone du domaine qui correspond i, Ia zone encercl6e A, la figure

3.1 b) et d). Nous rappelons que cette zone est repr6sent6e par des textures de courtes

6chelles sur Ie moddle de porosit6 synth6tique cible qui ne sont aucunnement pr6sentes

sur le moddle de porosit6 analogue. Pour ce qui est de I'asym6trie et de I'aplatissement

aux figures 4.20 e) et f), elles sont moins 6lev6es h l'int6rieur de Ia zone encercl6e. En

somme, les structures de larges 6chelles du modble analogue de tomographie radar re-

sortent sur toutes les images de Ia figure 4.20 alors que les structures de courtes 6chelles

semblent 6tre de manidre g6n6rale, moins bien repr6sent6es.

Il en va tout autrement pour le modble biom6dical pr6sent6 d, la figure 4.21. En

effet, Ia moyenne des r6alisations (fig. 4.2I) ne semble par repr6senter les structures de

larges 6chelles du modble biom6dical macroscopique (fig. 3.3 c)), alors que Ia variance,

l'asym6trie et I'aplatissement (fig. 3.3 d), 
") 

et f), respectivement) sont distribu6s avec

une certaine homog6n6it6 sur tout Ie domaine.
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4.4.4 Cartes de diff6rences

Les cartes de diff6rence sont obtenues en soustrayant le modble de porosit6 syn-

th6tique aux r6alisations de porosit6. Ces cartes permettent de visualiser I'6cart entre

les simulations et leur cible. La figure 4.22 exposent les cartes de diff6rence de quatre

exemples de simulation pour le modble de porosit6 hydrog6ologique. La figure 4.23 pre-

sente quant A, elle les cartes de diff6rences de quatre exemples de simualtion pour Ie

moddle biom6dical de porosit6. Finalement, les histogrammes des cartes de diff6rence

sont fournis d, Ia fi.gure 4.24.

Tel qu'il est possible de Ie constater sur la figure 4.22,1'6cart maximal sur Ie domaine

de simulation (* 0,25) se situe au centre des r6alisations de porosit6 synth6tique. Cette

Iocalisation semble correspondre aux textures du modble synth6tique qui sont inconnues

du moddle de porosit6 analogue. L'histogramme des cartes de diff6rence du modble hy-

drog6ologique est pr6sent6 d, la figure 4.24 a).II possible d'y constater que la moyenne

est non nulle (-0,05). Ceci est d0 au fait que la d6normalisation des images synth6tis6es

s'effectue en tenant compte de la moyenne et de la variance du modble analogue et non

du modble synth6tique. Rappelant qu'au tableau 3.1 il existe une diff6rence d'environ

0,05 entre les modbles analogues et synth6tiques, cet 6cart se retrouve aussi dans les

r6alisations synth6tiques. Pour ce qui est du pic central pr6sent A, la figure 4.24, tl esl

imputable aux valeurs conditionnelles en forage qui ont 6t6 d6normalis6es par leur va-

leur moyenne ainsi que Ia variance de leur distribution.

Pour ce qui est du modble biom6dical de porosit6, les cartes de diff6rence h, la figure

4.22 pr6sentent des structures relativement homogbnes. Tel que I'indique l'histogramme

de la figure 4.24 b), la moyenne est nulle, de Ia m6me manidre que la diff6rence entre Ia

moyenne du modble analogue et du modble synth6tique (voir tableau 3.3).
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4.4.5 Analyse morphom6trique

L'analyse morphom6trique conduite dans le cadre des travaux de Vachon (2010) est

rapport6e au tableau 4.4. Cette analyse est une m6trique propre au modble de porosit6

biom6dical. Tel qu'il est possible de Ie constater au tableau 4.4, Ia surface osseuse si-

mul6e (B.Ar) est en moyenne l6gbrement sup6rieure (-2 %) d celle attendue. Aussi, Ie

p6rimbtre osseux simul6 (B.Pm) est en moyenne l6gdrement inf6rieur (- 2 %) au modble

de porosit6 cible. Les parambtres BS, BV, BS/BV et BV/TV simul6s diffbrent 6gale-

ment de 2,2,4 et 2To, respectivement avec la cible des simulations. Pour ce qui est des

parambtres Tb.N, Tb.Sp et Tb.Th, ceux-ci diffdrent de 2, L,5 et, 4 To, respectivement.

Ainsi, il est possible de constater au tableau 1.4La bonne reproductibilit6 des r6sultats

obtenus en notant que l'6cart-type demeure faible pour tous les paramdtres 6valu6s.

Paramdtres morphom6triques pour cent simulations

Parambtres (unit6) Cible Minimum Maximum Moyenne Ecart-type

B.Ar (pixel)

B.Pm (pixel)

BS (mm2)

3 992 3 968 4 r84 4 065 51

2 693 2 525 2 7Lr 2 631 38

29,712 27,859 29,971 29,034 0,427

BV (mm3)

BS/BV (--- ')

Bv lrv (%)

4,626 4,599 4.849 4,7L7 0,059

6,422 5,906 6,391 6,163 0,083

0,325 0,323 0,340 0,331 0,004

Tb.N (---t)

Tb.Sp (--)

Tb.Th (--- ')

1,043 0,978 1,050 1,019 0,015

0,647 0,630 0,690 0,657 0,012

0,311 0,313 0,339 0,325 0,004

Tableau 4.4 - Analyse morphom6trique. Tir6 de Vachon (2010).
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S6duits par le d6mon de I'In6dit,

nous oublions trop vite que nous

sommes les 6pigones du premier

pith6canthrope qui se m6la de

r6fl6chir.

Chapitre 5 Cioran

Le pr6sent chapitre est une analyse des r6sultats obtenus pr6c6demment, en regard

des objectifs et des hypothbses formul6s et par rapport aux 6tudes ant6rieures. Ce cha-

pitre discute en premier lieu du modble analogue qui s'avbre 6tre un 6l6ment capital de

I'approche propos6e. Ensuite, ce chapitre analyse les r6sultats obtenus pour l'6chelle de

travail ainsi que ceux obtenus pour la simulation s6quentielle bayesienne. Finalement,

ce chapitre discute de la synthbse des textures en lien avec les r6sultats obtenus lors de

Ia validation des simulations.

Il doit 6tre rappel6 que dans le cadre de ce projet, deux 6tudes de cas sont pr6-

sent6es. La premibre est b, caractbre hydrog6ologique et la seconde b, caractbre biom6-

dical. L'6tude hydrog6ologique pr6sente un cas h6t6rogbne dont le modble analogue

est construit d'images sur diff6rents supports d'6chelle de variables compl6mentaires.

L'6tude biom6dicale pr6sente un cas homogbne dont le modble analogue est construit

d'images d'une m6me variable.
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Chapitre 5. Discussion

5.1 Le modble analogue

Le modble analogue est la principale, sinon la seule limitation de I'approche pro-

pos6e. D'abord le modble analogue fournit les textures visuelles << connues >>, donc les

structures de courtes 6chelles qui sont synth6tis6es par I'algorithme. L'effet net sur les

r6alisations est une reproduction syst6matique des histogrammes du modble analogue

et non ceux du modble synth6tique cible.

Pour le cas biom6dical, les moddles analogues et synth6tiques sont issus d'une m6me

tranche osseuse. Les deux possbdent essentiellement les m6mes histogrammes ainsi que

les m6mes textures visuelles. Les r6alisations de porosit6 synth,6tiques reproduisent les

statistiques du modble analogue et sont donc proches de la cible. Cependant, les struc-

tures de larges 6chelles sont moins bien repr6sent6es. Ceci est imputable au processus

al6atoire de s6lection de valeur de coefficients d'approximation dans la simulation s6-

quentielle bayesienne, qui permet d, toutes les valeurs des distributions i 6tre choisies,

Ce qui veut aussi dire que les distributions a posteri,ori, sont possiblement trop larges.

Pour Ie cas hydrog6ologique, les deux moddles sont tir6s d'un m6me contexte hydro-

g6oiogique qui varie substantiellement d'une image d,l'autre. En effet, les histogrammes

des modbles analogues et synth6tiques diffbrent de beaucoup. Les r6alisations de po-

rosit6 synth6tiques sont donc similaires au moddle analogue et peinent d, reproduire

I'histogramme du modble synth6tique. Cependant, les structures de larges 6chelles re-

produisent bien le modble synth6tique.

Nous retenons donc que pour l'approche propos6e soit fonctionnelle, qu'il est primor-

dial les coefficients d'approximation du modble analogue corrblent entre eux, d, d6faut

119



Chapitre 5. Discussion

de quoi, comme c'est le cas pour le moddle biom6dical, les structures de larges 6chelles

se perdent dans le processus al6atoire de simulation s6quentielle bayesienne. De plus,

pour que l'approche propos6e soient efficace, il est aussi n6cessaire que les histogrammes

des mod,dles analogues et synth6tiques soient similaires. Ceci ne veut pas dire qu'il est

n6cessaire que le moddle analogue doit 6tre g6n6rique, cependant, il apparait qu'il soit

capital pour retrouver les textures de porosit6 synth6tique) que celles-ci soient connues

du modble analogue.

5.2 Echelle de travail

L'6chelle de travail est d6termin6e quantitativement en 6valuant Ia corr6lation entre

les coefficients d'approximation des images des modbles analogues de la premibre i, la

quatridme 6chelle de d6composition (la cinquibme 6tant inatteignable avec le format

d'image en main). Les donn6es sont pr6sent6es au tableau 4.7. L'analyse r6vble que Ia

corr6lation augmente avec l'6chelle de d6composition et que de la premibre ), la qua-

tribme 6chelle, la corr6lation augmente de 0,65 d 0,90 pour Ie moddle hydrog6ologique,

et de 0,15 i 0,48 pour le modble biom6dical. La quatribme 6chelle 6tant celle of les

coefficients d'approximation des moddles analogues corrblent le plus, c'est cette 6chelle

qui est utilis6e comme 6chelle de travail pour la suite des travaux, de la m6me manidre

que dans Ie cadre des travaux de Gloaguen el al. (2010). Il doit aussi 6tre not6 que

dans le cadre des travaux de Gloaguen el al. (2010),la cinquidme 6chelle est mesur6e

sur les images et permet de constater que Ia corr6lation atteint un seuil maximal d, la

quatribme 6chelle (voir tableau 4.1). Il e0t 6t6 int6ressant de d6composer les images

A, la cinquidme 6chelle afin de constater si oui ou non ce ph6nomdne existe pour les

ondelettes de Portilla & Simoncelli.
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Il est int6ressant de constater que la corr6lation entre les coefficients d'approximation

du modble analogue hydrog6ologique (0,90) est plus 6lev6e que celle obtenue d l'int6-

rieur des travaux de Gloaguen et al. (2010) (0,8). Ceci ne peut qu'6tre imputable ), Ia

d6finition de l'ondelette mbre qui sert h, la d6composition des images. Ainsi, I'ondelette

mbre cosinusoidale et complexe de Portilla & Simoncelli (2000) semble plus appropri6e

que I'ondelette de Haar pour repr6senter la corr6lation entre des structures de larges

6chelles d'un objet, lorsque celui-ci est imag6 ), I'aide de deux m6thodes compl6men-

taires.

5.3 Donn6es conditionnantes

Pour ce qui est des valeurs conditionnantes, dans Ie cas hydrog6ologique oil des

donn6es de forage sont disponibles, I'algorithme peut les reproduire suivant les modi-

fications que nous lui avons apport6es (voir $ 3.2.4). Les domaines r6alis6s semblent

respecter la stratigraphie propos6e par les forages (fig. a.15 a) b, d)).

Cependant, tel qu'il est possible de le constater sur les figures 4.15 a) d d), il existe

une l6gdre discontinuit6 entre les forages et les domaines simul6s. Ceci est dfi au fait

que bien que I'algorithme impose directement les valeurs de forages d, la fin chaque it6-

ration, sans tenir compte de la fonction d'ondelette g6n6r6e au pr6alable. Par d6faut,

I'algorithme impose les donn6es de forages et modifie I'image finale par un bruit de fond

avant de retourn6 d, f it6ration suivante. Nous avons modifi6 Ie code pour que les donn6es

conditionnantes soient toujours respect6es. La r6sultante provoque une discontinuit6 le

long des forages. Ce qui devrait 6tre fait serait d'introduire les valeurs conditionnantes

comme des conditions limites aux fonctions d'ondelettes de haute r6solution.
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5.4 Erreur relative des r6alisations

La pr6sente section discute de l'erreur relative des r6alisations.En premier Iieu les

r6sultats de corr6lation pixel-),-pixel sont pr6sent6s, ceux des histogrammes des r6alisa-

tions, des cartes statistiques et ainsi que des cartes de diff6rence. Ensuite, cette section

aborde l'analyse morphom6trique tir6e de Vachon (2010).

5.4.I Corr6lation pixel-i-pixel

La corr6lation pixel-d,-pixel est 6valu6e entre Ia cible (moddle synth6tique de poro-

sit6) et 100 simulations. En moyenne, Ia corr6lation est de 0,32 alors qu'b, I'int6rieur

des travaux de Gloaguen ef al. (2010) elle se situe entre 0,6 et 0,7, et, qu'd, l'int6rieur

des travaux de Dubreuil Boisclair et al. (201.7), elle est en moyenne de 0,65. Pour Ie

cas biom6dical, elle est de -0,0065. Nous pourrions conclure que l'approche propos6e ne

permet pas de reproduire le modble de porosit6 attendu.

Cependant, le fait est que I'appoche propos6e n'a pour seule fonction que de repro-

duire les statistiques d'un modble de texture visuelle, le modble analogue de porosit6

dans ce cas-ci. La corr6lation des simulations avec Ie moddle synth6tique ne peut 6tre

que celle entre les modbles analogues et synth6tiques, ce qui est le cas. En effet, la

corr6lation entre les modbles analogues et synth6tiques hydrog6ologiques est de 0,3298,

alors qu'elle est de 0,035 pour Ie cas biom6dical. Ainsi, l'analyse des r6alisations pixel-d,-

pixel ne semble pas 6tre une m6trique de validation pertinente pour I'approche propos6e.
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5.4.2 Histogrammes des r6alisations

Les histogrammes des r6alisations reproduisent les histogrammes des modbles ana-

logues de porosit6. L'algorithme 6tant construit pour reproduire les histogrammes contraints

par I'utilisateur, nous avons effectivement impos6 les histogrammes des modbles ana-

logues. II en est de m6me pour les deux 6tudes de cas, d, la diff6rence que pour le cas

biom6dical, le modble analogue possbde un histogramme similaire d celui du modble

synth6tique, ce qui donne I'impression que I'algorithme reproduit l'histogramme syn-

th6tique. Nous pouvons donc avancer que I'approche propos6e est reproductible car

toutes les simuiations sont similaires au niveau de leur histosramme.

5.4.3 Cartes statistiques

Les cartes statistiques obtenues b,la section 4.4.3 permettent de visualiser Ia moyenne,

la variance, I'asym6trie et I'aplatissement pour 100 r6alisations de porosit6 synth6tique;

i la figure 4.20 pour le moddle hydrog6ologique, et d, la figure 4.2I pour le modble bio-

m6dical.

La variance des r6alisations permet de constater l'6talement des valeurs de pixel (fig.

4.20 d) et 4.27 d)). Dans le cas du modble hydrog6ologique de porosit6, Ia variance se

situe entre 0 pour les textures synth6tiques connues du modble analogue et 2 x 10-3

pour les textures synth6tique inconnues du modble analogue (fiS. a.20 a)). Ceci signifie

que la carte de variance permet donc d'6valuer Ia repr6sentativit6 du modble analogue

de porosit6.
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5.4.4 Cartes de diff6rence

Les cartes de diff6rences permettent de visualiser l'6cart existant entre les r6alisa-

tions du moddle synth6tique de porosit6 et la cible des simulations (fig. 4.22 et 4.23).

Qualitativement, les cartes de diff6rences montrent (encore une fois de plus) les tex-

tures inconnries du modble analogue de porosit6. De plus, I'histogramme d'une carte de

diff6rence du modble hydrog6ologique (fi.g. a.2a a)) indique qu'une erreur absolue est

introduite en d6normalisant les r6alisations d, partir de Ia moyenne et de la variance

du moddle analogue de porosit6. Il est pour le moment impossible de faire autrement

puisque la moyenne et la variance du modble synth6tique de porosit6 sont suppos6es

6tre inconnues. Par contre, puisque les valeurs en forages semblent 6tre plus repr6sen-

tatives du modble synth6tique, celle-ci devraient 6tre utilis6es pour de futures applica-

tions de I'approche. Dans Ie cas du moddle biom6dical, encore une fois, les distributions

synth6tique et analogue du modble de porosit6 sont 6quivalente. Cette erreur absolue

n'apparait donc pas.

L'intervalle de valeur des 6carts entre r6alisations et cible des simulations se situe

autour de * 0,05 pour le modble hydrog6ologique (fr,g. a.2a a)) et de * 100 HU (mo-

difi6) pour Ie cas biom6dical (fig. 4.24 b)). Ceci nous indique que l'erreur relative des

r6alisations est de I'ordre de 10 % dans Ie cas hydrog6ologique et de I'ordre de 1 To dans

1e cas biom6dical.
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5.4.5 Analyse morphom6trique

Les r6sultats obtenus dans Ie cadre des travaux de Vachon (2010) sont pr6sent6s au

tableau 4.4. En moyenne, les parambtres morphom6triques sont toujours simul6s prds

de la valeur cible, d, l'int6rieur sinon tout prbs de l'6cart-type. II doit 6tre soulign6e que

ces parambtres morphom6triques auront 6t6 obtenus en coupant I'image des pixels dont

Ia valeur d'intensit6 se retrouve en dessous d'un seuil dit de << min6ralisation >>, afin de

d6partager sur l'image I'os << dur >> de I'os << mou >>. Cette m6trique de validation mesure

donc une partie de l'histogramme r6alis6. Puisque ce dernier est identique pour toutes

les r6alisations et que l'histogramme du modble synth6tique se comporte de la m6me

fagon que I'histogramme du modble analogue de porosit6, l'analyse lin6aire subs6quente

des parambtres morphom6triques ne peut que faire d, nouveau ressortir cette similarit6.
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Oir que tu poses le pied, sois s0r que

la poussibre

Fut un homme notable, un homme

trds capable.

Chapitre 6
Omar Khavam

Conclusron

Dans le cadre de la pr6sente 6tude, nous avons d6velopp6 une approche permettant

de mod6liser les hydrofacibs d'un contexte g6ologique b, partir d'imagerie g6ophysique

compl6mentaire. Nous avons construit notre approche en nous basant sur les travaux

de Gloaguen et al. (201.0) d, l'int6rieur desquels un modble analogue permet de d6finir

un moddle hydrog6ologique conceptuel dont les images sont analys6es au niveau de leur

coefficients d'approximation. Ces derniers sont obtenus par transform6e d'ondelette dis-

crdte.

A l'int6rieur de nos travaux, nous avons substitu6 la d6finition d'ondelette discrbte

de Haar pour celle propos6e par Portilla & Simoncelli (2000) et ce nous avons r6utilis6le

moddle de texture param6trique afin de tirer un maximum d'information des structures

de courtes 6chelles (statistiques marginales, A, chaque bande de fr6quence et entre les

bandes). Nous avons finalement valid6 les r6aiisations produites d, I'aide de diff6rents

outils statistiques usuels.
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Nous avons construit I'approche d, I'aide de deux 6tude de cas. La nuance entre les

deux moddle r6side dans l'homog6n6it6 des textures contenues dans les images, ), savoir

que Ie modble biom6dical pr6sente un seul type de texture visuelle alors que Ie moddle

hydrog6oiogique en pr6sente un 6ventail. De plus, les modbles diffbrent aussi au niveau

de leur acquistion puisque le modble hydrog6ologique est constitu6 de deux variables

compl6mentaires (porosit6 et lenteur radar) alors que le modble biom6dical est constitu6

d'une seule variable repr6sent6e d diff6rentes r6solutions.

Pour tous les cas d'espbce 6tudi6s, la m6thode est reproductible car elle reprododuit

syst6matiquement les structures de larges 6chelles d partir des images des modbles syn-

th6tiques g6ophysiques (et macroscopiques biom6dicaux) ainsi que les histogrammes des

modbles analogues de porosit6. Pour 100 r6alisations, nous avons constat6 la similarit6

entre les histogrammes des r6alisations. De plus, nous avons r6ussi d, forcer l'algorithme

h imposer les valeurs conditionnantes en forage.

Ainsi l'approche propos6e est facile d'utilisation, flexible et efficace, dans Ia mesure

ori le modble analogue fournit globalement les statistiques b, laquelle I'utilisateur peut

s'attendre du modble synth6tique. Les travaux futurs doivent inclure le d6veloppement

de I'approche au cas tridimensionnel ce qui techniquement n'est qu'une g6n6ralisation

du cas bidimensionnel. De plus les travaux futurs devront aussi permettre de tenir

compte d'un modble analogue qui possbde plus d'une variable compl6mentaire de sorte

que plus d'une mesure g6ophysique puisse rafiner ia simulation s6quentielle bayesienne.

Finalement, il sera n6cessaire d'6tre en mesure de valider le ou les sc6narios les plus

probables, de manidre d ce que Ia m6thode devienne un outil diagnostique.
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Annexe A

El6ments de g6ostatistique

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997). Les notions abord6es

sont le modble de variable et de fonction al6atoire, la notion de stationnarit6 et de va-

riabilit6 spatiale, Ies modbles de covariance admissibles, les modbles d'anisotropies, ainsi

que les modbles de krigeage simple et de krigeage ordinaire.

A.1 Description univari€e

La pr6sente section est tir6e des travaux de (Goovaerts, 1997, voir chap. 2, $ 2.1, p. 9).

La notation est l6gbrement modifi6e afin de respecter la coh6rence du pr6sent document.

Soit {sr,, D : L,. . . , N}, I'ensemble des observations des attributs cat4.goriques s, tels

que mesur6s sur l/ individus. L'ensemble des K 6tats possibles s4 pour toute valeur de

s,, admissible est d6not6 par {s1,... ,  sr}. La fr6quence << d'occurence >> des 6tats s;r,

not6e p7r, est donn6e par la moyenne arithm6tique, soit,
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oir << f indicatrice ,> In;"* (correspondant au n-ibme individu) vaut 1 lorsque l'6tat s4 est

observ6 et vaut z6ro autrement. Math6matiquement, I'indicatrice s'6crit,

pr: *fo,,,r,

-  f  t ,  s is :sp ' ,
In,"^ : \

|. 0. autrement.

P s 1 " , s , * : }  
)  

I n ; , n '  I n ; , , ^ .

(A  1 )

(A 3)

(A 2)

En plus de Ja table des fr6quences pour chaque 6tat, il est possible de dresser la table

des occurences de deux 6tats sp et s'p qui correspondent d, deux attributs cat6goriques

apparaissant en une position sur ie domaine d'6tude. Nous obtenons cette information

de la table des occurences crois6es ?s;.,s,o qui est ici exprim6e comme 6tant la << moyenne

du produit des indicatrices >>,

Maintenant, soit {2,r, Tt : 1,. . . , N}, I'ensemble des attributs continus z des N individus

d'une population. La distribution des valeurs continues est typiquement d6crite ),I'aide

de I'histogramme qui discr6tise d'une part I'interval de valeurs admises en un nombre de

classes d'6gale largeur et d'autre part les proportions relatives de donn6es pour chaque

classe. Ce sont ces dernibres qui d6finissent Ia fr6quence des classes, ainsi l'histogramme

d6crit la distribution des fr6quences des valeurs pour une largeur de classe donn6e. Il

est en pratique parfois important de connaitre la proportion des valeurs d'une donn6e

qu'elle soit sup6rieure ou inf6rieure d, seuil donn6. Ainsi la proportion d'6chantillons z ne

d6passant pas la valeur seuil 26, not6e F"o,, esl donn6e par Ia moyenne des indicatrices,

(A 4)

ot,

F"r: *fi-'''"r'

{ ;

si zn { zp,

autrement.

r -' n ; s k
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Ces proportions sont 6valu6es pour une s6rie de valeurs seuil qui forment ensembles une

fonction de distribution cumulative. Les 6l6ments statistiques importants pour carac-

t6riser une distribution unimodale sont; la valeur centrale, la mesure d'6talement ainsi

que Ia mesure de sym6trie. La valeur centrale rn est usuellement donn6e par la moyenne

arithm6tique des valeurs zn, de la m6me manibre qu'd, l'6q. (A.1), soit,

^:*f_,. (A 6)

Pour les distributions asym6triques, il est pr6f6rable d'utiliser la m6diane de la distribu-

tion. Cette dernibre correspond i,la fr6quence cumulative de la cinquidme d6cile (c.-i,-d.,

F"r :0, 5). La mesure de l'6talement autours de la moyenne est d6finie comme 6tant la

variance o2 de Ia distribution, soit.

or : * I ( r "_^ ) r .  (A7)
1\ 7:,

La racine carr6e de la variance est l'6cart-type et est not6e o. D'autre part, nous dirons

qu'une distribution est sym6trique si,

f  ( ^ -  z ) : I -  f  (m- r  z ) ,  Yz .  (A8)

La relation de sym6trie indique que la moyenne et la m6diane d'une distribution sont

6gales. Finalement) nous mesurons l'asym6trie de la distribution avec le coefficient

d'aplatissement, not6 g et d6fini tel que,

( rn -  ^) t (A e)
o3

Pour une distribution sym6triq\E, g : 0. Pour une distribution qui tend vers z6ro de

manidre asymptotique pour de fortes valeurs de z, I'asym6trie est dite positive. Inver-

sement, pour de faibles valeurs de z, l'asym6trie est dite n6gative.

1 N

,r', : I \-Y  
N L ) ,

n,: I

r37
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4.2 Description bivariee

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap. 2, E 2.2,

p. 19).La notation est l6gbrement modifi6e afin de respecter Ia coh6rence du pr6sent

document. Soit {z;,, , ,  zi,ntr l  - 1,.. . ,  N}, les mesures de deux attr ibuts continus z;,, ,

et zi,n des m6mes l/ individus. Nous construisons un nuage de points de manibre d,

repr6senter chaque paire de points (i,, j). Les statistiques permettant de caract6riser

une relation bivari6e les plus fr6quemment utilis6es sont Ia covariance, not6e Cov{'} ou

oii, ainsi que la corr6lation lin6aire, not6e p. Elles sont d6finies telles que,

t
U ; ;  - +i ('o,n-m)'(zi,n-*)'

o?
, , t  :  #,e [ -1.1] .

(A .10)

€t ,

(A  11 )

oit o; et 03 sont les 6cart-types des distributions de valeurs de zi el, zi,respecl,ivement.

Lorsque i : j ,la covariance devient la variance ol . La quantit6 p4 fournrt une mesure

de la relation lin6aire entre deux variables. Il est important de noter que deux variables

peuvent fortement d6pendre I'une de I'autre (p."*., zi: zl), mais n'avoir aucune cor-

r6lation entre elles. De plus, la corr6lation lin6aire est fortement affect6e par les valeurs

extr6mes des distributions. Le cas 6ch6ant, la corr6lation doit 6tre 6valu6e en sommant

Ia moyenne arithm6tique de chaque classe de valeur de I'histogramme (voir 6q. (A 4))

En somme, la corr6lation n'6value qu'un aspect de toute l'information d'une distribu-

tion.

138



o2-n'  o?n

Annexe A. El6ments de g6ostatistique

A.3 Description spatiale univari6e

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap. 2, 5 2.3,

p.22). La notation est l6gdrement modifi6e afin de respecter la coh6rence du pr6sent

document. Soit un attribut continu, not6 z(u"), dont le vecteur position est not6 u,,.

Nous proc6dons ), la mise en graphique des paires de points (t(u"),2(lu,--t h)) s6par6s

d'une distance h. L'6talement des donn6es autours de la bisectrice de corr6lation unitaire

reflbte la variabilit6 entre les donn6es et l'inflation de leur 6talement pour une distance

h croissante refldte Ia dissimilarit6 croissante entre des mesures toujours plus distantes.

Nous 6crvions la covariance spatiale entre deux points de mesures s6par6s d'un vecteur

h telle que,

c(h) : rb
r/(h)
v./-) z (u" )  .  z ( t ,+  h )  -  r r l - . - .  r r l+h t (A 12)

z(u,) ,  (A.13)

OU,

1
m_h:  -  :  

Ar lg

N(h)

T
./-)

o[ ,
r N(h)

h+h:  
F,  I  

r , " ,  + h) , (A.14)

et oir l/(h) est le nombre de paires de points h l'int6rieur de cette classe de vecteur

h.Nous obtenons la fonction d'autocorr6lation exp6rimentale p(h) pour un ensemble de

valeurs croissantes de h, de sorte que,

p(h ) :
c(h)

€  [ -1 ,  1 ] , (A .15)

t r l
o-_h:  o -  :  

A / (h )

^r(h)
v
/-)
h : 1
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et oir,

La corr6lation est une mesure de similarit6 alors que ie semi-variogramme exp6rimental

7(h) est une mesure d'6cartement. Nous 6crivons Ie semi-variogramme exp6rimental tel

QU€'

r  N(h)

o?n:m l ,  l ' tu"+h) -m+n)2'

I  N(h)

?(h )  :=J ' .  I ( r ( . t " )  - z (un+h) ) ' .r  \  2 N ( h )  ?

(A  17)

(A 18)

La valeur que prend le semi-variogramme pour un vecteur h donn6 peut 6tre interpr6t6e

comme 6tant Ie moment d'inertie du nuage de points autours de sa premibre bisectrice

(c.-},-d. autours de 7(h) - h). Ainsi, la valeur du semi-variogramme augmente avec la

distance mesu6re entre un point (r(u"),2(u.) +h) et la premibre bisectrice. La distance

de s6paration pour laquelle Ia covariance et ia corr6lation sont nulles est nomm6e la

port6e. De plus, il existe usuellement une discontinuit6 d, I'origine telle que 1(0) + 0;

c'est l'effet p6pite. Une telle discontinuit6 b, l'origine du semi-variogramme indique une

erreur intrinsdques aux mesures et/ou une source de variation pour des vecteurs h dont

Ia norme est inf6rieure au plus petit interval de mesure.

L.4 Description spatiale bivari6e

Cette section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap.2,S2.4, p. a6). La

notation est l6gdrement modifi6e afin de respecter la coh6rence du pr6sent document.

Sott, zi et zi , deux attributs s6par6s d'un vecteur h, nous 6crivons Ia covariance crois6e

Cor(h) entre zi et zi, telle que,

Coi(h):#
N(h)

\.,/-)
- - l

a(t^)  .  z i (un+ h)  -  Tr l i_n.  f f i j *n,

740

(A.1e)
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oi,

et oir,

ot,

r  N(h)

, ,o t_h  _  
N( l r )  ! ,

. lr(h)

Nft,) 2

(A.20)

(A 21)

(A 23)

(4.24)

(A.25)

L'ensembie des covariances crois6es C-ifttt),Coi(lrr),... est app€16 la fonction de cova-

riance exp6rimentale crois6e. De manibre g6n6rale, Cni(h) * Ct(-h), bien qu'usuelle-

ment on pose que Ci, i(h): Ci1-h). Le corr6logramme crois6 pti |1r) s'6crit ,

C, i (h )
pl1 t ) : -#e [ - t . t ] .

I  
o i - n '  o  i * n

(4.22)

, 7 
lr(h)

o |_n :  
F ,  )  { ro (u" )  -  mt -n)2 ,

.  n : I

et oir,

t r 
N(h)

o?*n : 

"(t)- 
l-f",(t' 

+ h) - *i*n)''

Nous 6crivons le semi-variogramme exp6rimental crois 6 lrrli tel que,

r N(h)

^v..(h) 
! (ro(,r") - zr(tn + h)) .QiG) - zi(:u,-+ h)),r \-- ' 2N (h) L 

r
Le semi-variogramme crois6 est sym6trique si l'on interchange'l et 7 ou h et -h. De plus,

le semi-variogramme crois6 ne peut 6tre qu'6valu6 en des points oi les deux attributs

zi el zi sont pr6sents.La fonction de codispersion est 6valu6e d partir de Ia relation

suivante.

7ri(h)

n(h) .n i (h)
n i (h ) :

r47

e [ -1 ,  +1] . (A.26)
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A.5 Modble de fonction al6atoire

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap. 3, g 3.2,

p. 63).La notation est l6gdrement modifi6e afin de respecter Ia coh6rence du pr6sent

document. Nous abordons en premier iieu les notions de variable al6atoire ainsi que de

fonction al6atoire. Ensuite. nous abordons la notion de stationnarit6.

A.5.1 Variable al6atoire

Une variable al6atoire (V.A.) est une fonction qui possbde une distribution de va-

leurs. II existe Ia V.A. discrdte (ou cat6gorique), ainsi que Ia V.A. continue. La V.A.

cat6gorique, not6e S(r), possbde une repr6sentation finie (p. ex., bleu, vert ou rouge).

On note la probabilit6 p(u;sp) repr6sente la probabilit6 que l'6tat sa soit mesur6 en u,

math6matiquement.

p(u;sr)  :  P{.9(u :  
"*)} .  

(A.27)

Les K probabilit6s p(u;sa) se retrouve i, I'int6rieur de l'interval [0, 1] et leur somme

6quivaut d 1,

K

I  p(" ;sr )  :  1 . (A.28)
k- - l

La distribution de probabilit6 cumulative, not6e F(u;se), s'6crit sans ordre pr6f6rentiel

des K valeurs possibles de sp, ainsi,

k

F ' (u ;se )  :P { ( ,S (u )  :  s r )  u  (S( " )  : " r )  , . . .u (S(u )  : r * ) } :  
Ip (u ;sk , ) .  (A .29)

k t : l

La quantit6 F(u;s6) est Ia probabilit6 pour toute valeur de toute cat6gorie ordonn6e sp,,

que la valeur de s6 existe en u. Puisque p(u;s*) e [0, 1] et que la condition pr6sente ],

r42
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l'6q. (A.28) existe, toute fonction de probabilit6 cumulative F(u;sa) doit 6tre comprise

dans I'interval [0, 1]. Aussi, Ia distribution de probabilit6 cumulative de l'6q. (A.29) ne

peut 6tre une fonction d6croissante du seuil s7., tel que f'(u;se) e [0, lf,k : I,.. . , K,

et que,

F(u;s6) ( F(u; s'n), Yk' > k. (A 30)

La V.A. continue, not6e Z(u), possdde quant h elle un interval continu de valeurs acces-

sibles dans un ordre naturel. Une V.A. continue peut 6tre compldtement d6crite par une

fonction de distribution cumulative (F.D.C.) qui donne la probabilit6 que Iavartable Z

prenne en u une valeur inf6rieure au seuil z, soit,

F(4 z) : P{z(u) { zl V z. (A.31)

Lorsqu'elle existe, la d6riv6e de la F.D.C. est la fonction de densit6 de probabilit6

(F.D.P.) f  (u;r): F'(u; z).Par analogie avec le cas discret pr6c6demment expos6, les

relations suivantes sont satisfaites.

F(u; z) € [0, 1] Vz,

€t,

F(t; z) ( F(u; z') V z'

Ainsi toute F.D.C. F(u; z) se situe d I'int6rieur d'un

est une fonction non-d6croissante du seuil z.

(A.32)

> z.  (A.33)

interval [0,1], alors que la F.D.P.
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4.5.2 Fonction al6atoire

Une fonction al6atoire (F.A.) est d6finie comme un ensemble de V.A. d6pendantes,

pour chaque position u sur un domaine,4. Pour I'ensemble des K positions rrk,k:

1, .. . , K, il existe un vecteur contenant K V.A. {Z(rrr),. . . , Z(u*)} caract6ris6 par la

F.D.C. suivante,

,F ( r , ,  . . . , ux i z r t . . . , zN )  : e {21 " r )  (  r r ,  . . . , Z (uo )

En pratique, I'analyse est limit6e d, des F.D.C. qui n'impliquent

simuitan6ment en un instant donn6, ainsi qu'), leur moments

dants; soit la F.D.C. d, un point,

F (u; z) : r {21"1 = ,},

I'esp6rance de Z,

^(u) :

la covariance i, deux points de Z,

C(u, u') : e{21"7 . z("')\

Ie corr6logramme d, deux points,

p(u, u') :
C(u, u')

F(u, u'; z, z') : z ,  Z (u ' )  =  , ' ) , (A.36)n{21"7 <

plus de deux positions

statistiques correspon-

(A.35)

(A.37)

(A.38)

= , o \ (A.34)

(A.3e)

t  {21"1\,

- e{z6s\ e{21"' ' \,

v"r{21"1 - z("')}

r44

et le variogramme de Z,

2 'y( r , t ' )  : (A.40)
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A.5.3 D6cision de stationnarit6

Une F.A. est dite stati,onnazre sur le domaine.4 si la F.D.C. est invariante sous trans-

Iation (voir 6q. (A.34)). C'est i, dire que n'importe quels vecteurs de F.A. {Z(u), . . . , Z(rtx)}

et {Z$t+ h), .  .  .  ,  Z(t* + h)} ont Ia m6me F.D.C. i  deux points, peu importe la trans-

lation de h. Math6matiouement.

F ( . t , .  . . , r r x i zL t . . . , z x ) :  F (u  +  h , . . . , u r  *  h ;2 t , . . . , l x ) ,Vu r ,h .  (A .41 )

La r6f6rence d, une position u peut alors 6tre d6duite des 6qs. (A.35) d (A.40) afin que

les statistiques d, deux points ne d6pendent que du vecteur de translation h

" | ,
F(')

Ia F.D.C. d, deux points,

: r{21"1 <

^ :  t {21"1\ ,

- e {z 1u1\ e {z 1"+ h)},

(4.42)

(A.43)

(4.44)

(A.45)

(A.46)

F(u;z ,z ' )  :  f  {z ( r )  <  z ,  Z(u+ h)  < z ' } ,

I'esp6rance de Z,

la covariance d, deux points de Z,

c(h) :  e{21"1 -z(u+h)}

le corr6logramme d, deux points,

p(h) :ffi,
et le variogramme de Z,

zt1,)  :vu,{z1u) -  z(u+ h)} :  e{(zf")  + z(u* h)) ' } (4.47)

Les fonctions C(h) eI21(h) sont dites anisotropiques si elles d6pendent et de la distance

et de Ia direction. Elles sont dites isotropiques si elles ne d6pendent que du module de
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h. Ainsi, un modble de F.A. est dit stationnaire de deuxibme ordre si,

1. I'esp6rance existe et est invariante d I'int6rieur du domaine "4,

2. la covariance d, deux points C(h) existe et ne d6pend que du vecteur de s6paration

h.

La fonction de covariance, le corr6logramme et le semi-variogramme d'une F.A. sont

6crits:

r (h)  :c(0)  -c(h) . (A.48)

e {tz t"t}

€t,

p(h) :r-ffi (A.4e)

Lorsque la distance << inter-station >> lhl augmente, la corr6lation entre n'importe quelle

F.A. Z(t) et Z(u + h) tend g6n6ralement vers z6ro. Le semi-variogramme est limit6

pour lhl --+ oo par Ie seuil C(0). La d6finition du semi-variogramme 7(h) ne requiert

pas l'existence d'une moyenne constante ni d'une variance finie de la F.A. Z(u). Une

condition suffisante est que les incr6menhs (Z @ - Z fu+h)) soient stationnaires d'ordre

deux. Nous appellons cette condition << I'hypothbse intrinsdque >>. La stationnarit6 de

second ordre implique I'hypothbse intrinsbque alors que I'inverse n'est pas vrai; c.-d,-d.

que la stationnarit6 n'est pas une propri6t6 du moddle de F.A., mais bien une pro-

pri6t6 n6cessaire pour I'inf6rence. La stationnarit6 est ainsi une d6cision, et non une

hypothbse ), infirmer ou d, confirmer. La stationnarit6 permet ainsi I'6tude de donn6es

sur des domaines consid6r6s homogbnes. Lorsqu'un modble r6gional est h6t6rogbne et

pr6sente des << zones >> qui forment diff6rents sous-domaines locaux homogbnes, il est

sugg6r6 de d6limiter ces zones afin de leur appliquer la d6cision de stationnarit6.
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,4..6 Mod6lisation de la variabilit6 spatiale

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap. 4, $ 4.2, p.

87). La notation est l6gbrement modifi6e afin de respecter Ia coh6rence du pr6sent do-

cument. Nous abordons en premier lieu I'admissibilit6 des modbles de covariance. Nous

abordons ensuite les moddles d'anisotropie ainsi que le modble lin6aire de r6gionalisation.

A.6.1 Modbles admissibles

Soit {Z(u), u e "4} une F.A. stationnaire, de covariance C(h) La variance d'une

quelconque combinaison lin6aire finie, not6e Y, d'une variable al6atoire Z(ui,localis6e

€rr u6 € ,4,, s'exprime comme une combinaison lin6aire des valeurs de covariance et doit

6tre positive. Math6matiquement,

( K  )  1 {  K

var {Y} :Var i l . l *21"* )  |  :  I I )6 )1C(u6- r , )  }  0 .  (A.50)
l . ;  )  ==

or) ) est un facteur de pond6ration. Pour s'assurer que cette variance est positive, le

modble de covariance C(h) doit 6tre positif et d6fini. Consid6rant la relation ?(h) :

C(0) - C(h), la variance est r66crite en terme du semi-variogramme.

K K K K

var{Y} : C(0) I rrI^, - I I)r)r . r(ur -',) ) 0.
k :7  l :1 ,  k :L  I : I

Nous pr6sentons des modbles de covariances admissibles usuels,

- Effet de p6pite :

(A .51)

0 ,  s i  h :0 ,

1, autrement.
: {se(h)

747
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- Modble sph6rique de port6e a :

a L  A 3

#- r ; :  s rh (a ,

1, autrement.

- Modble exponentiel de port6e effective a' :

g . ( h ) : 1 - " - 3 h l a ' (A.54)

- ModFle qaussien :

g s ( h ) : 1 - " - 3 h 2 l a ' 2 (A .55)

- Modble de puissance :

g - (h ) :  h 'Pou r  0  <w  <2 . (A.56)

Il doit 6tre not6 que pour le modble d'effet de p6pite, Ie seuil est atteint pour tout h > 0.

Pour ce qui est du modble sph6rique, le seuil est atteint pour une distance 6gale A la

port6e h : a. De plus, trois types de comportements peuvent 6tre distingu6s proche

de I'origine; soit un comportement parabolique (modble gaussien), iin6aire (modbles

sph6riques et exponentiels) ou discontinu (effet de p6pite).

4.6.2 Modbles anisotropiques

Un modble est anisotrope lorsque la variabilit6 spatiale change avec Ia direction

d'6chantillonnage. La mod6lisation de l'anisotropie d6pend et du module lhl, et de la

direction d du vecteur h. La pr6sentation suivante se limite au cas bi-dimensionnel

construit d I'aide d'un vecteur h : (hr,h)'.Nous abordons en premier lieu I'aniso-

tropie g6om6trique, oil la port6.e varie en fonction de I'angle 0. Nous abordons ensuite

- / A \ -
6 s  \ ' 0 l  

- (A.53)
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I'anisotropie zonale, oi le seuil varie en fonction de I'angle 0. Nous contruisons finale-

ment un modble r6gional lin6aire qui permet de sommer diff6rents moddles.

Anisotropie g6om6trique

L'anisotropie est g6om6trique lorsque les semi-variogrammes directionnels ont le

m6me modble, le m6me seuil, mais possbdent une port6e diff6rente. Le diagramme des

port6es versus la direction d'analyse est alors repr6sent6 par une ellipse dont le demi-axe

majeur de I'ellipse correspond A la direction qui possbde le maximum de continuit6 (c.-

b,-d. la plus grande port6e). L'angle d est par convention 6valu6 i, partir de la verticale

(h) en sens horaire. Le demi-axe mineur de I'ellipse est perpendiculaire au demi-axe

majeur et possbde un angle d : 0 + 90'. Les deux semi-variogrammes qui sont 6valu6s

en d et / peuvent 6tre liss6s par un des modbles admissibles. Les port6es ae et a6

correspondent aux axes de I'ellipse et le facteur d'anisotropie .\o est d6fini comme le

rapport des port6es,

\ " :% . -7 '
A6

(A.57)

La correction d'anisotropie g6om6trique consiste d transposer les coordonn6es spatiales

h : (hr,ho)r en un nouveau vecteur yt' : (h'6,h'u)T et de manibre A lier le semi-

variogramme anisotropique g(h) d un semi-variogramme isotrope gr(lh'l) contenu b,

I'int6rieur d'un nouveau systbme de coordonn6es. Nous 6crivons lh'l de sorte que,

(A.58)

La transformation procdde en deux 6tapes, soit,

h'] + h'f .
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1. par une rotation horaire :

f , 
-l

nr:  I  
n6 

|
lh '  l

2. ainsi qu'une mise d l'6chelle :

_t-L

ii:,1n': I

cos(0) -sin(0)

si,n(0) cos(O) lIth,

ha
(A 5e)

(A 60)

oi )o :H.7 .

Anisotropie zonale

L'anisotropie zonale se traduit par une variation du seuil du semi-variogramme en

fonction de l'angle d'6chantillonnage d. Le semi-variogramme dans Ia direction du demi-

axe mineur / possdde une plus longue port6e od et un seuii plus 6lev6 que pour toutes

autres directions. Ce type d'anisotropie est mod6lis6 en sommant un modble isotropique

de transition gr(lhl) avec un modble <<zonalr> gz(hi qui ne d6pend que de la distance

h6, dans Ia direction repr6sentant Ia plus forte variance. Nous 6crivons,

s(h)  :s ' ( lh l )  +ez(hD, (A  61 )

of a4 est la port6e du modble gr. L'anisotropie zonp,le Sr(hD est corrig6e en deux 6tapes

tel qu'un cas limite d'anisotropie g6om6trique pr6c6demment 6tablie,

1. La rotation des axes du systbme de coordonn6es en sens horaire est effectu6e de

sorte que I'ordonn6e (c.-d-d. Ia verticale) pointe en direction du seuil le plus 6lev6.

De fagon similaire ),1'anisotropie g6om6trique, Ie nouveau vecteur de coordonn6es

(ha,he)' est construit de sorte que,

:[;;] [t1
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h,: [ :r,f:l',"i,,'n, -,^,X,1 
[;; 1

2. Les axes sont ensuite mis d, l'6chelle de manidre D" ce que Ie modble zonal n'agisse

pas dans la direction d caract6ris6e par une plus forte continuit6. Ceci revient d

poser une port6e as infiniement longue. De cette fagon, le facteur d'anistropie )o

s'annule. Ainsi.

: [ ; : :"f

(A.62)

(A.63)

(A.64)

.:lr;,1 It
A.6.3 Modble lin6aire de r6gionalisation

Dans nombres de situations, plus d'un moddle de semi-variogramme g(h) est n6ces-

saire. La combinaison des moddles est appel6e une structure gigogne. Cependant, ce ne

sont pas toutes les combinaisons de modbles de semi-variogrammes et covariogrammes

qui sont admissibles. Il est sugg6r6 de construire une F.A. comme une combinaison li-

n6aire de modble admissibles. Soit Z(t) :une F.A., combinaison lin6aire de (L + t) F.A.

ind6pendantes Gl(u). Nous 6crivons cette combinaison sous la forme suivante,

L

z (u) : \at GI (u) + rn,
t :0

oir rn : t.{Z(t)} est l'esp6rance de la combinaison lin6aire, oit t{G(u)} : OVl et oi,

(A.65)

Cette dernibre condition exprime I'ind6pendance mutuelle des , + 1 F.A. G'(,t) lorsque

compar6es deux-i,-deux. La d6composition lin6aire se traduit par une fonction de cova-

riance de Ia F.A. Z(u) qui elle aussi est une combinaison lin6aire de tr + 1 fonctions de

[  . , tr ') ,  si t  :  t ' .

co.,{c'1u). Gl'(u * n)} : 
I
|. 0. autrement.
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covariances c;(h). Nous 6crivons Ia fonction de covariance C(h),

L L L

C(h)  :  co"{z1uy .z(u+h)}  I  I  o 'o ' 'Cou{G' ( . r ) .G"(u+h)}  :  I  a2t "1(h1.
r,:ott:o r:0 

(A.66)

puisque les I+ 1 F.A. G'(h) sont mutuellement ind6pendantes. Le modble de covariance

s'6crit aussi pour a2I : bI ,

L

C(h) :  lbrcl(h) > o, (A.67)

(A.6e)

t :0

or) bl est Ie seuil positif du moddle de covariance c1(h). Les fonctions de covariance

sont aussi des modbles admissibles. En terme de variogramme, nous posons gr(h) soit le

semi-variogramme de la F.A. G'(,t), poss6dant un semi-variogramme crois6 nulle entre

deux F.A. G'(n) et GL' (u). ainsi,

( " " (n)

s \ l : l ' ,
/  A  ^ n \

(A .od /

autrement.

lin6aire positive desOn 6crit alors le semi-variogramme

modbles de semi-variogramme Bl(h),

e{(c'1"1 -G'(, ,*n))
[  *,tn),

- G'' (u* h))) : 
I
l .0,

7(h) comme une combinaison

soit,

7(h) :  
)e{(zot 

-
L

: farg,(h)>0.
t-_o

z(u+n)) ' )
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4.7 Krigeage

La pr6sente section est tir6e des travaux de Goovaerts (1997, voir chap. 5, p.725).

La notation est l6gbrement modifi6e afin de respecter la coh6rence du pr6sent document.

Nous exposons les modbles de krigeage simple ainsi que de krigeage ordinaire.

4.7.L Paradigme du krigeage

L'objectif est d'6valuer un attribut aux endroits ne poss,6dant aucune valeur connue

u, d, partir des valeurs disponibles sur un domaine d'6tude "4. Soit un ensemble de .A/

valeurs connues {r(u"),n:1,.. . , .4/} d'un attr ibut continu z. L'estimateur de krigeage

Z. (u) est d6fini comme 6tant un estimateur de r6gression lin6aire que nous 6crivons,

z. (u) (A.70)
n : L

oil )"(u) est un poids assign6 d, la donn6e z(un). Z(u"). Les quantit6s not6es rn(u) et

m(u") sont les esp6rances math6matiques des V.A. Z(u) et Z(u,), respectivement. Le

nombre de points de donn6es utilis6es et leur poids diffbre possiblement pour chaque

localisation d estimer. En pratique, seul les valeurs connues dans un voisinnage W (u)

sont retenues. L'interpr6tation de Ia valeur inconnnue z(u) et de la donn6e connue z(u")

comme 6tant des r6alisations de V.A. Z.(u) et Z(u) permet de d6finir un estimateur

d'erreur, telle une autre V.A. Z.(u) - Z(") Le krigeage est ainsi utilis6 pour estimer

une V.A. en un point, en minimisant I'estimation de I'erreur, celle-ci 6tant donn6e par

la variance oLfu) que nous 6crivons,

.A|r
s - - 1  .  . / -  . \- m(u) : )- )" (u) (Z("") - - (u, ),) ,

_ zrd\v*{2.1u;"7$) 
:
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sous Ia contrainte de non-biais de I'estimateur,

t {r .(")  -  z(u)\ :o (4.72)

Nous discernons trois moddles de krigeage d un attribut ; soit le krigeage << simple >), oil

m(u) est constante et connue sur tout le domaine A; Ie krigeage << ordinaire r>, oi m(u)

est consid6r6e inconnue et possiblement variable localement sur le domaine, d'un voisin-

nageW(t) b, I'autre;et finalement le krigeage de << tendance >>, oi Ia valeur inconnue

des moyennes locales ̂ (u') est variable h l'int6rieur de chaque voisinnage tr4l(u). Dans

le cadre de cette 6tude, nous ne r6f6rons qu'au krigeage simple et ordinaire, alors que

nous invitons le lecteur int6ress6 d consulter les travaux de Goovaerts (1997, voir chap.

5, S 5.3 et suivantes, p. 132) pour de plus amples d6tails sur les autres types de krigeage

existants.

4.7.2 Krigeage simple

La mod6lisation d'une moyenne rn(u) stationnaire permet d'6crire I'estimateur Ii-

n6aire de I'6q. (A.70) tel qu'une combinaison lin6aire de (,n/(u) + 1) 6l6ments d'infor-

mation : la moyenne plus les N(u) Y.A. Z(u"),

(A.73)

ori les Zn sont les valeurs connues h l'int6rieur du domaine et oi les facteurs de pond6-

ration ),, sont obtenus afin de minimiser I'erreur sur la variance o"(u) : Yar{Z* (") -

Z(u)l, sous la contrainte de non-biais (voir 6q. (A.72)). L'estimateur de krigeage simple

est non-biais6 puisque I'erreur moyenne est nulle. D'utiliser l'6q. (A.73) donne,

t { t . (u )  -  z (u4} : r r l -m:o .  (A.74)

L'erreur d'estimation Z.(u) - Z(") peut 6tre vue comme une combinaison lin6aire des

l/(u) + 1 F.A. << r6siduelles >>, not6es .R(u) et -R(u,,), soit,

I i  (u) /  N(u) \

Z.(u):  f  \ ,9)2,(u) + m{ t  -  I  .1"(")  l .
n : [  \  n : 7  /
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: If,li) .\,(u)R(u,) - /?(,r), (A.75)

or) .R(u") : ZFt^) - m et rR(u)

comme une double combinaison

: R-(,t) - /?(.t),

: Z(") - m. L'erreur de variance peut donc 6tre vu

lin6aire des valeurs r6siduelles de covariance.

-  zcov{n-(u), R(u)},

(tr"t - ̂ ),

o2, : vur{n-f")i *v-{n1";}

:  8 ( r ,1" ; ,  TL:7 ,  , ,n r ( " ) )

(A.77)

Ce systbme est un systbme d, N(u) 6quations lin6aires, connu sous le nom de systdme

de krigeage simple. La stationnarit6 de Ia moyenne nous assure que la fonction de

covariance r6siduelle Cn(h) 6gale la fonction de covariance stationnaire C(h) de la F.A.

Zu, ce qui nous permet de r66crire le systbme de krigeage (6q. (A.77)) en terme de la

covariance de Z, tel que,

l / (u)

v/-)
- _ l

.\,,(u)C(u, - t^) : C (u. - u).

ffli) ffl!? ),(u).\-(u)co(', - ,'-) + cf (0) - 2lilj|) ),(u)ca(u n - u^),

iP9+ : T' )-(u)ca(u n - t*) - cr(u^- u) : o,2 0),,(u) 
- 

#,,"^

(A 76)

ou Ca(h) : Cov{ft(u), ft(n + h)} : t{n(u) + ,R(u + h)} est Ia covariance des r6sidus

ft(n) : Z(u) - rn(u). Ces derniers sont interpr6t6s comme Ia d6composition du modble

de F.A.. L'esp6rance des r6sidus t{R(u)} : 0. L'erreur de variance d6velopp6e }, l'6q.

(A.76) est de forme quadratiqu. Q( ) pour les l/(tt) facteurs de pond6ration ),(u). Les

poids qui minimisent I'erreur de variance sont obtenus en posant nulle chaque premidre

d6riv6e partielle de N(u), soit,
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La variance miminale d'erreur, aussi appel6e variance de krigeage simple, est obtenue

en substituant l'6q. (A.78) dans I'6q. (A.76). Nous obtenons,

"?fu): c(o)

L'estimateur de krigeage simple est un

mesur6es utilis6es dans la mod6lisation

lr(")
-  I  ) ,(u)c(u,-u).

n : l

interpolateur exact, c'est d dire

par krigeage sont reproduites.

N(u)

z. (u) : I ),^(u)z(u,), et
n : L

(A.7e)

que les valeurs

(A.81)

(A.82)

4.7.3 Krigeage ordinaire

En pratique, Ia moyenne locale d'un modble peut varier de manidre significative

sur tout le domaine d'6tude. Le krigeage ordinaire permet de tenir compte de telles

variations en limitant le domaine de stationnarit6 d, des voisinnages W(u), centr6s en u.

L'estimateur lin6aire de I'6q. (A.70) est donc une combinaison lin6aire d'une moyenne

locale constante m(u) et de l/(u) Y.A. Z(u").

(A.80)

La moyenne locale inconnue rn(u) est obtenue de I'estimateur lin6aire en forgant la

somme des poids de krigeage d, I'unit6. L'estimateur de krigeage ordinaire Z*(u) peut

donc 6tre 6crit comme une combinaison lin6aire des N(u) Y.A. Z(4),

r/(u) / ry(y) \
z.(u):  I  ) , (u)Z(n^) + m("1 (  1-  I  .1"(r)  l .

n : l  \  n : I  /

€t,

l/(u)
S - 1  ' / \
/  

A" \ r I )  :  L

n : I

Les N(u) poids )"(u) sont 6valu6s en minimisant Ia variance d'erreur, tout en respectant

Ia contrainte de non-biais (voir 6q. (A.72)). L'estimateur de krigeage ordinaire est non-
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biais6 puisque I'erreur moyenne est nulle,

( '' {9)
t lZ .  ( r )  -  Z (u ) l :  ) ;  ) , (u )zn (u )  - . (u )  :  - (u )  -  m(u)  :0

t  
. )  4

, ,nf(u)
I  dL lu )  _  \ - ' r
,  att6.a 

: 
- l :rA"(u) 

- 1 : o'

(A.83)
n: -L

L'erreur de variance est minimiser sous la contrainte de non-biais de I'6q. (A.82), en

utilisant le Lagrangien l(u), qui est une fonction des facteur de pond6ration )"(u) et

du paramdtre de Lagrange, not6 2p(u),

I )L(u)
2 )A.(u)

)-(u)Ca(un - v^) - Ca(un- u) : 0, (A.85)

/ . /Y:)\
. (^ " (u) ,n  -  1 , . . . , r t ' (u ) :  z r '  .u ) ) :  o |h i  +21. t (u)  (  I  ^ " t " )  -  1 )  (A.84)

\ "-:r /

Les poids optimaux )"(n) sont obtenus en posant nulles les N(u)* 1 d6riv6es partielles,

lr(")
_ \-1- L

m : 7

e t- " ,

(A.86)

Le systdme de krigeage ordinaire inclut l/(u)+ 1 6quations lin6aires d l/(u)* 1 inconnus.

Les ,n/(u) poids )"(u) et Ie parambtre de Lagrange p(u) qui sert de contrainte sur les

facteurs de pond6ration,

| .f-1n;C"(r", - u-) : C*(un- u), et | .f-1n; : t.
l / (u)

m : I

l/(u)

m: I

N(u)

m : 7

l/(rr)

rn:7

(A.87)

MOme si la moyenne m(u) est suppos6e 6tre stationnaire seulement dans les voisinnages

de trU(u), en pratique, Ia covariance r6siduelle est i la covariance globale qui elle est

6valu6e d partir de toutes les donn6es disponibles, ce qui mbne au systbme suivant,

| .l-1";c(,r, - u-) : C(u^ - u), et | .l-1,r; : t. (A 88)

L'erreur de variance minimale de krigeage ordinaire r6sultante est obtenue en subsituant

les ,n/(u) 6quations pr6c6dentes dans le systbme de krigeage ordinaire (du type de l'6q.

(A.76)). pour obtenir,
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N( " )

" | fu):c(o) 
-  I  )"(u)c(u,-u) -p(u)

, 1

Le systdme de krigeage ordinaire est d'ordinaire pr6f6r6 au krigeage simple puisque ne

requiert ni la connaissance, ni la stationnarit6 de la moyenne sur l'ensemble de domaine

A

A.8 Simulation s6quentielle bayesienne

Cette section pr6sente I'algorithme de simulation s6quentielle bayesienne. Tel que

pr6c6demment mentionn6, Ia simulation s6quentielle est un outil flexible, facile d'uti-

lisation et peu coCrteux en ressource informatique. De plus, sa version bayesienne lui

confdre la capacit6 de tenir compte simultan6ment d'une part d'une distribution de

urai,ssemblance des donn6es exp6rimentales et d'autre part d'une distribution a pri,ori

contraignant Ia variabilit6 spatiale.

A.8.1 Simulation s6quentielle

Soit {Z(tf,), i  :1,.. . ,1/r}, rtr ensemble de variable al6atoire (V.A ) d6finies en l/ ,

positions u' d, I'int6rieur du domaine .4 (Goovaerts, 1997, voir chap. 8, p. 369). Ces

positions n'ont pas d, 6tre sous Ia forme d'une grille r6gulibre. L'objectif est de g6n6rer

plusieurs r6alisations conjointes de ces ,A/ V.A.. Les r6alisations s'6crivent,

(  , , '  - - )

tz ( r ) (u ; ) . i :1 .  . l v i j ,V t :1 , . . . , l y ' .  (A .90)

et el les sont condit ionnelles d,l 'ensemble des 6chanti l lons mesur6s {r(u"),n :1,..  .  , ,4/}.

Nous consid6rons en premier la simulation conjointe des valeurs de z en deux positions,

(A.8e)
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soit u', et u!r. Un ensemble de couples de r6alisations {z1ly(u'r), r7)$!r),l : 7,. . . , L}

g6n6r6 en 6chantillonnant la F.D.P. conditionnelle bi-vari6e, que nous 6crivons,

F(rr i ,  uL;zt,"r l (N)): f  {z1u'r) {  r , ,  Z(ur) < rr l ( l / )} (A.e1)

Une approche alternative est donn6e par le th6orbme de Bayes qui stipule qu'une quel-

conque F.D.P. conditionnelle peut 6tre exprim6e comme le produit de F.D.P. univari6es.

Math6matiquement,

F(ri ,  ul i  zr,  rr l (N)) :  F(u'r ;  rr l (N + 1)) ,F'(r i ;zr l(N)), (A e2)

on l(,n/+ 1) signifie que le conditionnement est donn6 pour la l/-ibme valeur z(u,,) ainsi

qu'd la r6alisation Z("\) : z(D(u"). La pr6c6dente d6composition permet de g6n6rer des

couples de points {"Al(u'r),2(Dbr!r)\ en deux 6tapes:on tire d'abord al6atoirement une

valeurue(u|) d,l'int6rieur de la F.D.P. conditionnelle f'(u'r;rrl(l/)), on conditionne en-

suite Ia F.D.P. conditionnelle en u', en comptant la r6aiisation 211;(u'1) parmi l'ensemble

de N donn6es originales. L'id6e est de remplacer la F.D.P. conditionnelle bi-vari6e par

un 6chantillonnage s6quentiel de deux F.D.P. conditionnelles univari6es, d'oi Ie nom de

<< simulation s6quentielle >>.Le principe de simulation s6quentielle est g6n6ralis6 b, plus

de deux positions en applicant r6cursivement Ie th6ordme de Bayes. Les F.D.P. condi-

tionnelles b, N, points sont 6crites telles que le produit d" l/, F.D.P. conditionnelles

univari6es, c'est ), dire que,

F (u ' r , . . . , u 'N  iZ t , . . . , t r , l (N ) ) :  F (u ' * , ; zN j l (N  +  l / ,  -  1 ) )

.F(ui"r-r; zN,_rl(.n/ + Ni - 2)) (A.e3)

'  .  .  .  .  F("!r ;  zzl(N + 1)) .  r(r i ;  r ' l (N)),

oir par exemple, F(u'*,; zNjl(N + Nr - 1)) est la F.D.P. conditionnelle de Z(u'*,) 6tant

donn6 I'ensemble des N valeurs originales est les Nr - l r6alisations de Z(rlr),i :

1, . . . ,,4\L - 1. La pr6c6dente d6composition permet la r6alisation d'un vecteur ai6atoire
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1Z(u ' ) , i  :  7 , .  .  . ,1 / r )  en 16 6tapes,  so i t ,

1. Mod6lisation de la F.D.P. d, la position u'r, conditionnelle aux ly' donn6es origi-

nales z(u,,)  ;  r(r i ; r l (N)) :  P{Z(lr)  < , l ( l / )}

Tirage al6atoire de Ia F.D.P. conditionnelle d'une r6alisation ,Q)(u'r) qui devient

un point de donn6e conditionnel pour les prochains tirages.

3. Mod6lisation de Ia F.D.P. conditionnelle de Z(u'), au i-idme point ul visit6, 6tant

donn6 les N donn6es originaies et les e - 1 r6alisations z11y(u'), j  :  I , . . . , i ,-  7;

F(u ' r ;  z l (N +,  -  1) )  :  P{Z( t ! )  <  z l ( l /  +  i  -  1) } .

4. Tirage al6atoire de Ia F.D.P. conditionnelle d'une r6alisation 
"A16l).qui 

devient

une donn6e conditionnante pour tous les tirages subs6quents.

5. R6p6tition des deux dernibres 6tapes jusqu'i, ce que tous les { points aient 6t6

visit6s. L'ensemble r6sultant de vaieurs simul6es {zgS(r'), i  :  L,.. . ,1/r} repr6-

sente une r6alisation de la fonction al6atoire {Z(tt),u e,4} sur Ies { positions

u!. Un nombre .L de r6alisations est obtenu en reprenant le processus .L fois et en

utilisant un parcours de simulation diff6rent pour chaque r6alisation.

A.8.2 Simulation s6quentielle bayesienne

La prochaine 6tape est la construction du F.D.P. repr6sentative des coefficients

d'approximation du modble analogue ainsi que du moddle g6ophysique synth6tique.

Dans le cadre de ce projet de recherche, Ia simulation s6quentielle bayesienne est pr6-
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conis6e. Cette approche permet de construire une F.D.P. en tenant compte d nou-

veau du th6ordme de Bayes (Dubreuil Boisclair et al., 2011). Tel qu'expliqu6 plus

haut, le th6or6me de Bayes stipule que Ia probabilit6 P(AIB) qu'un 6v6nement A

existe, sous condition qu'un 6v6nement B soit r6alis6, est proportionnelle au produit

P(BIA) 'P(A) (Doyen & Den Boar, 1996). Nous posons A --- pt+r et B --- 9611 pour

obtenir f (pt*tlgt*t)qf (gr*rlpt*t)f (pt+r). Ici, f (pt+rlgr*r) est une distribution a poste-

riori issue d'une densit6 de probabilit6 conjointe de uraissemblance entre les coefficients

d'approximation du modble analogue ainsi que d" ,f (pr*r), une distribution a pri,ori ob-

tenue en param6trant par krigeage ordinaire une distribution normale. Dans ce cas-ci, la

distribution a posteri,orz correspond A,la fois aux relations spatiales des coefficients d'ap-

proximation g6ophysiques synth6tiques et aux relations statistiques d'6talonnage entre

les coefficients d'approximation du modble analogue. Plus sp6cifiquement, la premibre

6tape de I'approche consiste ), g6n6rer une densit6 de probabilit6 au moyen d'un noyau

d'interpolation non-param6trique, entre les coefficients d'approximation des images du

modble analogue. Ensuite, pour chaque coefficient d'approximation du modble g6ophy-

sique synth6tique, une densit6 de probabilit6 de vraissemblance est extraite du noyau

et mise en m6moire. La deuxibme 6tape consiste A, simuler par simulation s6quentielle

gaussienne (fonction a pri,ori gaussienne param6tris6e par krigeage simple) et b, chaque

s6quence de multiplier la fonction a pri,ori h,la fonction de vraissemblance avant de tirer

al6atoirement une valeur de coefficients d'approximation.

A.8.2.1 Noyau d'interpolation

Une fonction al6atoire f (r) de densit6 de probabilit6 conjointe peut 6tre construite

h, I'aide d'un estimateur de noyau de densit6, ce dernier 6tant une repr6sentation non-

param6trique d'une fonction de 7 variables al6atoires qui ne tienne compte d'aucun a

przori fonctionnel de densit6 (lVlartinez & Martinez, 2008, voir chap. 7, $ 9.3, p. 322).

Soit ri, i:\,2, . . . , fr, un 6chantillon tir6 d'une distribution quelconque qui possbde une
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fonction de densit6 /(r) que nous souhaitons 6valuer. Son estimateur non-param6trique

F(r) est d6fini tel que,

[  
*n d,:  I

Ici, h: tk+r - fa est I'incr6ment des k tranches du noyau d'6paisseur t. Le paramdtre

hy d6fintt le << Iissage >> de la fonction de densit6 de probabilit6. Lorsque Ia fen6tre

d'interpolation hy est petite, la fonction de densit6 de probabilit6 peut varier beau-

coup. A l'in'u"rr", lorsque la fen6tre d'interpolation est large, la fonction de densit6 de

probabiiit6 est douce. Diff6rentes m6thodes peuvent 6tre utiliser afin de d6terminer Ia

fen6tre d'interpolation optimale. Globalement ces m6thodes d6pendent de l'6cart-type

o des valeurs de la distribution interpol6e. Par exemple, il est propos6 dans Martinez

& Martinez (2008) une loi de << r6f6rence >>,

t  , t  I / 5

h,  :  (1 \ '  o ' - ' t ' ,  (A 'e6)
\3 /

Nous posons ensuite Kn(t): K(tlhf)lhy eI r66crivons l'6q. A.94 de sorte que,

1  n  / -  -  \

F(,)::I K(=1,
run,= \ n7 /

of K(t) est le noyau qui satisfait ), l'6galit6 suivante,

F(,):*Z*^,("-,o).

F(*) : ̂ i6,t{,LI .("#)\

(A.e4)

(A.e5)

(A.e7)

Bien qu'il existe des exceptions, le noyau est en rdgle g6n6rale une fonction de densit6

de probabilit6 sym6trique qui peut 6tre d6fini de diff6rentes fagons. Le tableau A.1

montre les diff6rents noyaux admis. Pour le cas multi-dimensionnel, nous posons ici

que l'6chantillonnage contient n 6chantilions et que chaque observation est un vecteur

xi)'i : 1, . . . , n, de longueur /. L'estimateur de noyau multi-dimensionnel s'6crit donc,

(A.e8)

oi rii est la i-i6md observation de la 7-ibme variable (dimension). La table A.1 pr6sente

diff6rents noyaux couramment utilis6s, autres que le noyau d'ondelette pr6sent6 A, la
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section 2.3.4. Finalement,

une densit6 de probabilit6

i I'aide du noyau d'interpolation, il est

entre les coefficients d'approximation

possible de construire

du modble analogue.

Exemples de noyaux d'interpolation de densit6

Noyaux D6finition

Gaussien

T!iangle

Epanechnikov

Bi-pond6r6

Tri-pond6r6

Normal

K(t)

K(t)

K(t)

K(t)

K(t)

K(t)

1 ^
t/ar"

- ( t t / 2 ) ,  _ @ < t < a

(1 -  I r l ) ,

10 - t'),

75  |  t  +2 t2
j 6 \ r  

-  t  /

1- t <r<

-1<r<

- 1 <r<

#Q-t ' ) ' ,  -1<r<

'l +2 It

v21 f
- oo< t<a

Tableau A.1 - Exemples de noyaux d'interpolation de densit6. Inspir6 de N{artinez &

Martinez (2008).
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Annexe B

Transform6e de Fourier par fen6tre

d'int6gration

Cette annexe est tir6e de Mallat (1989b). Nous abordons en premier Iieu la d6fini-

tion de Ia transform6e de Fourier par fen6tre d'int6gration, sa notation ainsi que ses

propri6t6s.

8.1 D6finition

La transform6e de Fourier d'une fonction f (r), not6" f (r) est la projection d'un

signal dans l'espace de Fourier. Techniquement le signal est int6gr6e dans le temps ou

l'espace de sorte que le signal soit projet6 dans I'espace des fr6quences. Cette transfor-

mation est r6versible, cependant inexacte puisque l'information spatiale (ou temporelle)

est perdue ), la premidre transformation. De manidre h, retrouver cette localisation, il

est propos6 d'utiliser une fen6tre spatiale g(r)s dans le processus d'int6gration afin de



Annexe B. Transform6e de Fourier par fen|tre d'int6gration

d6finir des r6gions d'int6gration. Cette fen6tre se d6place le long de I'espace (ou du

temps) pour couvrir un signal en entier. En une position u, pour une fr6quence c,;, la

transform6e de Fourier par fen6tre glissante d'une fonction f (") e L'(R) est d6finie

telle oue.

(B 1)

Cette 6quation mesure localement, autour du point u, I'amplitude de Ia composante

sinusoidale de fr6quence a. Lorsque la fonction g(r) est gaussienne, on parle de Ia

transform6e par fen6tre de Gabor. Cette fonction est g6n6rale pour tout type de fonction.

La fonction << fen6tre >> est usuellement une fonction paire et I'6nergie de ses transform6es

de Fourier respectives est concentr6e ), l'int6rieur des bandes de basse-fr6quence. Cela

peut donc 6tre vu comme une fonction de r6ponse d'un filtre passe-bas. Pour des fins

de normalisation, nous supposons que l'6nergie de g(r) 6gale 1, soit llgll2, la norme de

g( r )  :

l l o l l 2
i l o t l

:l: le(") l '  :  1. (8  2 )

Nous notons ensuite,

gro*o@) : e"o' g(r - uo). (B .3)

Une transform6e de Fourier par fen6tre d'int6gration (T.F.F.) peut aussi 6tre interpr6t6e

comme le produit scalaire de la fonction /(z) avec la famille de fonctions g,,,(z)1,,u)eR2t

soit,

G{f (r ,u)} :  ( f  (") ,e","(r)) .  (B 4)

En physique quantique, une telle famille de fonction est appel6e un << ensemble d'6tat

coh6rents >>. La transform6e de Fourier de gr,,o (z) est donn6e par,.

0ro,ro(') : e-'"o' E(u - ao),
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ou $(u,') est Ia transform6e de Fourier de g(r). Une famille d'6tats coh6rents correspond

ainsi i, une translation dans Ie domaine spatial (paramdtre u) et dans le domaine de

Fourier (parambtre c.,.,) d'une fonction g(r), ce qui rend possible I'analyse simultan6e

dans les deux domaines (voir fig. 8.1).

Nous 6crivons le lien entre une T.F.F. et une r6pr6sentation spectrale. Soit ouI'6carL-

type de g(r ) ,

'?': f:"ls(') l ' d'
Soit a, I'6cart-type de la transform6e de Fourier de g(z),

(B 6)

(B 7)

La fonction Bro,.,u (r) est centr6e €rr u6 et possdde un 6cart-type dans le domaine spatial.

Sa transform6e de Fourier, donn6e par I'6q. (B.5), est centr6e €rr 0J6 et possbde un 6cart-

Lype o,. En appliquant la relation de Parseval (voir 6q,. (216)) sur l'6q. (B. ), nous

obtenons,

Gtf @o,uo)) :  f**/{r)*;0,, ,0(r) or:  l** l (r)e;. , , .  (a) du. (B.8)
J-co J-oo

La premibre int6grale montre que dans le domaine spatial, G{f (ro,zs)} d6pend essen-

tiellement des valeurs de /(r) pour tout r e lug - outus -f o,]. La seconde int6grale

prouve que dans Ie domaine des fr6quences, G{/(uo,uo)) d6pend des valeurs de i(r^,)

pour tout u e lus - ou,us I o,]. La surface et Ia forme de la r6solution de cette cellule

sont ind6pendantes de u6 et a.rs, comme Ie montre la figure B.1. Maintenant Ia relation

d'incertitude, appliqu6e d, Ia fonction g(r), implique que,

"r,: I .* 
,r ls.,4|, dr.

(B e)

La r6solution de la cellule ainsi ne peut pas 6tre plus petite qae 21/2tr. La relation d'in-

certitude atteint sa limite sup6rieure si et seulement si la fonction g(r) est gaussienne.
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En 6tant gaussienne, Ia r6solution est optimale d I'int6rieur de I'espace de phase. Nous

appelons cette transformation une transfom6e de Gabor.

Repr6sentation de I'espace de phase

u

Ftcunp B.1 Repr6sentation de I'espace de phase de Fourier. L'axe vertical donne la

fr6quence u-' alors que l'axe horizontal pr6sente la position spatiale u. La transform6e de

Fourier par fen6tre d'int6gration G{f (w,z)} fournit une description de f (") d f int6rieur

d'une cellule de r6solution fzs - ou,uo I o1t] t [ro - outus I or]. Inspir6e de Mallat

(  le89b) .

8.2 Propri6t6s

La transform6e de Fourier par fenOtre d'interpolation (T.F.F.) est une isom6trie (0, un

coefficient de proportionnalit6 prds), c'est d, dire que l'6nergie est totalement conserv6e

lors de la transformation de L2(R) vers L2(R2), soit,

f- trt"l t' d,:#|:t:

r67

lGl f  ( r ,u) l l2  du du. (8 .10)
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La fonctio" f (") est construite de G{f (r,u)} suivant la relation,

f  ( r) : :  f . -  l**  
"{ f  

(r ,u)}efu_ r)" ' ' "  d,w d,u. (B.11)'ht 
J-- J-*

Les 6quations (8.10) et (B.11) sont d6riv6es en appliquant la relation de Parseval (voir

6q. (2.t6)) et en uti l isant la d6finit ion de G{f (w,,r l ,)} de l '6q. (B.1).

Une T.F.F. est une repr6sentation math6matique redondante. Au lieu d'6valuer

G{f(r,z)} pour toutes valeurs (r,")\ €R2, on 6chantillonne uniform6ment a.r et u et

la repr6sentation peut rester stable et compldte. Soit us et ao, deux intervalles d'6chan-

tillonnage dans chaque domaine. La T.F.F. discrdte est d6finie Y n,m e Z, telle que,

r+-
Ga{f (m,rr)} :  G{f (mus,nuo)\:  

J__ 
e- '^ 'o 'g(r -  nus)f (r)  dr.  (B.12)

La discr6tisation est uniforme dans I'espace de phase. Une T.F.F. discrbte est 6quivalente

),la division de I'axe des fr6quences en des intervalles s6par6es de a;6. Dans chacun de ces

intervalles, le signal est 6chantillonn6 h un taux de lfus. Intuitivement, les intervalles

d'6chantillonnage us et ao sont choisis pour couvrir l'espace de phase en entier, avec

la r6solution montr6e d Ia figure B.1. Formellement, pour reconstruire une fonction

f (r) e L'(R) A, partir d'un ensemble d'6chantillons (Go{f (",m)})6,,,1.2,, l'op6rateur,

L'(R) 94 f 1z'1, (B .13)

doit poss6der un inverse fini et born6 sur son intervalle. Chaque 6chantillon Ga{f (m,n)l

peut aussi 6tre interpr6t6 tel qu'un produit scalaire dans L2(R), soit,

Ga{ f  (^ ,n ) }  :  ( f  ( r ) ,exmuorg( t r  -  nuo) ) :  ( f  ( r ) ,g^ ,o ,nuo( r ) ) . (B.14)

Les propri6t6s de Ia T.F.F. discrbte d6pendent donc de la famille de fonctions (B-,0,,,,0 (r))6,^1rzr.

Daubechies (1988) a d6montr6 que pour obtenir un inverse Ga fini et born6, {ns et us

doivent satisfaire la relation suivante,
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usus 1 27T. (8 .15)

Lorsque uJoltro : 2n, on atteint Ia fr6quence de Nyquist or) Ga n'a pas d'inverse fini et

born6. Quand usus I 2a, I'intervalle de Ga est n6anmoins une structure compliqu6e.

Nous avons vu pr6c6demment que les r6solutions spatiales et spectrales d'une T.F.F.

sont constantes. C'est h dire que cette information est localis6e d, I'int6rieur d'un inter-

valle o,. L'6cart-type o,, de g(z) devient la r6solution de r6f6rence. Si le signal possdde

une discontinuit6 telle qu'une ligne, un bord, un coin, etc. (an edge) it" I'int6rieur de la

fen6tre d'int6gration, la pr6cision ne peut exc6der o,. C'est g6n6ralement le cas pour

une image. De plus, si le signal est compos6 d'6v6nements (features) qui sont d'6chelles

Iargement diff6rentes, il est impossible d'avoir une r6solution optimale pour analyser le

signal.
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Analyse morphom6trique

La microstructure osseuse peut etre caract6ris6e par des paramdtres morphom6-

triques standardis6s (Parfitt et a\.,1987). Les mesures primaires sont les surfaces mi-

n6ralis6es, Ies p6rimdtres osseux, les distances entre les trab6cules qui forment le tissu

osseux ainsi que le nombre de cellules osseuses pr6sentes par pixel. Il existe ensuite les

<< indices d6riv6s >>, structurels ou cin6tiques. Dans le cadre de cette 6tude, sont d'int6-

r6t Ia structure des tissus osseux. La densit6 osseuse) appel6e << nombre trab6culaire >>

(Tb.N fl,ongueur-i]), est usuellement obtenue d I'aide de Ia relation,

rb N: *+rn : (ffi)"'"o o--'= #, (c 1)

or) BV est le volume de tissu osseux, otr TV est Ie volume de tissu spongieux, oi Tb.Th

est l'6paisseur trab6culaire, oir Tb.Dm est le diambtre trab6culaire et of BS est la

surface osseuse de I'os spongieux. La s6paration entre les trab6cules (Tb.Sp.), d6finie

sur les c6t6s des trab6cules plut6t qu'en leur centre, est 6valu6e telle que,

Tb.Sp : - Tb.Th. (c 2)
Tb.N

II doit 6tre not6 que ces parambtres sont 6valu6s d, partir d'un d6compte de I'aire osseuse

en pixel (B.Ar) et du p6rimbtre osseux (B.Pm), alors que ces derniers sont effectu6es sur
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les images en posant simplement un seuil de niveau de gris cat6gorisant la min6ralisation

osseuse. Les relations qui d6finissent ces parambtres sont ;

BS
B.Pm :

Tb.Th,
(c 3)

BV (c 4)

intbgre l'6paisseur du

bi-dimensionelles.

B.Ar :
Tb.Th'

€t ,

Tel que nous pouvons le constater, l'analyse morphom6trique

voxel. Les propri6t6s mesur6es sont ainsi transpos6es en coupes

171



Annexe D

Codes Matlab

D.1 bay6sienne

Nous montrons ici les codes que nous avons d6velopp6s pour effectuer une simulation

s6quentieile bay6sienne.

r  \ l r c c i n { l  s t l ' i  s j -  i n a }! r r  r  4 v u + 4 v u + r r Y  J

z  %  B o u c l e  i n t r o d u i t e  A  l - ' i n t e r i e u r  d e  I ' a l g o r i t h m e  d e  s y n t h e s e  d e  c e x t u r e s

a  o <  ( r r n i  r  f  o v t r r r o Q r r n t h o e i  q  m  \ r a f  I : n n o v o - l -  a y f  r r r a q \ / n l -  h a e i  c I  I  i a n o  1 Q Q \
\ ! u !  l s r r r r l r : !  a L -  ) ,  ! ! Y a r !  r v v /

' t %

a  *  P o r r r  I  a  n r e - 1 i e f e  b o u c l e  d e  S v n f h e s es v  !  J

-  :  F  ^  l + ^ - - - 1

8

g  e o  O u v e r t u r e  d e s  i m a g e s

r o  i m 1 = 1 o a d ( ' s i m u _ 2 . d a t '  )  ;  i m 2 = f o a d ( ' p o r o _ 2 . d a t '  )  ;

Boucle de simulation

(boucleseq.m)

s6quentielle
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1 1  i m 3 : 1 o a d ( ' s i m u _ 1 . d a t ' )  ;  i m 4 = 1 o a d ( ' p o r o _ 1 . d a t '  )  ;

t 2

r 3  %  N o r m a f i s a t i o n  d e s  i m a g e s

7 4  T i m l : ( i m 1 - m e a n 2 ( i m 1 ) ) . / s t d 2  ( i m l ) ;  T r m 2 : ( i m 2 - m e a n 2 ( i m 2 ) ) . / s L d 2 ( i m 2 ) ;

1 s  T i m 3 : ( i - m 3 - m e a n 2 ( i m 3 ) ) . / s L d 2  ( i m 3 ) ;  T i m 4 : ( i m 4 - m e a n 2 ( i m 4 ) ) . / s L d 2  ( i m 4 ) ;

1 6

1 7  %  C r e a t i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s  d ' o n d e l e t t e s  p o u r  l e s  b a s s e s  f r e q u e n c e s

r a  l - T m " l  l : i n t o r c h r  / \ r a a  \ r a r  - ^ r f l  1 z  l :  n m a q k  r , - - n  ^  ^ r f a r  r . i + -- ^ . 3 n g e a p ( L \ s c r L \ o r ' r a c - - ,  r a L U r p ,  n l t e r r l r m . l . ) ;

l e  I  I m 2  ]  : i n t e r c h a n g e a p  ( N s c ,  N o r ,  a c r 0 ,  L z ,  I a ,  c m a s k ,  v a r 0 ,  p ,  n i t e r ,  T i m 2 )  ;

2 0  [  I m 3  ]  = l n l " r c h a n g e a p  ( N s c ,  N o r ,  a c r 0 ,  L z ,  L a ,  c m a s k ,  v a r 0 ,  p ,  n i t e r ,  T i m 3  )  ;

2 t  I  I m 4  ]  = l r l a r c h a n g e a p  ( N s c ,  N o r ,  a c r O ,  I z ,  I a ,  c m a s k ,  v a r ? ,  p ,  n i t e r ,  T  i m 4 )  ;

22

) 3  *  P r e n a r a f i o n  d e s  m a t r i c e s  d e  c o e f f i c i e n t s

2 4  [ n u , n v ] : s i z e ( I m 1 ) ;

2 s  r i m l : r e s h a p e ( I m l , n u * n v ,  1 )  I  r i m 2 : r e s h a p e  ( I m 2 , n u * n v ,  1 )  I

2 6  r i m 3 : r e s h a p e ( I m 3 , n u * n v ,  1 )  ;  r i m 4 : r e s h a p e  ( I m 4 r n u * n v ,  1 )  I

2 8  %  P a r a m A  t r e s  d e  t r a v a i t

2 s  m a c r o : r j - m 1 ;  m i c r o = r i m 2 ;  i m a g e d e p a r t : r i m 3 ;

3 0  i m a g e o b j e c t i f = T i m 4 ;  s t d c o e f  =  s t d 2  ( r i m 3 ) ;

3 1

? ,  ?  S : r r r r e o a - . l e  d e s  c o e f f i c i e n t s

3 3  s a v e  ( ' I m l t ,  t I m l t ,  t - a s c i . i ' ,  t - d o u b l e ' ,  t - t a b s t )  
;

3 4  s a v e  ( t I m 2 ' ,  ' I m 2 t  
,  

t - a s c i i ' ,  ' - d o u b l e t ,  t - t a b s ' )  
;

3 5  s a v e  ( t I m 3 ' ,  t I m 3 t ,  t - a s c i i t ,  '  d o u b L e t ,  t - t a b s t )  
;

3 6  s a v e  ( ' I m 4 ' ,  ' I m 4 ' ,  ' - a s c i i ' ,  t - d o u b l e t ,  ' - t a b s ' ) ;

37

9  \ l a r  i  a c r : m m a

3 e  I a , b ]  :  s i z e  ( I m 4 ) ;  v 0  :  z e r o s  ( a , b ) ;

4 0  x 0  :  z e r o s  ( a ,  b )  ;  y 0  =  z e r o s  ( a ,  b )  ;

4 2  %  N o y a u  d ' i n r e r p o l a t i o n

4 3  d a t a 2 : I m a c r o ,  m i c r o ]  ;

44

4 8  %  G r i l - l e  I g r i d x ,  g r i d y ]

4 6  [ n n , p p ]  :  s i z e ( d a t a 2 ) ;  g r i d x : n n / 2 0 ;  g r L d y : n s 1 2 9 '
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4 r  l X , Y , Z l  : c s k e r n 2 d  ( d a t a 2 ,  g r i d x ,  g r i d y )  ;

48

^  ^ : ^  i ^4 e  %  G A @ n A @ r a t r o n  d e s  c o e f f i c i e n t s

5 0  c o e f  =  z e r o s ( n u * n v , 1 ) ;  I n c , n d ] : s i z e ( X ( 1 ,  : ) ) ;

s r  d x : z e r o s ( n d , 1 ) ;  I n a , n b ] : s i z e ( X ( : , 1 )  ) ;

s 3  ?  - f A O r a f ' f s  
o e r m u c A O s

b 4  i r e = r a n d p e r m ( n u * n v ) ;  c o e f ] , o c  :  t l ;

s b  i t e R  =  r e s h a p e ( i t e , n u , n v ) ;  I k h , k v ]  =  m e s h g r i d ( 1 : n v , 1 : n u ) ;

5 6  g h  =  r e s h a p e ( k h , n u * n v , 1 ) ;  g v :  r e s h a p e ( k v , n u * n v , 1 ) ;

s 7  g g :  [ S v  g h ] ;

58

s s  %  P o u r  1 e s  n u * n v  c o e f f i c i e n t s  A  s i m u l e r

6 0  f o r  i : l  :  n u * n v ;

6 1  d x : a b s  ( i m a g e d e p a r t  ( i t e  ( i )  ) - X  ( 1 , 1 : n a )  ) ;

6 2  [ n i , n j ] : m i n ( d x )  ;

63

6 4  %  P o u r  l e  p r e m i e r  p o r n t  A  s i m u l e r ,  u t i l i s e r  s e u l e m e n t  l a  F D C  d e  v r a i s e m b l a n

:  .  I  - - 1
o o  r r  f - - t

6 6  x c d f :  c u m s u m ( Z ( : , n ) ) ) . / s u m ( Z ( : , n ) l ) ;

6 8  %  P o u r  l e s  a u t r e s  p o i n t s  A  s i m u l e r ,  u t i l i s e r  a u s s i  l e  k r i g e a g e

6 e  e l s e

7 0  %  K r i g e a g e

7 r  m o d e l :  t 3  3  8  0 ; 4  3  8  9 0 1 ;  c c :  [ 3 . 0 * 1 0 ^ ( 4 ) ; 1 . 5 * 1 0 " ( 4 ] l ] ;

z 2  m y  =  r o u n d  ( m e a n 2  ( i - m a g e d e p a r t )  )  ;

7 3  [ x O s , s , s v ] = c o k r i ( c o e f l o c , g g ( i t e ( i ) ,  : ) , m o d e 1 , c c , 3 1 m ! ,  1 1  1 1 ,  [ 1  1 ] , 0 , 1 8 ,  4 , 7 \  i

7 4  m o y  :  x O s  ( : , 3 ) ;  s i g  :  s  ( : , 3 ) ;

7 6  %  S i  l a  v a l e u r  k r i g A @ e  n ' A @ g i a l - e  p a s  N a n ,

7 7  %  o n  d A @ f i n i t  u n  g a u s s i e n  ( n o r m p d f )  a v e c  m o y  e r  s i g

z a  - i f  i s n a n ( x O s ( : , 3 ) ) : : 0

7 s  C C :  c u m s u m ( Z ( : , n j ) ) . / s u m ( Z ( . , n ) l l ;

8 0  x p d f :  n o r m p d f ( Y ( : , 1 ) , m o l r s q r t ( a b s ( s i g ) ) ) ;

8 1  x p d f : x p d f  . / ( s u m ( x p d f ) ) ;  k k : ( Z ( : , n j ) . / s u m ( Z ( : , n j ) ) ) ;

a 2  x c  :  x p d f  .  * k k ;  x c d f  =  c u m s u m  ( x c )  .  /  s u m ( x c )  ;
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8 3

a 4  %  S i  l a  v a l - e u r  k r i g A O e  e s t  N a n ,  o n  p r e n d  s e u l e m e n t

8 E  %  l a  d i s t r i b u t i o n  e x p A @ r i m e n t a l e

8 6  e l s e

a 7  x c d f :  c u m s u m ( Z ( : , n ) ) ) . / s u m ( Z ( : , n j ) ) ;

88  end

8 e  e l s e

e 0  x c d f  =  c u m s u m ( Z ( : , , n ) )  ) . / s u m ( Z ( : , n ) ) ) ;

e l  e n d

s 2  e n d

93

s 4  %  S i m u f a c i o n  s u r  1 a  F . D . P .  e c  s a u v e g a r d e  d u  i A  m e  c o e f f j - c i e n t  i n c e r p o l e r

' I  
T  - l  a n a f  l r  / - ^ , - . l f  \  .  r r ' 1  = Y  t 1  . 1 T .9 5  - L L = r e n g L n ( X C O - , ,  - . - - , n ) ) ;

e 6  x i : r a n d  ( 1 )  ;  x c d f : x c d f * r a n d  ( I e n g t h  ( x c d f  )  , 1 )  .  * 1 e - 8 ;

s 7  y i : i n t e r p l ( x c d f ' , Y ( 1 : l L , n j 1 , x i ) ;  c o e f ( i t e ( i ) )  :  y i ;

e 8  c o e f l o c  =  [ c o e f l , o c r g g ( i t e  ( i ) ,  :  )  y i ] ;  C O E F F I C I E N T S  :  I c o e f ] ;

99

1 0 0  %  R e c o n s t r u i r e  e t  i m p o s e r  I e s  c o e f f i c i e n t s  s i m u f A @ s

r 0 r  I m = r e s h a p e  ( c o e f ,  n u ,  n v )  ;  i m : I m ;  % r e s h a p e  ( f m ,  n u ,  n v )  ;  % % I m

ro2 lmmm:rm;

103

1 0 4  %  P o u r  n i t e r > l

r o b  e l s e

i  h - i  h h 6 .
I U O  I T L L - I T L U I L T L L ,

Lo7  end

1 0 8  \ e n d {  l s t l i s t i n g i
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