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RESUME

Ce travail se situe dans un contexte de modélisation hydrodynamique numérique.
Aprés avoir fait le lien entre les équations bidimensionnelles et tridimensionnelles
représentant 1’écoulement, 1’étude se concentre sur les équations de Navier-Stokes tri-
dimensionnelles et hydrostatiques. Dans le cadre d’une discrétisation par élément fini,
un élément tridimensionnel minimal est présenté. Ce dernier est développé mathémati-
quement puis implanté au sein de H2D2, une application hydrodynamique. L’élément
présenté est validé sur un canal en courbe et les résultats obtenus sont comparés aux

résultats 2D.
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INTRODUCTION

Contexte

Les modéles hydrodynamiques numériques sont des outils d’analyse et d’aide a
la décision précieux utilisés dans des domaines aussi variés que la sédimentologie,
I’hydrogéologie, I’écologie et ’aménagement du territoire, pour n’en citer que quelques
uns. C’est en mettant & profit des mesures du terrain et en solutionnant des équations
de la mécanique des fluides que les modéles hydrodynamiques arrivent & représenter
un écoulement, fournissant en particulier la vitesse du courant et le niveau d’eau en
chacun des points du domaine.

Les équations de Navier-Stokes sont largement utilisées en hydrodynamique, sous
leur forme tridimensionnelle ou bien, suite & une intégration sur la verticale des va-
riables, sous une forme bidimensionnelle aussi nommée équations de Saint-Venant. Mis
& part certains cas triviaux, il n’existe pas de solution analytique connue & ces équa-
tions. Le recours a une discrétisation du domaine et aux méthodes numériques s’avére
donc nécessaire. La simplification des équations, menant a l’obtention d’un modéle

mathématique adéquat pour ’étude envisagée, le choix d’une méthode de discrétisa-
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tion appropriée et la résolution numérique sont les grandes étapes du développement
d’un modéle hydrodynamique.

Dans un contexte ot les ressources informatiques sont finies, les simplifications
sont appliquées afin de résoudre le probléme considéré dans un temps acceptable.
Ces simplifications permettent d’accélérer la résolution en diminuant le nombre de
variables et d’équations & considérer. En revanche, les hypothéses posées lors du dé-
veloppement d’un modéle restreignent les cas pouvant étre adéquatement représentés
par le modéle en question. Un des objectifs de ce travail sera de comparer les différents
modéles au niveau des hypothéses posées lors du développement mathématique.

L’équipe d’éco-hydraulique numérique de 'INRS - Eau, Terre et Environnement,
a développé Hydrosim (HENICHE ET AL., 2000b), et Modeleur (ROY ET AL., 2000).
Hydrosim résout les équations de Saint-Venant 2D par une discrétisation en élé-
ments finis & 1'aide d’'un élément PyisoP,/P; et une résolution numérique de forme
GMRES(Generalized Minimal Residual Method) non-linéaire. Ce programme est de
type couvant-découvrant. Pour sa part, Modeleur est un imposant systéme d’informa-
tion géographique (SIG), capable de gérer et stocker des couches d’informations. En
particulier, Modeleur peut servir de pré- et post-processeur éléments finis en construi-
sant des maillages et il utilise Hydrosim comme application externe. Le couple Mo-
deleur/Hydrosim a été utilisé avec succés & de nombreuses reprises, notamment pour
simuler les crues au Saguenay (INRS-EAU, 1997), la riviére Montmorency (LECLERC
ET AL., 1998) et le fleuve Saint-Laurent. La suite d’Hydrosim est actuellement en
cours de développement. L’application se nommera H2D2 et combinera des équations
de transport-diffusion aux équations d’écoulement.

Bien que la formulation bidimensionnelle de Saint-Venant utilisée dans Hydrosim

et H2D2 fournisse d’excellents résultats en pratique, il existe certains cas oi, en s’éloi-
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gnant des hypothéses sous-jacentes au modéle, I’écoulement modélisé n’arrive plus &
capter certaines particularité de I’écoulement réel. Le canal en courbe de STEFFLER et
JIN (1993) en est un exemple. Dans ce canal, Hydrosim représente I’écoulement comme
une rotation de corps rigide (SECRETAN et DUBOS, 2005), omettant ainsi P'effet des
courants secondaires sur la vitesse moyenne. Le raffinement horizontal du maillage
ne suffit pas & améliorer les résultats puisque 1’essence du probléme se trouve sur la
verticale. Il faut alors penser & modifier le modéle mathématique. A ce sujet, deux
principales solutions peuvent étre envisagées, I’amélioration du modéle bidimensionnel
ou le passage & un modéle tridimensionnel.

STEFFLER et GHAMRY (2005) et SECRETAN et DUBOS (2005) ont travaillé & par-
tir d’un modéle bidimensionnel, les premiers en ajoutant des inconnues et équations
au probléme, les seconds en paramétrant le terme de dispersion. Dans ce travail, nous
avons plutét penché vers l'utilisation d’un modéle tridimensionnel de Navier-Stokes
hydrostatique, ramenant ainsi la complexité de résolution au schéma nurmérique élé-
ment fini. La particularité de ce projet réside dans le choix de I’élément d’approxima-
tion, lequel s’est avéré minimal. Il s’agit en fait d’un prisme & 6 noeuds (P6), mais
ne s’empilant pas sur la verticale, ce qui permet d’utiliser un maillage essentiellement
bidimensionnel. Ainsi, nous pouvons tirer profit de cette nouvelle représentation sur
la verticale, mais & un coiit moindre en espace mémoire et en temps de calcul. Il s’agit

donc d’un compromis entre le 2D standard et le 3D complet.

Objectifs

Les objectifs fixés pour ce travail sont les suivants :
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— comparer différents modéles hydrodynamiques sur le plan des hypotheéses posées
lors du développement mathématique;

- revoir le développement du modéle bidimensionnel de Saint-Venant & partir des
équations de Navier-Stokes ;

— élaborer un modéle mathématique tridimensionnel et comparer les hypothéses
posée & celles provenant du développement des équations de Saint-Venant;

— développer et implanter un élément tridimensionnel minimal pour un écoulement
en régime permanent ;

— tester ’élément et évaluer ses performances.

Meéthodologie et plan de rédaction

Au premier chapitre, une revue de la littérature permettra d’étudier une sélection
de modéles dans le but de répondre au premier objectif de ce travail. Le second chapitre
présente le modéle mathématique 3D. De plus, un développement des équations de
Saint-Venant 2D par une intégration verticale des équations de Navier-Stokes y est
introduit.

La suite du mémoire reprend les étapes classiques que 1’on retrouve dans les travaux
numériques. Le chapitre 3 présente la formulation variationnelle du probléme alors
que la forme discréte et la description de I’élément d’approximation se retrouvent
au chapitre 4. Les détails d’implantation et les premiers tests de validation de la
programmation sont détaillés au chapitre 5, et finalement, le chapitre 6 présente et

analyse des résultats de simulations sur un canal en courbe.



Chapitre 1

Etude bibliographique

1.1 Le modéle mathématique

Le sujet & ’étude est un écoulement tridimensionnel, transitoire, ou 'une des
frontiéres du domaine est délimitée par une surface libre, dont la position (niveau
d’eau) est une inconnue du probléme. Les équations de Navier-Stokes décrivent ce
type d’écoulement. Dans la majorité des modéles hydrodynamiques, (p. ex. CASULLI
et STELLING (1998), FERRARI et SALERI (2004), HENICHE ET AL. (2002), STELLING
et BUSNELLI (2001) et TOME et MCKEE (1994) ) on pose ’hypothése d’incompres-
sibilité. Les écoulements d’intérét étant turbulents, une version moyennée sur la tur-
bulence est utilisée, ce qui méne aux équations dites RANS pour Reynolds-Averaged
Navier-Stokes equations, ol les variables sont décomposées en une somme de deux
termes, soit une valeur moyenne sur une échelle de temps macroscopique et la varia-
tion instantannée par rapport a cette moyenne. L’influence de ’agitation turbulente

sur ’écoulement moyen est représentée a l'aide d’un terme turbulent qui, associé a
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une viscosité équivalente, doit étre paramétré. Il existe différents modéles de turbu-
lence pour des problémes tridimensionnels, dont ceux présentés dans RODI (1984).
Devant I'impossibilité de résoudre analytiquement les RANS pour des problémes non
triviaux, il faut chercher des solutions numériques.

Selon ALCRUDO (2002), les solutions numériques complétes tridimensionnelles sont
limitées & des écoulements lents ou permanents (p. ex. SINHA ET AL. (1998), CASULLI
et STELLING (1998) et YE et MCCORQUODALE (1998)). Plus récemment, d’autres
algorithmes pour résoudre les équations de Navier-Stokes 3D non hydrostatiques avec
surface libre ont été présentés (p. ex. YUAN et WU (2004), KOGYIGIT ET AL. (2002)),
mais dans ces modéles, la formulation mathématique a peu d’intérét, ’attention se
portant plutét sur la formulation du modéle discret et sa résolution numérique. Notons
toutefois que KOQYIGIT ET AL. (2002) séparent la pression en une composante hy-
drostatique et une non hydrostatique et solutionnent le probléme dans un systéme en
coordonnées adimensionnelles o, c’est-a-dire un systéme transformant la coordonnée
verticale o variant sur [—1,0] entre le fond et la surface libre.

Lorsque les échelles horizontales du domaine sont d’un ordre supérieur aux échelles
verticales, le probléme peut é&tre simplifié en posant I’hypothése de pression hydrosta-
tique. LECLERC (1985) et MIGLIO ET AL. (1999) présentent des modéles tridimen-
sionnels, utilisant plusieurs couches sur la verticale o seule I’équation de conservation
de la masse est modifiée et ce, par une intégration sur la verticale. HENICHE (1995)
propose une approche similaire mais ajoute un terme représentant la pression due aux
sédiments dans la colonne d’eau. Les modéles tridimensionnels demeurent cotiteux (en
temps machine et en espace mémoire), en particulier parce qu'il est nécessaire d’adap-
ter la discrétisation du domaine au mouvement de la surface libre (AUDUSSE, 2005).

De tels modéles s’avérent toutefois nécessaires pour résoudre certains problémes, par
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exemple, pour des cas de dispersion de contaminant (ex : BUIL (1999)) ou d’autres
avec des recirculations importantes (ex : LECLERC (1985)).

Les modéles bidimensionnels horizontaux hydrostatiques sont trés largement uti-
lisés. Ils ont ’avantage important d’alléger la discrétisation du domaine de calcul, ce
dernier ne se déplacant plus avec la surface libre. Ils conviennent bien aux problémes
ol la variable d’intérét est la hauteur d’eau, qui est elle-méme une variable bidimen-
sionnelle. La formulation la mieux connue en 2D provient de DE SAINT-VENANT
(1871), ou elle directement dérivée des équations de conservation de la masse et du
mouvement dans le plan (ALCRUDO, 2002). Les équations de Saint-Venant posent
I’hypothése de pression hydrostatique et les vitesses sont remplacées par leur valeur
moyenne sur la verticale. Des systémes similaires sont obtenus & partir des équations
de Navier-Stokes en posant que les vitesses horizontales ne varient pas sur la verticale
(p. ex. HENICHE ET AL. (2002)) ou par une intégration des équations sur la verti-
cale (p. ex. HEROUIN (1991), SECRETAN et DUBOS (2005), ZHANG (1992)). Lors de
I'intégration verticale, des termes non-linéaires (accélération convective) basés sur la
différence entre la vitesse moyenne et la vitesse réelle apparaissent. Ces termes sont
traités comme de la dispersion. Différentes solutions pour paramétrer ce terme sont
étudiées (p.ex. SECRETAN et DUBOS (2005)), mais pour obtenir un systéme équivalent
au systéme de Saint-Venant, il faut supposer que l'intégration sur la verticale de ces
termes est nulle et faire certaines hypothéses concernant les contraintes en surface
et au fond. Nous ferons cette démonstration dans le présent document (chapitre 2).
Comme nous ’avons déja dit, les applications des modéles bidimensionnels de type
Saint-Venant sont nombreuses. A titre d’exemple, un ambitieux projet de modélisa-
tion du Saint-Laurent utilisant Hydrosim est actuellement en cours (MORIN ET AL.,

2003). Le déplacement des frontiéres latérales avec le niveau d’eau y est pris en compte
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via un traitement de couvrant-découvrant (HENICHE ET AL. (2002)), une probléma-
tique que nous ne considérerons pas dans le présent travail, puisque déja bien gérée
par Hydrosim.

Dans les modéles bidimensionnels obtenus par une intégration sur la verticale, le
terme représentant la turbulence n’est pas intégré mais sa valeur moyenne est para-
métrée. FERRARI et SALERI (2004) ont développé 4 nouveau des équations de type
Saint-Venant & partir de Navier-Stokes, en conservant les termes de viscosité prove-
nant du systéme tridimensionnel. Cela permet en particulier de comparer le modéle
2D obtenu & un modéle 3D, la fermeture turbulente étant elle aussi intégrée sur la
verticale. Pour analyser le terme de dispersion ainsi que la pression moyenne sur la
verticale, FERRARI et SALERI (2004) se basent sur des équations aux dimensions. Ce
travail est une extension de celui de GERBEAU et PERTHAME (2001). Ces derniers ne
considérent pas la variation de topographie (ce qui méne & une situation ot '’hypo-
thése hydrostatique est applicable) et travaillent principalement en 1D. FERRARI et
SALERI (2004) introduisent pour leur part de faibles pentes et conservent des termes
représentant la pression. Les dimensions verticales sont supposées inférieures aux di-
mensions longitudinales - ce qui n’est pas sans rappeler ’hypothése hydrostatique - et
c’est par rapport & ce ratio qu’ils obtiennent un systéme bidimensionnel approximant
au second ordre le probléme tridimensionnel.

STEFFLER et GHAMRY (2005) introduisent aussi un systéme de type Saint-Venant.
Or, ils ne supposent pas les vitesses uniformes sur la verticale, ni la pression hydro-
statique. A partir d’un systéme de Saint-Venant standard, ils remplacent les vitesses
horizontales par une équation linéaire alors que la pression et la vitesse verticale sont
remplacées par des équations quadratiques. L’ajout de variables supplémentaires au

probléme est compensé par des équations de moments, elles aussi jointes au modéle
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mathématique, ce qui porte le nombre d’équations & 10 tout comme le nombre de
variables sur lesquelles s’effectue le calcul.

Il existe aussi des modéles bidimensionnels verticaux et des modéles unidimension-
nels. Ces derniers sont trés fréquents et trouvent de nombreuses applications, mais ce
sujet n’a pas été étudié.

La figure 1.1 résume les principales hypothéses et traitements (rectangles) menant

a 'obtention de différents modéles (losanges) abordés dans ce chapitre.
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Chapitre 2

Le modéle mathématique

Le modéle mathématique décrit le systéme hydrodynamique a ’aide d’un systéme
d’équations différentielles partielles (EDP). Alors que H2D2 résout les équations de
Saint-Venant dans un espace bidimensionnel, nous projetons d’introduire dans le cadre
de ce travail un élément tridimensionnel simplifié capable de solutionner les équations
de Navier-Stokes. Le présent chapitre a pour objectif de présenter les modéles mathé-
matiques liés & ces deux systémes d’équations et, en particulier, établir le lien entre
les équations de Navier-Stokes et les équations de Saint-Venant.

Le point de départ est le systéme (2.1) représentant, en notation d’Einstein (som-
mation implicite des indices répétés), les équations de Navier-Stokes pour un fluide

incompressible (Bois, 2000) :
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Y u datum

1 ] aim n

F1G. 2.1 — Principales variables utilisées

6Uj
Bz,
Ou;  Ouju, 1 Op 07
= = —C~—+ ”+i)—@
) ot T o, o\ "85, T om, TH) 9% 2.1)

| i=1,23% j=123

ol u; est la variable de vitesse, p est la densité (constante dans ’espace et dans le
temps), f; est la somme des forces extérieures, p est la variable de pression et 7; le
tenseur des contraintes. Le symbole de Kronecker 6;; vaut 0 lorsque % # j et 1 lorsque
i = j. Il permet ici d’exprimer que la gravité ne s’applique que dans une direction.

Le modéle mathématique 3D utilisé dans ce travail sera obtenu en ajoutant I’hy-
pothése de pression hydrostatique & (2.1). De son c6té, le modéle mathématique de
Saint-Venant actuellement utilisé dans H2D2 peut étre obtenu par une intégration ver-
ticale des équations de (2.1). Pour les deux modéles, des fermetures turbulentes sont

nécessaires et seront décrites. L’ordre dans lequel les hypothéses sont posées n’ayant
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pas d'impact sur le modéle mathématique obtenu, le développement du modéle de
Saint-Venant présenté dans ce chapitre et résumé & la figure 2.2 est équivalent a celui
de la figure 1.1, avec intégration verticale. Pour sa part, le modéle 3D correspond,

toujours au sein de la figure 1.1 au travail de LECLERC (1985).

2.1 Modéele de Navier-Stokes 3D hydrostatique

Nous poserons I’hypothése de pression hydrostatique, laquelle se formule ainsi dans

un domaine & masse spécifique constante :

p=pg(h—2)+pa (2.2)

oll p, est la pression atmosphérique, laquelle sera considérée constante a 1’échelle du
domaine. L’hypothése de pression hydrostatique est applicable sur les domaines ou
les échelles horizontales sont beaucoup plus importantes que les échelles verticales,
et c’est pourquoi on ’appelle parfois approximation des ondes longues (Bois, 2000).
Les accélérations verticales doivent en particulier étre négligeables (ALCRUDO, 2002).
Ainsi, les domaines ayant de fortes pentes, les cas de ruptures de barrages ou de
ressaut hydraulique par exemple, seront difficilement représentés adéquatement.

Les termes de pression et d’accélération gravitationnelle sont considérés dominants
par quelques ordres de grandeur dans la troisiéme équation du mouvement (i = 3);
alors, en déclinant (2.2) par rapport a 2, et en tenant compte de cette hypothése, une
nouvelle formulation pour ’équation de la conservation de la quantité de mouvement

en z est obtenue :
10p
pOz
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Conservation masse
Conservation quantité mouvement
Incompressibilité

- 3D complet

\J

Hypothése hydrostatique (2.2)
et pression atmosphérique constante

\/

3D hydrostatique
(2.4)

Fermetures

9. MODELE MATHEMATIQUE

Conditions cinématiques de surface (2.6)
et de fond (2.7)
Hypothése du fond fixe
Précipitation et infiltration nulles

\J

Intégration verticale
(n'est pas une hypothése)

Dispersion verticale des vitesses nulle

\4

Contraintes horizontales négligeables

Saint-Venant 2D
(2.10)

A4

Fermetures

F1G. 2.2 — Séquence d’hypothéses
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L’expression (2.2) peut ainsi étre dérivée selon = et y, ce qui permet d’éliminer la

variable de pression p au profit du niveau d’eau h :

L 6p 8h
p 8:1:z (')acZ

i ne représentant dorénavant que deux dimensions. En appliquant ce résultat a (2.1) et
en laissant tomber ’équation en z, maintenant incluse dans le systéme, nous obtenons

le modéle mathématique 3D hydrostatique :

’

8uj
e O
¢ O Ouy Ok L1 Ori; (2.3)
o * o, s Cr s
i=1,2 j=1,23

\

En utilisant I’équation de conservation de la masse dans (2.3) nous obtenons le systéme

équivalent en variables primitives :

(

Buj
9z O
du;  Ou on 1 o
{ L huy— = —g 4 (2.4)
ot T Yo, 952 T (f * a:cj)
i=1,2 j=1,2,3

\

Cette derniére forme a été utilisée dans le cadre de ce travail de recherche. Toutefois,
c’est la forme 2.3 qui sera intégrée sur la verticale pour 'obtention du modéle de

Saint-Venant 2D.
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2.2 Modéle de Saint-Venant 2D

Nous obtenons le modéle de Saint-Venant 2D par une intégration verticale du
modéle 3D (HENICHE ET AL. (2000a), Bois (2000)), ce qui permet d’éliminer la
dépendance 4 z. Il est aussi possible de supposer 'uniformité des vitesses horizontales
par rapport a la verticale, ce qui méne directement & un systéme de Saint-Venant. Ici
lintégration aura lieu sans supposer I'uniformité de la vitesse sur la verticale, ce qui,
dans un premier temps, ne conduira pas tout & fait au méme systéme. On retrouvera
un systéme de Saint-Venant, mais seulement aprés avoir ajouté certaines conditions.
L’intérét d’un tel cheminement est de séparer ’hypothése d’uniformité des vitesses
horizontales en un ensemble d’hypothéses pouvant é&tre étudiées individuellement.

Nous utiliserons les notations suivantes pour l'intégration sur la verticale :

h
< f>= fdz
hl

ou h' est la cote de fond et A le niveau d’eau. Pour la moyenne sur la verticale d’une
fonction :
1

F=—
H<f>

ou H = h — b/ représente la profondeur.
Les termes de (2.3) contenant des dérivées partielles par rapport & = et y sont
intégrés a I'aide de la formule de Leibnitz, détaillée en annexe (A.1), alors que ceux

contenant des dérivées par rapport & z sont intégrés directement. Pour I’équation de
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la continuité, nous obtenons :

du OHU oh . N
< "a—x' > = ——8—33— _— u(h) + (h )

v aHV , ah'
< 3y B = (h)—— v(h )——-

ow

ou U et V sont les composantes selon x et y des vitesses intégrées sur la verticale.
Les conditions cinématiques de fond et de surface permettent de simplifier u;(h)

et u;(h') concernant les vitesses aux limites. Ces conditions définissent w(h) en posant

le déplacement en surface tangent & la surface libre et w(h’) en considérant le fond

fixe dans le temps (% = 0) et imperméable :

Oh Oh oh
w(h) = G5 +ulb)ge +u(h)y

N 0N O
w(k) = wh)z - +v(l) o~ 3 (2.6)

Certains auteurs ajoutent aux conditions cinématiques des valeurs d’infiltration et de
précipitation, ceci n’est toutefois pas le cas dans le développement présenté ici. En
remplagant (2.6) dans (2.5), nous obtenons une version intégrée sur la verticale de

I’équation de la continuité :

oh L oHU OHU L oHv OHV
ot oz oy

Les termes d’accélération des équations de conservation de la quantité de mouve-

=0

ment de (2.3) sont eux aussi intégrés verticalement (ou i =1,2et j=1,2):

0w _ 0 oh , (‘3h’
< o o= &U1H+u,( )6t + u;(h')——
Buu; 0 ah . ON
< 3 >=a- = < uzu; > +ut(h)uj(h) + ui(h)u; (R )31;]
< B o ) - w

0z
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et ensuite simplifiés & l’aide des conditions cinématiques (2.6) pour ne laisser que les
termes suivants pour ’accélération :

0 0
U — s 2.
atU,H—l— o; < ugu; > (2.7)

Afin d’exprimer Q—%‘%‘ﬁ, posons ¢;(z) tel que Use;(2) soit la différence entre la variable

u; au point z et sa moyenne sur la colonne, alors :
uz(z) = U,(]. + Ei(Z))

d’ou :

0 0
a_.'L'j <U;u; > = -(-9—:E-;Uz UjHOéij

ou

1
a;; = (14 q < (eig5) >)

est le terme de dispersion. Il est facile d’imaginer un cas ol les vitesses en = et en
y sont toutes deux inférieures & leur moyenne pour des petits z et supérieures & leur
moyenne pour des grands z. Ainsi, le terme de dispersion est parfois considéré comme
étant une constante comprise entre 1,01 et 1,1 (ROBERT, 1983), quoiqu’il s’agisse
plutot d’une variable selon z, y et t. Notons que nous poserons plus loin o;; = 1 afin

d’obtenir le systéme de Saint-Venant.
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Nous obtenons une version intégrée verticalement des équations de Navier-Stokes :

( Oh OHU;

— J —
OHU, , 8 oh FH 10T
ot T g, Ui Uillaw) = —gHg o+ ==+ 2o
1 Oh oh'
< =3 (Tmlh 5. T Tiilw 8_%) (2.8)

1
+ ; (Tiz - Tiﬁ)

i=1,2 j=1,2

\
ot T est la moyenne verticale de 7, et les contraintes verticales en surface et au fond
sont respectivement S = Tig|), €t Tf = Ti,|;,- Les pentes étant faibles, nous négligeons
les termes : 'r¢]|h 5— et Tijl, gﬁ- (DuBosS, 2001).

En posant o;; = 1, et en appliquant au systéme (2.8) les simplifications mention-
nées dans les paragraphes précédents nous obtenons le modéle de Saint-Venant

2D ou shallow water equations :

(
oh  OHU,
EE-F 6zj = 0
OHU; 0 Ooh F,H 10T;
. i, 9 o - i | 10T (2.9)
5t Ox; (U: UsH) gH(’?wz p U p Oz;
1 8
! +; (Tiz - Tiz)

2.3 Fermetures

Les modéles mathématiques (2.4) et (2.9) présentés comportent de nombreuses

variables. A terme, seules les vitesses et la hauteur d’eau seront conservées. Afin de
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réduire le nombre d’inconnues, les contraintes et les forces extérieures sont modélisés

a l'aide des autres variables du systéme.

2.3.1 Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes se décompose en une somme des contraintes visqueuses

(73> T

+i» T;;) et des contraintes de Reynolds (1, R;;) :

Le tenseur des contraintes visqueuses T{j est supposé proportionnel au taux de

déformation angulaire :

Ou; . Ou; oU; ~ 0U;

D: I: L J . /: .——-.—7' J

3 T = U ( oz + Bxi) 2D: T;=uny ( 8z; + 8:1;,-)
1=1,2,3, j=1,2,3 i=12; j=1,2

ou la constante de proportionnalité v; représente la viscosité moléculaire.

Le tenseur de (2.10) comprend un terme (r;;) représentant ’effet du champ fluc-
tuant sur le champ moyen. Ses composantes, appelées contraintes de Reynolds, sont, en
situation de turbulence développée, prépondérantes devant le tenseur des contraintes
visqueuses. C’est en particulier le cas loin des parois. La fermeture utilisée pour le
tenseur de Reynolds est basée sur le concept de viscosité turbulente introduit par Bous-
sinesq en 1877. Nous privilégions le modéle & viscosité pour des raisons de simplicité,
mais aussi parce qu’il s’agit d’'un modéle stable et couramment utilisé. L’hypothése
de Boussinesq consiste, par analogie avec la loi de Newton, a supposer le tenseur des

contraintes de Reynolds proportionnel au taux de déformation :

.y ou,; + Ou,;
w— &vj 6;1:i
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ol 4 est la viscosité turbulente, qui varie dans le temps et dans I’espace. La fermeture
pour cette variable détermine la qualité du modéle de turbulence. Un modéle & 0
équations, fut privilégié devant d’autres modéles avec équations de transport (k — ¢,
k, k — w). Ce choix repose une fois de plus sur des raisons de simplicité, et ce, afin
d’obtenir un modéle tridimensionnel minimal. Afin de fermer le modéle sans ajouter de
nouvelles équations, nous utilisons la loi de de Prandtl, qui lie la viscosité turbulente

au module du gradient des vitesses RODI (1984) :

A ov\? ou v\
_ 2 ol ouv bl
¢ (ZY 42 (2) 4 (24 2)

ou la longueur de mélange I, est un paramétre de calibration. La méme formulation

est utilisée en 2D, mais avec des vitesses intégrées sur la verticale.

Dans (2.9), T;; est l'intégration verticale de 7;;. Des fermetures similaires viennent
d’étre présentées pour ces deux tenseurs, mais la fermeture 2D n’est pas une intégra-
tion verticale de la fermeture du modéle 3D. FERRARI et SALERI (2004) ont intégré
une fermeture turbulente 3D sur la verticale pour ensuite obtenir un modéle bidimen-
sionnel qui approxime le modéle tridimensionnel au second ordre en regard du ratio

entre les grandeurs verticales et longitudinales.

2.3.2 Forces extérieures

Nous ne considérons que la force de Coriolis :

2w sin(P)v 2w sin(¢p)V
f= en2D et 3F = en 2D

—2w sin(¢)u —2w sin(¢)U

o=
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oll w représente la vitesse angulaire de rotation de la terre et ¢ la latitude. Toutefois,
dans plusieurs problémes de type fluvial, dont ceux d’inondation (ALCRUDO, 2002),

la force de Coriolis a un effet minimal et peut étre négligée.

2.3.3 Lois de comportement & la surface et au fond

Puisqu’ils proviennent de 'intégration verticale, les contraintes au fond et en sur-
face ne se présentent que dans le modéle bidimensionnel (2.9). Au chapitre suivant,
lors de 'obtention de la forme faible du systéme, nous retrouverons des conditions
similaires pour le modéle 3D.

Pour fermer le modéle 2D, des lois de comportement sont établies afin de repré-
senter les contraintes & la surface et au fond. Au fond, la résistance peut provenir de
la rugosité ou des plantes aquatiques. En surface, se trouvent les contraintes du vent
et de la résistance de la glace en hivers. Les lois présentées ici sont tirées de (HENICHE
ET AL., 2000a) et représentent ce qui est actuellement implanté au sein d’Hydrosim
pour la résolution des équations de Saint-Venant 2D. Tout d’abord, une loi de trainée

est utilisée pour les contraintes du vent :

s;w

~T5 = PaCw|W|w;

ou :

Pa est la masse spécifique de ’air

Cyw le coefficient de trainée

|

w; la composante en (¢) du vent
— |w| le module de la vitesse du vent.
Notons que ¢, est fonction de la rugosité de la surface (les vagues). Il est donc lui-

méme fonction du vent. De son coté, le frottement est représenté par une extension
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2D des formules de Chézy-Manning :
1, 1

;Tiz H1/3

gr®|U|U;

ot le coeflicient n de Manning est un paramétre lié a la taille du substrat, au type, a la
densité et a la taille des macrophytes ainsi qu’a la rugosité de la glace. Ces coefficients

peuvent étre pilotés indépendamment :

Mot = 1/M2 + N2, +n2

Des coefficients de Manning sont aussi utilisés dans les modéles unidimensionnels pour
représenter & la fois le frottement global de la section et certaines accélérations convec-
tives. Ici, il s’agit d’une propriété locale (n(z,y)) strictement réservée au frottement.
En somme, nous obtenons une loi globale représentant les contraintes au fond et & la
surface en utilisant le frottement de Manning s’appliquant & la vitesse moyenne su la

colonne d’eau :

1
(7-{9 — Tz'f) = poCw|w|w; + Wg(nfotﬂUIUi

D=

2.4 Conclusion

En appliquant I’hypothése de pression hydrostatique aux équations de Navier-
Stokes, nous avons obtenu un modéle mathématique tridimensionnel représentant
I’écoulement. Les contraintes de Reynolds ont été modélisées a ’aide de ’hypothése
de Boussinesq. Résumé au tableau 2.1, ce modéle 3D sera conservé pour la suite du
présent travail.

Le modéle bidimensionnel de Saint-Venant (2.2) a été obtenu par une intégration

verticale du modéle 3D. L’intégration verticale est une opération mathématique qui ne
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Equations de Navier-Stokes hydrostatiques :

6uj

oz, = °
%+u% = == ah_l_l f.+anj
ot = 7oz, Yoz " p\'* " Bz,

Tenseur des contraintes :

Loi de Newton ; Loi de Boussinesq

-1‘7'"_(1/-|—I/) 6‘ui+6uj
p 9T TN Bg; " O

Loi de Prandtl

Force de Coriolis :
1 2w sin(¢)v

—2w sin(p)u

TAB. 2.1 — Modéle mathématique 3D
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Equations de Saint-Venant :

on  oHU; _

ot 6(1;_7'
OHU; O(U; U;H) _ oh FH 10T, 1/,
ot T Oz; - gHamﬁ p +p6xj p(T"

Tenseur des contraintes :

Loi de Newton ; Loi de Boussinesq

1 8ui an
Pk ) (3%' i 3$z')

Fermeture turbulente

v=124/2(% 2+2 v 2+ 8—U+6—V 2
. Oz Oy Oy Oz

Force de Coriolis :

2w sin(¢)V
F, =

D=

—2w sin(p)U

Contraintes a la surface et au fond :

1 (s — ) = paculwhus + Hgg(m2 U

f

1z

)

TAB. 2.2 — Modéle mathématique 2D
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diminue pas la qualité de la représentation du systéme. Toutefois, plusieurs hypothéses
réductrices sont posées parallélement & l'intégration et ont été mises en évidence dans
ce chapitre.

Les deux principales hypothéses sont sans aucun doute I’hypothése de pression
hydrostatique (déja présente dans le modeéle 3D), et le terme de dispersion constant.
Les domaines pouvant étre trés bien représentés sous ces deux hypothéses doivent avoir
de faibles pentes et les dimensions horizontales doivent étre nettement supérieures aux
dimensions verticales. Notons que le systéme de Saint-Venant aurait facilement été
obtenu en posant les vitesses constantes sur la verticale. Cela ne va pas sans rappeler
I’hypotheése du terme de dispersion constant, quoique cette derniére soit moins forte.

De nombreuses autres hypothéses, plus rarement notées dans la littérature, ont
aussi été mises en évidence dans ce développement. Il s’agit en particulier de la pression
atmosphérique constante, des contraintes horizontales négligeables et des conditions
cinématiques, auxquelles s’ajoutent ’hypothése du fond fixe et de I’absence d’infiltra-
tion et de précipitation. Bien que ces hypothéses aient généralement moins d’impact,
il est important de les noter et les connaitre car, lors d’études de problématiques par-
ticuliéres (ex : sédimentologie, couplage avec un modéle d’écoulement sous-fluvial),
elles pourraient devenir plus significatives.

La qualité de représentation dépend aussi d’un choix approprié pour les ferme-
tures. Un exemple de fermeture a été présenté dans ce chapitre, mais ’objet n’était
pas ici I’étude étendue des différentes lois empiriques pouvant étre utilisées pour fer-
mer le modéle. L’intégration sur la verticale pour le modéle 2D fait apparaitre des
contraintes au fond et en surface qui ont dii étre modélisées. En ce qui concerne
le tenseur des contraintes turbulentes, il fut modélisé de facon similaire, mais non

équivalente, en 2D et en 3D. Rien ne permet d’indiquer qu’une intégration d’une
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fermeture tridimensionnelle représenterait mieux les contraintes que les fermetures
ici appliquées au probléme. Toutefois, les comparaisons entre les différents modéles
seraient alors simplifiées.

Ce chapitre a permis de mettre en évidence les différences entre le modéle mathé-
matique 2D utilisé au sein de H2D2 et le modéle mathématique 3D mis en oeuvre
dans le cadre du présent travail. Au premier abord, le modéle 2D comporte plus
d’hypothéses, comme les conditions cinématiques et les contraintes au fond et en sur-
face. Toutefois, des hypothéses similaires viendront se greffer au modéle 3D lors de

I’obtention de sa formulation variationnelle faible au chapitre suivant.






Chapitre 3

Formulation variationnelle

Nous présentons dans ce chapitre une formulation variationnelle correspondant
au modéle mathématique 3D du tableau 2.1. Il s’agit d’un pas vers la discrétisation
éléments finis présentée au chapitre subséquent (4). Les principes menant 4 ’obtention
de la forme variationnelle faible sont tirés de DHATT et TOUZOT (1984). Cette derniére
est obtenue suite & I'intégration par partie de 1’équation de la continuité et du tenseur
des contraintes. Ceci permet la mise en évidence de conditions aux limites naturelles
qui pourront &tre imposées aux frontiéres du domaine. Finalement, la vitesse verticale

est déterminée par une pré-intégration de I’équation de continuité.
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3.1 Formulation variationnelle forte

Considérons tout d’abord la forme classique d’un systéme d’équations différen-

tielles :
M(gz) +L(¢) = [ sur
C(¢)=b sur T (3.1)
bi=0 = o

ou

— ¢ est le vecteur des fonctions solutions;

— M(¢,) est un opérateur sur I'espace fonctionnel ¢ ;

— L(¢) est un opérateur sur ’espace fonctionnel ¢;

— f sont les sollicitations ;

— C(¢) est un opérateur sur l'espace fonctionnel ¢ représentant les conditions

limites ;

— ¢ sont les conditions initiales;

— Q est le domaine de ¢;

— T est la frontiére de €.

Dans notre probléme, la forme classique est le modéle mathématique 3D présenté
au tableau 2.1 ol I’espace fonctionnel ¢ est (u,v,h). Aucune solution analytique gé-

nérale n’est connue pour ce systéme. Le résidu, R(¢), défini par :

R(¢) = M(¢:) + L(¢) — f

est identiquement nul en tout point de  pour une solution ¢ a la forme (3.1). Nous
nous proposons de trouver une approximation ¢ de ¢ telle que le résidu soit nul au

sens des résidus pondérés de Galerkine (HIRSH, 1988), ce qui consiste & trouver une
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solution numérique approchée ¢~> annulant la forme intégrale :
/ YR($)dQ=0 Vo € E(Q)
Q

Un résidu nul de ’approximation, R(¢~S) = 0, peut se produire en certains points du
domaine 2, mais ¢ n’étant qu’une approximation de la solution exacte, R(¢~>) ne peut
étre nul sur Pensemble du domaine. L’objectif est de réduire ’erreur e commise, cette
derniére étant évaluée par: e = |¢p— @|. Les fonctions d’approximation et les fonctions
de pondération font partie du méme espace E(2) lequel sera déterminé a I’étape de
la discrétisation, au chapitre suivant (section 4.1). Notons pour 'instant qu’il doit au
moins respecter les conditions de dérivabilité et conditions limites correspondant au
systéme. La formulation intégrale, aussi nommée forme variationnelle forte, s’exprime
ainsi pour notre systéme :

4

Vo = (u,v,h) € E5(Q), Vi € Ey()
ou
’l/)h ¥ =0
{ / (3“’J> (3.2)

s 3uz Ou; oh 1 0T _
I ( "5z, T I, p(f’ %))dﬂ =0

i=1,2 j=123

\

3.2 Formulation variationnelle faible

La forme faible permet de réduire ’ordre de dérivation de certains termes et fait
apparaitre des conditions aux frontiéres. Tout d’abord, nous intégrons par partie les

termes en u et v de ’équation de la continuité, puis nous appliquons le résultat (A.2)
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issu du théoréme de la divergence :
ou  dv ot opP O(Yhu)  B(yv™)
(Beg)m - - [( ) :
/Qw <8w+6y) A 8xu+ 8yv ds) + A Ep + By d

h h
B _/Q (aaixu ¥ %v) dQ + ¢ P gy - Mgy dT (3.3)

oll Uy = (u,v) et ny,, sont respectivement les projections dans le plan zOy de la
vitesse et de la normale a la frontiére. De fagon similaire, mais en utilisant cette fois
le théoréme complet de la divergence (A.2.1), nous intégrons par partie le tenseur des

contraintes :

Ory; Ay |
wZ W a0 — - | 2 dQ+ Y- ndl 3.4
/Qw (9%‘ 4 /Q 356j o *© j{"ﬁ e ( )

ot 7; = (Tiz, Tiy, Tiz) Teprésente une ligne du tenseur des contraintes visqueuses. En

remplacant (3.4) et (3.3) dans (3.2), nous obtenons la forme faible du systéme :

(
Vit € Byn() et V¥ € Eyu(Q) :

h h
_/Q<%U+%v) dﬂ+£¢huxy-nxydr = 0

Uj . s S _ Ui s, F -
| /Q¢ (8t +u]8$j +gaxi 5 o Bz 7’”) ds2 ﬁw T-nd 0

-

La forme faible fait apparaitre les termes de contour suivants :
oF = 7{ P MUy - Mgy dT (3.5)
r

ct = f Y1 - mdl (3.6)
r

Ce sont les conditions naturelles du systéme, définies & la section suivante pour cha-

cune des frontiéres.
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F1G. 3.1 — Domaine 2 et ses frontiéres
3.3 Conditions aux limites
La frontiére I' du domaine tridimensionnel 2 est formée de différentes parties :
Fr=ry;ur,ur,ur;ur,

soit le fond Iy, la surface I's, les parois I, ainsi que le segment limite en entrée I'; et

celui en sortie I, (figure 3.1).

3.3.1 Frontiéres ouvertes I'; et T,

Afin de déterminer le régime d’écoulement, nous imposons des conditions de Diri-
chlet sur ces deux frontiéres. Ce peut étre soit des conditions de type niveau/niveau ou
débit/niveau. Les conditions de type débit/débit conduisent pour leur part & une infi-
nité de solution, celle étant habituellement obtenue représente le minimum d’énergie
spécifique. Nous verrons & 1’étape de la discrétisation que le terme de contour C" n’a

pas & étre déterminé sur les frontiéres d’entrées et de sortie puisque le niveau d’eau,
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ou le débit, y est imposé. Finalement, nous supposons les contraintes normales nulles

C* = 0 ce qui vient déterminer la seconde condition naturelle (3.6) sur ces frontiéres.

3.3.2 Parois I,

Les parois sont des frontiéres verticales (n, = 0) et imperméables (u-n = 0) d’otl
la condition naturelle C’{ip = (. Concernant les contraintes normales, elles sont posées

nulles aux parois : Cp = 0.

3.3.3 Fond et surface I'; et I,

Le terme de contour C? +ur, représente la projection sur xOy de la vitesse normale

a la frontiére. Sachant que les normales au fond et en surface sont respectivement :

(ah' 3’ 1) ( Oh 8h 1)

Bz ' By ? - T8z 8y’ (3_7)

@@t @ @r

et en mettant a profit la régle d’intégration sur la projection d’une surface (A.3), nous

oh' oh oh Oh
C#ful"s = /Awh (’U/fa—w + ’Uf—a—g — ’U,s'é; 6y) dA (38)

ol A est I’aire de la projection de I'; et I'f dans le plan £Oy. Cette condition naturelle

obtenons :

sera simplifiée & la section 3.4 avec les termes issus de la pré-intégration de la vitesse
verticale.

De son coté, la condition naturelle Cf, r, représentant les contraintes au fond et
en surface demeure. Comme nous ’avions fait pour le modéle 2D, nous supposons
les contraintes horizontales (7, - ny et 7, - n,) négligeables au fond et en surface et
obtenons :

u _f s
ryurs — Tiz + Tiz
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et, toujours dans le but d’obtenir un modéle similaire au modéle bidimensionnel, nous
appliquons les mémes contraintes qu’a la section 2.3.3. Il est toutefois important de
noter qu’ici, les termes de vitesses représentent les vitesses au fond et non les vitesses

moyennes, comme c’était le cas dans le modéle 2D. Nous obtenons, pour le frottement :

f
Tiz

1
-,o— = Eg ("tzot) l’“f|uif

ol nyey est le coefficient global de frottement (2.11) et wy = (uy, vy, wy) est le vecteur
des vitesses au fond. En surface, c’est plutét le vent qui détermine les contraintes :

= pocu|w|w;
p

ou p, est la densité de I’air, ¢, le coefficient de trainée du vent et w la vitesse du vent.

3.4 Vitesse verticale

Nous effectuons une pré-intégration verticale du troisiéme terme de I’équation de
continuité (LECLERC, 1985), ce qui fait apparaitre les vitesses au fond et en surface.
Ensuite, nous utilisons les conditions cinématiques de surface et de fond (2.6) ainsi
que I'’hypothése du fond fixe afin de simplifier notre résultat. Voici la formulation

variationnelle obtenue pour le troisiéme terme de I’équation de continuité :

/wh———dQ = / Pt (/::’h 6—wdz) dzdy

Oh on on
h . .
/ v ( oz oy “or Y 8y) dady

oll A est la projection de © dans le plan zOy. Notons que la fonction test ¥" a pu

étre isolée de l'intégrale verticale puisqu’elle est indépendante de z. Cette expression
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sera simplifiée en la sommant & (3.8). La vitesse verticale ne fait pas partie du vecteur
¢ et n'est donc pas considérée comme une inconnue. Elle est plutét déterminée &
partir des vitesses horizontales. Sachant que la méthode de résolution sera itérative,
la vitesse w; utilisée pour D’itération k sera déterminée a partir des vitesses ux_; et
U1 obtenues 3 l'itération précédente. Pour trouver I’expression déterminant wg(2),
il suffit d’intégrer I’équation de continuité de (2.1) entre le fond et z, puis d’appliquer
la condition cinématique de fond (2.6) et ’hypothése du fond fixe. Nous obtenons
P’expression suivante :

on' on ?[(Oug—y Ovk-
() = we o G- [(Zet e B Ye

/

3.5 Conclusion

Au terme du chapitre précédent, nous notions que le modéle mathématique 3D
comportait moins d’hypothéses que son semblable bidimensionnel. Le présent chapitre
fait un pas de plus dans le développement en présentant la formulation variationnelle
faible du probléme et une expression pour la vitesse verticale. C’est alors que plusieurs
hypothéses, équivalentes & celles posées lors du développement du modéle mathéma-
tique bidimensionnel, surviennent. En fait, une comparaison entre le tableau 3.1 et la
figure 2.2 met en évidence les similitudes entre les deux modéles. En particulier, la
seule hypothése que le modéle tridimensionnel ne conserve pas concerne la dispersion
des vitesses sur la verticale. Cela n’implique toutefois pas que les deux modéles s’équi-
valent sur tous les autres points car, bien que les fermetures choisies soient similaires,
elles possédent certaines différences. Par exemple, dans le modéle tridimensionnel, les
contraintes au fond et en surface font intervenir des vitesses locales, contrairement au

modéle bidimensionnel, qui utilise plutét des vitesses moyennes sur la colonne. Nous
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Hypothése

(Sous-hypothése associée)

Section

Masse spécifique constante

( incompressibilité )

Modéle mathématique

Pression hydrostatique

( Pression atmosphérique constante )

Modéle mathématique (2.1)

Pentes faibles
(Contraintes horizontales nulles au fond)

(Contraintes horizontales nulles en surface)

Conditions aux limites (3.3)

Parois imperméables

Conditions aux limites (3.3)

Conditions cinématiques
(Hypotheése du fond fixe)

(Infiltration et précipitation nulles )

Vitesse verticale (3.4)

TAB. 3.1 — Hypothéses associées au modéle variationnel tridimensionnel

37
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Modéle variationnel faible

h h h
(Yo [ (202 )an =0 v

-%( yurldl;+ w“inidﬂ) =0 VEu(®)
Ty Ts

Conditions aux limites
Conditions de Dirichlet de type h — h, g — hou ¢ — g sur ['; et T,
Conditions naturelles :
Ecoulement normal nul sur T, : w-n =0

Contraintes normales nulles sur I';, ', et ',

e L (ngy) |ugluss sur T
AR Ui SUT

P Te. g \Thot) (US| Uis f
Tin

7 = paCw|w|w; sur Ty

Vitesse verticale

on on 2 Oug_ Ovg—
wk(z) = ufk_lb—x_—l_vfk_l—a—y——// ( lg;l + 1;;1) dz

Tenseur des contraintes (7;;) et forces de Coriolis (f;)

Voir tableau 2.1

TAB. 3.2 — Modéle variationnel tridimensionnel
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pouvons toutefois affirmer que les deux modéles se ressemblent et que 1'objectif de
développer un modéle tridimensionnel minimal, améliorant les vitesses sur la verticale
sans modifier les autres paramétres, est atteint.

L’intégration par partie des termes d’ordre supérieur a fait apparaitre des inté-
grales de contour, ce qui a permis 'imposition de conditions naturelles. Des condi-
tions de Dirichlet sont appliquées en entrée et en sortie afin de définir ’écoulement.
La vitesse verticale a été éliminée de ’équation de continuité par une pré-intégration
verticale (section 3.4) ou les termes, issus des conditions cinématiques de fond et de
surface, furent simplifiés & 1’aide des termes provenant de ’intégration par partie des
vitesses horizontales (section 3.2).

Le modéle variationnel obtenu au terme de ce chapitre et résumé dans le tableau
3.2 n’a toujours pas de solution. Au chapitre suivant, nous déterminerons les espaces

Ey(2) et E5(S2) dans le but de trouver une approximation ¢ de la solution ¢.






Chapitre 4

Modéle discret

Les solutions analytiques aux formulations présentées dans les chapitres pré-
cédents sont difficilement obtenues, voire impossibles pour les cas non triviaux ou
& géométrie complexe. Nous obtenons dans le présent chapitre un systéme discré-
tisé pour lequel une solution numérique pourra étre obtenue. L’équivalence entre la
forme classique et la formulation discréte n’est pas maintenue, mais I’erreur générée
dépendra de I’approximation choisie et sera en ce sens contrdlable et quantifiable.

Utilisée comme technique d’approximation, la méthode des éléments finis est brié-
vement décrite 4 la section 4.1. L’élément d’approximation choisi est un prisme & base
triangulaire & 12 nceuds (P12L) formé & partir d’une combinaison entre :

— un élément linéaire & 2 nceuds (L2) sur la verticale et

— un élément triangulaire & 6 nceuds (7'6L) formé de 4 sous-éléments triangulaires

a 3 nceuds (73).
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La section 4.2 présente ces différents éléments. Le modéle variationnel du tableau
3.2 est discrétisé a la section 4.3 en utilisant une méthode de Galerkine standard,
puis son intégration numérique est finalement présentée en 4.6. Les sections 4.4 et 4.5
présentent pour leur part le calcul de la vitesse verticale et les méthodes de résolution

numérique.

4.1 Approximation par éléments finis

Nous nous contentons ici de rappeler les principaux principes de la méthode des
éléments finis, tels qu’introduits par DHATT et TOUZOT (1984). Cette méthode re-
pose sur une partition du domaine en entités géométriques simples nommeées éléments.
Ces derniers ne doivent pas se chevaucher et leur union, le maillage, doit recouvrir le
domaine entier. Les espaces d’approximation Ej et By (section 3.1) sont construits &
partir du maillage. A titre d’exemple, il peut s’agir de Pensemble des fonctions linéaires
sur chacun des éléments et continues d’un élément 4 ’autre. L’espace d’approximation
se présente comme le produit, sur chacun des éléments, entre des fonctions d’approxi-
mation connues < N > (habituellement polynomiales) et des valeurs inconnues aux
nceuds d’approximation. Les noeuds sont des points cibles se situant sur chacun des élé-
ments. Gréace & la définition des espaces d’approximation, nous obtenons un systéme
algébrique, pouvant &tre résolu avec les méthodes numériques standards (Newton,
Picard, GMRES).

A titre d’exemple, placons nous dans un contexte & un seul élément, et considérons
un élément bidimensionnel comportant une approximation linéaire entre les noeuds de
coordonnée ¢; = —1 et (; = 1. L’espace Ej; est engendré par ¢; et ¢, sur les fonctions

linéaires < N > :
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5 = {< N > {(,i)z}l {¢z} € Rz}

1-¢ 1+4¢
N> = < —=2,—=
< > < 5 " 5 >

Dans notre cas, le systéme & résoudre est la formulation variationnelle 3.2. Nous

utilisons la méthode de Galerkine (DHATT et TOUZOT, 1984), qui consiste & choisir

les fonctions test parmi le méme espace que les fonctions d’approximation.
p q

4.2 Elément d’approximation

La construction du maillage est une étape centrale de la méthode des éléments
finis consistant & partitionner le domaine en un ensemble d’éléments, chacun étant
défini par les coordonnées de ses nceuds géométriques. Les éléments étant tous de
méme type, chacun peut, moyennant une transformation géométrique, étre représenté
par un élément de référence. La plupart des opérations auront lieu sur 1’élément de
référence, ce qui simplifie considérablement la programmation, la complexité résidant
au sein de la transformation géométrique. Cette transformation doit &tre bijective et
transformer les frontiéres et les nceuds de ’élément réel vers les frontiéres et noeuds
correspondants de I’élément de référence. Nous utiliserons ’espace (z, y, z) pour définir
les éléments réel alors que 1'élément de référence sera dans ’espace (&, 7, ().

Il est & noter qu’'une erreur de discrétisation géométrique est commise aux fron-
tiéres. L’utilisation d’éléments de niveau supérieurs (frontiéres courbées) ou l'aug-
mentation du nombre d’éléments permettent de réduire ’erreur commise lors de la

discrétisation géométrique.
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discrétisation

F1G. 4.1 - Discrétisation d’'une frontiére

4.2.1 Elément unidimensionnel

FIG. 4.2 — Elément d’approximation unidimensionnel 4 2 nceuds (L2)

Un domaine 1D peut étre subdivisé en un ensemble d’éléments linéaires, détermi-
nés par les coordonnées ; et xo des nceuds qui en forment les extrémités. Chacun des
éléments réels peut &tre associé a 1'élément de référence L2 (figure 4.2) ayant comme

sommets (; = —1 et ¢, = 1 & l’aide de la transformation 7¢, :
Tia + ¢ = 2(¢) =< Nr2(¢) > {wn}
ou

< Nia(€) >=< 1;26, %ﬁ > (4.1)
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n
0, 1) & 5 ® uvh
® uyv
4
©, 112) (112, 112) Pl ®
(0,0) (112, 0) (1,0) € 4 ¢ s

FIG. 4.3 - Elément d’approximation bidimensionnel 4 6 nceuds (T6L)

Notons que la transformation 77, varie d’'un élément & 'autre selon les nceuds géo-
métriques, mais elle garde toujours une forme semblable. Différentes approximations
peuvent étre portées par un L2 (ex : Elément d’Hermite), mais nous ne considérerons
que I'approximation linéaire de continuité C°(Lagrange). Lorsque les nceuds d’ap-
proximations sont les mémes que les nceuds géométriques, comme c’est le cas pour le

L2 ici considéré, on dit de ’élément qu’il est isoparamétrique.
) q p q

4.2.2 Elément bidimensionnel

Dans sa version actuelle, Hydrosim résout les équations de Saint-Venant 2D sur un
élément bidimensionnel triangulaire 4 six nceuds (76L), formé de quatre sous-éléments
triangulaires & trois nceuds (7'3). L’approximation est P;/PIsoP;, c’est-a-dire que la
hauteur d’eau est approximée linéairement sur 1’élément global alors que les débits le

sont sur les sous-éléments. Il est stable en vertu de la condition inf-sup (LBB).
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Dans ce travail, lorsqu’il sera question d’un 7T'6L géométrique, on ne considérera
que les noeuds sommets de 1’élément. Il s’agira dans ce cas d’un élément linéaire. Le
sigle T'3 référe pour sa part & un sous-élément du T6L, également linéaire. Les noeuds
milieux du T6L forment les sommets des sous-éléments T3 et, les transformations
étant linéaires, ils se trouvent au centre des arétes.

L’élément géométrique T6L est linéaire de transformation (DHATT et TOUZOT,

1984) :

Ter, + € = ©(€) =< Nrer(€) > {2}
ou

< Nrer(§) >:=<1-§—-n,§n> (4.2)

L’approximation est la méme, mais s’applique sur chacun des sous éléments.

En annexe B se trouvent les principales propriétés géométriques de cette trans-
formation, en particulier son jacobien et les jacobiens des sous-éléments (7°3). Notons
que ce dernier est constant sur 1’élément, ce qui permet une intégration analytique du

modéle discrétisé.

4.2.3 Elément tridimensionnel

L’élément tridimensionnel développé est un prisme & base triangulaire, recouvrant
la colonne d’eau entiére, du fond & la surface. Les arétes verticales sont perpendi-
culaires au plan 2Oy alors que les bases triangulaires suivent I'orientation du fond
et de la surface. L’élément de référence est un prisme dont les bases triangulaires
sont paralléles. La transformation géométrique s’obtient par une combinaison entre la

transformation verticale (4.1) < Nz3(¢) >:=< a,b > et la transformation horizontale
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FIG. 4.4 — Elément d’approximation tridimensionnel 4 12 nceuds (P12L)

(4.2) < Nggr(€,m) >:=< A, £, n > DHATT et ToUZOT (1984) :
{ 3
T N cf1

T3 Y3 23
e PR Ts Ys Zf5
Thiar - & = ©(€) =< Np1ar(§) > { >
Z1 Y1 Zs1

T3 Y3 <s3

Ts Ys Zs5

. 7

~

ou

< NP12L(£) P CL)\, a‘§7 an, b/\7 b&a b,r, >

Les six noeuds sommets du prisme de base suffisent & déterminer la transformation
géométrique, alors que les nceuds supplémentaires permettent d’approximer les vi-

tesses linéairement sur chacun des P6. Les deux bases triangulaires ayant la méme
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projection dans le plan (zOy), le P12L peut facilement étre construit & partir d’un
maillage bidimensionnel, & condition de connaitre la topographie et le niveau d’eau.
Puisqu’elle dépend du niveau d’eau, la géométrie des éléments de référence se modifie
avec la solution. En conséquence, le jacobien varie avec la solution. Notons aussi que
le jacobien du P12L (annexe B) n’est pas constant sur 1’élément.

Bien que seuls les 6 nceuds sommets du P12L soient nécessaire pour définir sa
géométrie, nous utiliserons le terme P12L géométrique, pour ne pas confondre avec
les sous-éléments ayant eux aussi 6 noeuds. Le P6 référe toujours & un sous-élément

du P12L.

4.3 Discrétisation

La discrétisation consiste & remplacer, sur chacun des éléments, la fonction incon-
nue par son approximation. Ceci permet d’obtenir un systéme de forme K{¢;} = {f}
et de travailler sur Qj, plutét que sur 2. Considérons un maillage M de €2, et un terme
quelconque de 3.2 noté [, A(¢),$)dQ. Moyennant Perreur due & 'approximation géo-
métrique de la frontiére, 'intégrale peut étre découpée :

/ ade~ [ o= 3 [ Aw.oper v e B@)
2 2 QeeM
Le changement de variable 75,5, permet d’évaluer ces intégrales sur I’élément de
référence ()7, ol ¢ et 9 sont remplacés par leur approximations :

> [ aqwy<nes haer (46

feeM

K"

ou K est la contribution de ’élément e & la matrice globale K. Les tableaux 4.1, 4.2 et

4.3 présentent la forme discréte du systéme 3.2, la derniére colonne donnant la position
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de la contribution au sein de la matrice K et du vecteur f, suite & I’assemblage, décrit
a la section suivante.

Tel que développé, le modéle mathématique pourrait permettre la résolution d’un
probléme non permanent. Or, cela dépasse les objectifs de ce travail. Seul le dévelop-
pement de la forme faible avec ces termes nous intéressait et ce, dans le but d’établir
des paralléles entre le développement de la forme faible pour le modéle 3D minimal
et les hypothéses formulés lors de 1'obtention des équations de Saint-Venant. A partir
de ce point, les termes non permanents ne seront plus considérés, nous ne discrétisons

le systéme que pour les problémes en régime permanent.

4.3.1 Assemblage

La matrice K et le vecteur de sollicitations f sont obtenus aprés assemblage des
différentes contributions élémentaires. L’assemblage consiste & distribuer les lignes
de K° au sein de K, cette distribution étant déterminée par les positions attribuées
aux < ¢f > et {¢f} dans la matrice globale. Nous n’entrons pas dans les détails de
I'assemblage, et renvoyons pour cela au volume de DHATT et TOUZOT (1984).

Aux tableaux 4.1, 4.2 et 4.3, la derniére colonne indique la position des contribu-
tions dans la matrice K*° et dans le vecteur f°. En effet, & ’assemblage, la contribution
ira prendre une certaine position correspondant aux termes qu’elle contient. Chaque
ligne et colonne de K*° correspond & un degré de liberté, tel que présenté a la figure
4.5, ol u, v et h indiquent que les lignes et colonnes concernent ces degrés de libertés.

Les vitesses u et v se séparent entre les vitesses au fond et en surface. Par exemple,
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U, U U, v u, h

L i L i B gl
K* = v, u v,V v, h
h,u h,v h,h

FIG. 4.5 — Assemblage des contributions élémentaires dans la matrice K¢

en u,u, nous retrouvons :

4.3.2 Changement de variable

La transformation d’une intégration sur 1’élément réel (e) vers une intégration

’élément de référence (r) s’effectue par le biais du changement de variable bijectif

€ .
TpioL -

- A(¢(x’ Y, Z), ¢(£17, Y, z))dﬂe = ‘/Qr A(¢(T§;;L(x7 Y, Z)), ¢(TI%I;L(‘,E) Y, z)))l‘]eldﬂr
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Formulation variationnelle faible :

n [ Oh oYt oYt
/A¢ (a)dA—/K](%u—l-—%v)dQ

Forme faible Contribution élémentaire | Position dans K*
~ [ ¥ud | — [ {NY'} < N* > |Je| dr h,u

— Jo % dQ | — [ {NY} < NV > [Je| dOr hyv

La¥" () dA | Nest pas discrétisé (écoulement permanent)

TAB. 4.1 — Forme discréte de I’équation de continuité

Lorsque ’application A contient une dérivée, celle ci est transformée 4 ’aide des régles

de dérivation en chaine :

( N\ r = ( N
9 % o & 9
oz dr Oxr Oz 3

{ 2 Y= 98 o & | 2 3
oy oy Oy 0oy on
9 9 on 9 9

| 2 j | 5z 8z 9z | | & j

4 )
KA
o€

-4 & |

\ /

ol [j°] est I'inverse de la matrice jacobienne de la transformation 7§,,;. En annexe B
se trouvent les expressions détaillées pour le jacobien, son inverse et son déterminant.
Notons que le déterminant du jacobien s’annule pour les éléments déformés, c’est-
a-dire ceux & profondeur nulle, ceux ayant trois sommets alignés ou deux sommets

identiques. De telles situations ne devraient pas se produire. En contrepartie, la bi-
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Formulation variationnelle faible :
ou Ou  Ou ou oh 1 1 9y
“Ngp tugs toes twey- 95 =1, |dQ
/sz(¢ (8t+u8x+08y+wk8z+gaz pf >+p6wJ )
-2 ( $ verlar,+ 4 w%;zdrs> ~0
P \Jr; s

Forme faible Contribution élémentaire Position
Ke f
Jo ¥ udtdQ Jor w{N¥"} < N¥% > |J¢|dQ" u, U -
Jo ¥ o5edQ Jor 0{NY"} < N¥ > | Je|dQ" w,u .
Jo ¥rwrZedQ Jor we{N¥"} < NY > |Je|dQY U, U -
g Jo v 2kdQ 9 for {N¥"} < N2 > | Je|dQ u, h ]
fQ P frvdQ fQT{N¢u}fx < N> lJe|er u,v -
3 Jo B T 2 for {NE'} < N% > |Je|dQ" wu | -
Jor ANV} < N¥ > |J¢|dQ" u, u -

5 fQ Tmde : ! v
Jor V{NY"} < N% > |Je|dQY U, v -
Jor V{NY"} < N¥ > | J€|dQ" u, U -

1 fQ Y a2 ¢ ’ ’
= Jor VAN Yw | Jo|dY - u
- % fr‘f wu’rifzdl—‘f _;lggn?ot f[‘f qul{qu} <N > dly | u,uy -
— % §Fs qugzdFs —Palw ff‘s |w|wl’{N¢u}dFs _ Uy

Jo ¥ 5ed0 N’est pas discrétisé (écoulement permanent)

TAB. 4.2 — Forme discréte de 1’équation du mouvement en x
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G

ov
Yoz

Formulation variationnelle faible :

v ov Oh 1 10y°
+'uay+wk8 +t95- pf )+;8;c T,,j)dQ

3J
-= ( )[ Y1) dly + 7{ zp%;zdrs) =
P \Jr; Ty

Forme faible Contribution élémentaire Position
K* f
Jo ¥PudedQ Jor u{N¥"} < N2 > |Je|dQ v, v ;
Jo ¥ vgedQ Jor v{N¥"} < NY > |Je|dQY v,V -
Jo ¥ wi3ldQd Jor W{N¥"} < N, > |J¢[dQ v, -
g Jov?3dQ 9 [ ANY"} < NE > |Je|der v, h "
Jo 0" fyudQ Jor AN¥"}fo < N > | Je|drr 2 .
2 fn Ty dQ) Jor VANE'} < Ny > | J5]dQY" v -
Jor V{NY'} < NY, > |J¢|dQ" v, -
L fo B mydQ 2 [or V{NL'} < NY > |Je|dQr v, v ;
L o %m0 Jor VINEY < N2> |Jelar | v | -
Jor VANY }w | J¢|dQ" - v
— $p, VLAl | —— e o, s {N?"} < N*7 > dTy | v,05 -
— ¢, Y7L ~PaCuw §r, [w|ws{N?"}dTs - vy
Jo w”%dﬂ N’est pas discrétisé (écoulement permanent)

TAB. 4.3 — Forme discréte de I’équation du mouvement en y

93
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jectivité de Tpiar, et, en conséquence, lexistence de [j¢] est assurée pour les éléments

non dégénérés.

4.3.3 Conditions limites

Afin d’imposer des conditions de Dirichlet sur le systéme, les degrés de liberté
concernés n’auront aucune ligne d’attribuée au sein de la matrice K & résoudre. En
effet, il n’y a pas d’intérét & inclure une équation pour calculer ces valeurs alors
qu’'un résultat est déja connu. Ceci revient & réduire 'espace L parmi lequel la
solution discréte est recherchée & l’espace admissible Egd ol les valeurs aux limites

sont imposées (DHATT et TOUZOT, 1984).

4.4 Vitesse verticale

L’approximation pour la vitesse verticale est PiIsoP, sur ’horizontale et P, sur
la verticale, les nceuds d’approximation étant les mémes que pour les vitesses hori-
zontales. La vitesse verticale est calculée & partir des vitesses horizontales u et v et
de la pente au fond en utilisant (3.9). Soit A, A® et A" les projections dans le plan
horizontal de €2, Q¢ et Q. Notons que A est un domaine 2D subdivisé en éléments

réels A° de forme T6L et définissons [m] comme étant la matrice masse élémentaire :

(m] = / < N > {N}dA®
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La matrice masse globale [M] sur le domaine A est obtenue suite & ’assemblage des

matrice masse élémentaires. Pour le fond, nous obtenons, sur chacun des éléments :

on' on'
wy = Uf—a—w--l-vfa—x

miwn) = [ (<N > (uHNEHH)
+< N > {v;}{N,’;,’}{h’e})dAe (4.3)

ml{wi} = {qf} (4.4)

ce qui devient, aprés assemblage des contributions élémentaires :

[M{ws} = {ar} (4.5)

Afin de faciliter son inversion, [M] est remplacée par la matrice diagonale de masse,
obtenue en sommant les valeurs des lignes de [M] sur sa diagonale. Ceci permet
le calcul des vitesses verticales au fond. Notons que les contributions élémentaires
au débit au fond {gs} sont calculées en intégrant de facon analytique le terme de
droite de 4.3 sur un élément de référence 2D. Toutefois, les vitesses au fond y sont
approximées sur un élément 2D de type T6L alors qu’en réalité les degrés de liberté
pour les vitesses se trouvent sur un élément triangulaire, mais reposant dans un espace
3D.

La méme méthode est utilisée pour trouver les vitesses en surface et nous obtenons :

[Ml{ws} = {g:} (4.6)

ou {gs} est obtenu en assemblant les contributions élémentaires suivantes :

{es} = {5} - /QC{N} (< N,z > {u°}+ < N,y > {+°}) dQ°
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ou l'intégration sur I’élément 3D provient de la combinaison entre 1’intégration sur
I’horizontale issue de la formulation variationnelle et 1'intégration sur la verticale déja
présente dans (3.9). Elle est ramenée 4 une intégration sur un élément de référence
Q" par un changement de variable.

Nous obtenons grace & (4.5) et (4.6) des expressions pour la vitesse verticale en
chacun des nceuds. Munis de ’approximation de ces vitesses, nous retrouvons la vitesse

verticale w partout sur le domaine.

4.5 Méthodes de résolution

Le systéme a résoudre étant non-linéaire, nous pouvons profiter des algorithmes
de Newton, GMRES, et Picard déja implantés au sein de H2D2. Notre probléme étant
permanent, aucune résolution temporelle n’est utilisée. Notons toutefois qu'un schéma
en différences finies pour la discrétisation temporelle avec résolution par I’algorithme

d’Euler est disponible au sein de H2D2 et pourrait étre mis & profit.

4.6 Intégration numérique

Les contributions élémentaires présentées aux tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 comportent
des fractions polynomiales devant étre intégrées. C’est la transformation géométrique,
3 jacobien non constant, qui introduit cette complexité au sein des expressions. Nous
présentons ici les méthodes d’intégration numérique utilisées pour calculer les contri-
butions élémentaires.

L’intégration d’une fonction f sur un domaine quelconque €2 peut étre approxi-

mée par une combinaison des valeurs prises par la fonction & différents points p du
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domaine :

PR

oll w; est le poids associé au point p;. En appliquant 1’égalité précédente au cas
particulier ot la fonction f est la fonction identité, nous démontrons que la somme

des poids doit étre égal au volume du domaine sur lequel I'intégration & lieu. Sur

f(e)dz =21 ()
L2

FIG. 4.6 — Intégration numérique d’une fonction d’ordre 1 sur un L2

un domaine d’intégration simple, tel un L2, il est facile de prouver qu’un unique
point d’intégration (au centre) permet d’obtenir exactement 1’intégrale d’une fonction
linéaire (figure 4.6). Ce principe peut étre généralisé et, selon la méthode de Gauss
(DHATT et TOUZOT, 1984) r points permettent d’intégrer exactement un polyndéme
d’ordre m < 2r — 1. Le tableau 4.4 présente différents couples de points pouvant
étre choisis sur un L2. Sur un 7'3, les points d’intégration peuvent étre déterminés
a l'aide des formules de Hammer (DHATT et TOUZOT, 1984). Une formule d’ordre
m intégre exactement tout polynéme formé de mondmes de la forme &9 ou i +
j < m. Un schéma d’intégration sur un 76L peut étre développé en quadruplant les

points présentés pour un 7'3, ce qui équivaut & intégrer sur chacun des sous-éléments.
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Nombre de
Coordonnées Poids
points

T Di w;
—— 1 0 2
1/v3 1

——— 2
—~1/V3 1

TAB. 4.4 — Points d’intégration de Gauss sur un L2

Nombre de Ordre )
Coordonnées Poids
points d’intégration
T m Di Wy

NEERE

Wi
ol
e
NI

11 =27

(3:3) 56

11 25

h 4 3 55) w
N € 5
(32 =

TAB. 4.5 — Points d’intégration sur un 7'3 (formules de Hammer)
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Finalement, les points d’intégration numérique sur le P6 sont obtenus en effectuant le
produit entre I'intégration sur le L2 vertical et I'intégration sur le 73 horizontal. Le
tableau 4.6 présente quatre combinaisons de points permettant d’intégrer exactement
des mondmes de forme £C* ot i +j < m et k < n. L’intégration sur un P12L
s’effectue en combinant les points d’intégration se trouvant sur chacun des P6.

Afin de construire la matrice K, les expressions discrétes regroupées dans les ta-
bleaux 4.1, 4.2 et 4.3 sont intégrées numériquement sur 1’élément de référence en
utilisant une des combinaisons de points disponibles parmi celles présentées au ta-
bleau 4.6. Au chapitre 5, nous présenterons un premier lot de tests effectués pour ces

schémas numeériques et déterminerons lequel sera utilisé pour la suite.

4.7 Conclusion

Ce chapitre met a profit la méthode des éléments finis afin de transformer le mo-
déle variationnel 3.2 en un systéme algébrique de forme K {q~§¢} = f pouvant étre
résolu numeériquement, pour ainsi trouver les valeurs {¢;} aux nceuds d’approxima-
tion. Nous avons opté pour la méthode de Galerkine standard, qui consiste a choisir
les fonctions candidates pour approximer la solution (¢~>) parmi le méme espace que
les fonctions de pondération (¢). Aprés avoir maillé le domaine avec des éléments
P12L, nous obtenons un espace Ej de solutions candidates respectant sur chacun
des éléments réels I’approximation choisie et étant continues d’un élément & 'autre.
L’imposition de conditions de Dirichlet aux limites revient & réduire espace Ej aux
fonctions admissibles. Les éléments réels issus du maillage sont en bijection 1’élément

de référence et c’est sur ce dernier que le travail s’effectue, d’ou 'importance des

métriques provenant du changement de variable et présentées & I’annexe B.
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| Nombre de | Nombre de Ordre Ordre Coordonnées | Poids
| points points horizontal vertical
horizontaux | verticaux
T3 TL2 m n Di Wy
1 1 1 1 (3,3,0) 1
11 27
(33,0) S
11 25
4 1 3 1 550 &
g 1 25
(37370) 18
13 25
(5,5,0) )
(l,l,_l) 1
1 9 1 3 e 2
(3:31) 3
—27
(%,%7_1) 24
1 25
(%75)'—1) 24
31 25
(5757_1) 24
13 25
4 2 3 3 CLE
11 —27
(§7§’1) 21
11 25
(3,5 1) %
31 25
(5,5 1) b
13 25
(37'5"1) 24

TAB. 4.6 — Points d’intégration sur un P6
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La qualité de la solution discréte obtenue dépend directement de la richesse de Ej.
Cet espace peut étre amélioré en augmentant le degré d’approximation sur chacun
des éléments. Nous avons opté dans ce travail pour un élément P12L comportant une
approximation P,/PjisoP, sur I'horizontale et Py/P; sur la verticale. Le raffinement
du maillage méne aussi a l'enrichissement de Ej et plus 'ordre d’approximation est
élevé, plus 'erreur diminue rapidement. Des tests de convergence de ce type seront
traités au chapitre 5.

L’élément introduit dans ce chapitre vient enrichir H2D2 en améliorant I’approxi-
mation des vitesses. En effet, alors que le T6L suppose les vitesses constantes sur la
verticale, le P12L les pose linéaires, ce qui diminue I’erreur. Il n’y a pas d’intérét a
augmenter 1’ordre d’approximation du niveau d’eau sur la verticale, mais I’élément dé-
veloppé pourrait facilement étre réutilisé en améliorant ’approximation des vitesses,
en particulier sur la verticale, toujours en conservant le méme élément géométrique.

Il va de soit que I’amélioration de la représentation des vitesses sur la verticale
améne un coiit numérique. Tout d’abord, notons ’augmentation du nombre de degrés
de libertés de ce type (vitesses) qui passent de douze sur un 76L & dix-huit sur le P12L.
Ceci vient agrandir le systéme matriciel et, en conséquence, ralentir la résolution. Une
autre particularité du P12L concerne sa géométrie qui se modifie avec le niveau d’eau.
En conséquence, les métriques doivent étre recalculées & chaque itération.

Lorsque le jacobien est constant, les termes de convection sont les expressions a
intégrer pour lesquelles ’'ordre est le plus élevé. Ils sont composés de mondémes en
EnICk tels que i + 5 < 3 et k < 3. Le schéma d’intégration & 12 points de Gauss
permet d’intégrer exactement ce type d’expression. Or, le jacobien n’est constant que
pour les domaines & profondeur constante. Et méme si la profondeur est constante au

départ, il est fort probable que les itérations de résolution feront varier le niveau d’eau
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formant ainsi des éléments & bases triangulaires non paralléles et, en conséquence, &
jacobien non constant. Les expressions & intégrer ne sont donc pas polynomiales et
ne peuvent étre intégrées exactement a ’aide des schémas numeériques introduits.
L’erreur d’intégration diminue toutefois lorsque le nombre de points d’approximation
augmente. Notons & ce sujet que le schéma d’intégration est défini pour un P6, et
quadruplé pour obtenir un schéma sur le P12L. Il demeure le méme pour le niveau
d’eau (approximé sur I’élément global) que pour les vitesses (approximées sur les
sous-éléments). Bref, les vitesses sont mieux représentées que les niveaux d’eau par
les fonctions de discrétisation, mais par simplicité, le schéma numérique d’intégration

est le méme pour ces deux types de variables.



Chapitre 5

Implantation

L’élément tridimensionnel développé fut implanté au sein de H2D2, un logiciel né
de la fusion entre Hydrosim (HENICHE ET AL., 2000b), un simulateur hydrodyna-
mique bidimensionnel et Dispersim (HENICHE ET AL., 2001) un modéle de transport
et diffusion. H2D2 est développé en Fortran, et certaines sections, concernant prin-
cipalement ’encapsulation de fonctions et ’utilisation d’entrées et sorties, sont en
C++. Bien que le Fortran soit essentiellement un langage procédural, des concepts
de programmation orientée objet furent introduits, ce qui facilite ’ajout de nouveaux
modules et algorithmes. Une trentaine de modules composent H2D2 dont certains
relévent de la lecture des fichiers de commande, du calcul de convection-diffusion ou
des algorithmes de résolution matricielle, pour n’en citer que quelques exemples. Dans
ce chapitre nous nous concentrerons sur les modules implantant les éléments géomé-
triques, l'intégration numérique et les éléments d’approximation. Finalement, nous

présenterons quelques tests de validation de la programmation. Nous utilisons ici un
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FI1G. 5.1 — Diagramme de classes des éléments géométriques

langage et des schémas inspirés de la programmation orientée objet et référons pour

plus de détails au volume de AMBLER (2004).

5.1 Elément géométrique

Les modules d’élément géométrique regroupent les fonctionnalités liées & la géomé-
trie des éléments et sont indépendants de I’approximation. La classe abstraite Im_ glib
(figure 5.1) détermine 'interface & redéfinir pour tout élément géométrique. La prin-
cipale fonctionnalité de ce module est clcjelv() qui permet de calculer les métriques
constantes des éléments géométriques de volume. L’appel & cette fonctionnalité s’ef-
fectue de fagon virtuelle par I'intermédiaire de I'interface de Im_ glib et n’a lieu qu’une
seule fois, peu aprés la lecture du maillage. Pour 1’élément T'6L, cinq métriques sont
calculées, soit les quatre membres de jrer, (B.2) ainsi que le déterminant du jacobien.

Nous avons implanté le module Imgo_p12l représentant 1’élément géométrique

P12L développé au chapitre précédent. La géométrie du P12L a la particularité de
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Fi1G. 5.2 — Diagramme de classes des schémas d’intégration numérique

varier en cours de résolution en fonction du déplacement du niveau d’eau. La fonction
clcjelv() calcule les métriques constantes, qui correspondent (voir tableaux B.5 et B.6)
aux métriques du T6L. Les fonctionnalités du module Imgo _p12l dépassent l'interface
minimale exigée par Im_ glib en implantant evajelv(), une fonction spécifique pour cet
élément & géométrie variable. L’élément d’approximation utilisera evajelv() (figure
5.4) afin d’obtenir 1’évaluation en un point donné des membres de jpior, de jps et les

déterminants des jacobiens.

5.2 Intégration numérique

Un module pour I'intégration numérique, nommé ni_pI2l, a été mis en place et
il implante les différents schémas d’intégration du tableau 4.6. Ces derniers furent

regroupés dans un module indépendant afin de séparer la définition du schéma d’inté-
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gration numérique du calcul des contributions élémentaires. Cette implantation facilite
le passage d’un schéma d’intégration 4 un autre et rend ces derniers disponibles pour
tous les éléments d’approximation.

Les schémas d’intégration numérique sont implantés pour un P12L en appliquant
les points d’intégration du tableau 4.6 sur chacun des sous-éléments. Le premier
schéma est implanté par ni_ip2pl et comporte un point d’intégration sur chacun
des P6, pour un total de quatre points d’intégration. Les schémas d’intégrations qui
suivent sont respectivement implantés dans ni_p2p3, ni_ssp3pl et ni_ssp3p3, ou
ssp8 indique Pj sur chacun des sous-éléments horizontaux.

La figure 5.2 présente l'interface commune aux différents schémas d’intégration
numérique. 11 s’agit de classes simples, retournant le poids et la coordonnée de chacun

des points d’intégration ainsi que le nombre de point d’intégration.

5.3 Elément d’approximation

Les éléments d’approximation présents dans H2D2 permettent de représenter un
systéme d’équations différentielles sous une forme matricielle en assemblant les dif-
férentes contributions élémentaires. Dans le cadre de ce travail, nous avons implanté
ns_ macro3d représentant les équations de Navier-Stokes pour un élément géométrique
Imgo_p12l. D’autres éléments d’approximation sont, par exemple, cd2d_ bse pour la
convection-diffusion sur un 73 et sv2d pour les équations de Saint-Venant 2D sur un
T6L.

En plus de définir un ensemble de fonctionnalités devant étre implantées par les
éléments d’approximation, la classe de base Im__ elib fait tout le travail d’échange avec

les autres modules dépendants des éléments d’approximation. De fagon transparente,
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F1G. 5.3 — Diagramme de classes des éléments d’approximation de base
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implanter un élément d’approximation revient & redéfinir les fonctionnalités abstraites
de Im_ elib listées dans le diagramme de classe 5.3.

Les éléments d’approximation contiennent une liste d’attributs, la plupart étant
des tables permettant entre autres de stoker les degrés de liberté (dlg), propriétés
globales (prgl), les propriétés nodales (prno), les propriétés élémentaires de volume
et de surface (prev et pres), ainsi que les sollicitations concentrées et réparties (solc
et solr). Un manuel du programmeur (GIASSON, 2006) fut rédigé afin de détailler
ces différents attributs. Notons toutefois trois propriétés nodales furent ajoutées a
I’élément d’approximation développé afin de définir la vitesse verticale. Il s’agit des
débits verticaux au fond (gy) et en surface (g;) ainsi que ’élément de la matrice masse
diagonalisée.

La fonction regprm() est utilisée afin de remplir les différents attributs de la classe
mére a ’aide des paramétres définis par la classe héritiére. Viennent ensuite, dans
la séquences d’appel, les fonctions d’impression (prn), de pré-calcul (pre), de calcul
(clc), d’assemblage (asm) et de post-traitement (pst). Le pré-calcul n’a lieu qu’une
seule fois et ce qui y est calculé doit étre indépendant des degrés de libertés. Le calcul
de la matrice masse diagonale se trouve & cet endroit. Les fonctions de calcul (cle)
se trouvant dans une boucle de résolution, elles sont appelées a plusieurs reprises et
peuvent dépendre des degrés de libertés. Les propriétés nodales correspondant aux
débits verticaux au fond {gs} et en surface {g;} (section 4.4) sont déterminées & cet
endroit.

Les fonctionnalités d’assemblage (asmX) sont sans aucun doute celles o le plus
grand effort de calcul a lieu. Qu'il s’agisse d’assembler la matrice K, utilisée par
l’algorithme de Picard, la matrice tangente K; pour ’algorithme de Newton ou la

matrice Ku pour la résolution avec GMRES, il faudra itérer sur les éléments et, pour
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F1G. 5.4 — Séquence d’appels pour la fonction asmke()
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chacun d’eux, déterminer la matrice de contribution élémentaire K¢ & aide de la
fonction privée asmke. Dans le module ns_macro8d, les contributions élémentaires
décrites & la section 4.3 sont calculées via une intégration numérique en mettant a
profit le module ni_p12l. La figure 5.4 illustre la série d’appels effectués par asmke
en insistant sur I'intégration numérique. Le travail lié seulement & I’approximation est
regroupé dans evalue et indépendant du travail de asmke qui concerne spécifiquement
les équations de Navier-Stokes. Un ensemble de fonctionnalités privées aident evalue
a évaluer, en un point donné, les fonctions d’approximations (N%, N*), leur dérivés
(N%, N%, N% Nt N") les degrés de liberté (u, v, h) et la vitesse verticale (w). Pour
leur part, les métriques (jps, jpiar, |Jps|, |Jpi21]) sont évaluées en un point par la
fonction evalue de I’élément géométrique.

Le terme de droite (f) est assemblé par asmf(), ou a lieu une intégration des sol-
licitations réparties sur les éléments de volume. Notons que la géométrie des P12L se
modifie avec la solution et, qu’en conséquence, les sollicitations réparties ne peuvent
pas étre traitées comme dans les autres modules d’approximation utilisant des élé-

ments & géométrie indépendante de la solution.

5.4 Validation de la programmation

Une série de tests furent implantés afin de valider les sections programmées. Les
structures de tests produisent un résultat de type erreur/succés aprés avoir comparé
le résultat obtenu & une solution validée. La structure a été mise en place de fagon
a faciliter le lancement automatique de lots de tests et ces derniers sont toujours

disponibles pour valider d’éventuelles modifications au code.
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Parameétres des tests Variables testés
) Evaluation au point p; de :
— Elément )
. — JP6
— Point d’évaluation p; '
= Jpi2L
— |jps]
~ |p1az]
TAB. 5.1 — Paramétres des test de imgo_p12l_ evalue()

Référence Parallélogramme Trapéze Quelconque
Fond et surface Fond et surface Fond Fond et surface
paralléles entre paralléles perpendiculaire non paralléles et

eux et aux parois non
perpendiculaires perpendiculaires
aux parois aux parois

TAB. 5.2 — Types d’éléments utilisés pour les tests d’évaluation et d’intégration
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Paramétres des tests Variables testés
— Schéma d’intégration Jor | Tp12L|dQ"
— Elément 5 er fdQe
~ Fonction f

TAB. 5.3 — Paramétres des test de ni_p12l_evalue()

Le premier module de test développé (tableau 5.1) permet de valider la fonction
Imgo_p12l_evalue() en différents points d’intégration. Au moins un point d’intégra-
tion par sous-élément fut validé et les quatre différents types d’éléments du tableau
5.2 fournissent les résultats escomptés.

Les différents schémas d’intégration numérique sur un P12L furent eux aussi va-
lidés (tableau 5.3). Rappelons que, selon le schéma, choisi, I'intégration numérique ne
sera garantie exacte que pour les polynémes d’un certain ordre. Puisqu’il s’agit d’une
fonction linéaire, |Jp121| peut étre intégrée exactement pour chacun des schémas, ce
qui fut validé avec succés sur les éléments tests en comparant, pour chacun d’eux,
le résultat de l'intégration au volume de 1’élément. Différentes fonctions furent aussi
intégrées sur les éléments, telle la fonction identité, une fonction nulle, ainsi qu’une
fonction linéaire sur la verticale. Bien entendu, les fonctions pouvant &tre intégrés
exactement sont limités et, & titre d’exemple, les fonctions exponentielles intégrées
sur un élément ne fournissent pas des résultats exacts.

La fonction evalue du module ns_macro_3D fut elle aussi validée, pour diffé-

rents trios élément/valeurs nodales /points d’intégration (tableau 5.4). Des résultats
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Parameétres des tests

Variables testés

— Elément
— Valeurs des degrés de li-
bertés aux noeuds

— Point d’intégration p;

Evaluation au point p; de :

- N* N*»

- N3 N3 N
~ N® Nh N%
-—uvh

~ Ug Vg hg
— Uy Vy hy
- u,z 'U,z h,z
— Jpe JP12L

— |7psl

- |jp12L]

TAB. 5.4 — Parameétres des test de ns_macro8d_ evalue()
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Parameétres des tests Variables testés

— Maillage Selon le cas :

— Solution pour les degrés
— Terme u P &

e e el de liberté
— Solution initiale ther

. .. — Test de convergence
— Conditions limites &
— Algorithme de résolution

— Schéma d’intégration

TAB. 5.5 — Paramétres des test de ns_macro3d

exacts furent obtenus pour les degrés de liberté constants ou linéaires sur 1’élément
d’approximation.

Afin de tester le nouvel élément d’approximation, nous avons profité d’une struc-
ture déja en place (détaillée dans GIASSON (2006)) permettant de générer des fichiers
de maillages, conditions limites, propriétés nodales et sollicitations pour ensuite appe-
ler H2D2 en activant ou désactivant I’assemblage de certains termes. L’activation et
la désactivation de termes permet de tester individuellement la continuité, la convec-
tion, la dissipation et la gravité. L’utilisation de différentes conditions limites nous a
permis de valider le code pour des cas sans écoulement (piscine), des canaux entrainés
et des écoulements de Couette. De fagon générale, il est difficile de trouver des solu-
tions exactes aux équations de Navier-Stokes, permettant ainsi d’effectuer des tests.
Or, notre intérét n’étant ici aucunement physique, nous avons testé les termes diffu-

sifs en remplacant les vitesses par des fonctions exponentielles. Ainsi, les conditions
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limites furent facilement posées et les équations du mouvement furent équilibrées en
posant des sollicitations, assemblées dans le membre de droite f. Les sollicitations
nécessaires furent obtenues sans difficulté puisque les fonctions exponentielles sont
invariantes devant ’opérateur de dérivation. De telles équations n’étant pas linéaires,
la solution obtenue n’est évidemment pas la solution exacte. Toutefois, nous avons
pu valider le taux de convergence du systéme en comparant les solutions issues de
différents raffinements de maillage.

Les schémas d’intégration P! sur la verticale ont causé des problémes lors des
tests sur ’élément d’approximation. En fait, ces schémas n’ont qu’un seul point sur la
verticale, lequel est en { = 0. En annulant ainsi (, les termes assemblés pour les vitesses
au fond et en surface sont identiques, ce qui cause des problémes de pivots nuls dans
les résolutions. Ce type de probléme ne survient pas avec les schémas d’intégration P2
sur la verticale et c’est pour ces derniers que nous avons opté. Ce schéma & 2 points
sur la verticale et un point par sous-élément horizontal (Imgo_ ip2p8) a donné de bons

résultats et il a été conservé pour la simulation présentée au chapitre suivant.

5.5 Conclusion

L’implantation effectuée dans ce travail concerne principalement trois volets, soient
I’élément géométrique, 'intégration numérique et 1’élément d’approximation. La ba-
lance du travail, telle la résolution matricielle ou la lecture des fichiers de commande,
était déja bien en place au sein de H2D2 et n’a pas été modifiée. Ce développement
répond ainsi aux objectifs standards de programmation orientée objet qui ont guidé

I'implantation, soit la production de code réutilisable, profitant au maximum des ou-
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tils déja en place. Ces mémes objectifs furent appliqués lors du développement des
modules de test.

Le nouvel élément géométrique spécialise la classe abstraite Im_ glib en redéfinis-
sant les fonctions abstraites, mais surtout, en ajoutant la fonction publique evalue()
pour I’évaluation en un point des métriques variant en fonction de la solution.

Concernant I'intégration numérique, aucune structure n’existait a ce sujet dans
H2D2. Les modules d’intégration créés pourront facilement étre réutilisés par d’autres
modules. De plus, il est facile de passer d’un schéma d’intégration numérique &
un autre. Les tests ont permis de constater une incompatibilité entre le module
ns_macro3d et les schémas d’intégration étant P; sur la verticale. Cette incompati-
bilité provient du fait que les mémes termes sont assemblés pour les degrés de liberté
au fond et en surface, ce qui occasionne un pivot nul lors de la résolution. Les schémas
concernés sont toutefois valables et demeurent disponibles pour de nouveaux éléments
d’approximation. Leur validité a d’ailleurs été vérifiée pour I'intégration de fonctions
test sur différents éléments géométriques.

L’élément d’approximation ns_macro8d, héritier de la classe abstraite Im_ elib, a
été implanté pour représenter les équations de Navier-Stokes sur un P12L. L’ensemble
des fonctionnalités abstraites de Im__ elib ont di étre implantées pour le nouvel élément
d’approximation. Le coeur du travail se trouve dans 1’assemblage ou les contributions
élémentaires sont calculées en tirant profit du module d’intégration numérique.

Les nouvelles sections de code ont été validées a I’aide de modules de test. Il est
important de noter que les tests effectués n’ont pas nécessairement une cohérence
physique, leur seul but étant de déceler des erreurs de programmation. Ainsi, lors des

tests d’application, présentés au chapitre suivant, nous avions une confiance suffisante
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en notre implantation pour nous concentrer sur la physique du probléme et comparer

les résultats aux équations utilisées.






Chapitre 6

Application & un canal en courbe

Afin de comparer la réponse du modéle & un écoulement documenté, nous avons
effectué une simulation hydrodynamique sur le canal en courbe décrit par STEFFLER
et JIN (1993). Cet exemple a été choisi pour sa géométrie simple, et parce que des
profils longitudinaux, transversaux et verticaux des vitesses mesurées sont disponibles.
Nous pouvons aussi comparer nos travaux & ceux de SECRETAN et DUBOS (2005) qui
ont effectué des simulations sur ce canal en utilisant une version des équations de
Saint-Venant ou le terme de dispersion était remplacé par une valeur mesurée.

Nous présentons d’abord le canal et les différentes simulations de comparaison.
Ensuite, nous décrivons les paramétres de simulation et analysons les répartitions
des vitesses longitudinales et transversales ainsi que la variation des vitesses sur la

profondeur.
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6.1 Description générale des travaux de comparaison

6.1.1 L’expérience de STEFFLER et JIN (1993)

Le canal décrit par STEFFLER et JIN (1993) et représenté & la figure 6.1 est de
section rectangulaire de 1,07m de largeur avec une pente de 0,00083 dans la direction
longitudinale. Il forme une courbe de 270 degrés ayant un rayon de 3,66 m mesuré
au centre de la section. Les auteurs ont obtenu des résultats expérimentaux et des
résultats de simulation sur ce canal. L’écoulement mesuré atteint un premier maximum
de vitesse & ’entrée de la courbe sur la paroi intérieure. La distribution demeure
ensuite relativement uniforme jusqu’a 60 degrés ou la vitesse maximale se dirige vers
la paroi extérieure. La vitesse atteint son maximum & la sortie de la courbe sur la paroi
extérieure, pour ensuite devenir plutét uniforme. Les vitesses varient de 0,26 m/s &

0,42 m/s.

6.1.2 Simulation de référence 2D

Les résultats pour les équations de Saint-Venant 2D furent d’abord obtenus avec
Hydrosim, il s’agit de la simulation de référence, le but étant de mesurer ’amélioration
obtenue avec le nouvel élément par rapport aux résultats antérieurs avec Hydrosim.
L’écoulement obtenu est présenté a la figure 6.3. A 30 degrés, on remarque une in-
version des champs de vitesses, les plus élevés passant de l'intérieur a ’extérieur de
la courbe. Par la suite, le profil de vitesse demeure similaire jusqu’en sortie, oil le
gradient latéral de vitesse est perdu. Le module de la vitesse varie de 0,31 m/s a
0,42 m/s. Nous nous comparerons & ces résultats pour mesurer I'impact de P’ajout

d’une composante tridimensionnelle au modéle.
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F1G. 6.1 — Description du canal courbe (STEFFLER et JIN, 1993)

F1G. 6.2 — Sens de 1’écoulement



82 6. APPLICATION A UN CANAL EN COURBE
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F1G. 6.3 — Isosurfaces du module de la vitesse, simulation de référence 2D (Hydrosim)
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Module de
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F1G. 6.4 — Isosurfaces de vitesse, simulation avec dispersion ( d’aprés SECRETAN et

DuBos (2005)

6.1.3 Simulation 2D avec dispersion

SECRETAN et DUBOS (2005) ont simulé 1’écoulement sur le canal en courbe en
introduisant un terme de dispersion non constant aux équations de Saint-Venant 2D.
Le terme de dispersion appliqué sur le domaine a été déterminé & partir des résultats
mesurés de STEFFLER et JIN (1993). L’écoulement obtenu, (figure 6.4), variant de

0,30 m/s &4 0,43 m/s a une amplitude légérement supérieure 4 1’écoulement d’Hydro-
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sim mais toujours inférieure aux résultats mesurés. Pour la suite, nous référerons 4 la

simulation avec dispersion pour décrire le travail de SECRETAN et DUBOS (2005).

6.2 Simulation avec le P12L

6.2.1 Paramétres de simulation

Pour les simulations avec le nouvel élément 3D, des conditions limites en niveau
d’eau furent imposées en entrée et en sortie, soit un niveau d’eau de 1,0614 m en
entrée et de 1,0396 m en sortie, correspondant respectivement a des profondeurs de
0,0614 m et de 0,0610 m étant donné la géométrie du canal. Ces conditions limites
furent choisies afin de se conformer aux résultats de SECRETAN et DUBOS (2005),
quoique ces derniers imposaient en entrée une sollicitation en débit de 0,0240 m3/s,
la hauteur d’eau étant plutdt un résultat de simulation. Pour leur part STEFFLER et
JIN (1993) imposent un débit en entrée de 0,0235 m3/s sur ce canal, ce qui correspond
au débit entrant mesuré.

La viscosité laminaire (1), constante sur le domaine, est fixée & 107° alors que la
viscosité turbulente (v;) est pilotée par la longueur de mélange (l,,) fixée a 0,01m. Afin
de stabiliser le schéma numérique, nous ajoutons une viscosité numérique (v, ), variant
selon la taille de maille. C’est le nombre de Peclet, fixé a4 5 dans notre simulation, qui
permet de calibrer cette viscosité, selon une relation inverse (HENICHE ET AL., 2000a).
Puisqu’il s’agit d’un cas théorique, nous avons laissé tomber la contrainte due au vent
et le champ de frottement de Manning constant & n = 0, 0123 utilisé pour la simulation

avec dispersion a été repris.
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Fi1G. 6.5 — Maillage utilisé pour les simulations numériques

Nous avons repris le maillage triangulaire de SECRETAN et DUBOS (2005), formé
de 2028 éléments T6L et illustré a la figure 6.5, mais 1’élément utilisé est le P12L,
soit notre nouvel élément dont la géométrie verticale est dépendante du niveau d’eau

et de la topographie du fond.

6.2.2 Description générale de ’écoulement simulé

A T'amorce de la courbe, I’écoulement simulé (figure 6.6) comporte un minimum

local sur la paroi extérieure ainsi qu’un maximum local & I'intérieur de la courbe. Pour
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F1G. 6.6 — Isosurfaces de vitesse, simulation P12L
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la suite, les vitesses décroissent sur la paroi intérieure alors qu’elles croissent sur la
paroi extérieure et le profil s’inverse aux alentours de 130 degrés ou les vitesses de-
viennent supérieures & ’extérieur et inférieures a l'intérieur de la courbe. Les vitesses
maximales et minimales sont respectivement atteintes sur les parois extérieures et in-
térieures, peu apreés la sortie de la courbe. Les gradients de vitesses diminuent vers la
fin du canal. Cette description de ’écoulement correspond 4 la description de I’écou-
lement mesuré sur le canal, toutefois, les vitesses simulées variant entre 0,32 m/s et
0,41 m/s, n’atteignent pas les amplitudes mesurées.

Le débit simulé obtenu en entrée et en sortie est de 0,0225 m?/s donc légérement
inférieur au débit de 0,0240 m3/s imposé en condition limite entrante dans la simu-
lation avec dispersion et celui de 0,0235 m3/s mesuré sur le canal. En diminuant le
champ de frottement, nous obtenons un débit similaire & celui mesuré avec une légére
augmentation des vitesses, mais les profils demeurent les mémes que ceux présentés

dans les sections qui suivent.

6.2.3 Vitesses longitudinales

Les vitesses longitudinales sont comparées a la figure 6.7 aux vitesses mesurées,
ainsi qu’aux vitesses obtenues avec la simulation de référence et la simulation avec
dispersion. Nous y avons indiqué les vitesses le long de quatre différents transects, de
la paroi extérieure (—y/L = —1.0) & la paroi intérieure (—y/L = 1.0) du canal. La
vitesse mesurée est la vitesse moyenne sur la colonne. De méme, la vitesse simulée
avec le P12L variant linéairement sur la verticale, la vitesse présentée est la vitesse

moyenne entre le fond et la surface.
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A 0 degrés, notre amplitude dépasse celle obtenue dans toutes les autres simula-
tions, se rapprochant des résultats mesurés. Toutefois, a 90°, 'amplitude est nettement
inférieure aux résultats mesurés et n’atteint méme pas les valeurs obtenues dans la
simulation de référence. Le profil est par contre décroissant prés des parois et croissant
a l'intérieur, comme c’est le cas avec les résultats mesurés, ce qui ne se retrouve pas
dans les deux autres profils simulés, qui sont plutét linéaires. Le profil longitudinal
obtenu & 180 degrés est trés proche des résultats de la simulation avec dispersion.
Nous échappons & la linéarité de la simulation de référence, sans toutefois atteindre
Pamplitude mesurée. Finalement, & 270 degrés, ’amplitude est nettement insuffisante.
Dans notre simulation, ’amplitude maximale des vitesses sur le transect se retrouvent
en sortie de courbe, mais 0,5 m aprés le profil 270 degrés. Il s’agit d’un léger décalage

de ’écoulement simulé par rapport & 1’écoulement mesuré.

6.2.4 Vitesses transversales

Les vitesses transversales obtenues sur les différents transects se retrouvent & la
figure 6.8. Il s’agit des vitesses en surface afin de mieux se comparer aux résultats
mesurés disponibles. Pour les simulations de référence et avec dispersion, nous consi-
dérons les vitesses moyennes puisqu’il s’agit de modéles 2D. Comme I'indique ’axe y
de la figure 6.1, nous considérons une vitesse positive lorsque 1’écoulement va vers la
paroi extérieure et négative lorsqu’il va vers la paroi intérieure du canal.

Les vitesses transversales sont nettement inférieures dans la simulation que dans
Pécoulement mesuré, mais les caractéristiques y sont préservées. Par exemple, les
vitesses transversales se dirigent vers 'intérieur de la courbe a 0 degré et & U'extérieur

sur les autres profils. De plus, elles sont supérieures dans le profil 270 degrés qu’a
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180 et 90 degrés. Nos vitesses a 0 degré, sont elles aussi plus importantes, ce qui
ne se retrouve pas dans les mesures. Dans tous les cas, nos simulations représentent
mieux I’écoulement secondaire que la simulation de référence. L’amélioration de la
représentation de 1’écoulement secondaire, est environ du méme ordre de grandeur
que celui obtenu dans la simulation avec dispersion, mis & part a 180 degrés, ou
la simulation avec dispersion semble mieux représenter ’écoulement secondaire, en
demeurant toutefois nettement inférieure aux résultats mesurés.

Nous n’avons pas les valeurs mesurées aux parois, mais, cette derniére étant im-
perméable, les vitesses normales y sont nécessairement nulles. En ce qui concerne les
simulations, le débit entrant dans le systéme sur une paroi est balancé par le débit
sortant sur ’autre paroi, bien que, localement, I’écoulement ne soit pas tangent a la
paroi. Ce phénomeéne s’explique par le fait que 'imperméabilité des parois est imposé

au systéme sous forme faible, par le biais d’une condition limite naturelle.

6.2.5 Variation verticale des vitesses

Contrairement & la simulation de référence, le modéle implanté permet une varia-
tion de la vitesse sur la verticale. La figure 6.9 présente le profil vertical des vitesses
longitudinales et transversales sur 2 points du domaine. Nous avons choisi des points
aux transects 90° et 180° car, a ces endroits, les mesures varient beaucoup sur la ver-
ticale, le profil étant plus uniforme aux deux autres transects. Vu notre dispersion des
vitesses longitudinales plus faible sur les transects, nous avons choisi nos points au
centre du canal, & —y/L = 0 pour avoir des vitesses du méme ordre que les résultats

mesurés.
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Contrairement aux résultats mesurés, les vitesses ne s’annulent pas au fond. Si tel
était le cas, les degrés de libertés au fond seraient inutiles. Nous considérons plutot
qu’il y a une couche limite liée a la rugosité du fond, dont ’influence se retrouve dis-
crétisé par le terme de friction. Comme sur ’horizontale, les variations des vitesses sur
la verticale n’ont pas ’amplitude des résultats mesurés, mais dépassent évidemment

la simulation de référence qui utilise un profil constant.

6.2.6 Vitesse verticale

Dans la simulation avec le P12L, la vitesse verticale est approximée linéairement,
sur ’horizontale comme sur la verticale. Les résultats pour les vitesses au fond et en
surface sur les différents transects sont présentés 4 la figure 6.10. Les vitesses verticales
ont été calculées & I’aide de 'expression (3.9). Ainsi, wy étant le produit entre la
pente (constante sur le domaine étudié) et les vitesses horizontales au fond, elle est
supérieures aux endroits ou les vitesses horizontales sont maximales. Par exemple, sur
le profil & 180°, la vitesse verticale au fond est supérieure a ’extérieur de la paroi et
diminue vers l'intérieur de la paroi. Notons que les profils aux transects 0° et 270° ont
les mémes comportements, mais 1’échelle choisie ne permet pas de les représenter. La
vitesse en surface w; est obtenue en sommant la vitesse au fond a l'intégrale, sur la
verticale, du gradient des vitesses horizontales. C’est aux endroits ol les gradients de
vitesses sont les plus forts que la vitesse en surface atteint ses maximums, soit prés des
parois, aux transects 0° et 270°. Aucun résultat de comparaison n’est disponible pour
les vitesses verticales, mais les valeurs obtenues semblent trés faibles. Cela est peut-
étre dd & 'approximation verticale linéaire, qui représente mal la physique du milieu.

Bien que nous ayons un ordre d’approximation plus élevé que dans un systéme 2D,
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peu d’information additionnelle semble étre obtenue. Une approximation quadratique
sur la verticale serait plus prés du phénoméne physique et permettrait sans doute

d’obtenir une meilleure représentation des vitesses verticales.

6.3 Conclusion

Nous avons simulé 1’écoulement sur le canal de STEFFLER et JIN (1993) et com-
paré les résultats obtenus aux valeurs mesurées, 4 une simulation de référence 2D et
au travail de SECRETAN et DUBOS (2005) qui introduisent des valeurs de dispersion
mesurées dans les équations bidimensionnelles. L’écoulement simulé représente bien
la physique, sans toutefois en capter toute ’essence. A prime abord, les vitesses et
niveau d’eau étant au moins aussi bien représentés qu’en 2D, nous pouvons conclure
une cohérence dans notre modéle mathématique et une justesse dans son implanta-
tion numérique, tant au niveau de la construction de I’élément, que de I’intégration
numérique et I’assemblage. Lorsque comparés a 1’écoulement de référence, les profils
longitudinaux des vitesses perdent la forme linéaire se rapprochant ainsi des résultats
mesurés pour l’allure générale, quoique contrastes entre les vitesses simulées manquent
d’amplitude. A ce sujet, la simulation ne rejoint méme pas les résultats 2D de réfé-
rence. L’amplitude peut étre retrouvée en augmentant la viscosité numérique, mais
nous obtenons alors un écoulement trés proche de I’écoulement de référence, et, comme
ce dernier, ne représentant pas les vitesses transversales. Notons qu’au niveau des am-
plitudes SECRETAN et DUBOS (2005) parviennent & une meilleure représentation.

Un gain évident du modéle est la représentation des vitesses transversales. Bien
que les ordres de grandeurs mesurés ne soient pas atteints, la physique du phénomeéne,

en particulier les directions, est bien représentée. A ce sujet, il s’agit d’un gain évident
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par rapport au modéle 2D et les résultats rappellent ceux obtenus dans la simulation
avec dispersion.

Les vitesses varient sur la verticale, quoique trés faiblement si on compare ces
variations aux résultats mesurés. Il s’agit tout de méme d’une amélioration par rapport
4 la simulation de référence. De méme, le modéle permet une représentation des
vitesses verticales qui, quoique trés faibles, ont le comportement souhaité. Le modéle
pourrait étre amélioré en approximant la vitesse verticale de fagon quadratique, ce
qui représenterait mieux la physique du milieu.

La construction automatique de I’élément 3D & partir d’'un maillage 2D, de la to-
pographie et du niveau d’eau s’est fait de facon dynamique et tout a fait transparente.
I1 s’agit 1a4 d’une qualité intéressante du module développé et l'intégration & Modeleur
permet l'utilisation de différents outils de gestion et visualisation 2D.

En bref, 1a simulation montre que le modéle répond bien sur un cas physique, amé-
liorant la représentation de I’écoulement secondaire. L’amélioration équivaut & celle
obtenue dans la simulation avec dispersion, sans toutefois nécessiter ’introduction de
résultats mesurés au sein du modéle. Finalement, les outils 2D disponibles au sein de
Modeleur peuvent facilement étre mis & profit pour les simulations 3D, ce qui répond

4 un des objectifs de base du développement.



CONCLUSION

Le premier objectif de ce travail consistait & comparer différents modéles hydrody-
namiques au niveau des hypothéses posées lors du développement mathématique. Les
équations de Navier-Stokes sont le point de départ des modéles et, dans la plupart
des cas, ’hypothése de pressoin hydrostatique est posée. Les modéles 3D étudiés, en
particulier celui de LECLERC (1985), ne considérent pas la vitesse verticale comme
une inconnue du probléme, mais la récupérent plutét & ’aide d’une pré-intégration
de I’équation de la continuité. Au niveau des modéles 2D, les équations de Saint-
Venant sont les plus souvent utilisées. C’est ce systéme que résout Hydrosim (HENICHE
ET AL., 2000b), qui sera utilisé comme simulation de référence. Toujours en 2D, nous
avons étudié le modéle de STEFFLER et GHAMRY (2005), qui ajoutent des équations
supplémentaires au systéme de Saint-Venant afin de faire varier les vitesses sur la
verticale, ainsi que celui de SECRETAN et DUBOS (2005), qui introduisent un terme
de dispersion. Les résultats obtenus par STEFFLER et GHAMRY (2005) semblent in-
téressants, mais ils passent pour cela d’un systéme & trois inconnues (u, v, h) & un
systéme & dix inconnues. Plutot que d’ajouter une telle complexité a un modéle 2D,
nous avons souhaité simplifier au maximum le modéle 3D.

Se situant dans un contexte de résolution par éléments finis, nous proposons un

élément & base triangulaire, aux arétes verticales, recouvrant la colonne d’eau entiére,



98 CONCLUSION

du fond & la surface. Un tel élément a ’avantage de permettre I’augmentation du
degré d’approximation des vitesses sur la verticale, tout en tirant profit des mailleurs
bidimensionnels. En effet, en connaissant le niveau d’eau et la topographie, le maillage
3D peut directement étre décliné a partir d’'un maillage 2D. Afin de mettre en place
’élément, nous avons traversé les étapes habituelles, c’est-a-dire, le développement du
modéle mathématique, de la formulation variationnelle et de la forme discréte.

Au niveau du modéle mathématique, nous utilisons les équations de Navier-Stokes
avec I’hypothése de pression hydrostatique. La vitesse verticale est déterminée & 1’aide
des vitesses horizontales suite & une intégration de I’équation de la continuité. Afin de
situer notre modéle, nous avons aussi développé le modéle de Saint-Venant standard,
en effectuant une intégration sur la verticale des équations de Navier-Stokes.

Au chapitre 3, avons présenté la forme faible du modéle 3D. Il est intéressant de
noter que le passage & la forme faible, lequel fait apparaitre des intégrales de contour,
rappelle sur certains points 'intégration verticale du modéle 3D pour 'obtention d’un
modéle mathématique 2D. Le chapitre 4 présente la discrétisation du probléme a 1’aide
de la méthode des éléments finis. L’élément considéré, un prisme & base triangulaire
a 12 noeuds (P12L), se décomposant en quatre prismes a 6 noeuds est P;/P;IsoP;
sur I’horizontale, et Fy/P; sur la verticale. Par rapport & 1’élément bidimensionnel
implanté dans Hydrosim pour les équations de Saint-Venant, un 7'6L, nous gagnons
un ordre d’approximation plus élevé pour les vitesses sur la verticale. Toutefois, il
n’est plus possible d’avoir une intégration exacte (analytique) puisque le jacobien du
P12L n’est pas constant. Nous avons contourné le probléme en mettant a profit des
principes d’intégration numérique. Nous avons opté pour un schéma d’intégration &

1 point par sous-élément sur ’horizontale, et 2 points sur la verticale. Un tel schéma



Un élément 3D minimal pour les écoulements fluviaux & surface libre 99

permet d’intégrer exactement des fonctions polynomiales d’ordre 3 sur la verticale et
d’ordre 1 par sous-élément sur 1’horizontale.

Au stade de I'implantation, nous avons profité au maximum des structures déja en
place. En particulier, la structure virtuelle a permis de développer un nouvel élément
sans toucher & la lecture du maillage, ni aux algorithmes de résolution matricielle. Nous
avons toutefois di spécialiser 1’élément géométrique afin que les métriques puissent
étre recalculées lorsque le niveau d’eau change. De plus, 1’élément d’approximation a
été spécialisé pour assembler les équations de Navier-Stokes 3D et afin de mettre a
profit le nouveau module d’intégration numérique.

Aprés avoir validé la programmation en général, ’élément a été testé sur un canal
en courbe et les résultats ont été mis en paralléle avec :

~ les résultats mesurés par STEFFLER et JIN (1993) sur le canal;

— les résultats obtenus suite 4 une simulation 2D avec Hydrosim ;

— les résultats obtenus par SECRETAN et DUBOS (2005), pour des équations de

type Saint-Venant 2D, mais avec introduction d’un terme de dispersion calculé

& partir des résultats mesurés.
L’écoulement modélisé avec le nouvel élément d’approximation a essentiellement la
bonne forme, quoique les contrastes des vitesses n’atteignent pas les amplitudes me-
surées. Une certaine variation des vitesses sur la verticale est captée, mais le principal
gain concerne la modélisation des vitesses transversales. A ce sujet, ’amélioration
équivaut i celle obtenue dans la simulation avec dispersion, sans toutefois nécessiter
I'introduction de résultats mesurés au modéle. Il s’agit clairement pour nous d’un pas
intéressant. Pour la suite, une meilleure approximation de la vitesse verticale, plus prés
du phénoméne physique, pourrait améliorer la représentation de 1’écoulement. L’élé-

ment d’approximation développé dans ce travail pourrait facilement étre spécialisé en
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ce sens. Dans un autre ordre idée, I’hypothése de pression hydrostatique pourrait étre
revue afin de mesurer son impact et tenter d’introduire un terme de pression dans le
modéle.

En bref, aprés avoir étudié différents modéles mathématiques représentant 1’écou-
lement, nous avons développé un élément tridimensionnel minimal pour les équations
de Navier-Stokes hydrostatiques. Nous avons implanté cet élément au sein de H2D2
et avons dii, au passage, ajouter un module d’intégration numérique. Finalement, les
simulations sur un canal en courbe ont permis de conclure que I’élément développé
répond de fagon cohérente, ce qui valide 'implantation du modéle.

En vue de mieux capter ’essence de ’écoulement sur la verticale, ce travail clos
une premiére phase de développement. Les composantes logicielles développées sont
maintenant prétes pour recevoir d’autres types d’approximation, ce qui viendra sans

doute raffiner encore plus la représentation de I’écoulement.
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A.1 Reégle de Leibniz

Soit 21 = 21(z,y,t) et 22 = z(z,vy,t), la régle de Leibniz KAPLAN (1984) est

utilisée afin d’intégrer verticalement les équations de Navier-Stokes :

29 8 a 29
3 8—xf(t,:v,y,2)dz = 55(/:“ f(t,:v,y,Z)dZ>

0
_f(t Ty, 22) afj

0z
+f(ta z,Y, zl)'a_;

A.2 Théoréme de la divergence

Le théoréme de la divergence, aussi connu sous le nom de théoréme de Gauss,

associe le flux d’'une quantité de matiére & travers une frontiére fermée I' au taux de

variation de la densité de cette matiére au sein du volume {2 formé par I

Théoréme A.2.1 (Théoréme de la divergence). Soit u = (u, v, w) un champ vectoriel

sur R® ot u, v et w appartiennent & C'(R3). Soit T' une surface de R® lisse par

morceauz et formant le volume compact Q dans R® de normale extérieure n, alors :

j[ u.ndl’ = / div(u)d2
r Q

La preuve de ce résultat classique du résultat intégral permet de déduire (KAPLAN,

1984) :

/ /F udydz = / / / 2 dwdydz
[[ststo =[] Lot
[[wtzis = [[[ 2ot
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- N

F1G. A.1 — Projection dans le plan zOy

et, plus particuliérement :

ou Ov
]{, ey Ty lT = /Q (55 + 8—y) dq (A.2)

ol Uy = (u,v) et ng, sont respectivement les projections dans le plan zOy de u
et de la normale. Rappelons que, par définition, ||n|| = 1, mais rien n’indique que
sa projection 7., est normalisée. En fait, ||n,,|| = 1 si et seulement si n n’a pas de

composante verticale.

A.3 Intégrale projetée
Soit I" une surface dans R3, pouvant étre représentée de la facon suivante :

z = f(z,y) ot (z,y) € A

La région A de R? est en réalité la projection dans le plan 2Oy de I'. Si T est lisse

et que A forme un compact de R?, I'aire de la surface I' est donnée par la formule
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suivante (KAPLAN, 1984) :

/ / secydzdy = / / 1+ _()_z + g—zd;rdy
A A dr Oy

ol v = y(z,y) est 'angle formé entre ’axe vertical et la normale n a la surface I' au

point (z,y, f(z,y)) € I'. Soit ug, = u(z,y), nous pouvons calculer I'intégrale sur la

0z Oz
/F s, )T = /A u(a,)([1+ 52 + 5 dA (A.3)

surface projetée :
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Cet annexe présente les métriques des différents éléments du chapitre 4. Le jacobien
J correspond au changement de variable de ’élément de référence vers 1’élément réel :
[g—aé-]. Son inverse j représente pour sa part les [%—] et est utilisé lors de la dérivation
en chaine. Finalement, le déterminant du jacobien est principalement utilisé lors des
transformations d’intégrales. Ce dernier doit étre non nul pour assurer 1’existence de
7.

L’élément unidimensionnel est un L2, soit un élément linéaire (P;) & 2 noeuds. Le
jacobien d’un tel élément est constant.

L’élément bidimensionnel considéré est un T6L formé de quatre sous-éléments a
3 nceuds. Le T6L comporte une approximation Pj/P;IsoP;, soit linéaire sur I’élé-
ment global pour les niveaux d’eau, et linéaire par sous-élément pour les vitesses. Les
métriques 2D sont constantes sur ’élément. Le déterminant du jacobien ne s’annule
que si les trois noeuds sont alignés, ce qui inclut le cas particulier o deux nceuds
sont identiques. Des éléments comportant ces particularités sont dits déformés et sont
invalides.

L’élément 3D utilisé est un P12L avec une approximation P; /P IsoP, sur ’hori-
zontale et Py/ Py sur la verticale. Il s’agit d’un T'6 L horizontal augmenté d’une approxi-
mation linéaire des vitesses sur la verticale. Le P12L se divise en quatre sous-éléments
P6. Les métriques 3D varient d’un point & ’autre sur 1’élément, sauf si la profondeur
y est constante. En plus des cas ou le |Jrgy| s’annule, le déterminant 3D s’annulera
lorsque la profondeur P est nulle. Ainsi, un élément 3D ne sera valide que si sa projec-
tion 2D ’est aussi et que la profondeur est positive en chacun de ses nceuds. Le tableau
B.3 définit d’abord quelques variables nécessaires & la définition des métriques, alors

que les tableaux qui suivent présentent les métriques du P12L et de ses sous-éléments.
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z

1 1 — T2—X

Ji2 | <—g33> = =5
T2
To—X
|Jz2| e

: 1

Jr2 |JLa|

TAB. B.1 — Métriques d’un L2

1 Y1
-1 10 ZTo—T1 Yo— U
JreL T2 Yo | T
-1 01 T3—T1 Y3 — Y1
3 Y3
Jrs 3JT6L
|JreL| (ys —y1)(@2 — z1) — (y2 — y1)(z3 — 1)
|JT3| |J’I;16L

. 1 Ys—Y1 Yr—Y2
JreL |JreLl
1 —T3 T2— Ty

JT3 27T6L

TAB. B.2 — Métriques sur le T6L et le T3
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A= 1-&—n

_ 1-¢
T2,
b - —2“

z(¢) = azs + bz,

Pl:zsl_zfl

P 2 = Zgy — Zf.
Profondeur " 2
P = Rs3 — Rfs

P=(1-&(—n)Pi+&P+nP;= P + &P, — P) +n(Ps— P)

TAB. B.3 — Définition des variables pour les métriques du P12L
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1 Y1 25
[ ] T2 Y2 2,
—a a 0 -b b 0
T3 Y3 Zs
—a 0 a —-b 0 b
A _E _m A & LW A
D) 2 2 2 2 2
B - T2 Y2 Zf,
JpiaL
T3 Y3 2f,
JT6L J’.}”gL 2(¢) — z1(¢)
2,
JT61L JTGL z3(C) - 21(¢)
0 0 -123
1,2
" JT6L Jrer 1JP12L
Jpgr 2 " g
JT6L Jr6L JP12L
k=1,2,3 »
i 0 0 JpiaL |
1,1 1,2
L Jrer Jrer JP12L
2
2,1 2,2
JIpet JT6L, Jrer ~3 J P12L
3,3
0 0 Jp12L |

TAB. B.4 — Jacobien du P12L et du P6
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|Jp12] EL]%LI
'JP6| inzL

TAB. B.5 — Déterminant du jacobien du P12L et du P6
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1,1 1,2 1,3
JTeL JTeL Jpi2L
2,1 2,2 2,3
Jrer  JT6L Jp12L
3,3
0 0 Jpi2L
ou
. skl 1,2
a = Jrer(2n — 2z) + Jrer (2 — 2£5)
: 1,1 1,2
JP12L 2 = Jrer(zs; — %) + 6 (2s1 — Zs3)
21 2,2
cs = Jrep(2n — 20) +iver (2 — 25s)
.2,1 :2,2
C4 = JTGL(zsl - zsz) ¥+ .7T6L(z81 - 283)
o = platati-ata)
Jpior = pla1 2 C1 T+ C2
23 1
JpiaL = 5(cs +ca+ ((—c3 +ca))
33 2
Jpior, — P
1,1 1,2 1,3
. 5 JreéL  JTéL JPi2L
k
Jpe 2,1 2,2 2,3
JTsL JTeL Jpi2L
k=1,2,3 .
0 0 Jpi2L
1,1 1,2 1,3
. Jrer  JT6L Jp1arL,
: 2.1 2.2 2,3
Jpet Jrer  JT6L JpiaL
3,3
0 0 Jpi2L

TAB. B.6 — Inverse du jacobien du P12L et du P6
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