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RESUME 

La théorie bayésienne de la décision peut être utilisée pour effectuer une prévision de la valeur 

d'une information avant son observation, que l'on peut comparer à son coût d'acquisition. 

Cependant, cela demande de pouvoir représenter l'information a priori à l'aide d'une 

distribution de probabilité, ce qui est en pratique souvent très difficile. Pour faciliter la 

modélisation de l'information a priori, nous proposons l'emploi de la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes, et nous définissons le concept de valeur de l'information dans le cadre 

de cette théorie. Ces idées sont illustrées par un exemple concret, qui consiste à évaluer la 

valeur d'une mesure du débit moyen annuel à un site où l'on envisage de construire un barrage 

et une centrale hydroélectrique. La théorie des prévisions inférieures cohérentes est ensuite 

comparée à l'approche bayé sienne robuste, à la théorie de Dempster-Shafer et à la théorie des 

ensembles flous. 

ASSTRACT 

Bayesian decision theory can be used to evaluate the worth of additional data prior to its 

collection. To use this approach, it must be possible to model prior information using a 

probability distribution. This is often difficult, in particular when there is little prior 

information. An alternative is to use a coherent lower prevision to model prior information. 

The objective of this thesis is to define the concept of data worth when prior information is 

modeled by a coherent lower prevision. The definition is illustrated by an example, which 

consists in evaluating the economic value of mean annual flow measurements at a site where a 

dam and a hydroelectric power plant are planned. Finally, for the problem of evaluating the 

worth of data, the theory of coherent lower previsions is compared to Bayesian sensitivity 

analysis, Dempster-Shafer theory, and fuzzy sets theory. 
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INTRODUCTION 

Une gestion efficace de la ressource en eau requiert une connaissance adéquate de l'état passé, 

présent et futur de cette ressource. Cependant, le coût d'acquisition d'une information 

hydrologique peut être élevé. Il existe une méthode bien établie, l'analyse bayésienne, pour 

comparer ce coût à l'utilité de l'information (Bernier, 1990). Cette approche permet de 

modéliser l'incertitude et de mesurer son effet sur un processus décisionnel, dans la mesure où 

l'incertitude sur un événement peut être adéquatement représentée par un seul nombre, sa 

probabilité. Nous défendrons la thèse voulant que deux nombres soient parfois plus efficaces 

pour modéliser l'incertitude: une probabilité inférieure, et une probabilité supérieure, c'est-à­

dire un intervalle que l'on nomme une probabilité imprécise. 

Pour modéliser l'ignorance, nous verrons que l'utilisation de probabilités imprécises 

paraît essentielle. Cependant, de telles situations se produisent rarement. Plus fréquemment, on 

dispose d'une information fragmentaire, de connaissances subjectives, difficiles à quantifier. Il 

est alors laborieux de fixer des probabilités subjectives pour l'ensemble des événements, ce qui 

rend fastidieuse l'utilisation du modèle bayésien. Nous proposons dans ces circonstances 

l'emploi de la théorie des prévisions inférieures cohérentes (Walley, 1991), une généralisation 

de la théorie bayésienne des probabilités qui permet de modéliser plus aisément des 

informations imprécises. 

L'objectif de la thèse consiste à développer une méthode d'estimation de la valeur de 

l'information hydrologique basée sur la théorie des prévisions inférieures cohérentes, et à 

montrer son intérêt à l'aide d'un exemple réaliste. Hydro-Québec a entrepris sur la rivière 

Sainte-Marguerite la construction d'un réservoir et d'une centrale hydroélectrique. Au moment 

de la conception des ouvrages, aucune information directe sur le débit au site n'était 

disponible. Par contre, une information pertinente mais incertaine était disponible en aval, près 

de l'exutoire. Nous montrerons comment la théorie des prévisions inférieures cohérentes peut 

permettre de modéliser l'information régionale, et de quantifier la valeur d'une information 

hydrologique au site. 

Ce rapport se divise en quatre chapitres. Dans le premier, nous présentons la solution 

apportée par la théorie bayésienne au problème de l'estimation de la valeur de l'information, 
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avec une revue de la littérature reliée à l'application de cette méthode en hydrologie. Les 

hypothèses sous-jacentes sont discutées et certaines faiblesses sont relevées. Le chapitre 

suivant présente la théorie des prévisions inférieures cohérentes et propose une extension de 

cette théorie permettant de baser une estimation de la valeur de l'information sur une 

information a priori .imprécise. Le troisième chapitre montre comment l'application de cette 

théorie peut être utile pour la planification d'un projet hydroélectrique. Le dernier chapitre est 

consacré à une discussion des résultats obtenus. 



1. ESTIMATION BAYESIENNE DE LA VALEUR DE L'INFORMATION 

Dans le cadre de la théorie bayésienne de la décision, il est possible de quantifier la valeur d'une 

information de façon prévisionnelle, c'est-à-dire avant son observation. Cette mesure de la 

valeur de l'information peut ensuite être comparée au coût d'échantillonnage, de façon à 

permettre de décider s'il vaut la peine d'échantillonner. Évidemment, la valeur d'une 

information dépend de l'usage qu'on en fait. D'un point de we opérationnel, on peut considérer 

qu'une information n'a de valeur que dans la mesure où elle permet de prendre de meilleures 

décisions. Raiffa et Schlaifer (1961) proposent un modèle, basé sur la théorie de l'utilité 

(Savage, 1972), permettant d'évaluer sous cet angle la valeur d'une information. 

Soit S={a} un ensemble d'actions parmi lesquelles un individu veut effectuer un choix, 

sachant que les conséquences de ces actions sont fonctions d'un paramètre inconnu BE 0, que 

l'on nomme l'état de la nature. Soit aussi XEn une information qui peut permettre de préciser 

l'idée que l'on a de la valeur de B. Pour fixer les idées, on peut imaginer une rivière dont on 

veut exploiter le potentiel hydroélectrique. L'ensemble des actions pourrait correspondre à 

différents projets (un seul réservoir, un ensemble de réservoirs et de centrales en cascade, une 

centrale au fil de l'eau, ... ). Imaginons aussi que la rentabilité de ces projets dépend du débit 

annuel moyen B. On peut alors observer la valeur x du débit annuel une année donnée pour 

obtenir une idée de B, puisque E(x)=B. 

La valeur d'une information supplémentaire dépend de l'information dont dispose déjà 

un individu sur B et sur le lien entre x et B. On suppose que l'individu peut formaliser cette 

information par une mesure de probabilité P, définie sur une tribu A (i.e. CT-algèbre) du produit 

cartésien 0xa, de telle façon que P(A), pour A EA, exprime le degré de confiance subjectif de 

l'individu dans l'occurrence de l'événement A. On suppose aussi que l'individu accepte d'agir de 

façon à maximiser l'utilité espérée, c'est à dire qu'il existe une fonction d'utilité U(a, B) telle que: 

• avant d'observer x, l'individu préfère l'action â qui maximise E[U(a,B)], i.e. l'espérance de 

la fonction d'utilité par rapport à la mesure P; 

• après avoir observé x, l'individu préfère l'action â(x) qUI maxnntse E[U(a,B)lx], l.e. 

l'espérance conditionnelle de la fonction d'utilité par rapport à la mesure P. 
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Ceci revient à dire que l'individu respecte les postulats de von Neumann et Morgenstern 

(1953) ou de Savage (1972), qui sont équivalents. Après avoir admis ces hypothèses et 

identifié la fonction d'utilité U(a,8), on obtient une prévision XVS! de l'utilité de information x 

en calculant l'augmentation espérée de l'utilité de la décision optimale apportée par x: 

(1.1) 

Dans ce chapitre, nous voulons d'abord présenter en détail et illustrer par un exemple la 

solution de Raiffa et Schlaifer (1961). Ceci sera suivi d'une rewe de littérature des 

développements théoriques reliés à cette approche et des applications les plus significatives en 

hydrologie. Nous discuterons ensuite des problèmes rencontrés en pratique pour fixer des 

probabilités subjectives, des solutions proposées dans le cadre de l'approche bayé sienne, et de 

la validité du principe de maximisation de l'utilité espérée. 

1.1 Espace de probabilités subjectives 

La définition bayésienne de la valeur d'une information repose sur la modélisation, à l'aide d'un 

espace de probabilités, des connaissances dont un individu dispose sur l'état de la nature (J et 

de la précision de l'expérience qu'il entend mener pour mieux cerner la valeur de (J. Rappelons 

qu'un espace de probabilités est un triplet (S,A,P), où (cf Bartle, 1995): 

• 3 est un ensemble, que l'on nomme le référentiel; 

• A est une tribu du référentiel 3, c'est-à-dire une famille de sous-ensembles de 3 qui 

contient au moins l'ensemble 3 et l'ensemble vide 0, et qui est de plus fermée pour les 

opérations de complément et de réunion dénombrable: 

(i) 3,0EA, 

(ii) AEA:::>AcEA où AC=3-A, 

(iii) (An)cA:::>U:=lAnEA; 

• P est une mesure de probabilité définie sur l'ensemble des éléments de A, c'est à dire une 

fonction définie de A vers [0,1], additive pour toute suite dénombrable d'ensembles disjoints 

de A, qui associe la mesure 0 à l'ensemble vide 0 et la mesure 1 au référentiel: 

(i) P(0) = 0, P(3) = 1; 
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(ii) VAeA, 0 ~P(A) ~ 1; 

(iii) V (An}çA, si A;rIAJ=0 lorsque #j, alors P( U:=l An) = L:'=l P(An). 

Exemple: Soit le référentiel-S={a,b,c}. On vérifie que A={0,{a},{b,c},-S} est une tribu de-S, 

même si elle ne contient pas tous les sous-ensembles de -S. Soit P:A~[O,I] une fonction 

définie ainsi: P(0)=O, P({a})=Y2, P({b,c})=Y2, P(-S)=1. On vérifie que P est une mesure de 

probabilité sur A, de telle sorte que (-S,A,P) est un espace de probabilité. On remarque que cet 

espace de probabilité ne permet pas d'attribuer une probabilité aux ensembles {b} et {c}. 

On peut utiliser un espace de probabilité (-S,A,P) pour modéliser l'information 

disponible sur une quantité ffJ dont la valeur appartient à un ensemble -S. Dans ce contexte, on 

nomme les éléments de A des événements, et on associe à chaque événement AeA une 

probabilité P(A) qui représente le degré de confiance d'un individu dans l'occurrence de 

l'événement A, c'est à dire dans la proposition logique ffJeA. Pour qu'un tel modèle soit utile en 

pratique, il faut proposer une interprétation de ce degré de confiance pour laquelle les trois 

propriétés d'une mesure de probabilité sont justifiées. 

1.1.1 Interprétation d'une probabilité subjective 

La valeur numérique d'une probabilité peut être fixée de différentes façons par un individu. Par 

exemple, on peut interpréter de façon opérationnelle la probabilité P(A) d'un événement A en 

terme de prix d'achat ou de vente d'un pari. Supposons une première loterie pour laquelle un 

grand nombre N de billets (an, n=I,2, ... ,N) sont émis: un seul donne droit à un prix, et chaque 

billet an a la même chance d'être tiré. Supposons aussi l'existence d'une seconde loterie pour 

laquelle un seul billet b est émis, qui donne droit à un prix équivalent à celui de la première 

loterie seulement si l'événement A se produit. On peut alors mesurer P(A) en demandant à un 

individu de déterminer le nombre maximal r de billets an de la première loterie qu'il serait prêt 

à échanger pour obtenir le billet b de la seconde loterie, ou encore en lui demandant de 

spécifier le nombre minimal r' de billets an de la première loterie qu'il demanderait pour vendre 

le billet b de la seconde loterie, en admettant qu'il le possède déjà. Évidemment, pour qu'un 

seul nombre soit suffisant pour représenter le degré de confiance d'un individu dans 

l'événement A, il faut nécessairement avoir r=r'. Il s'agit du principe de précision. Le réalisme 
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de cette hypothèse dépend du degré de connaissance qu'un individu a de l'expérience aléatoire. 

En admettant cette hypothèse, on définit alors P(A) = r/ N = r'/ N. Ainsi, P(A) correspond à 

la fois au prix maximal d'achat et au prix minimal de vente d'un pari sur l'événement A, en 

proportion de la valeur de la récompense obtenue si A se produit. En somme, on mesure la 

probabilité d'un événement en déterminant des équivalences entre une première loterie dont le 

mécanisme est entièrement connu, et une seconde qui dépend de l'événement A. Il s'agit, 

comme pour toute mesure, d'effectuer un étalonnage. 

On pourrait supposer que deux individus, disposant de la même base de connaissances, 

devraient logiquement arriver à proposer des probabilités semblables pour un même 

événement. Cependant, l'intuition et l'expérience ont un rôle à jouer dans la spécification d'une 

probabilité, et conséquemment deux individus peuvent fort bien proposer des probabilités 

différentes pour un même événement, apparemment sur la base de la même information. 

Puisqu'il n'est pas réaliste d'espérer que chacun d'eux pourra expliquer dans le menu détail 

comment sa perception du problème le mène à spécifier une probabilité particulière, il faut 

accepter qu'une probabilité n'a pas de valeur logique acceptable par tous, seulement une valeur 

personnelle et subjective. 

Il importe de réaliser que l'interprétation proposée de la probabilité d'un événement 

n'est pas liée à sa fréquence d'occurrence. On peut par exemple associer une probabilité à la 

proposition "Le Nil est le plus long fleuve du monde". Même pour des événements dont on 

peut mesurer la fréquence, il n'est pas requis que la probabilité spécifiée par un individu 

corresponde à cette fréquence. 

Cette interprétation opérationnelle de la valeur numérique d'une probabilité impose que 

la probabilité d'un événement soit comprise entre 0 et 1, et suggère que l'on fixe P(0) = 0 et 

P(3) = 1, puisqu'il n'y a aucun intérêt à acheter un pari sur l'événement impossible 0 ou à 

vendre un pari sur l'événement certain .s. En considérant l'achat et la vente d'un ensemble de 

paris, on peut aussi proposer une justification de l'additivité des probabilités. 

1.1.2 Principe d'évitement des pertes sûres 

Dans la suite de ce rapport, on notera par A( rp) la fonction indicatrice d'un événement A, 

fonction qui vaut 0 si rpftA et qui vaut 1 si rpEA. Avec l'interprétation que nous proposons 
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d'une probabilité, la fonction indicatrice A{(J') de l'événement A représente le gain résultant 

d'un pari sur A, après observation de (J'. On peut ainsi représenter par G{ (J',A)=A{ (J')-P{A) le 

bénéfice net obtenu par l'achat pour un prix P{A) d'un pari sur un événement A, après 

observation de (J'. Remarquons que la vente pour un prix P{A) du pari A{ (J') se soldera, après 

observation de (J', par un bénéfice net de P{A)-A{ (J'), soit -G{ (J',A). 

Même si différents individus peuvent spécifier différentes valeurs pour la probabilité 

d'un même événement, certaines contraintes raisonnables sur la valeur de ces probabilités 

peuvent être proposées. En particulier, on peut imaginer que le bénéfice net de l'achat ou de la 

vente d'un pari ne devrait pas être systématiquement négatif, ce qui revient à demander que les 

deux contraintes suivantes soient respectées: sup G{(J', A) ~ 0 et sup -G{(J',A) ~ O. On peut 
fi' rp 

aussi faire une hypothèse plus forte, et imposer que pour toute séquence finie de paris 

(An{(J'), n=1,2, ... ,k), le bénéfice net de toute combinaison d'achat ou de vente de ces paris ne 

puisse être systématiquement négatif: 

sup L!=l ± G{ (J', An) ~ 0, V {An)cA 
rp 

(1.2) 

Cette hypothèse, nommée principe d'évitement des pertes sûres, signifie en fait qu'il 

n'est pas rationnel pour un individu de s'engager à perdre systématiquement au jeu, quelque 

soit la valeur de la variable aléatoire (J'. Il doit donc exister au moins une valeur de (J' pour 

laquelle les engagements pris par un individu à travers la spécification des probabilités sur les 

événements An{(J') lui permettent au moins d'obtenir après observation de (J' des gains 

équivalents au montant total qu'il a investi avant d'observer (J'. Le principe d'évitement des 

pertes sûres permet de justifier la règle d'addition des probabilités: 

(1.3) 

Démonstration: Soit {An, n=1,2, ... ,k)cA une suite finie d'événements disjoints, i.e. AirlAr0 

si #j, et soit A=U!=l An. Considérons la transaction constituée de la vente du pari A, suivie de 

l'achat successif de tous les paris (An, n=1,2, ... ,k). Le bénéfice net de cette transaction est 

donné par - G{ A, (J') + L!=l G{ An' (J') , ou encore P{ A) - A{ (J') + L:=1 [ An ((J') - P{ An)]. 

Cette expression peut être simplifiée, puisque A{(J') = L!=l An{(J'), étant donné que les 
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événements sont disjoints. On obtient donc finalement comme bénéfice net 

P( A) - L!=1 P( An). Le principe d'évitement des pertes sûres implique que cette quantité doit 

être positive ou nulle, d'où l'on tire P(A) ~ L!=l P(An). On obtient l'inégalité inverse en 

appliquant la même démarche pour l'achat du pari A, suivi de la vente de tous les paris 

(An, n=1,2, ... ,k) .• 

Le principe d'évitement des pertes sûres ne permet cependant pas de justifier l'additivité 

des probabilités pour des suites dénombrables d'événements. Ce passage à la limite est plutôt 

une commodité mathématique qui permet d'utiliser les résultats de la théorie de l'intégration et 

de la mesure pour la manipulation de probabilités subjectives. 

1.1.3 Espérance mathématique et prévision 

On nomme espérance mathématique l'intégrale d'une fonction (intégrable) à valeur réelle 

Z:-S~R, par rapport à une mesure de probabilité P, quantité que l'on note E!(Z): 

EP(Z) = IzdP (1.4) 

On omettra d'indexer l'espérance par rapport à la mesure de probabilité lorsque cela ne 

porte pas à confusion, en écrivant plus simplement E(Z)=Iz dP. On observe que l'espérance 

mathématique de la fonction indicatrice A(qJ) donne la probabilité de l'événement 

correspondant: E[A(qJ)]= J A(qJ)dP = JAdP(qJ) = P(A). Ceci suggère une interprétation utile 

d'une espérance mathématique, et une généralisation du concept de pari. Jusqu'à maintenant, 

nous avons supposé qu'un pari était représenté par une fonction indicatrice A( qJ), puisqu'il 

s'agissait de parier sur un événement pour gagner un prix de valeur unitaire. On peut 

interpréter en fait toute fonction Z comme un pari donnant droit à un prix de valeur Z( qJ) après 

observation de qJ. Dans cette optique, E(Z) s'interprète à la fois comme le prix maximal 

d'achat de ce pari, et comme le prix minimal de vente. On peut donc dire qu'il s'agit d'une 

prévision de la valeur du pari Z avant observation de qJ. 

En utilisant les propriétés de l'intégrale (cf Bartle, 1995), on montre que E(-Z)=-E(Z) 

et que L!=1 E(Zn) = E(L!=l Zn), ce qui constitue la règle d'addition des prévisions. 
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1.1.4 Construction d'un espace de probabilités subjectives 

Rappelons d'abord la définition d'une distribution de probabilité lorsque le référentiel est un 

sous-ensemble (mesurable) .s de Rn. On peut montrer que toute fonction intégrable non 

négative f.s~R, ftO, génère une mesure (cf Bartle, 1995). Ceci signifie que la fonction 

,u(A)= f··· fA f(zl> ... ,zn)dzI···dzn est une mesure. Si de plus l'intégrale de cette fonction sur.s 

est unitaire, alors f génère une mesure de probabilité. On dira alors que f est une distribution 

de probabilité. Inversement, pour toute mesure de probabilité P absolument continue, il existe 

une distribution de probabilité f qui permet de la générer. 

Pour modéliser à l'aide d'un espace de probabilités les connaissances que possède un 

individu sur l'état de la nature ()E 0 et l'information supplémentaire apportée par une 

observation XE.Q, il faut construire une mesure de probabilité P sur une tribu adéquate de 

l'espace-produit .s=0xn. Dans la grande majorité des situations, il est possible de générer P à 

partir d'une distribution de probabilité. Pour simplifier la notation, supposons que 0 et n sont 

des sous-ensembles (mesurables) de Rn. Dans ce cas, pour toute mesure de probabilité P 

absolument continue, il existe une distribution de probabilitéf0xn~R telle que: 

P(BxC) = fBfcf(x,()dxd(), V(B x C) EA (1.5) 

On nomme f(x, 0) la distribution de probabilité jointe. Il est plus facile pour un individu 

de spécifier f(x, 0) plutôt que P, mais cela reste une tâche souvent trop ardue. On préfère donc 

en pratique obtenir la distribution jointe à partir de fonctions plus simples. 

À partir de la distribution de probabilité jointe, on peut obtenir des distributions de 

probabilité marginales f(x) et b( 0) pour x et () qui permettent de générer respectivement les 

probabilités des événements de la forme 0xC et Bxn: 

P(B)=p(Bxn) = fBb«()d(), b«()=fnf(x,()dx, V(Bxn) EA 

P(C) = p(0xn) = fcf(x)dx, f(x) = fef(x,()d(), V(0 x C) E A 

(1.6) 

(1.7) 

En somme, on arrive à construire à partir de f(x, 0) des espaces de probabilités pour les 

référentiels 0 et .Q, en considérant la restriction de A et de P à ces référentiels. La distribution 

b( 0) résume les connaissances subjectives de l'individu sur l'état de la nature 8, et la 

distribution f(x) synthétise les idées a priori de l'individu sur la valeur de x qu'il prévoit 
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observer. On ne peut malheureusement pas construirej{x,O) à partir de b(O) etj{x), car on ne 

connaît alors pas le lien entre 8 et x. 

On peut montrer qu'en divisant la distribution jointe par une distribution marginale, on 

obtient une autre distribution de probabilité, que l'on qualifie de conditionnelle. De telles 

distributions peuvent être utilisées pour construire la distribution jointe. Par exemple, pour 8 

fixé, le rapportj{xlo)= !(x,8)/b(8) constitue une distribution de probabilité sur 0 (dans la 

mesure où b( 0»0). La famille de distributions Lx: ~j{xl 0) peut être interprétée comme un 

modèle pour la distribution d'échantillonnage de x, 8 représentant alors les paramètres de ce 

modèle. Ceci suggère une procédure pratique pour construire un espace de probabilités 

subjectives sur 0xO: 

• résumer l'information disponible sur l'état de la nature 8 à l'aide d'une distribution de 

probabilité b( 0); 

• choisir une famille paramétrique de distributions Lx( 0), telle que Lx(O)=j{xlo) correspond à la 

distribution d'échantillonnage de x pour chaque valeur de 8, 

• obtenir la distribution de probabilité jointe par le produit de b( 0) et j{xlo) : 

j{x,O) = j{xlo) . b( 0); 

• générer P par intégration de la distribution jointe j{x, 0). 

Pour simplifier, nous nommerons loi de probabilité toute famille paramétrique de 

distributions de probabilité. 

1.1.5 Distribution prévisionnelle 

On remarque que la distribution marginale !(x) = fe !(x,8)d8 peut s'écrire sous la forme 

!(x) = fe !(x'(J)b(8)d8, puisque j{x,O) = j{xlo) . b(O). Selon la définition de l'espérance 

mathématique, on peut aussi écrire j{x)= Eb(O) [!(xI8)] . Ainsi, j{x) correspond à la prévision 

de la distribution d'échantillonnage. C'est pourquoi on qualifie cette distribution de 

prévisionnelle. 
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1.1.6 Distribution cumulée 

Lorsqu'une distribution de probabilité j(x) est définie sur la droite des réels R, il est utile de 

définir la distribution cumulée correspondante F(x), qui représente la probabilité de 

l'événement (-oo,x]: 

F(x) = P«-oo,x]) = f;f(t)dt (1.8) 

1.1.7 Règle de Bayes 

Dans la majorité des problèmes d'inférence statistique, on ne s'intéresse pas à la distribution 

jointe j(x,O), mais on cherche plutôt à construire une distribution de probabilité pour 0 en 

tenant compte d'une information d'échantillonnage x. C'est-à-dire que l'on cherche à modéliser 

ce que l'observation x nous apprend sur la valeur de O. Une façon de résoudre ce problème 

consiste à étudier la distribution conditionnelle b( 0 lx) = f (x, 0)/ f (x), qui constitue une 

distribution de probabilité sur e pour x fixé, dans la mesure où j(x»O. Puisque 

j(x,O) = j(xl 0) . b( 0), on montre que: 

b f(xIO)b(O). >0 
(Blx) = fsf(xIO)b(O)dO ' SIj(X) 

Démonstration: On sait que b( 0 lx) . j(x) = j(x, 0) = j(xl 0) . b( 0), d'où l'on tire: 

b(~x) = f(~~~(O) , sij(x»O 

On peut enfin remplacerj(x) par sa définition: f(x) = Ief(x,O)dO = Ief(x'fJ)b(O)dO .• 

(1.9) 

On nomme cette équation la règle de Bayes, car elle peut être utilisée comme règle de 

mise à jour d'une distribution de probabilité b( 0) sur l'état de la nature 0 après observation 

d'une information x. Vu sous cet angle: 

• on nomme b( 0) la distribution a priori de l'état de la nature, avant observation de x; 

• on nomme b( 0 lx) la distribution a posteriori de l'état de la nature, après observation de x. 

On remarque que l'information x n'influence la distribution a posteriori qu'à travers la 

fonction j(xl 0). Lorsque l'on utilise la règle de Bayes pour mettre à jour une distribution a 

priori après observation d'une information x, on doit calculer b( 0 lx) pour les différentes 

valeurs de 0, mais pour une seule valeur de x. Ainsi, au niveau de la règle de Bayes, j(xl 0) est 
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utilisé comme une fonction de 8, pour x fixé, et non l'inverse. C'est pourquoi on écrit souvent 

le modèle j(xl8) sous la forme d'une fonction de 8, Lx( 8)=j(xl8), que l'on nomme la 

vraisemblance de 8. On peut ainsi écrire la règle de Bayes sous la forme simplifiée suivante: 

b(8Ix) oc b(8)· Lx(8) (1.10) 

La distribution a posteriori dépend donc de deux fonctions, l'une représentant 

l'information a priori et l'autre représentant l'information d'échantillonnage. La règle de Bayes 

agit comme un processeur séquentiel d'information, permettant de combiner les deux sources 

d'information. Si, par la suite, de nouvelles informations y deviennent disponibles, la règle de 

Bayes pourra de nouveau être appliquée. La distribution a posteriori b( ~x) obtenue lors de la 

première application de la règle de Bayes tiendra alors le rôle de la distribution a priori pour 

cette nouvelle application de la règle de Bayes, puisque cette distribution modélise l'ensemble 

de l'information disponible avant observation de y. 

Pour b(8) et j(xl8) fixé, on nomme espérance a priori d'une fonction (intégrable) 

Z:0~R l'intégrale E(Z)= Je Z(8)b(8)d8, et espérance a posteriori l'intégrale 

E(Zjx)= JeZ(8)b(81x)d8. Il est intéressant de remarquer que E(Zjx) est une fonction 

(intégrable) de n vers R. On peut montrer que Ef(x)[E(Zlx)]=Eb(O)(Z), c'est-à-dire 

l'espérance a priori de Z. 

Démonstration: 

Ef(x) [E(Zlx)] = fnJeZ(8Y,(8Ix)j(x)dtth, par définition 

= fn Je Z(8Y,(8)j(xI8)dl*tt, règle de Bayes 

= Je Jn Z(8Y,(8)j(xI8)dxd8, Th. de Fubini 

= Je Z( 8)b( 8){Jnj (xI8)ix }d8 

=Je Z(8)b(8)d8, car Jn j(xI8)ix = 1 par définition 

Ef(x) [E(Zlx)] = Eb(O)(Z) • 

Walley (1991) nomme cette propriété le principe de conglomérabilité. 
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1.1.8 Indépendance et échangeablllté 

La modélisation de l'information a priori par une distribution b( 8) est souvent difficile, entre 

autres parce que les paramètres du vecteur 0 n'ont pas toujours un sens physique, et ne 

peuvent généralement pas être observés directement. On peut donc remettre en question la 

pertinence d'une analyse basée sur la combinaison d'un modèle paramétrique j{xl8) et d'une 

distribution a priori b( 8) comme moyen de prendre en compte une information a pnon 

subjective, lorsque la variable à laquelle on s'intéresse véritablement est x. 

Une alternative à cette approche consiste à construire directement la distributionj{x) à 

partir des informations a priori. Cette façon de procéder se complique cependant lorsque l'on 

s'intéresse à une suite x=(xlI, n=I,2, ... ,k) d'observations. Il faudrait alors construire 

explicitement la distribution jointe de cette suitej{x)=j{xI,X2, ... ,xk), tâche dont la difficulté croît 

rapidement avec k. Une façon de simplifier l'analyse consiste à supposer que les observations 

sont indépendantes, c'est-à-dire que la distributionjointej(xI,x2, .. . ,xk) est donnée par le produit 

des distributions marginalesj(xlI): 

j(X)=f(XI,X2, ... ,Xk)= Œ=l!(Xn ) (1.11) 

On dira dans ce cas que x=(xlI, n=I,2, ... ,k) constitue un échantillon aléatoire. Cette 

hypothèse peut être acceptable pour représenter l'incertitude sur des observations de 

phénomènes distincts séparés dans le temps et dans l'espace, mais est généralement plus 

difficile à justifier lorsque la suite (XII) représente un ensemble de variables ayant des liens 

causals plus importants. Par exemple, lorsque (XII) est une série chronologique représentant 

l'évolution de la valeur d'une quantité physique au cours du temps, l'hypothèse 

d'indépendance est souvent trop forte. 

Si les observations ont toutes le même domaine de définition, on peut dans certains cas 

au moins faire l'hypothèse qu'elles sont échangeables, c'est-à-dire que la valeur dej(xl,x2, ... ,Xk) 

ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont présentées les informations. Dans ce cas, peut 

associer la même valeur de! à toute permutation de la suite (XII) ' Ceci peut simplifier la 

construction de la distribution jointe, mais peut aussi permettre de justifier l'emploi d'un 

modèle paramétrique et d'une distribution a priori. En effet, dans les situations où l'hypothèse 

d'échangeabilité est acceptable quel que soit le nombre k d'observations formant la suite, 
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Loève (1978) montre que, sous certaines conditions de régularité, il existe un modèle 

paramétrique j(Xl,X2, ... ,xkl fl) et une distribution a priori b( fl) telle que: 

(1.12) 

En conséquence, un individu qui construit directement une distribution jointe 

j(Xl,X2, .. . ,Xk) pour des observations qu'il considère échangeables quelle que soit la longueur de 

la série agit donc comme s'il fixait un modèle paramétriquej(xnlfl) pour chaque Xn, comme s'il 

supposait l'indépendance entre les observations pour B fixé, et comme s'il avait en tête une 

distribution a priori sur ces paramètres. 

1.1.9 Exemple d'utilisation de la règle de Bayes 

La mécanique de l'inférence bayésienne peut être illustrée par un exemple emprunté à Caselton 

et Luo (1992). Nous utiliserons quelques propriétés de la loi bêta, résumées par Bernardo et 

Smith (1994). La loi bêta est constituée de la famille de distributions suivantes: 

_ r(a + P) a-l p-l 
b(();a,p) - r(a)r(p) B (I-B) ,a,{3>O (1.13) 

où a et P sont les paramètres de la loi et r(z)= Jo tz-1e -1 dt correspond à la fonction gamma. 

Rappelons que r(n+l)=n! pour n entier, et que z·r(z)=r(z+l) (Abramowitz et Stegun, 1970). 

La moyenne E( B) et la variance V( fl) de la loi bêta sont respectivement données par les 

expressions suivantes: 

a 
E(B)= ­

a+p 

V(B) = a ·p 
(a+p)2(a+p+l) 

(1.14) 

(1.15) 

Imaginons maintenant qu'une localité située en bordure d'un cours d'eau soit protégée 

contre les crues par une digue permettant de contenir un débit de 40 m3/s. Dans le cadre d'une 

étude sur la pertinence de relever le niveau de cette digue de façon à contenir un débit de 

50 m3/s, la municipalité demande à un hydrologue d'établir la probabilité qu'une année 

quelconque le débit soit supérieur à 40 m3/s sans dépasser 50 m3/s (car la nouvelle digue serait 

plus utile que l'ancienne uniquement dans ces conditions). Dénotons par B cette probabilité. En 

se basant sur un échantillon x de n observations du débit maximum annuel et sur son 



Estimation bayésienne de la valeur de l'information 15 

expérience, l'hydrologue pourrait, par introspection, fournir directement une valeur précise 

pour cette probabilité subjective, mais l'utilisation de la règle de Bayes peut lui permettre: 

• d'expliciter la méthode qu'il utilise pour tenir compte de l'information d'échantillonnage x; 

• de représenter par une distribution b(~) l'incertitude qui subsiste sur la valeur de B. 

Supposons que l'hydrologue considère que les observations du débit maximum annuel 

sont indépendantes et identiquement distribuées. Dans ces conditions, on montre que la 

probabilité que le débit maximum annuel se situe exactement à r reprises entre 40 et 50 m3/s au 

cours d'une période de n années suit une loi binomiale de paramètre (J. 

f(r, niB) =( ~ )Br (1- B)n-r, où (~) = r!(:~r)! (1.16) 

En accord avec la terminologie usuelle pour le modèle binomial, on peut qualifier de 

succès l'observation d'un débit maximum annuel entre 40 et 50 m3/s. On dispose donc d'un 

modèle pour la distribution d'échantillonnage du nombre r de succès, qui peut aussi être mis 

sous la forme d'une fonction de vraisemblance Lr,n{ 8)=j(r,nl 8). Pour appliquer la règle de 

Bayes, il reste à modéliser l'information a priori sur l'état de la nature B par une distribution de 

probabilité b( 8). Pour faciliter les calculs, on peut choisir b( 8) dans la famille de distributions 

correspondant à la loi bêta «(},a,fJ). Cette famille de distributions a l'avantage d'être conjuguée 

par rapport à la loi binomiale, ce qui signifie que lorsque l'on combine à l'aide de la règle de 

Bayes une distribution a priori de la famille bêta avec une loi binomiale, on obtient une 

distribution a posteriori bêta de paramètres modifiés. Dans ce cas, si les paramètres de la 

distribution a priori sont a et p, et que l'on observe r succès sur une période de n années, alors 

les paramètres de la distribution a posteriori sont a+r et p+n-r (Bernardo et Smith, 1994). 

L'hydrologue peut ainsi, en fixant les paramètres a et p, construire rapidement b( 8) et 

obtenir facilement b( 61x). Pour fixer ces paramètres, il est utile d'étudier l'influence qu'ils ont 

sur l'espérance a priori et a posteriori de B. On montre que: 

a ni r+a 
E(B) = -- E(ulx) - ---

a+p' - n+a+p 
(1.17) 

Le rapport de a à la somme de a et p fournit donc une estimation de la probabilité B. 

On observe aussi que, pour le calcul de E( B lx), le poids du paramètre a est analogue à celui de 

r, alors que le poids de (atfJ) est analogue à celui de n. Ainsi, la somme de a et p devrait 
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refléter le poids de l'information a priori dont dispose l'hydrologue, mesuré dans une unité 

homogène à une taille d'échantillon. 

Imaginons que l'hydrologue considère, après avoir observé le site, que la probabilité de 

succès est de l'ordre de 10%, et que ce jugement devrait avoir un poids équivalent à dix années 

d'observation du débit maximum annuel. Dans ce cas, il pourrait fixer a= 1 et f)=9. Supposons 

aussi qu'un échantillon de n=6 années soit disponible, pendant lesquelles on a observé r=3 

succès. On peut alors combiner l'information a priori de l'hydrologue, modélisée par une 

distribution b(fJ,a=I,f)=9), avec la vraisemblance L 3,6(0) pour obtenir une distribution a 

posteriori b( 61x; lZ(x)=4,f1<x)= 12). 

10 1,0 

--Distribution a priori 
0,8 

< ... .. - _.. Distribution a posteriori 

-Vraisemblance 
0,8 ( 

0,4 i 
0,2 

0,0 
0,0 0,2 0,4 0,8 0,8 1,0 1,2 

probabilité (J de dépassement du niveau de la digue 

Figure 1.1: Distribution a priori, vraisemblance et distribution a posteriori pour la 

probabilité d'observer un débit entre 40 et 50 m3/s 

La Figure 1.1 permet de visualiser la forme des distributions a priori et a posteriori, 

ainsi que celle de la vraisemblance. La distribution a priori accorde plus de poids aux faibles 

valeurs de 8, mais la vraisemblance favorise les valeurs de () proches de Yz . La distribution a 

posteriori, qui combine les deux sources d'information, pointe vers une valeur de () plus près de 

Y4. 

On peut calculer la variance des distributions a priori et a posteriori à partir des 

propriétés de la loi bêta énoncées au début de la section. On obtient une variance de 

V( 0)=9/1100 pour la distribution a priori, et une variance de V( () Ix)=9/816 pour la distribution 

a posteriori. Il est intéressant de noter que la variance de la distribution a posteriori est plus 

élevée que celle de la distribution a priori. Ainsi, l'opinion a posteriori de l'hydrologue est en 



Estimation bayésienne de la valeur de l'infonnation 17 

quelque sorte plus vague que son opinion a priori. Ceci se produit parce que la fréquence 

observée r/n=1/2 est assez différente de la prévision a priori E(0)=1/10. On peut vérifier que si 

aucun débordement n'avait été observé durant les n=6 années d'observations, la variance a 

posteriori aurait été environ deux fois plus faible que la variance a priori. 

1.2 Théorie bayésienne de la décision 

Après avoir introduit le concept d'utilité d'une action, nous montrons comment un modèle 

d'incertitude à base de probabilités subjectives peut être utilisé pour prévoir et comparer les 

conséquences de différentes actions. Notre présentation est inspirée de celle de Lindley (1994). 

1.2.1 Utilité d'une action 

Imaginons qu'un individu soit tenu de choisir entre un ensemble S=(an) d'actions possibles. La 

théorie bayésienne de la décision propose une méthode pour classer ces actions. Cette 

technique consiste d'abord à évaluer les conséquences de ces actions. Chaque action peut 

évidemment avoir plusieurs effets différents. Soit c(a) un vecteur représentant chacun des 

effets de l'action a. Prenons l'exemple des rejets d'un polluant organique d'une usine dans un 

cours d'eau. Les conséquences, en fonction de la quantité rejetée, pourraient être mesurés par 

exemple: 

• par le coût du traitement nécessaire pour limiter la quantité rejetée à ce niveau; 

• par un paramètre de la qualité de l'eau en aval de l'usine, par exemple le taux d'oxygène; 

• par le niveau de protestation de la population contre l'usine. 

Pour mieux comprendre le concept d'utilité d'une action, imaginons dans un premier 

temps que l'état de la nature est connu avec précision. Ainsi, supposons que pour chaque 

action a on peut établir exactement la valeur de ce vecteur de conséquences c(a). Avec de 

telles conséquences, il devient difficile de comparer deux actions car cela demande de combiner 

plusieurs critères pour obtenir une seule valeur mesurant l'utilité de chaque action. On peut par 

contre facilement comparer deux actions très particulières: celle dont les conséquences sont les 

moins défavorables, et celle dont les conséquence sont les plus désastreuses. Pour les critères 

énumérés précédemment, on peut identifier les conséquences les moins défavorables et les plus 

désastreuses: 
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Valeur la moins défavorable Valeur la plus désastreuse 

Critère (action bl) (action bo) 

coût du traitement 0$ 

taux d'oxygène en aval le même qu'en amont 

niveau de protestation 0% 

100% de la capacité d'investissement 

0% 

100% 

Évidemment, les deux situations sont hypothétiques, maIS on peut quand même 

imaginer des actions qui pourraient mener à de telles conséquences. Soit bo une action ayant 

les conséquences les plus défavorables et bl une action ayant les conséquences les moins 

défavorables. N'importe quel gestionnaire saurait quelle action choisir entre bo et bl, mais 

typiquement de telles actions ne feront pas partie de l'ensemble S des choix possibles. Pour 

comparer les différentes actions d'un ensemble S, on peut construire une fonction U à valeur 

réelle telle que U(a»U(b) si et seulement si a est préféré à b. Étant donné les conséquences 

des actions bo et bl, on pourrait fixer par convention U(bo)=O et U(bl)=1. On devrait alors 

logiquement avoir, pour toute action aES, U(bo)~U(a)~U(bl). 

De la même façon que nous avons imaginé qu'il existait des actions bo et bl menant à 

des conséquences extrêmes, imaginons maintenant toute une famille d'actions intermédiaires bq, 

qE [0, 1], dont les conséquences dépendent d'un tirage au sort, c'est-à-dire que l'action bq 

conduit avec probabilité q aux mêmes conséquences que l'action bl, et avec probabilité 1-q aux 

mêmes conséquences que l'action bo. Encore une fois, un décideur n'aurait pas de difficulté à 

choisir entre les actions de la famille bq• En effet, il est naturel de supposer qu'il préférerait les 

actions menant aux conséquences c(b l ) avec une probabilité plus élevée. Malheureusement, les 

actions de l'ensemble S ne font habituellement pas partie de la famille bq. 

La définition de l'utilité U(a) d'une action aES repose sur l'hypothèse que pour tout 

aES il existe une action imaginaire bq(a) que le décideur considère équivalente, c'est à dire qu'il 

est indifférent entre choisir a ou bq(a). Si c'est le cas, on peut en effet définir l'utilité d'une action 

a par la probabilité q(a) de l'action imaginaire bq(a) qui lui est associée: U(a)=q(a). 

Cette façon de procéder pour classer les actions permet de transformer un problème où 

l'on doit choisir entre différentes actions aES ayant des conséquences difficiles à comparer 

mais connues précisément en un problème où l'on doit choisir entre des actions bq ayant des 



Estimation bayésienne de la valeur de l'infonnation 19 

conséquences faciles à comparer mais aléatoires. Chaque action aeS étant caractérisée par la 

probabilité q(a) d'occurrence de l'ensemble des conséquences les moins défavorables c(b1), il 

paraît naturel de maximiser la probabilité d'occurrence q des conséquences les moins 

défavorables, c'est-à-dire de choisir une action â d'utilité maximale: 

U(â) = supq(a) = supU(a) (1.18) 
aES aES 

En pratique, il n'est pas nécessaire de construire une fonction d'utilité comprise entre 0 

et 1, puisque l'action maximisant toute transformation linéaire de q(a) est la même. Cependant, 

pour que l'interprétation de l'utilité donnée ici soit possible, il faut au moins que la fonction 

d'utilité soit bornée. Notons que Robert (1992) propose une définition plus générale et plus 

rigoureuse de l'utilité, qui ne demande pas de supposer que cette fonction soit bornée. 

1.2.2 Principe de maximisation de l'utilité espérée 

Il est souvent difficile d'établir les conséquences exactes c(a) d'une action a. En effet, ces 

conséquences dépendent d'un certain nombre de variables non contrôlées qui ont une influence 

sur les conséquences. On peut représenter ces variables par un vecteur OeE>, que nous avons 

nommé précédemment l'état de la nature. Pour 0 connu, admettons qu'il soit possible de 

déterminer les conséquences c(a,O) d'une action. En utilisant le procédé expliqué à la section 

précédente, il est alors aussi possible d'établir l'utilité U(a,O) de chaque action pour 0 connu: 

U(a,O)=q(alo). Ceci permet de choisir une action d'utilité maximale pour o connu. Cependant, 

en pratique, il faut choisir une action sans connaître précisément O. 

Si l'incertitude sur 0 est modélisée par une distribution b( 0), on peut obtenir q(a), donc 

U(a), par intégration: U(a)=q(a)=Iq(aIO)b(O)dO. Lorsque les conséquences des actions 

dépendent d'un état de la nature inconnu 0, l'action optimale â est donc celle qui maximise 

l'espérance de l'utilité: 

U(â) = supE[U(a,O)] (1.19) 
aES 

Il importe de remarquer que nous sommes arrivé à ce résultat sans imaginer une 

répétition du processus de décision: ce n'est pas l'utilité moyenne qui est maximisée, mais bien 

l'utilité ponctuelle de la décision. 
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1.2.3 Risque et regret d'une action 

Dans plusieurs problèmes, l'utilité des actions n'est jamais positive. Pour éviter de travailler 

avec des quantités négatives, il est alors plus intéressant de définir une mesure de désutilité 

g(a,fJ)=-U(a,fJ), que l'on nomme aussi fonction de coût. On nomme la prévision R(a) de la 

désutilité d'une action a le risque de cette action: 

R(a) = Eb(O) [g(a, 0)] (1.20) 

Dans ce cas, l'action optimale â est celle qui minimise le risque: 

R(â) = inf R(a) 
aeS 

(1.21) 

On qualifie de nsque de Bayes la désutilité de l'action optimale. On peut aussi 

s'intéresser à la différence entre le coût d'une action et le coût minimal en supposant 0 connu. 

On nomme cette quantité le regret de l'action. Pour éviter toute confusion inutile, nous 

utiliserons la notation anglo-saxonne qui consiste à représenter le regret par la fonction 

OL(a,fJ), qui signifie Opportunity Loss: 

OL(a,O) = g(a,O) - inf g(a, 0) 
aeS 

(1.22) 

En pratique, on ne connat! pas exactement la valeur de 0, et il n'est possible que 

d'effectuer une prévision du regret, que nous dénoterons XOL(a), pour eXpected Opportunity 

Loss: 

XOL(a) = R(a) - Eb(O) [~~ g(a, 0)] (1.23) 

Ces calculs de risque et de prévision du regret forment ce que l'on nomme l'analyse a 

priori, puisqu'ils se basent sur la distribution a priori b(fJ). Si l'on observe une information x, 

on peut alors mettre à jour cette distribution par application de la règle de Bayes pour obtenir 

une distribution a posteriori b( ~). Ceci permet de déterminer le risque a posteriori R(alx), 

l'action optimale a posteriori â(x), le risque de Bayes a posteriori R(â(x)lx) et le regret espéré 

a posteriori XOL(alx): 

R(alx) = Eb(ojx) [g(a, 0)] 

R(â(x)lx) = inf R(alx) 
aeA 

(1 .24) 

(1.25) 
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(1.26) 

1.2.4 Aversion au risque 

Même lorsqu'on peut trouver un nombre unique pour mesurer les conséquences d'une action, 

il ne s'agit généralement pas d'une fonction d'utilité ou de désutilité. L'exemple le plus 

frappant est la valeur monétaire d'un bien. Lorsqu'on prend la peine d'établir la relation entre 

l'utilité d'une action et sa valeur monétaire, on s'aperçoit généralement que cette relation est 

concave, c'est-à-dire marginalement décroissante (Berger, 1985). Cette attitude se nomme 

l'aversion au risque: une augmentation de la valeur monétaire d'une action se traduit par une 

augmentation moins importante de l'utilité. En particulier, ceci signifie que les gains 

monétaires importants ont une utilité qui tend à plafonner, alors que les pertes importantes ont 

une désutilité qui croît très rapidement. Ainsi, un individu ayant une aversion au risque préfère 

un gain certain à un pari de même espérance. Ceci explique pourquoi il est souvent raisonnable 

d'achete~ une assurance pour éviter des pertes importantes. En effet, bien qu'il s'agisse d'une 

action ayant normalement une espérance de gain négative, la désutilité associée aux pertes 

importantes peut dépasser le coût de l'assurance. 

1.2.5 Exemple d'application de la théorie bayésienne de la décision 

Reprenons l'exemple, introduit à la section 1. 1.9, d'une localité protégée par une digue contre 

les crues de débit inférieur ou égal à 40m3/s. On envisage de relever cette digue de façon à 

pouvoir contenir un débit de 50m3/s. Si l'on évalue que le coût annuel de construction et 

d'entretien de la digue correspond à une proportion q des dommages engendrés par une 

inondation, serait-il rentable de relever le niveau de la digue? 

On doit choisir entre une action al consistant à relever le niveau de la digue pour une 

fraction q du coût annuel d'une inondation, et une action ao consistant à accepter le risque 

supplémentaire d'inondation. Si on néglige l'aversion au risque et si on accepte les hypothèses 

d'indépendance et de distribution identique des débits maximums annuels, l'utilité de cette 

action ao correspond à la probabilité 8 d'observer une crue printanière entre 40 et 50m3/s, et 

l'on peut résumer toute l'information d'échantillonnage par une séquence x=(xn) de variables 

de Bernoulli avec xn=1 si le débit maximum annuel appartient à l'intervalle (40,50], et xn=O 
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autrement. La décision de moindre riSQue dépend de l'information disponible sur 0, qUl 

constitue alors le paramètre d'une loi binomiale }(r,nlB) régissant la probabilité d'observer r 

succès, i.e. r débits maximums annuels entre 40 et 50m3/s, sur une période de n années. 

Supposons que l'information a priori puisse être encore une fois représentée par une 

distribution bêta, mais de paramètres a=l et~, que r=3 débordements de la digue se soient 

produits au cours des n=6 dernières années, mais que le débit n'a jamais dépassé 50m3/s. 

1.2.5.1 Analyse a priori de la décision 

En tenant compte uniquement de l'information a priori on veut choisir, entre ao et al, l'action 

de risque minimal. Les fonctions de coût de ces deux actions sont respectivement g(ao,B)=O et 

g(al, B)=q, exprimées en proportion des dommages liés à une inondation annuelle du territoire. 

Le risque R(ao) de l'action ao est donc identique à la prévision Eb(O) (0) , alors que le risque 

R(al) de l'action al est précisément égal à q. Puisque E b(O)(O)=aJ(a+fJ)=1/l0, le risque de 

l'action ao est plus faible que celui de l'action al si et seulement si q> 1/10. Par exemple, pour 

q= 1/6, le coût d'une nouvelle digue serait supérieur à la prévision du coût relié aux inondations 

que cette digue permettrait d'éviter, de sorte qu'il ne serait pas utile de la construire. 

1.2.5.2 Analyse a posteriori de la décision 

Comparons maintenant les actions ao et al en tenant compte de l'information d'échantillonnage 

x. Comme nous l'avons expliqué à la section 1.1.9, la distribution a posteriori obtenue dans ce 

cas est une loi bêta de paramètres lX(x)=4 et !J<x)=12. Le risque a posteriori de l'action ao, qui 

correspond à la prévision a posteriori de B, peut donc être calculé ainsi: 

R(aolx)=Eb(e!I)(O)=lX(xYTlX(x)+!J<x)]=1I4 . L'action optimale a posteriori consiste alors à 

construire la digue si et seulement si R(ao Ix»R(a 1 lx), c'est-à-dire si et seulement si q<1/4. Dans 

ce problème, la décision optimale est influencée par l'information d'échantillonnage. Si l'on veut 

valoriser les efforts requis pour effectuer une campagne d'échantillonnage, il est intéressant de 

quantifier cette influence. 
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1.3 Estimation de la valeur d'une information 

La façon naturelle d'estimer la valeur d'une information, dans le cadre de la théorie bayésienne 

de la décision, consiste à en mesurer l'utilité. En effet, l'acquisition d'une information x permet 

de mettre à jour la distribution b( fi) modélisant l'incertitude sur l'état de la nature, et peut 

amener à modifier la décision optimale. Cette façon de procéder a été proposée par Raiffa et 

Schlaifer (1961), et fut introduite en hydrologie par Davis et Dvoranchik (1971) et par Davis 

et al. (1972). 

1.3.1 Valeur a posteriori d'une Information 

A posteriori, la définition de la valeur d'une information x est simple: il s'agit de la réduction 

du risque apportée par une information nouvelle: 

(1.27) 

Il est important de noter que la valeur a posteriori d'une information x est définie par la 

différence entre le risque a posteriori de l'action optimale a priori et le risque de Bayes a 

posteriori. Il ne s'agit pas de la différence entre les risques de Bayes, que l'on peut noter 

M(x) = R(â) - R(â(x) lx) . Alors que M(x) peut être positif ou négatif, selon que 

l'information obtenue x corrobore l'idée a priori modélisée par b( fi) ou s'en éloigne largement, 

il est clair de par sa définition que VI(x) ne peut être que positif ou nul. En effet, le risque de 

Bayes a posteriori correspondant au risque a posteriori minimal, on ne peut obtenir une 

quantité négative en le soustrayant du risque a posteriori de n'importe quelle action. 

Remarquons que la valeur a posteriori d'une information ainsi que la réduction du risque sont 

mesurés en unités d'utilité. On peut en fait interpréter VI(x) comme l'utilité de l'action a* 

consistant à observer x, évaluée a posteriori: VI(x)=U(a*,x) . 

1.3.2 Valeur prévisionnelle d'une Information 

Il est en général nécessaire de mesurer la valeur de l'information de façon prévisionnelle, c'est­

à-dire avant observation de x. Puisque VI(x) correspond à une utilité conditionnelle, on peut 

définir la valeur prévisionnelle d'une information par l'espérance de VI(x): 

XVSI = Ef(x) [VI(x)] (1.28) 
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Nous notons cette quantité XVSI en suivant à nouveau la notation anglo-saxonne, c1est­

à-dire en utilisant l'abréviation pour eXpected Value of Sample Information. On peut aussi 

définir XVSI comme la prévision de la réduction du risque, ou encore la prévision de la 

réduction du regret espéré: 

XVSI = Ef(x) [M(x)] = R(â) - Ef(x)[R(â(x)lx)] 

XVSI = XOL(â) - Ef(x) [XOL(â(x) lx)] 

Ces deux autres définitions sont équivalentes à la première. 

(1.29) 

(1.30) 

Démonstration: Puisque R(â) et R(âlx) constituent respectivement l'espérance a priori et a 

posteriori de la fonction g(â,B), on sait que Ef(x) [R(âlx)] = R(â) par application du principe 

de conglomérabilité. Ceci suffit pour démontrer l'équivalence entre les définitions (1.28) et 

(1.29). En effet: 

E[Vl(x)]-E[M(x)]= E[R(âlx) - R(â(x) lx)] - E[R(â) - R(â(x) lx)] = E[R(âlx)] - R(â) = o. 

En remplaçant dans (1.30) le regret espéré par sa définition [eq. (1.23)], on obtient: 

XOL(â) - Ef(x) [XOL(â(x) lx)] = 

R(â) - Eb(O)[!~g(a, (}) J- Ef(X)[R(â(x) lx)] + Ef(x>[ Eb(ojX)[!~g(a,B) JJ 

= Ef(x)[M(x)] - Eb(O)[~~g(a,B) J + Ef(X)[ Eb(ojX)[~~g(a,B) JJ 
Pour montrer que la différence des regrets est équivalente à l'espérance de la différence 

des risques, il suffit donc de montrer que Ef(X)[ Eb(OIX)[~~g(a,B)JJ=Eb(O)[~~g(a,B)J. 

Cest aussi une conséquence du principe de conglomérabilité. Les trois définitions sont donc 

équivalentes .• 

Il sera parfois utile d'indexer XVSI par la distribution a priori et la fonction de coût 

utilisées pour déterminer la valeur de l'information. Ainsi, XVSIb,g fera référence à la prévision 

de la valeur de l'information basée sur la distribution a priori b( 8) et la fonction de coût g(a,8). 

Davis et al. (1979) ont étendu la définition de la valeur de l'information aux situations 

où il n'est pas possible de choisir l' action minimisant le risque de Bayes a posteriori. 

Supposons qu'une règle 8(x) soit employée pour choisir l'action a posteriori, au lieu de 
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l'action â(x) minimisant le risque de Bayes. Dans ce cas, la valeur de l'information peut être 

mesurée par: 

XVS!(8) = R(â)-Ef(x)[R(8(x~x)] (1.31) 

Cette quantité peut être négative, ce qui implique qu'une information supplémentaire 

peut être nuisible lorsque l'on prend une décision sous-optimale, c'est-à-dire qui ne minimise 

pas le risque de Bayes. 

1.3.3 Borne maximale pour la valeur prévisionnelle de l'Information 

En pratique, même si les trois définitions sont équivalentes, la plus facile à appliquer est 

généralement XVS!=R(â)-E[R(â(x)lx)] . Cependant, le calcul du regret espéré de l'action 

optimale a priori, XOL(â) , est intéressant puisqu'il s'agit d'une borne maximale pour la valeur 

prévisionnelle de l'information: 

o ~ XVS! ~ XOL(â) (1.32) 

Etant donné cette relation, on nomme souvent XOL(â) la valeur de l'information 

parfaite. 

Démonstration: Par construction, OL(â(x),(J) = g(â(x) , 0) - inf g(a,O) ~ o. Ainsi, l'espérance 
aES 

a posteriori du regret de l'action optimale a posteriori est aussi positif ou nul: 

XOL(â(x) lx) = Eb(OIi)[OL(â(x), 0)] ~ 0 

TI s'ensuit que la prévision de ce regret espéré ne peut être négative: 

Ef(x)[XOL(â(x)lx)] ~ 0 

Or, cette quantité est retranchée à XOL(â) pour obtenir XVS! [eq. (1.30)]. Ainsi, 

XOL( â) ne peut être inférieure à XVS/. • 

1.3.4 Valeur prévisionnelle d'un échantillon aléatoire 

L'information dont on cherche à prévoir la valeur peut être un échantillon aléatoire, c'est-à-dire 

une suite x=(xn) d'observations échangeables. Dans ce cas, il peut être intéressant de chercher 

à déterminer comment XVS! varie avec la taille de l'échantillon. Si n dénote la taille de 

l'échantillon x, cela revient à étudier une fonction XVS!(n). De par la définition de la valeur de 
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l'information, on comprend que XVSI(n) est une fonction non décroissante: une information 

supplémentaire ne peut avoir une utilité négative. Par contre, cette fonction n'est pas 

nécessairement marginalement décroissante. En divisant XVSI(n) par la valeur de l'information 

parfaite, on obtient une fonction RXVSI(n)=XVSI(n)/ XOL(â) qui permet d'évaluer la valeur 

relative de l'information contenue dans un échantillon de taille n. 

1.3.5 Exemple de prévision de la valeur de l'information 

Pour le problème discuté précédemment (sections 1.1.9 et 1.2.5) de dimensionnement d'une 

digue, on peut estimer la valeur d'une ou plusieurs observations supplémentaires du débit 

maximum annuel, en tenant compte de l'information a priori et de l'information 

d'échantillonnage. Ainsi, pour les fins de calcul de la valeur d'une information supplémentaire, 

la distribution a posteriori obtenue précédemment sera utilisée comme distribution a priori, 

puisqu'elle synthétise toute l'information disponible. Rappelons qu'il s'agit d'une distribution 

bêta b( 8 ;a,fJ) de paramètres a=4 et f3=12. Rappelons aussi qu'il faut choisir entre deux actions 

ao et al dont les fonctions de coût sont respectivement g(ao,B)=8 et g(al,B)=q. Le risque a 

priori de ces actions est donc donné par R(ao)=8 et R(al)=q. 

Si l'on calcule la valeur de l'information, c'est pour décider entre (1) agu 

immédiatement, sur la base de l'information a priori, et (2) retarder la construction de la digue 

de façon à obtenir plus d'information pour prendre une meilleure décision. 

Pour rendre l'exemple plus général, nous ferons les calculs pour tout a et fi tels que 

E( B)=a/( a+fJ)~q. Le cas E( B)<q est moins intéressant puisque l'action optimale a priori serait 

ao, action qui consiste à ne pas construire la digue. Dans ce cas, l'estimation de la valeur de 

l'information permettrait de choisir entre (1) ne pas construire la digue et (2) retarder la 

construction de la digue pour obtenir plus d'information. En pratique, cela revient au même. 

1.3.5.1 Valeur de l'information parfaite 

Avant d'établir la relation entre la taille d'échantillon n et la valeur de l'information XVSI(n), on 

peut calculer le regret XOL( â) = XOL( al) , qui permet de borner la valeur de l'information: 

XOL(â) = q. F(q; a,fi) - a p ' F(q; a + l,fi) 
a+ 

(1.33) 
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où F(q ;a,fJ) correspond à la distribution cumulée de la loi bêta de paramètres a et p. En 

utilisant une table de la loi bêta incomplète (Abramowitz et Stegun, 1970), on obtient par 

exemple XOL(â) =0.01 pourq=1I6, a=4 etjJ=12. 

Démonstration: On peut développer XOL( â) ainsi: 

XOL(â) = R(â)-Eb(8)[~~g(a,0)J = q-Eb(8)[min(0,q)] 

= q- f~min(O,q)b(O)dO- f; min(O,q)b(O)dO 

= q - f~O.b(O)dO-qJ;b(O)dO 

= q- f~O.b(8;a,p)dO-q[I-F(q; a,p)] 

On peut aussi montrer que O· b( 8; a, P) = ap ' b( 0; a + 1, P) : a+ 

O. b(O' P) = O· r(a+p) . Oa-l (1- O\p-I , a, r(a)r(p) , 

= ~. r(a+p+l) . Oa (1- O)p-l car r(z + 1) = z· r(z) 
a+p r(a+l)r(p) , 

a = a+p·b(O;a+l,p) 

Si on remplace O·b(8;a,p) par ap .b(O;a+l,p) dans la définition de XOL(â), on obtient: a+ 

XOL(â) = q - a:pJgb(8;a + I,P)dO- q +q ·F(q;a,p) 

=- apF(q;a+l,p)+q.F(q;a,p) • a+ 

Rappelons que l'unité de mesure de la valeur de l'information parfaite est la même que 

celle de la fonction de coût, soit une proportion des dommages encourus lors d'une inondation. 

Si l'on considère que, pour obtenir une année de mesure supplémentaire du débit, on s'expose 

avec probabilité 0 à une inondation qui serait contenue par une digue plus élevée mais que par 

contre on économise R( â), on peut donc mesurer le coût de l'attente par XCS=E( 8)- R( â) . 

(XCS est l'abréviation de eXpected Cost of Sampling.) On peut enfin comparer XOL( â) à XCS 

pour déterminer s'il vaut la peine d'obtenir des mesures supplémentaires du débit avant de 

rehausser le niveau de la digue. Par exemple, pour q=1I6, a=4 et jJ=12,. la décision est claire 

car XOL(â) =0.01 et XSC=1I12: l'information disponible est suffisante, et l'on devrait 

entreprendre immédiatement les travaux pour rehausser la digue. 
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1.3.5.2 Valeur de l'information en fonction de la taille d'échantillon 

En appliquant la définition (1.29), il est possible d'établir la relation entre n et la valeur de 

l'information, XVSI. Cette quantité dépend de la distribution prévisionnelle 

j{r,n) = Je f (r, ni 8) . b( 8; a, P)d 8. Lorsque la distribution a priori est une loi bêta, la 

distribution prévisionnellej{r,n) du nombre de succès r en n tirages suit une loi bêta-binomiale 

(Bernardo et Smith, 1994): 

f(r n·a p)=(n) r(a+p) . r(a+r)·r(p+n-r) 
, " r r(a+p+n) r(a)·r(p) 

(1.34) 

Connaissant la distribution prévisionnelle, on montre que XVSI(n) est donnée par 

l'équation suivante: 

o 
a· (1- q) - p. q 

SI n < 
q 

XVSI(n) = Lq(a+p+nJ-aJ[ ] 
L q - a:;:n f(r,n;a,p) SI 
r=O 

_a_· (.:.....I_-...::..;q )O---=.P_·....:...q 
n~ 

q 

où LzJ dénote la partie entière de z. 

Démonstration: En appliquant la définition (1.29), on obtient: 

XVSI(n) = R(â) - Ef(r,n;a,p)[!~R(alr,n)J 

(1.35) 

où R(alr,n) correspond au risque a posteriori de l'action a, mesuré après observation de r 

succès en n essais. Par hypothèse, R(â)=R(al)=R(allr,n)=q. De plus, R(aolr,n) = ap+r . On a+ +n 

peut donc écrire: 

XVSI(n) = q - fmin( ap+r ,q)f(r,n;a,p) 
r=O a+ +n 

On montre ensuite que: 

min(~ q) = {a:;:n SI 
a+p+n' . q SI 

r <q(a+p+n)-a 

r ~ q( a + p + n) - a 

En combinant cette dernière équation avec la définition de XVSI(n), on obtient: 

Si q(a+fJ+n)-a< 0: 
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n 
XVS/(n) = q - Lq' f(r,n; a,fJ) = q - q = 0 

r=O 

Si q(a+fJ+n)-a~ 0: 

Lq(a+p+n)-aJ n 
~ a+r ~ 

XVS/(n)=q- ~ a+p+nf(r,n;a,p)- L ~ J q·f(r,n;a,p) 
r=O r= q(a+p+n)-a +1 

On peut finalement simplifier cette dernière équation: 

{ 

n } Lq(a+p+n)-aJ 
XVS/(n)=q' 1- Lf(r,n;a,p) - L ap+r f(r,n;a,p) 

r=L q(a+p+n)-a J+l r=O a+ +n 

Lq(a+p+n)-a J Lq(a+p+n)-a J 
~ ~ a+r = q. ~f(r,n; a,p) - ~ -p-f(r,n;a,p) 

r=O r=O a+ +n 

Lq(a+p+n)-aJ[ Jr 
= L q- a:;:n (r,n;a,p) • 

r=O 

Par exemple, pour q=1/6, a=4 et /1=12, on obtient: 

o SI n < 8 
XVS/(n) = (1.36) 

La Figure 1.2 montre la forme de la fonction RXVS/(n)=XVS/(n)/ XOL(â) , tracée pour 

q=1/6, a=4, /1=12 et n variant de 1 à 30. 
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Figure 1.2: Valeur relative de l'information contenue dans un échantillon de taille n, 

calculée pour a=4, P=12 et q=1I6 

On observe que plus de trente années d'observation du débit maximum annuel sont 

nécessaires pour récupérer 50% de la valeur de l'information parfaite. Ce graphique illustre 

aussi le fait que la valeur de l'information n'est pas marginalement décroissante. La valeur de 

l'information est d'ailleurs nulle pour n<9. 

1.4 Analyse bayésienne de référence 

La possibilité de modéliser une information a priori à l'aide d'une distribution de probabilité 

b( 0) constitue à la fois une force et une faiblesse de l'approche bayésienne, parce qu'il peut 

être difficile de fixer cette distribution et que l'analyse peut être sensible à ce choix. Il arrive 

souvent que l'on soit indifférent face aux différentes valeurs que peut prendre e, et que l'on 

cherche une distribution qui ne favorise pas de région particulière de l'espace des paramètres. 

Dans ces situations, il n'est pas utile de dépenser trop d'énergies à choisir une distribution, et 

une méthode ad hoc peut suffire, dans la mesure où elle est adaptée au problème. Nous en 

présenterons trois: le principe d'invariance de Jeffreys (1961), le principe de maximisation de 

l'entropie (Jaynes, 1968) et le principe de maximisation du regret espéré (Bernardo, 1979). 
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1.4.1 Principe d'Invariance de Jeffreys 

Le principe d'invariance de Jeffreys consiste à choisir, pour un référentiel fixé 0={ B}, une 

distribution b( 8) de façon que les inférences soient peu influencées par une transformation de 

variable ""-8). Jeffreys (1961) montre que cet objectif peut être atteint en choisissant b(8) 

proportionnel à la racine carrée de la mesure d'information de Fisher J(8): 

b(O) oc JJn(O), J(IJ) = _ë<xlO> [ iJll'!{,(X10)] (1.37) 

Cette solution peut se généraliser à une distribution a priori possédant plusieurs 

paramètres. La distribution a priori ainsi obtenue est relativement peu sensible à des 

transformations de variable. 

1.4.2 Principe de maximisation de l'entropie 

Pour choisir une distribution a priori lorsque l'information a priori semble insuffisante pour 

suggérer une distribution précise, Jaynes (1968) propose de choisir une distribution a priori qui 

maximise une mesure d'entropie, sous les contraintes imposées par l'information a priori. Dans 

le cas d'une variable réelle B, l'entropie d'une distribution b(8) est définie de la façon suivante: 

H(b) = -f b(B) log b(B) dB 
h(B) 

(l.38) 

où h( 8) est une «mesure d'invariance», censée modéliser une indifférence totale face à 

B. Outre le problème du choix de h( 8), il faut mentionner que l'entropie n'est pas 

nécessairement bornée, et que la fonction b( 8) maximisant l'entropie n'est pas nécessairement 

unique. En général, cette approche fonctionne mieux lorsque certains moments de la 

distribution a priori sont fixés que lorsque des quantiles le sont (Berger, 1985). 

1.4.3 Principe de maximisation du regret espéré 

Bernardo (1979) suggère de limiter b(8) à une famille paramétrique et de choisir ensuite b(8) 

dans cette famille de façon à maximiser XOL(â). En effet, la valeur d'une information 

d'échantillonnage devrait être d'autant plus grande que l'information a priori est vague. 

Cependant, selon le modèle et la fonction de coût choisie, il peut exister plusieurs distributions 

a priori b( 8) maximisant XOL(â). Ces auteurs proposent aussi une fonction de coût standard 
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qui peut être utilisée avec cette approche pour les problèmes d'inférence. Considérons comme 

espace des actions l'ensemble S de toutes les distributions de probabilités strictement positives 

S={q(·) : q(O»O, J q(8)d8 = 1} et la fonction de coût g(q(-),8)=log q(8). On peut interpréter 

q(-) comme un estimateur global de 8. Pour cette fonction de coût particulière, Bernardo et 

Smith (1994) ont déterminé b(8) en maximisant XOL(â) pour certains modèlesj(xlo) usuels, 

et présentent leurs résultats dans un format facilitant leur compréhension et leur utilisation. 

1.5 Développements de la méthodologie bayésienne 

pour l'estimation de la valeur de l'information hydrologique 

Suite aux travaux de Davis et Dvoranchik (1971) et de Davis et al. (1972), qui ont introduit la 

méthodologie bayésienne pour estimer la valeur de l'information en hydrologie, plusieurs 

chercheurs ont adopté cette approche décisionnelle. Il faut mentionner que l'approche 

bayé sienne s'opposait alors à une solution fréquentiste du problème. Cette dernière solution, 

d'abord proposée par Dawdy et al. (1970), consistait à étudier la réduction de la variance et de 

l'écart quadratique moyen d'un estimateur avec l'augmentation de la taille d'échantillon. Sur la 

base de simulations intensives, comme celles effectuées par Slack et al. (1975) et Wallis et al. 

(1976), on montrait alors généralement le peu d'influence d'une information supplémentaire 

sur la précision d'un estimateur. Ces études, fondées sur des hypothèses de lois parentes 

difficilement justifiables, ont provoqué un certain scepticisme chez les hydrologues face à 

l'intérêt des modèles statistiques en hydrologie opérationnelle (Klemes, 1977). La faiblesse de 

l'approche fréquentiste, qui ne considère que des situations générales et hypothétiques, et qui 

ne permet pas de mesurer la valeur de l'information en termes économiques, est finalement 

critiquée par Dawdy (1979), qui reconnaît la supériorité théorique et opérationnelle de 

l'approche bayésienne, malgré les difficultés techniques reliées à sa mise en oeuvre. 

L'organisation météorologique mondiale (WMO, 1990), dans un rapport portant sur l'analyse 

coûts-bénéfices des données hydrologiques, signale que l'approche bayé sienne constitue la 

solution la plus adéquate pour effectuer cette analyse en présence d'incertitude. 

Un aspect nouveau a été abordé par Szidarovsky et al. (1976), qui ont montré la 

sensibilité de la valeur de l'information hydrologique aux incertitudes économiques. 
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L'intégration des incertitudes économiques dans l'analyse bayésienne de la valeur de 

l'information est discutée par Duckstein et al. (1978). 

Davis et al. (1979) se sont attardés au problème de l'estimation de la valeur de 

l'information lorsqu'il est impossible de prendre une décision optimale, c'est-à-dire une 

décision de risque minimal. Ceci se produit lorsque le décideur bayésien doit respecter des 

contraintes hors de son contrôle, comme des règlements gouvernementaux, mais également par 

manque de rigueur dans le développement de la règle de décision et dans la construction de la 

fonction d'utilité. Ces auteurs montrent que, dans ce cas, la valeur de l'information peut être 

négative. Pour mener à bien une estimation de la valeur de l'information et s'assurer d'une 

utilisation optimale de l'information, Davis et Nnaji (1982) discutent des points cruciaux 

auxquels il faut s'attarder, et présentent une application de la méthodologie à la conception 

d'un système d'alerte destiné à prévenir les automobilistes du fort débit d'un cours d'eau que 

traverse la route. 

Winkler et al. (1983) ont étudié la valeur des prévisions météorologiques et 

hydrologiques pour les pratiques agricoles, car celles-ci ont une influence sur le choix des 

cultures. En effet, selon la quantité d'eau disponible pour l'irrigation, différentes céréales 

peuvent être cultivées. Le choix de la culture à privilégier doit cependant se faire à l'avance sur 

la base d'une prévision de la quantité d'eau qui sera réellement disponible. Plus le printemps 

avance, meilleure est cette prévision mais moins grande est la liberté d'action. Il devient donc 

important de prendre la meilleure décision au temps le plus opportun. 

Krzysztofowicz (1986) s'est attaqué à ce problème à l'aide d'un processus markovien 

d'arrêt optimal qui permet d'optimiser en même temps le moment de la décision et le choix de 

la culture en fonction de la quantité d'eau prévue pour l'irrigation. Krzysztofowicz et Watada 

(1986) ont appliqué cette même méthodologie au problème plus général d'une décision qui 

dépend du volume prévu de la crue printanière, et qui doit être prise le plus tôt possible (par 

exemple la planification des cultures, l'évacuation de la crue à un barrage, ou l'alerte d'une 

inondation imminente). Sachant que le service national de météorologie des Etats-Unis fournit 

cinq ou six de ces prévisions avant et pendant la période de la crue et que ces prévisions 

s'améliorent avec le temps, ces auteurs montrent qu'il est possible de déterminer, par 
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programmation dynamique, le moment optimal pour prendre la décision, et la valeur de cette 

décision optimale. 

Plus récemment, Bernier (1990) a montré comment le concept de valeur de 

l'information pouvait être utilisé pour comparer l'utilité des informations locales et spatiales, 

de façon à proposer des méthodes efficientes de transfert d'information dans les analyses 

hydrologiques régionales. Enfin, Parent et al. (1995, 1996) ont montré le potentiel d'une 

analyse bayésienne de la valeur de l'information pour le contrôle de la qualité. 

Parallèlement à ces développements méthodologiques, plusieurs applications ont été 

réalisées. Citons dans le domaine de l'hydrologie de surface Jacobi (1975), Lane et al. (1979), 

et Attanasi et Karlinger (1979, 1982). Plusieurs applications intéressantes en hydrogéologie 

doivent aussi être mentionnées: Gates et Kisiel (1974), Reichards et Evans (1989), Freeze et 

al. (1992), James et Freeze (1993) ainsi que James et Gorelick (1994). 

1.6 Critique de l'approche bayésienne 

L'approche bayésienne est basée sur deux hypothèses importantes: 

1. qu'il est possible de modéliser . l'incertitude sur l'état de la nature à l'aide d'un espace de 

probabilités subjectives; 

2. qu'il est préférable de choisir l'action de risque minimal, c'est-à-dire celle qui maximise 

l'utilité espérée. 

Nous discuterons séparément de la validité des ces deux hypothèses. 

1.6.1 Critique du principe de précision 

Rappelons d'abord que le principe de précision revient à supposer que le prix d'achat maximal 

et le prix de vente minimal spécifiés par un individu pour un pari quelconque devraient toujours 

se confondre. Cette hypothèse revient à supposer que l'incertitude sur un événement et l'utilité 

d'une décision peuvent être résumées par un seul nombre. En effet, rappelons que l'utilité 

d'une décision est définie par une transformation linéaire de la probabilité d'occurrence d'un 

événement particulier. 

Le principe de précision est particulièrement critiqué pour la modélisation de 

l'ignorance (Shafer, 1976; Walley, 1991), c'est-à-dire pour la modélisation de propositions sur 

lesquelles un individu ne possède à peu près aucune information. Prenons un exemple en 



Estimation bayésienne de la valeur de l'information 35 

hydrogéologie: un citadin, ayant acheté une maison de campagne isolée, veut y creuser un puits 

artésien et se demande s'il trouvera assez d'eau pour s'y alimenter. Il considère donc 

l'ensemble des états de la nature 0={ ~,Bt}, où ~ signifie qu'il n'y a pas assez d'eau, et Bt 

signifie qu'il y a assez d'eau. Etant donné qu'il n'a que peu de connaissances en hydrogéologie 

et peu d'expérience de la vie à la campagne, il ne sait pas comment fixer les probabilités 

P({~}) et P({ Bt}). Parce que leur somme doit être unitaire et qu'il n'a aucune raison de 

favoriser l'une des deux alternatives, certains auteurs affirment que l'individu doit suivre le 

principe d'indifférence (Laplace, 1812) et fixer P({ ~})=P({ Bt})=1I2. En effet, accorder une 

plus forte probabilité à l'un des deux événements semblerait vouloir dire qu'il a une raison de 

croire plus en cet possibilité, alors que ce n'est pas le cas. Le principe d'indifférence milite 

donc, lorsque l'information a priori est si vague, en faveur d'une distribution a priori uniforme. 

Les choses se compliquent lorsque cet individu réalise que trouver de l'eau ne réglera 

pas tout: en effet, à moins que le puits artésien soit jaillissant, il lui faudra installer une pompe. 

En approfondissant le problème, il arrive donc à un nouvel espace de possibilités: 

0={ ~,Bt.,Btb}, où Bt. signifie qu'il y a de l'eau mais qu'il faut une pompe, alors que Btb 

signifie que le puits est jaillissant, et qu'il n'y a pas besoin de pompe. Comment doit-il 

maintenant distribuer les probabilités entre les trois événements élémentaires? S'il respecte le 

principe d'indifférence présenté plus haut, il posera P({ ~})=1I3 et sera en contradiction avec 

lui-même. Sinon, il devra distribuer différemment les probabilités et exprimer ainsi un idée a 

priori en faveur de l'absence d'eau. Dans tous les cas, il est difficile de justifier les nombres 

fixés. Ce que cet exemple montre, c'est qu'il est impossible de concilier, en utilisant des 

probabilités, le principe d'indifférence avec un principe d'invariance de représentation, c'est-à­

dire cette idée que la probabilité d'un événement ne devrait pas être influencée par une 

modification du référentiel. 

De façon générale, les situations où l'on se trouve dans une ignorance totale sont plutôt 

rares. En pratique, on dispose au moins d'un peu d'expérience et d'intuition. Dans l'exemple 

précédent, on saurait probablement en fonction de la région du globe où l'on se trouve s'il est 

possible de trouver une source jaillissante. Il n'en reste pas moins que fixer une valeur précise 

pour P( { Btb}) pose problème. Il est donc difficile en pratique de justifier une distribution a 
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priori b( fJ) dans les situations rares de quasi-ignorance et dans les situations plus fréquentes où 

l'information est difficile à préciser. 

D'un point de vue bayésien, une solution naturelle consiste à modéliser l'incertitude sur 

la distribution a priori par une distribution de probabilité. Lindley (1968) suggère que l'emploi 

d'une approche hiérarchique de ce type peut suffire à résoudre les difficultés reliées au principe 

de précision. Il faut tout de même réussir à établir une distribution a priori de second niveau 

b2(a) sur les paramètres de la distribution a priori b(~a). Pour choisir les paramètres de b2, on 

fera cependant face au même type de problème. Berger (1985) souligne cependant que les 

résultats d'une analyse bayésienne sont peu sensibles aux valeurs des paramètres de second. 

ruveau. 

1.6.2 Critique du principe de maximisation de l'utilité espérée 

Le principe de maximisation de l'utilité espérée est critiqué par l'école de l'économiste Maurice 

Allais (voir par exemple Allais, 1953 et Shafer, 1986). Ces chercheurs, sur la base de résultats 

expérimentaux (par exemple Slovic et Tversky, 1974), montrent qu'une grande proportion 

d'individus peuvent violer sciemment ce principe sans se trouver irrationnels. Ainsi, dans 

certaines situations, il n'existe pas de couple (mesure de probabilité, fonction d'utilité) qui 

permette de représenter des comportements pourtant bien réfléchis. À la lumière de ces 

résultats, on peut difficilement soutenir que la théorie bayésienne de la décision a un important 

pouvoir descriptif 

Les théoriciens de l'école de Savage (1972) accordent peu d'importance à ces résultats 

expérimentaux, car ils soutiennent que la théorie bayésienne de la décision a plutôt une valeur 

normative: les seules décisions «rationnelles» seraient celles qui peuvent être obtenues en 

maximisant l'espérance d'une fonction d'utilité. Dans cette perspective, les écarts observés entre 

le modèle bayésien et les résultats expérimentaux sont causés par des erreurs de jugement de la 

part du décideur, qu'il n'est pas intéressant de modéliser. Il est vrai que la théorie bayésienne de 

la décision constitue une façon rationnelle de prendre une décision, en ce sens que les 

conclusions auxquelles on arrive en appliquant cette théorie ne sont que des déductions 

logiques obtenues à partir des hypothèses faites au départ. Mais chacun doit s'assurer qu'il 

trouve personnellement ces hypothèses compatibles avec sa vision du problème. 
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Au prochain chapitre, nous proposerons une définition du concept de valeur de 

l'information qui ne repose pas sur le principe de précision. Pour appliquer notre définition, il 

nous faudra à un certain moment décrire le comportement du décideur. On sait d'ores et déjà 

que la théorie bayésienne de la décision sera à cet effet insuffisante. 

Une panoplie de modèles ne reposant pas sur la maximisation de l'utilité espérée ont été 

proposés pour décrire le comportement d'un décideur (Munier, 1989; Munier et Parent, 1995). 

Par exemple, Quiggin (1982) suggère de modéliser l'attitude du décideur face à l'incertitude en 

effectuant une transformation de l'axe des probabilités cumulées, de la même façon que l'on 

effectue une transformation de l'axe des conséquences pour obtenir une mesure d'utilité. Il 

s'agit du modèle à dépendance de rang, aussi nommé modèle dichotomique. Une autre 

approche, suggérée par Schmeidler (1989), consiste à supposer qu'un décideur agit comme s'il 

modélisait son incertitude à l'aide d'une capacité de Choquet (53-54), c'est à dire une fonction 

d'ensemble non décroissante, et comme s'il choisissait la décision maximisant l'intégrale de 

Choquet d'une fonction d'utilité. Wakker (1990) montre que ce modèle englobe le modèle 

dichotomique. Cependant, si l'on fait seulement l'hypothèse qu'un décideur préfère toujours 

avoir plus de chances de gain que moins, alors ces modèles sont équivalents (on nomme cette 

hypothèse peu controversée le respect de la dominance stochastique du premier ordre). 

1.7 Approche bayésienne robuste 

Si l'on accepte le principe de précision, il faut au minimum vérifier la sensibilité de l'analyse à 

cette hypothèse fondamentale. L'idée de l'approche bayésienne robuste, défendue par Berger 

(1985) est d'identifier une classe M={ b( O)} de distributions a priori et une classe C={g(a, O)} 

de fonctions de coût parmi lesquelles est censée se trouver la «vraie» distribution subjective 

ho( 0) et la <<vraie» fonction de coût go(a, 0). Les inférences sont alors effectuées pour toutes les 

combinaisons de distribution a priori et de fonction de coût précises issues du produit cartésien 

MxC. On obtient alors des bornes inférieure et supérieure pour la probabilité d'un événement 

et le risque d'une action: 

P(A) = inf fAb(B)dB, P(A) = sup fAb(B)dB 
heM heM 

(1.39) 
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R(a) = inf J
A 

g(a, 8)b(8)d8, R(a) = sup J
A

g(a,8)b(8)d8 
beM beM 
geC geC 

(1.40) 

L'approche bayésienne robuste peut entraîner une indécision. En effet, il peut s'avérer 

impossible de déterminer l'action de risque minimal. Soit S={a} l'espace des actions. Pour 

chaque distribution a priori b et chaque fonction de coût g, l'action âb,g minimisant le risque 

de Bayes peut être déterminée (il peut y en avoir plus d'une, mais elles ont alors toutes le 

même risque, et on peut en choisir une de façon arbitraire). D'un point de vue d'analyse de 

sensibilité, on sait seulement que la «vraie» action optimale â fait partie de l'ensemble 

S={âb,g}' 

1.7.1 Estimation robuste de la valeur de l'information 

Une estimation robuste de la valeur de l'information est obtenue en considérant l'ensemble des 

valeurs de XVSI correspondant aux distributions a priori et aux fonctions de coût pour 

lesquelles on effectue une analyse de sensibilité. On obtient alors une borne inférieure et une 

borne supérieure pour XVSI: 

inf XVSI = inf XVSI bg 
beM 
geC 

sup XVSI = sup XVSlb,g 
beM 
geC 

1.7.2 Mise en oeuvre de l'approche bayésienne robuste 

(1.41) 

(1.42) 

Plusieurs méthodes ont été proposées pour construire la classe {b( O)} des distributions a 

priori: 

• approche paramétrique: choisir une famille paramétrique L(a)~b(61a) pour la 

distribution a priori et faire varier les paramètres a (Berger, 1985); 

• construction d'un voisinage par contamination: identifier une distribution a pnon 

possible bo(O) et considérer la classe M(bo,e,L)={b : b(O)=e·bo(O)+(1-e}7r, 7rEL}, c'est-à-

dire la contamination de bo à un niveau e par des distributions 7r appartenant à une classe L, 

par exemple l'ensemble de toutes les distributions (Berger, 1985); 
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• contraintes sur les quantiles: choisir une famille de lois M, par exemple la famille de 

toutes les lois continues et unimodales, et considérer toutes les distributions b( O)eM qui 

respectent un ensemble de contraintes sur leurs quantiles, de la forme 

{F(8,,)=PII' n=1,2, ... ,k} (O'Hagan et Berger, 1988); 

• contraintes sur les moments: spécifier les premiers moments de la distribution, et 

considérer toutes les distributions a priori qui respectent ces contraintes (Robert, 1992); 

• contrainte sur la dérivée: choisir toutes les lois continues par morceau M={ b(O)} qUl 

varient, en dehors des points de discontinuité, relativement peu rapidement; on pourra par 

exemple choisir b tel que Id[log b(8)]/d~ ~ c, où c est une constante qui limite la 

concentration de l'information a priori (Walley, 1993); 

D'autres approches pourraient aussi être considérées. L'approche paramétrique est 

souvent la plus facile à appliquer, mais elle peut ne pas être satisfaisante si la famille 

paramétrique choisie est trop restreinte. La construction d'un voisinage par contamination peut 

s'avérer difficile à mettre en oeuvre lorsque la classe L est large. Notons que l'imposition de 

contraintes sur la dérivée ne permet d'obtenir une distribution a posteriori intégrable que si la 

décroissance asymptotique de la vraisemblance est au moins exponentielle. Par contre, cette 

contrainte sur la dérivée du logarithme de b( 0) fait que la classe M est équivalente à toutes fins 

pratiques à une classe de fonctions exponentielles par morceau, ce qui simplifie l'application de 

la méthode. 

1.7.3 Principe de précision Idéale 

L'approche bayé sienne robuste repose en quelque sorte sur le principe de précision, puisque 

son application revient à supposer qu'il existe une distribution a priori et une fonction de coût 

précises permettant de modéliser correctement le problème, mais que ces dernières ne peuvent 

être identifiées, par manque de temps ou de ressources. Walley (1991) nomme cette hypothèse 

le principe de précision idéale. Ceci mène à un résultat paradoxal. En effet, c'est dans les 

situations d'ignorance ou de quasi-ignorance a priori qu'il est le plus difficile de représenter 

l'incertitude par une distribution de probabilités. Il semblerait donc que moins on a 

d'information a priori, plus il faut de temps et de ressources pour l'analyser correctement à 

l'aide de la théorie bayésienne. 
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Etant donné les difficultés théoriques et pratiques reliées à la modélisation d'une 

information a priori subjective à l'aide de probabilités précises, même lorsque l'on prend la 

peine d'analyser la sensibilité des résultats à cette hypothèse, nous nous proposons d'explorer 

un autre modèle d'incertitude, la théorie des prévisions inférieures cohérentes. Ce modèle plus 

général permet non seulement de s'affranchir du principe de précision, mais facilite aussi la 

prise en compte d'une information subjective a priori. 



2. PREVISION IMPRECISE DE LA VALEUR DE L'INFORMATION 

La théorie bayésienne de la décision suggère une mesure concrète de l'utilité d'une 

information, à condition de pouvoir représenter l'incertitude par une mesure de probabilités 

précises et d'accepter de prendre la décision qui maximise une fonction d'utilité. n est possible, 

dans le cadre de la théorie des prévisions inférieures cohérentes (Walley, 1991), de définir 

l'utilité d'une information sans utiliser le principe de précision. Cette théorie s'apparente à 

l'approche bayé sienne robuste. Cependant, l'interprétation des résultats obtenus peut 

s'effectuer sans supposer l'existence d'une «vraie» distribution a priori. Nous verrons que cette 

nuance influence la définition de la valeur de l'information au sens de la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes. 

Dans un premier temps, nous présenterons les fondements de la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes. Nous proposerons ensuite une définition de la valeur de l'information 

adaptée à cette théorie, qui sera illustrée par un exemple simple. 

2.1 Théorie des prévisions inférieures cohérentes 

Au coeur de la théorie des prévisions inférieures cohérentes se trouve le concept de prévision, 

plus fondamental que celui de probabilité. On suppose que pour un pari X( 0) donné, un 

individu est capable de spécifier un prix d'achat et un prix de vente, mesurés en unités d'utilité. 

Une prévision sur un pari X( 0) est ainsi constituée de deux nombres: un prix maximal d'achat, 

E(X), et un prix minimal de vente E (X). Lorsque ces deux nombres sont confondus, la 

prévision est précise. Autrement, l'intervalle [E(X),E(X)] constitue la prévision imprécise 

du pari X( 0). Lorsque ce pari correspond à la fonction indicatrice d'un événement A, on 

obtient la probabilité imprécise de cet événement. On nomme E.(X) la prévision inférieure 

de X( 0) et E (X) la prévision supérieure de ce même pari. 

n peut être plus facile d'émettre des prévisions que de fixer des probabilités, en 

particulier des prévisions imprécises. En effet, même un individu ayant peu de connaissances 

formelles en statistique peut effectuer dans un domaine qu'il connaît bien une prévision sur la 

valeur d'une quantité observable. 
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En pratique, on retrouve même dans les revues scientifiques des estimations présentés 

sous la forme d'intervalles, sans que soit mentionnée l'interprétation que l'on doit donner à ces 

intervalles. Pour donner quelques exemples, nous avons parcouru un numéro récent de la 

Revue des Sciences de l'Eau (vol. 9, no 4, 1996). Sans faire une recherche exhaustive, nous 

avons extrait de chaque article de cette revue un exemple d'estimation sous forme d'intervalle: 

• temps d'une analyse de la quantité de carbone organique dissous biodégradable (CODB) à 

l'aide d'un réacteur à piston: 10 à 40 min. (Reuter et al., 1996); 

• altitude de la couche d'inversion thermique au dessus de l'île de la Réunion: entre 2000 et 

2500m, parfois aussi bas que 1500m (Barcelo et Coudray, 1996); 

• gradient de vitesse optimal pour un flottateur à air dissous: 3000 à 4000s-\ certainement 

pas plus de 5000s-1 (Gallinari et al., 1996); 

• concentration de la flore totale dans un réseau de distribution d'eau: 104 à 105 cellules/ml 

(Nakache et al., 1996); 

• teneur en tritium dans les précipitations: 10 à 30 unités-tritium, parfois plus de 40 (Olive et 

al., 1996); 

• contribution des acides aminés totaux à la composition du carbone orgaruque dissous 

biodégradable d'un perméat de nanofiltration: 50 à 60% (Agbekodo et al., 1996). 

Dans certains cas, il est clair que l'intervalle indiqué n'est pas le domaine de définition 

de la variable, puisque des observations à l'extérieur de l'intervalle sont mentionnées. Une 

interprétation en terme d'intervalle de confiance ou d'intervalle de crédibilité est aussi 

problématique puisqu'elle nécessite l'attribution d'une probabilité à l'intervalle. 

L'interprétation en terme de prévision imprécise est peut-être plus naturelle: il n'est pas exclu 

que la variable aléatoire soit à l'extérieur de l'intervalle, mais on serait prêt à parier qu'elle s'y 

trouve. 

2.1.1 Axiomes de la théorie des prévisions inférieures cohérentes 

La théorie des prévisions inférieures cohérentes est basée sur six axiomes qui tentent de 

caractériser un individu cohérent, c'est-à-dire un individu qui ne se contredit jamais. Nous 

présentons brièvement ces axiomes, qui sont justifiés de façon plus détaillée par Walley (1991). 
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Représentons par Q(B,x)=X(8)-E(X) le bénéfice net de l'achat d'un pari et par 

G(B,X)=E(X)-X(B) le bénéfice net de la vente de ce même pari. On voit que 

G(B,-X)=X(B)-[-E(-X)]. Autrement dit, le bénéfice de la vente d'un pari -X(8) est le 

même que celui de l'achat du pari X( 8) au prix - E (-X): la vente d'un pari peut être 

interprétée comme l'achat d'un pari différent. Un individu peut donc spécifier le prix d'achat 

d'un pari X(8) par E(X) ou par -E(-X). Ce résultat suggère un premier axiome, afin 

d'assurer un minimum de cohérence: 

Axiome 1 - lien entre les prévisions inférieures et supérieures: 

E(X)=-E(-X) (2.1) 

Ainsi, la connaissance des prévisions inférieures est suffisante pour permettre d'établir 

la prévision imprécise de n'importe quel pari à partir des prévisions inférieures. Dans la suite 

de cette section, nous nous concentrerons sur les prévisions inférieures, sachant que les 

prévisions supérieures peuvent être obtenues à l'aide de l'équation (2.1). 

Le second axiome de la théorie des prévisions inférieures cohérentes consiste à affirmer 

qu'un individu devrait être prêt à payer pour un pari X(8) au moins ce qu'il est certain d'en 

retirer, c'est-à-dire inf X( 8): 

Axiome 2 - principe d'évitement des gains certains: 

E(X) ~ inf X( 8) 
BéE) 

(2.2) 

Il s'agit d'une condition plus forte que le principe d'évitement des pertes sûres, qu'on 

pourrait nommer le principe d'évitement des gains certains. En effet, si un individu paye un 

montant E(X) < inf X( 8) pour un pari X( 8), son bénéfice net X( 8) - E(X) sera nécessairement 

positif. On peut entre autres justifier cet axiome en affirmant qu'il est à peu près inutile de 

spécifier un prix d'achat E(X) < inf X(8), puisqu'aucun individu rationnel n'acceptera de 

vendre le pari X( 8) s'il est certain de perdre dans la transaction. D'une certaine façon, ce 

second axiome est équivalent à l'application du principe d'évitement des pertes sûres au monde 

extérieur: choisir E(X) ~ inf X(8) permet de s'assurer que l'individu duquel on achète le pari 

X( 8) ne subira pas de pertes sûres. On peut aussi exprimer ce second axiome sous la forme 

inf G(B,x)~O. 
BéE) 
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Un troisième axiome est relié à l'hypothèse que les paris et les montants pariés sont 

mesurés en unités d'utilité, ce qui implique que le prix d'achat d'un pari devrait être 

proportionnel à la valeur de ce pari, puisque l'aversion au risque est déjà prise en compte. On 

peut exprimer cela par l'équation suivante: 

Axiome 3 - homogénéité positive: 

E(Â·X) = Â·E(X), PO (2.3) 

Le dernier axiome suggère une certaine cohérence interne de la part d'un individu 

rationnel. Considérons deux paris X( 0) et Y( 0) pour lesquels un individu accepte de payer 

respectivement les montants E(X) et E(Y). Supposons aussi que cet individu soit disposé à 

payer au maximum un montant E(X+Y)<E(X)+E(Y) pour le pari (X+Y)(O)=X(O)+Y(O). S'il 

achète simultanément les deux paris X( 0) et Y( 0), il se retrouve dans la même situation que s'il 

avait acheté directement le pari (X+ Y)( 0) pour un prix E(X)+E(Y»E(X+ Y). On peut donc 

manipuler les prévisions effectuées par cet individu sur les paris X( 0) et Y( 0) pour le forcer à se 

contredire et à payer un montant supérieur à ce qu'il avait envisagé pour le pari (X+Y)(O). Les 

prévisions inférieures d'un individu qui évite ce type d'incohérence respecteront l'axiome 

suivant: 

Axiome 4 - super-additivité: 

E(X+Y) ~E(X) + E(Y) (2.4) 

En utilisant la propriété d'associativité des fonctions à valeur réelle, on montre par 

induction que pour toute suite finie de k paris (X,I' n=1,2, ... ,k) il existe &~O tel que: 

E(L~=lXn)=L~=lE(Xn)+& (2.5) 

On peut aussi obtenir une relation semblable pour le bénéfice net d'une suite de paris: 

G(L~=lXn)+&=L~=lG(Xn), &~O (2.6) 

Lorsque des prévisions imprécises spécifiées sur un espace linéaire de paris X={X} 

respectent ces quatre axiomes, on dira qu'elles sont cohérentes sur X, et que la fonction 

E:X~R constitue une prévision inférieure cohérente sur X. Rappelons que X est un espace 

linéaire si X(O),Y(O)EX et ÂER =:) (X+Y)(O)EX et (ÂX)(O)EX. Lorsque X n'est pas linéaire, 

on introduit un axiome supplémentaire, qui termine de caractériser la cohérence: 

Axiome 5 - cohérence: 
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Pour tout k~O, pour toute suite de paris (XII' n=0, 1,2, ... ,k)çX, et pour toute suite de nombres 

non négatifs (Â", n=0,1,2, ... ,k): 

sUP[±,1",G(B,X/t} - ÂoG(B,Xo}] ~ 0 
Bee 11=1 

Lorsque k=0, on retrouve l'axiome 2. Lorsque ~=O et .l1=.l2= ... =,4=1, on obtient: 

k 
sup LG(B,Xn} ~ 0, pour tout k ~ 0, (Xn) eX 
(JS?J n=l 

(2.7) 

(2.8) 

On reconnaît le principe d'évitement des pertes sûres. Ainsi, la cohérence implique 

l'évitement des pertes sûres et des gains certains. L'axiome permet aussi d'éviter qu'un 

individu se contredise en spécifiant des prix d'achats de paris. En effet, imaginons qu'un 

individu fixe des prix maximums d'achats E.(X,,) pour une suite (X"' n=1,2, ... ,k) de paris et 

viole l'axiome de cohérence. Dans ce cas, on peut arriver à le contraindre à payer un prix 

strictement supérieur à E(Xo} pour le pari Xo, en prenant avantage des prix d'achats spécifiés 

pour les autres paris. 

Démonstration: Supposons que l'axiome de cohérence soit violé pour une suite (X,,) de paris, 

ce que l'on peut représenter par l'équation suivante: 

k 
(\lB eS) L.lnG(B,Xn} < .lo ·G(B,Xo} 

n=l 

Dans ce cas, on peut toujours choisir 8>0 suffisamment petit de façon que l'équation 

suivante soit vérifiée: 

k 
(\lB eS) L.lnG(B,Xn} ~ .lo .[G(B,Xo}-8] 

n=l 

En remplaçant le bénéfice net par sa définition, on obtient: 

k 
(\lB eS) L.lnQ(B,Xn} ~ .lo .Xo(B}- .lo .(E(Xo}+8) 

n=l 

Une autre façon de dire qu'un individu est prêt à payer E(X) pour un pari X(8) consiste 

à dire qu'il est prêt à accepter le pari G( B,x)=X( fJ)-E.(X) si on le lui oflTe gratuitement. Par 

définition, nous dirons que tout pari qu'un individu est prêt à accepter gratuitement est 

désirable. Ainsi, le bénéfice net G( B,x) de tout pari X est désirable. Nous ferons l'hypothèse 

que si un individu trouve un pari Y désirable, alors il trouvera aussi le pari Y+& désirable si &~O. 
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Ceci parait naturel puisque le pari Y+& ne peut pas lui rapporter moins que le pari Y. S'il 

considère avantageux d'accepter y, alors il devrait trouver au moins aussi avantageux 

d'accepter Y+&. Pour les mêmes raisons, nous ferons l'hypothèse que si Y est désirable et si 

Y( O)~( 0) pour tout BEe, alors le pari Z est désirable, puisqu'il rapportera plus que Y quel que 

soit B. 

Puisque le bénéfice net de tout pari est désirable, en particulier Q( B, ~!=1 ÂnXn) est 

désirable. Selon l'axiome 4: 

Q(B,~!=l ÂnXn)+& = ~!=1 G(B,ÂnXn} où &~O 

Ainsi, ~!=1 G(B,ÂnXn} = ~!=1 ÂnG(B,Xn} est désirable, de même que 

Âo ·Xo(B}-Âo . (E(Xo)+ô), qui domine ~!=1 ÂnG(B,Xn}. Ceci implique, par définition, 

que l'individu serait prêt à payer un prix Âo . (E(Xo) +ô) pour le pari Âo . Xo. Selon l'axiome 

3, il serait aussi prêt à payer (E(Xo) + ô) pour le pari Xo, c'est-à-dire un montant strictement 

supérieur àE(Xo}, le montant maximal qu'il avait fixé pour ce pari .• 

Axiome 6 - conglomérabilité 

Pour présenter l'axiome de conglomérabilité, il faut d'abord définir le concept de prévision 

inférieure conditionnelle. Soit E(X]H) le montant maximal qu'un individu est prêt à payer pour 

un pari X, sachant que ce pari sera annulé si l'événement H ne se produit pas. On nomme ~ 

un pari conditionnel, dont le bénéfice net est donné par G( B,X']H)=H( 0). [X( O)-E(X]H)], et 

E(X]H) sa prévision inférieure conditionnelle. 

L'axiome de conglomérabilité spécifie que si H constitue une partition de e et que le 

pari conditionnel X]H est désirable pour tout HEH, c'est-à-dire qu'un individu est prêt à 

accepter le pari ~ si on lui offre gratuitement, alors il devrait toujours considérer le pari X 

désirable. D'un point de vue décisionnel, cela revient à supposer que si un individu considère 

une action avantageuse quelle que soit l'hypothèse qu'il puisse faire sur l'état de la nature, 

alors il devrait trouver cette action avantageuse même s'il ne connaît pas l'état de la nature. 
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2.1.2 Probabilités imprécises cohérentes 

Soit A( 8) un pari correspondant à la fonction indicatrice d'un événement A, i.e. A( 8)=1 si BEA, 

et A( 8)=0 sinon. Pour distinguer ce type particulier de pari, on représente sa prévision 
. 

inférieure par E.(A), que l'on nomme aussi probabilité inférieure de l'événement A. De la même 

façon, on représente sa prévision supérieure par P(A) , que l'on nomme la probabilité 

supérieure de l'événement A. Dans le cadre de la théorie des prévisions inférieures cohérentes, 

l'intervalle [E.(A),P(A)] peut être interprété directement, sans supposer l'existence d'une 

probabilité exacte P(A). 

Lorsque l'information sur une variable aléatoire est modélisée par une mesure de 

probabilité P, la prévision de tout pari (mesurable) X( 8) est entièrement déterminée par P: il 

s'agit de l'intégrale F!(X)= J XdP . La situation est différente pour les prévisions imprécises; on 

peut définir deux prévisions inférieures cohérentes différentes E.I et fu qui génèrent cependant 

des probabilités imprécises semblables (Walley, 1991). Dans le cadre de la théorie des 

prévisions inférieures cohérentes, le concept de prévision imprécise ne peut donc être dérivé de 

celui de probabilité imprécise. 

2.1.3 Principe d'extension des prévisions inférieures 

Il est souvent intéressant de déterminer quelles sont les implications d'une prévision inférieure 

E cohérente sur X pour un pari Z(8) ne faisant pas partie de X. Ceci demande d'effectuer une 

extension du domaine de E. à l'ensemble de paris Z=Xu{Z}. Si l'on veut que la prévision 

inférieure E reste cohérente sur Z, E.(Z) doit respecter certaines contraintes. On peut montrer 

que la plus petite valeur de E.(Z) qui permet à E. de rester cohérente sur Z est obtenue en 

résolvant l'équation suivante, que l'on nomme le principe d'extension des prévisions 

inférieures (Walley, 1991): 

E(Z) = supÜ'!![ Z(8)- t.Â"G(O, X,)], pour tout k ~ 0, (X,) eX, Â" ~ o} (2.9) 

(La somme de n= 1 à k est considérée valoir zéro pour k=O.) 

Démonstration: Pour être cohérente sur Xu{Z}, la prévisionE.(Z) doit respecter l'axiome 5: 
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SUp[fÂnG(8,Xn)- Âo[Z(8)- E(Z)]] ~ 0, pour tout k ~ 0, (Xn) C X, Ân ~ 0 
(}éE) n=l 

Puisque E est cohérent sur X, cette inégalité est toujours vérifiée pour À.o=O. On peut 

donc supposer que À.o>O. Puisque l'on ne modifie pas la valeur logique de l'inégalité en divisant 

tous les termes par À.o, on peut sans perte de généralité supposer que À.o=1. En isolant E(Z) on 

obtient alors: 

De façon équivalente, on peut écrire: 

E(Z) ~ sUP{in:[Z(B)- fÂnQ(B,Xn)]: k ~ 0, (Xn) eX, Ân ~ o} 
(}éE) n=l 

En choisissant E.(Z) égal au terme de droite, on fixe sa valeur de la façon la plus 

conservatrice possible tout en préservant la cohérence. • 

La valeur de E.(Z) ainsi obtenue résume les implications de la prévision inférieure E 

cohérente sur X pour le pari Z. Par l'application de ce principe d'extension, il est en théorie 

possible d'étendre ainsi une prévision inférieure cohérente à tout ensemble de paris. 

Il y a cependant des difficultés importantes reliées à l'application pratique du principe 

d'extension. Si X comporte k paris et si B est un vecteur de m paramètres, la résolution de 

cette équation nécessite l'optimisation d'une fonction comportant k+m variables. Lorsque k est 

infini, il peut être plus pratique d'utiliser le théorème de l'enveloppe inférieure, détaillé ci­

après. 

Il est important de comprendre que les prévisions obtenues par application du principe 

d'extension ne sont pas les seules prévisions qui permettent de conserver la cohérence avec les 

prévisions initiales. Ce que l'on obtient en appliquant cette règle, c'est la prévision minimale 

que peut fixer un individu pour préserver la cohérence. Il faut voir le principe d'extension 

comme un mécanisme permettant de compléter un espace X de façon automatique, et qui 

donne une estimation conservatrice de la prévision inférieure de Z que pourrait fixer un 

individu. 

On peut montrer que la prévision inférieure cohérente obtenue par l'application du 

principe d'extension du pari E(X+a), où a est une constante, est donnée par E.(X)+a. 
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Démonstration: la démonstration découle des propriétés des opérateurs sup et inf: 

E(X + a) = sUP{inf[X(8) + a - flnG(8,Xn)]: n ~ 0, (Xn) eX, Ân ~ o} 
(Jéi?J n=1 

= SUP{i~[X(8)- flnG(8,Xn)]: n ~ 0, (Xn)c X, ln ~ o}+a 
(Jéi?J n=1 

E(X +a) = E(X)+a • 

2.1.4 Théorème de l'enveloppe Inférieure 

Les six axiomes de la théorie des prévisions inférieures cohérentes permettent de démontrer un 

théorème souvent utile en pratique pour construire des prévisions imprécises cohérentes, mais 

qui permet aussi de mieux comprendre la portée des axiomes. Ce théorème a été démontré 

dans le cas d'un référentiel fini par Smith (1961) et dans le cas d'un espace mesurable par 

Williams (1976). 

Soit un ensemble X des paris constitué de l'ensemble de toutes les fonctions mesurables 

par rapport à une tribu (ou a-algèbre) A du référentiel 0. Une prévision inférieure E est 

cohérente sur X si et seulement si il existe une classe M={P} de mesures de probabilité 

définies sur la tribu A telle que: 

E;.(X)= inf E P (X) pour toutXEX 
PeM 

(2.10) 

Nous nommerons ce résultat le théorème de l'enveloppe inférieure, puisqu'il signifie 

qu'un ensemble de prévisions imprécises bornent toujours des prévisions précises obtenues à 

partir d'un ensemble de mesures de probabilité. Si X ne constitue pas l'ensemble des fonctions 

mesurables par rapport à une tribu, on peut en théorie appliquer le principe d'extension des 

prévisions inférieures pour étendre X à un domaine plus vaste pour lequel le théorème 

s'applique. 

Le théorème de l'enveloppe inférieure signifie que la prévision inférieure d'un pari au 

sens de Walley (1991) peut toujours être obtenue à partir d'une classe de mesures de 

probabilité précises. Walley (1991) souligne que Good (1983) utilise ce résultat pour justifier 

l'approche bayésienne robuste, puisque la spécification partielle d'une mesure de probabilité à 

travers un ensemble de prévisions imprécises cohérentes revient à effectuer une analyse de 

sensibilité dans une classe de mesures de probabilité. Cet argument semble reposer sur 
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l'hypothèse implicite qu'il existe bel et bien une mesure de probabilité précise inconnue. En 

accord avec Walley (1991), nous croyons qu'il est nuisible de faire cette hypothèse, puisque 

dans les situations d'ignorance et de quasi-ignorance aucune mesure de probabilité ne peut être 

justifiée. Il est préférable d'interpréter directement les prévisions inférieures et supérieures 

comme des engagements à acheter ou à vendre des paris. 

On peut utiliser le théorème de l'enveloppe inférieure pour construire une prévision 

inférieure cohérente E en spécifiant directement une classe M de mesures de probabilité. Cette 

approche n'est cependant pas toujours à privilégier car il est difficile en général de comprendre 

toutes les implications d'une classe de mesures de probabilité sur les valeurs des prévisions 

inférieures. 

2.1.5 Règle de Bayes généralisée 

Pour conserver la cohérence entre les prévisions inférieures non conditionnelles et 

conditionnelles, Walley (1991) montre que la prévision de ce bénéfice net doit être nulle, 

condition qui constitue la règle de Bayes généralisée: 

E[G(B,x]H)] =E{H·[X-E(XjH)]} = 0 (2.11) 

La démonstration de la règle de Bayes généralisée est assez technique. On pourra 

consulter Walley (1991) pour comprendre comment cette règle découle des axiomes. Notons 

simplement que la démonstration repose principalement sur l'axiome de conglomérabilité. 

Pour appliquer la règle de Bayes généralisée, il faut trouver une valeur J.l=E(XjH) telle 

que E[H·(X-,u)]=O. Cette valeur est unique dans la mesure où la probabilité inférieure E.(H) de 

l'hypothèse H est strictement positive. 

Démonstration: Soit &>0. Selon l'axiome de super-additivité: 

E{H .[X - (,u- 8)]} ~ E[H.(X - ,li)] + 8· P(H) > E[H .(x - ,li)] 

Il s'ensuit que E[H·(X-,u)] est une fonction strictement décroissante en ,li lorsque 

E.(H»O. Dans ce cas, si la valeur de ,li telle que E[H·(X-,u)]=O existe, elle est unique .• 

2.1.6 Événements de probabilité inférieure nulle 

Dans le cas où E.(H)=O, la règle de Bayes généralisée ne donne pas une solution unique, et on 

peut seulement affirmer que E(XjH) ~ inf X( 8). Cette solution est inacceptable, car dans les 
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problèmes d'inférence statistique on doit souvent obtenir des prévisions conditionnelles à des 

événements de probabilité inférieure nulle. En effet, si 0 correspond aux paramètres du modèle 

j{xlo) d'une variable aléatoire continue x, alors typiquement P({x}lo)=O pour tout x. On peut 

résoudre ce problème en remplaçant la fonction indicatrice de l'événement H={x} par la 

vraisemblance Li... O)=j{xlo), et écrire la règle de Bayes généralisée sous la forme suivante: 

ElJI(O,xJx)]=E{Li...O)·[X(O)-E(X\H)]} = 0 (2.12) 

Cette équation a une solution unique dans la mesure oùj{xlo»O. Comme dans le cas de 

la théorie bayésienne des probabilités, cette façon de procéder n'est justifiable que dans la 

mesure où l'on considère que la vraisemblance constitue un lissage d'une distribution discrète. 

Le principe d'extension peut aussi être généralisé pour permettre de calculer une 

prévision non conditionnelle E(Z) à partir d'un ensemble de prévisions conditionnelles à des 

événements de probabilité nulle, mais dont la vraisemblance est strictement positive: 

2.1.7 Cas particulier des probabilités inférieures 2-monotones 

L'application de la règle de Bayes généralisée est plus facile lorsque les probabilités inférieures, 

induites par une prévision inférieure cohérente E, sont 2-monotones, i.e. si: 

f.(ArJ3)+f.(AuB)~(A)+f.(B) \j A, B c e (2.14) 

Dans cette situation particulière, il est utile de définir la fonction de répartition 

inférieure F XjH et la fonction de répartition supérieure F XIH d'un pari X( 0) par: 

F x (0) = P({m:X(m) ~ O}IH) 

Fx(O) = P({m:X(m) ~ O}IH) 

(2.15) 

(2.16) 

En effet, la prévision conditionnelle imprécise [E(XjH),E(XlH)] peut alors être 

obtenue par intégration de ces fonctions (Walley, 1991): 

E(XIH) = f O· dFx1H (0) 

E(XlH) = f O·dF XjH(O) 

(2.17) 

(2.18) 

Le calcul des probabilités imprécises conditionnelles est aussi facilité (Walley, 1996b): 
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p(AIH) - P(AnH) 
- P(AnH)+P(AC nH) 

(2.19) 

p(AIH) = P(AnH) 
P(AnH)+P(AC nH) 

(2.20) 

Notons que certains auteurs qualifient de convexes, plutôt que de 2-monotones, les 

probabilités imprécises qui respectent (2.14). 

2.1.8 Modélisation de l'Ignorance et de la quasi-ignorance a priori 

La théorie des prévisions inférieures cohérentes permet de modéliser de façon satisfaisante 

l'ignorance a priori. Il suffit de choisir E(X)=inf X( 8) pour tout pari X( 8). Ceci permet 

d'obtenir une probabilité inférieure nulle E(A)=O pour tout événement autre que le référentiel 

0. Cette représentation de l'ignorance a priori respecte à la fois le principe d'indifférence et le 

principe d'invariance de représentation, puisque E.(A) ne dépend ni de A, ni du choix de 0. 

En pratique, ce modèle est peu utile car les situations d'ignorance complète sont rares, 

et les inférences obtenues à partir d'une ignorance totale sont très vagues. En effet, la classe M 

de mesures de probabilité correspondant à ces prévisions inférieures est constituée de 

l'ensemble de toutes les mesures de probabilité. 

Il est cependant possible de choisir les prévisions inférieures de façon que E.( 8)=inf () et 

que E(A)=O pour tout événement, sans que M soit constitué d'un ensemble si étendu de 

distributions. De telles prévisions inférieures ne modélisent plus une ignorance complète, mais 

respectent au moins pour les probabilités les principes d'indifférence et d'invariance de 

représentation. Walley (1996a) présente un tel modèle de quasi-ignorance pour la distribution 

multinomiale. 

2.1.9 L'indécision: une conséquence de l'imprécision 

Les conclusions d'une analyse de la décision basée sur la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes ne sont pas aussi définitives que celles issues d'une analyse bayé sienne, car il n'est 

pas possible d'établir une relation d'ordre total entre les actions. On peut seulement comparer 

deux actions a et a' si le risque inférieur de l'une dépasse le risque supérieur de l'autre, c'est-à­

dire si les intervalles [R(a),R(a)] et [R(a'),R(a')] ne se chevauchent pas. Nous dirons qu'une 
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action a est préférable à une action a' ssi R(a') > R(a) , et qu'une action a' est sous-optimale 

s'il existe une action a qui lui soit préférée. Soit S' l'ensemble des actions sous-optimales. 

Notons que S' peut être vide. Une analyse de la décision basée sur une évaluation imprécise 

du risque des actions permet uniquement d'éliminer les actions de l'ensemble S' , et d'identifier 

ainsi une classe S = S - S' d'actions préférables. 

2.1.10 Comparaison avec l'approche bayésienne robuste 

Le principal avantage de la théorie des prévisions inférieures cohérentes sur l'approche 

bayé sienne robuste est qu'elle permet de modéliser l'ignorance et la quasi-ignorance a priori de 

façon satisfaisante, puisque les probabilités et prévisions imprécises peuvent être interprétées 

directement, sans faire l'hypothèse peu réaliste dans ces situations qu'il existe une «vraie» 

distribution a priori. Cette théorie donne donc une justification théorique à l'emploi pour ces 

situations de techniques bayé siennes robustes. 

L'approche bayésienne robuste, applicable d'un point de vue théorique lorsqu'il est 

raisonnable d'accepter au moins l'existence d'une distribution a priori précise, peut être 

assimilée à une analyse de l'incertitude «en profondeur d'abord»: on tente d'identifier une 

distribution précise bo( 0) et on construit un voisinage autour d'elle. Au contraire, la théorie des 

prévisions inférieures cohérentes correspond plus à une analyse de l'incertitude «en largeur 

d'abord»: une classe de distributions M est délimitée à partir d'un ensemble de contraintes, 

sans jamais avoir à préciser autant notre pensée. Selon le type de problème, une recherche «en 

profondeur d'abord» ou «en largeur d'abord» peut être plus appropriée. 

Lorsqu'il existe une imprécision à la fois sur la distribution a priori et sur la fonction de 

coût, une différence plus importante apparaît entre la théorie des prévisions inférieures et 

l'approche bayé sienne robuste. En effet, lorsqu'il faut prendre une décision, l'approche «en 

largeur d'abord» de la théorie des prévisions inférieures ne permet que d'éliminer les actions a 

dont le risque inférieur R(a)=E[g(a,O)] dépasse le risque supérieur R(a') = E[g(a' ,8)] d'une 

autre action a'. Il se peut fort bien qu'une action a ne soit optimale pour aucune combinaison 

de distribution a priori et de fonction de coût précises, mais qu'il n'existe aucune action a' telle 

que R(a)~R(a'). Dans ce cas, du point de vue de la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes, rien ne permet de discréditer l'action a. Avec une interprétation d'analyse de 
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sensibilité, on conclurait pourtant que l'action a ne peut pas être la «véritable» action optimale. 

L'approche bayésienne robuste est donc plus restrictive. 

2.1.11 Comparaison avec les modèles descriptifs à base de capacités de 

Choquet 

Schmeidler (1989) a proposé un modèle descriptif du comportement d'un décideur basé sur des 

capacités de Choquet. Rappelons qu'une capacité de Choquet est une fonction d'ensemble 

croissante, i.e. une fonction C associant un nombre entre 0 et 1 à tous les éléments d'une tribu 

A de telle façon que C(A)~C(B) si A:JB pour tout A,BeA. Une mesure de probabilité est donc 

une capacité de Choquet, mais l'inverse est faux puisque les capacités de Choquet ne sont pas 

nécessairement additives. Pour la construction d'un modèle descriptif, la souplesse accrue des 

capacités de Choquet est utile. Choquet (53-54) explique comment l'on peut définir l'intégrale 

d'une fonction mesurable par rapport à une capacité de Choquet. Soit f IdC l'intégrale de 

Choquet d'une fonction mesurable 1 par rapport à une capacité de Choquet C. Schmeidler 

(1989) suggère que l'on peut approcher le comportement d'un décideur en supposant qu'il agit 

de façon à maximiser l'intégrale d'une fonction d'utilité U:(S,0)~R par rapport à une capacité 

de Choquet C:A~[O,I], définie sur une tribu A du référentiel 0. Autrement dit, il existe une 

fonction V:S~R telle que V(a)= f U(a, O)dC(O), C est une capacité de Choquet, et 

V(â) = infV(a) . 
aeS 

Ce modèle se rapproche de la théorie des prévisions inférieures, car on peut montrer 

qu'une probabilité inférieure cohérente constitue toujours une capacité de Choquet, et qu'une 

prévision inférieure E(X) correspond à l'intégrale de Choquet f Xd P, lorsque e.. est 2-

monotone (Chateauneuf et Jaffray, 1989). La différence principale entre le modèle de 

Schmeidler (1989) et celui de Walley (1991) est que le premier permet, une fois que la capacité 

C et la fonction d'utilité U sont connues, de construire un ordre total sur les actions. Avec la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes, on peut seulement établir un ordre partiel. Dans 

certaines situation, l'indécision résultant de l'application de la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes est acceptable, parce qu'elle permet d'identifier des situations où l'information 

disponible est insuffisante pour comparer l'utilité des décisions. Dans d'autres situations, en 
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particulier pour l'estimation de la valeur de l'information, nous verrons qu'il faut choisir, et 

conséquemment qu'il faut que le modèle permette d'en arriver à une décision non équivoque. 

Même si l'on perd alors la cohérence (au sens de Walley), il est alors utile de considérer un 

modèle descriptif, tel que celui de Schmeidler. 

2.1.12 Application pratique de la théorie des prévisions Inférieures 

cohérentes 

On peut envisager principalement deux façons d'appliquer la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes: 

• définir une prévision inférieure cohérente par une famille de mesures de probabilités M, et 

appliquer le théorème de l'enveloppe inférieure pour effectuer les inférences nécessaires; 

• effectuer un ensemble de prévisions imprécises, s'assurer de leur cohérence, et effectuer les 

inférences nécessaires à l'aide du principe d'extension des prévisions inférieures et de la 

règle de Bayes généralisée. 

La première approche est très liée, au moins du point de vue des méthodes de calculs, 

aux développements récents de l'approche bayésienne robuste. Les applications de la théorie 

des prévisions inférieures cohérentes, à ce jour peu nombreuses (Walley et Campello de Souza, 

1990; Walley, 1993; Walley, 1996a; Walley et al. 1996), ont favorisé cette première approche. 

Nous nous intéresserons aussi à la seconde. 

2.1.12.1 Exemple d'application du principe d'extension des prévisions inférieures 

Il est utile de montrer par un exemple comment la théorie peut être appliquée de cette façon, et 

ce qu'elle peut apporter. Soit (xf>j=1,2, ... ,n) un suite de variables de Bernoulli indépendantes 

et r le nombre de succès observés. Conditionnelle à la connaissance de la probabilité 0 

d'observer un succès, la distribution de r est binomiale f(r,nIO) =U )or (1- ot-r. La 

représentation de l'incertitude totale sur r dépend cependant aussi de l'information disponible 

sur O. Supposons que l'analyste puisse résumer son information a priori par deux prévisions 

précises: 

• E(B)=1/4; 

• E(~1=0)=E(61r=O,n=1)=1/8. 
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Que sait-on sous ces hypothèses de la probabilité d'observer r succès en n essais? Une 

analyse bayésienne demanderait de choisir une distribution a priori b( 8) pour le paramètre B. 

Une solution simple numériquement consiste à choisir une loi bêta respectant les deux 

informations a priori disponibles, car la loi bêta est conjuguée par rapport à la binomiale, de 

sorte que la distribution a posteriori est une bêta de paramètres modifiés lorsque la distribution 

a priori est bêta. À partir de l'équation (1.17), on peut vérifier que la seule loi de la famille bêta 

qui respecte les deux prévisions précises E(8)=1I4 et E(~r=O,n=I)=1I8 a pour paramètres 

a=1I4 et fJ=3/4. La distribution prévisionnellej{r,n;a,fJ) est alors bêta-binomiale, de sorte que 

la probabilité d'observer r succès en n essais peut être calculée précisément de façon 

analytique. Par exemple, la Figure 2.1 présentej{r,n;a,fJ) pour n=4. 
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Figure 2.1: Exemple de distribution prévisionnelle d'une variable aléatoire binomiale 

basée sur une distribution a priori bêta (a=1/4, fJ=3/4, n=4) 

On peut se demander quelle est l'influence de l'hypothèse de la loi a priori bêta sur la 

distribution prévisionnelle. En effet, nous avons choisi de façon arbitraire une loi de la famille 

bêta respectant les deux contraintes E(8)=1/4 et E(~Xl=O)=1/8 uniquement pour simplifier les 

calculs. Avec la théorie des prévisions inférieures cohérentes, on peut déterminer les 

probabilités imprécises cohérentes avec ces contraintes sans faire d'hypothèse supplémentaire 

sur la distribution a priori, sans même supposer qu'il existe une distribution a priori permettant 

de modéliser correctement l'information disponible. 
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L'information a priori peut être représentée par quatre prévisions inférieures. En effet, 

la contrainte E(0)=1I4 signifie que la prévision inférieure et la prévision supérieure de 8 

doivent toutes deux être fixées à 114: E.( 0)= E(8) =114. La contrainte sur la prévision 

supérieure peut être transformée, par application de l'axiome l, en une prévision inférieure: 

E(-0)=-1I4. De la même façon, la seconde contrainte implique que E(~l=0)=1I8 et que 

E( -61xl=0)=-1I8. 

On peut alors appliquer le principe d'extension des prévisions inférieures [eq. (2.9)] 

pour obtenir [(r,n)=E(Lr,4) et j(r,n)=E(Lr,4)=-E(-Lr ,4)' où Lr.n est la vraisemblance de 

(} pour r succès observés en n essais: Lr.n(O)=.f(r,nlo). Ceci demande d'abord de calculer le 

bénéfice net, ou pari marginal, relié à chaque prévision: 

G(0)=8-1I4 

G( -0)=- 0+-114 

G( 61xl=O)=Lo.l( 0).( 8-118)=(1-0)·( 8-118) 

G( -61xl=O)=Lo.l( 0)·(-0+-118)=(1-0)·(-0+-118) 

L'équation à résoudre pour obtenir [(r,n) est donc la suivante: 

[(r,n) = sup {inf[Lr,n(8) - Â} G(8) - Â2 Q( -8) - Â3 G(B\x} = 0) - Â4 G( -Blx} = 0)] } 
Àn~O Of!.9 

= :~!oÜ~[(;)O'(l- O)n-, +(Â2 -Âl{ 0- ~) +(Â4 - Â3)(l-0{ O-~ ]} 

(2.21) 

Il est possible de simplifier davantage cette expression en remplaçant (Â2-Âl ) par kl et 

(~-Â3) par k2, les paramètres kl et k2 pouvant être négatifs ou positifs: 

[(T,1/) = 0:Ü~[(;)O'(I- 0)"-' +k1(0- ~) +k2(1-O{O-~ ]} (2.22) 

On peut obtenir de la même façon j(r,n): 

(2.23) 

La Figure 2.2 présente les probabilités imprécises obtenues. On observe que les valeurs 

correspondant à l'hypothèse d'une distribution bêta a priori sont comprises entres les 
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probabilités inférieures et supérieures, en accord avec le théorème de l'enveloppe inférieure. 

L'imprécision est assez importante, de l'ordre de 10%. 
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Figure 2.2: Exemple de prévision imprécise d'une variable aléatoire binomiale 

Il est intéressant d'observer comment évoluent ces prévisions imprécises pour r fixé, en 

fonction de n. La Figure 2.3 montre les probabilités inférieures et supérieures pour l'événement 

consistant à n'observer aucun succès en n essais, ainsi que l'estimation obtenue en faisant 

l'hypothèse d'une loi bêta respectant les contraintes. Pour de faibles valeur de n, l'imprécision 

est faible, et l'approximation bayésienne conduisant à la loi bêta-binomiale peut être 

acceptable. Par contre, lorsque n devient grand, l'imprécision est beaucoup plus importante, et 

la différence entre la probabilité supérieure et la probabilité inférieure tend vers 60%. 

Ce phénomène est analogue à un problème d'extrapolation. L'analyse bayésienne est 

basée sur un modèle d'incertitude simple, à deux paramètres, qui est en quelque sorte «calé» 

sur deux informations a priori. A partir de ce modèle, on effectue des prévisions sur le 

comportement statistique d'échantillons de plus en plus long. Lorsque la taille d'échantillon est 

inférieure ou égale au nombre de prévisions effectuées a priori (n~2), il n'y a aucune 

imprécision sur la probabilité de n'observer que des échecs; le modèle bayésien, fondé sur 

l'hypothèse d'une distribution a priori particulière, est suffisant. Par contre, pour n>2, le 

modèle bayé sien est trop simple pour représenter toute l'incertitude. Alors que la borne 

inférieure décroît de façon exponentielle, la probabilité précise issue du modèle bêta-binomial 

décroît en n-1I4
. La distribution a priori bêta impose donc une vitesse de décroissance précise 
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pour j{r=O,n), alors que plusieurs types de décroissance sont compatibles avec les contraintes 

imposées par l'information a priori. 
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Figure 2.3: Probabilité imprécise de n'observer que des échecs en n essais indépendants 

2.1.12.2 Exemple d'application de la règle de Bayes généralisée 

Au lieu de prévoir la probabilité de n'observer que des échecs en fonction de n à partir d'une 

information a priori limitée, on peut aussi observer comment évolue cette probabilité pour n 

fixé lorsque l'information a priori s'accumule. On peut effectuer une telle prévision 

conditionnelle en appliquant la règle de Bayes généralisée. 

Supposons que l'on dispose, en plus de l'information a priori modélisée à la section 

précédente, d'un échantillon aléatoire constitué de k succès en N essais. Que peut-on dire de la 

probabilité d'observer r succès au cours des n prochains tirages? Calculons par exemple la 

probabilité (imprécise) d'observer quatre échecs successifs (r=O,n=4), après observation de N 

échecs en N essais (k=0), pour N variant de 0 à 10. Il s'agit donc de calculer les prévisions 

imprécises suivantes: 

l(r = O,n = 41k = O,N) = NLo,4ILo,N] 

I(r = O,n = 41k = O,N) = -N-Lo,4ILo,N] 

(2.24) 

(2.25) 
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Selon la règle de Bayes généralisée [eq. (2.11)], NLo,4ILo,N] correspond à la valeur p. 

telle que E {LO.N . [Lo,4 - p.]} = O. Sachant que 0:5: P. :5: 1 , nous avons résolu cette équation en 

appliquant la méthode numérique Regula-Falsi sur cet intervalle, et nous avons procédé de 

façon semblable pour la prévision supérieure. 
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Figure 2.4: Probabilité imprécise d'observer 4 échecs consécutifs, après avoir observé N 

échecs successifs, avec deux contraintes précises 

La Figure 2.4 présente les résultats obtenus en solutionnant selon cette procédure la 

règle de Bayes généralisée. On a aussi tracé les valeurs obtenues à partir de la distribution bêta­

binomiale. On voit d'abord que les probabilités précises issues de l'approche bayé sienne 

respectent les bornes inférieures et supérieures, en accord avec le théorème de l'enveloppe 

inférieure. Cependant, chose surprenante, la borne inférieure ne converge pas vers la fréquence 

observée. Comment interpréter ce résultat? 

Du point de vue de la théorie des prévisions inférieures cohérentes, il n'y a aucune 

difficulté. En effet, nous savons que ces résultats ont été obtenus par application du principe 

d'extension, et que ce dernier ne donne réellement qu'une estimation conservatrice de la 
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probabilité imprécise. On sait seulement qu'un individu cohérent avec lui-même devrait fixer 

des probabilités au moins aussi précises que les résultats obtenus de façon automatique. 

Si l'on utilise une" interprétation bayésienne robuste, ces résultats signifient que les 

contraintes ne permettent pas d'éliminer des distributions a priori qui sont «inacceptables» 

parce que trop concentrées en certains points de l'espace. Il faudrait ajouter des contraintes 

supplémentaires. 

Nous proposons une troisième façon de voir les choses. L'imprécision des probabilités 

dans l'exemple précédent provient du fait que les contraintes modélisant l'information a priori 

ne sont pas suffisantes pour spécifier une distribution a priori. Les résultats indiquent que les 

contraintes sont cohérentes avec des modèles qui convergent plus vite vers la fréquence 

observée que la distribution bêta-binomiale, et aussi avec des modèles qui ne convergent pas 

vers cette fréquence. Selon nous, un individu qui choisit de faire converger 

l(r = O,n = 4\k = O,N) très lentement vers 1, malgré l'observation d'une longue séquence 

d'observations identiquement nulles, doit posséder une information a priori ayant un poids 

substantiel par rapport à l'information d'échantillonnage. On peut alors interpréter le fait que 

ce même individu n'a spécifié que deux prévisions précises a priori en supposant qu'il dispose 

d'une information a priori importante qu'il n'a pas su ou qu'il n'a pas voul';J modéliser. 

Un individu peut utiliser les résultats précédents pour réaliser qu'il n'a pas codé toute 

l'information a priori dont il dispose. Peut-être peut-il porter un jugement explicite sur la 

convergence des probabilités imprécises vers la fréquence observée? Par exemple, il pourrait 

ajouter la contrainte E(~k=O,N)=1I[4(N+l)]. L'ajout de cette troisième contrainte est 

suffisante pour permettre aux probabilités imprécises de converger vers la fréquence observée, 

comme le montre la Figure 2.5. 
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Figure 2.5: Probabilité imprécise d'observer 4 échecs consécutifs, après avoir observé N 

échecs successifs, avec trois contraintes précises 

Après introspection, un individu peut cependant aussi réaliser qu'il est incapable de 

proposer d'autres contraintes reflétant une réelle information a priori, Dans ce cas, les deux 

contraintes initiales constituant l'ensemble de l'information a priori. En comparaison, 

l'information d'échantillonnage devient alors plus importante, et il semble naturel de se tourner 

plus rapidement vers la fréquence observée pour estimer la probabilité. Dans les situations où 

les contraintes déjà explicitées mobilisent toute l'information a priori, nous suggérons donc que 

la courbe qui converge le plus rapidement vers la fréquence observée, tout en restant cohérente 

avec les probabilités inférieures et supérieures calculées, constitue un modèle acceptable du 

peu d'information a priori disponible. Ce modèle est celui qui accorde le poids le plus faible à 

l'information a priori, mesuré en «unités de probabilité». Dans le cas de l'exemple que nous 

avons présenté, la borne supérieure de la probabilité constituerait le modèle le moins informatif 

compatible avec les contraintes, puisqu'il n'est pas possible de concevoir une distribution de 

probabilité précise qui permette de respecter les contraintes et de converger plus vite vers la 

fréquence observée. 
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En pratique, il est plutôt rare d'être certain d'avoir modélisé toute l'information a 

priori, de sorte que l'approche que nous venons de proposer pour retenir un modèle précis 

minimisant le poids de l'information a priori sera rarement applicable. Par contre, cette 

approche peut être utilisée pour mesurer l'effet de l'ajout d'une contrainte. En combinant les la 

Figure 2.4 et la Figure 2.5, on peut par exemple comparer les probabilités supérieures 

I(r = 0, n = 411 = 0, N) correspondant aux situations où l'on fixe deux, puis trois contraintes 

précises, avec le modèle bayésien bêta-binomial (Figure 2.6). 
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Figure 2.6: Probabilité supérieure d'observer 4 échecs consécutifs, après avoir observé N 

échecs en N essais, fondées sur deux et trois contraintes précises, et comparaison avec 

une solution bayésienne 

On voit qu'en fonction du niveau d'information a priori, la probabilité converge plus ou 

moins rapidement vers la fréquence observée. On peut ainsi mesurer le poids d'une information 

a priori supplémentaire, représentée par une contrainte supplémentaire ou par le choix d'une 

distribution a priori, en terme de réduction de la vitesse de convergence vers la fréquence 

observée. 
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2.2 Proposition d'une approche permettant d'estimer la valeur de 

l'information dans le cadre de la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes 

La définition du concept de valeur de l'information est plus problématique dans le cadre de la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes, principalement à cause de l'indécision que peut 

entraîner l'imprécision. Si l'on adoptait un point de vue d'analyse de sensibilité, on pourrait 

utiliser la même définition de la valeur de l'information que celle proposée pour une approche 

bayésienne robuste, par application du théorème de l'enveloppe inférieure, c'est-à-dire 

déterminer la valeur de l'information au sens bayésienpour chaque distribution a priori 

compatible avec les contraintes, et construire un ensemble {XVS/} de valeurs possibles. Cette 

approche est problématique pour deux raisons. D'abord, d'un point de vue pratique, cela 

impose l'utilisation du théorème de l'enveloppe inférieure comme méthode d'inférence, alors 

que l'application du principe d'extension est souvent plus facile à mettre en oeuvre. Mais la 

critique la plus forte de cette solution est qu'elle fait perdre au concept de valeur de 

l'information son caractère opérationnel. 

En effet, cette définition est applicable selon nous uniquement dans la situation 

particulière où l'on veut évaluer, à mi-parcours du processus de modélisation de l'information 

a priori, la valeur de l'information. On suppose que, par la suite, on sera en mesure d'identifier 

une distribution a priori précise, et que la valeur de l'information sera alors donnée par l'un des 

éléments de l'ensemble {XVS/}. En pratique, il faut une définition plus générale applicable dans 

la situation où l'information a priori ne permet pas d'identifier une seule action optimale. 

2.2.1 Valeur Imprécise de l'information 

Si un individu réalise que son information a priori ne lui permet que d'identifier un ensemble 

d'actions préférables S, il pourra soit ne rien faire, soit choisir une action parmi cet ensemble 

d'une façon ou d'une autre. Dans le reste de ce travail, nous ferons l'hypothèse qu'il faut 

choisir. Malgré l'indécision engendrée par l'imprécision, l'individu doit prendre une décision. 

Nous représenterons la stratégie employée par un individu pour effectuer ce choix par une 

fonction 8 qui dépend de l'information disponible, et aussi de facteurs plus arbitraires, que 

nous ne détaillerons pas explicitement. Nous écrirons donc ~ pour représenter la règle de 
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décision basée sur l'infonnation a priori, et ~x) pour représenter la règle de décision a 

posteriori. Ceci pennet de définir la prévision imprécise de la valeur de l'infonnation à partir de 

la différence du coût g(~,8) de l'action sélectionnée a priori et du coût g(~x),8) de l'action 

sélectionnée a posteriori: 

VSI(x,ô) = !4g(ôo, (}) - g(ô(x), (}~Lx] 

VSI(x,ô) = E(g(ôo,(})- g(ô(x),(}~Lx] 

(2.26) 

(2.27) 

Pour () connu, la prévision de cette valeur imprécise de l'infonnation s'obtient en 

prenant l'espérance par rapport à la distribution d'échantillonnage: 

XVSI«(},ô) = E!(xlO) [VSI(x, ô)] 

XVSI«(},ô) = E!(xlO) [VSI(x, ô)] 

(2.28) 

(2.29) 

La prévision inférieure de XVSI( (), ô) et la prévision supérieure de XVSI( (), ô) 

pennettent d'obtenir la valeur prévisionnelle imprécise de l'infonnation sans connaître (): 

XVSI(ô) = f4XVS1«(},ô)] 

XVSI(ô) = E[XVSI«(},ô)] 

(2.30) 

(2.31) 

Walley (1991) montre que cette approche est numériquement équivalente à une 

prévision imprécise jointe de g(ôo, (})-g(ô(x), (}) , c'est-à-dire en travaillant directement dans 

l'espace-produit des référentiels de (}et x. La solution consistant à déterminer d'abord la valeur 

a posteriori de l'infonnation est plus simple à appliquer sur le plan numérique. 

La définition que nous proposons de la valeur de l'infonnation dans le contexte de la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes dépend d'une règle de décision arbitraire 

pennettant au décideur de régler les situations d'indécision. Il pourrait s'agir d'une règle 

randomisée, ou obéissant à des principes autres. Il sera évidemment intéressant d'étudier la 

sensibilité de la valeur de l'infonnation à la règle de décision. 

Selon la règle de décision choisie, la valeur de l'infonnation pourra être positive ou 

négative. Le choix d'une règle de décision compatible avec une distribution a priori pennet 

d'éviter cette situation, mais un tel comportement indiquerait plutôt qu'une infonnation a 

priori importante n'a pas été modélisée. En effet, si l'on choisit d'agir de façon confonne à une 
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analyse bayésienne de la décision, c'est peut-être parce que l'on a assez d'information pour 

fixer une distribution a priori. 

Notre définition de la valeur de l'information est à rapprocher de celle de Davis et al. 

(1979), qui ont généralisé le concept bayésien usuel aux situations où l'on prend une décision 

non optimale. Dans ces circonstances, la valeur de l'information peut aussi être négative, et 

dépend de la règle de décision utilisée. 

2.2.2 Valeur Imprécise de l'information parfaite 

On peut proposer une définition de la valeur de l'information parfaite dans le cadre de la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes. Rappelons que le regret OL d'une règle de 

décision 8 correspond à la différence entre le coût de la décision a priori ~ et le coût minimal: 

OL(8,B)=g(&"B)-inf g(a,B). Notons [XOL(a), XOL(a)] la prévision imprécise de ce regret: 
aeS 

XOL(8) = &[ g(80 ,B)- ~~g(a,B)J 

XOL(8) = E[ g(80 , B) - ~~g(a, B) ] 

(2.32) 

(2.33) 

Ces deux quantités constituent respectivement des bornes supérieures pour XV8I( Ô) et 

XV8I(8) , et peuvent ainsi être interprétées comme une prévision imprécise de la valeur d'une 

information parfaite. 

2.2.3 Construction d'une règle de décision 

On peut proposer une famille de règles de décision non randomisées susceptibles de 

représenter une variété de comportements. Considérons d'abord deux cas extrêmes. Un 

décideur pourrait envisager une stratégie E-minimax, consistant à choisir, parmi les actions de 

l'ensemble 8, celle qui minimise le risque maximal: R(8) = infR(a) . On remarque qu'en 
aeS 

l'absence d'information a priori, cette règle de décision est similaire à l'approche minimax en 

analyse classique de la décision (Lehmann, 1983), puisque dans ce cas 8=8. A l'opposé, 

lorsque l'information est suffisante pour préciser une distribution a priori, on retombe sur 

l'approche bayésienne décisionnelle, puisque S ne contient alors que des actions de risque 
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identique. La stratégie E-minimax est donc intéressante puisqu'elle permet de généraliser une 

approche décisionnelle classique et la théorie bayésienne de la décision (Walley, 1991). Ce 

n'est cependant pas la seule règle de décision possible. 

On peut aussi envisager une stratégie ~-minimin, consistant à choisir, parmi les actions 

de l'ensemble S, celle qui minimise le risque minimal: R(8) = ~r:JR(a). Entre ces deux 

extrêmes, on peut aussi envisager une règle 8(K) consistant à comparer les actions sur la base 

d'un point situé entreR(a) et R(a), à une fraction K'de la distance entre ces deux bornes: 

!l(8(K)) +K' 0 [R(8(K)) - !l(8(K))] = :,nJ{R(a) + K' 0 [R(a) - R(a)]} (2.34) 

On observe que la règle ~-minimax est obtenue pour 1(= 1 et la règle ~-minimin pour 

1(=0. Si l'on sait que la règle de décision fera partie de cette famille, on peut proposer une 

estimation conservatrice de la valeur de l'information en prenant le maximum et le minimum de 

la valeur imprécise de l'information par rapport à K'. 

Ce que nous proposons, à travers l'équation (2.34), c'est réellement un modèle 

descriptif du comportement d'un décideur. Pour justifier ce modèle, il faudrait idéalement le 

valider de façon expérimentale. Cependant, les résultats obtenus récemment par Jaffiay et 

Philippe (1997) militent dans une certaine mesure en faveur de ce modèle. Ceux-ci montrent 

que si les conditions suivantes sont respectées: 

1. le comportement d'un individu est conforme au modèle de Schmeidler (cf section 2.1.11), 

c'est-à-dire qu'il maximise une fonction V:S~R qui correspond à l'intégrale de Choquet 

d'une fonction d'utilité par rapport à une capacité de Choquet C; 

2. V est une fonction d'utilité au sens de von Neumann et Morgenstern (1953); 

3. les probabilités inférieures E sont 2-monotones (i. e. E. est une capacité convexe); 

4. l'ensemble S des actions est assez riche; 

5. R(a) ~ V(a) ~ R(a) pour tout aES; 

alors: 

1. ilexisteO~~1 telqueC= P+K'o[p-p); 

2. V(a)=R(a)+K'o[R(a)-R(a)]. 
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Ceci signifie que le modèle du comportement d'un décideur suggéré par (2.34) 

correspond à un cas particulier du modèle de Schmeidler, que Jafffay (1989) nomme la 

«généralisation du critère de l'utilité espérée aux choix dans l'incertain régulieo). Ceci ne 

signifie pas que toutes les règles de décisions appartenant à la famille (2.34) sont raisonnables. 

En particulier, certaines de ces règles peuvent ne pas respecter le principe de la dominance 

stochastique du premier ordre au sens de Sarin et Wakker (1992). Il serait intéressant de 

pouvoir limiter l'ensemble de règles de décisions considérées à celles qui respectent ce principe 

de rationalité assez fondamental, car cela permettrait de réduire l'imprécision sur la prévision 

de la valeur de l'information. 

2.3 Analyse de sensibilité de la valeur imprécise de l'information 

S'il faut effectuer une analyse de sensibilité sur la règle de décision utilisée, il faut aussi 

considérer la précision des jugements a priori modélisés par les contraintes fixées. Dans 

l'exemple que nous avons présenté précédemment, les contraintes fixées étaient précises: la 

prévision inférieure et la prévision supérieure coïncidaient. En général, ce ne sera pas le cas. 

L'information a priori ne justifiera toujours pas des jugements aussi précis. 

Par exemple, considérons un individu qui cherche à établir la valeur d'un paramètre 

hydrogéologique, tel que la porosité totale cv d'un milieu. En consultant la littérature et en 

observant le terrain, il peut obtenir un intervalle pour cette valeur, par exemple 25 à 35% pour 

un sable fin. Cet intervalle peut être assimilé à une prévision imprécise E(cv)=25% et 

E (cv)=35%, ce qui signifie que l'individu serait prêt à acheter un pari X(cv)=cv pour un 

montant 0.25, et prêt à vendre ce pari pour un montant de 0.35. Notons qu'il serait aussi 

possible de modéliser cette information en affirmant qu'il est probable que la valeur de cv soit 

entre 25 et 35%, ce qu'on pourrait modéliser par exemple par E(0.25~~0.35)=0.5, ce qui 

constitue aussi une prévision imprécise. 

Une critique courante, par les théoriciens bayé siens, des approches fondées sur les 

probabilités ou les prévisions imprécises est que l'on doit fixer deux nombres précis plutôt 

qu'un seul pour représenter l'incertitude sur un événement ou pour fixer les prix d'achat et de 

vente d'un pari. Nous croyons que ce surcroît de complexité est utile pour faciliter la 

représentation d'informations a priori subjectives. Cependant, lorsque l'information a priori ne 
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suggère pas de valeurs précises pour les bornes inférieures et supérieures d'une prévision, il 

importe de vérifier la sensibilité de l'analyse aux valeurs choisies pour ces bornes. 

Soit X={X} un ensemble de paris pour lesquels on accepte d'établir des prévisions 

imprécises de la forme [E(X),E(X)]. Soit aussi [E(Z),E(Z)] la prévision imprécise d'un pari 

Z( 8) obtenue par application du principe d'extension des prévisions inférieures. Une façon 

d'étudier la sensibilité des bornes de l'intervalle [E(Z),E(Z)] aux prévisions imprécises 

effectuées sur les paris appartenant à X consiste à remplacer chaque prévision imprécise sur 

XeX par une famille d'intervalles, par exemple en construisant une fonction Eh(X) associant 

à chaque valeur d'un paramètre h un intervalle [Eh (X),Eh (X)] . Pour h fixé, on pourra alors 

calculer, à l'aide de la théorie des prévisions inférieures, une prévision inférieure cohérente 

E.n(Z) et une prévision supérieure cohérente Eh(Z) pour Z(8). On obtiendra donc une fonction 

Eh(Z) permettant d'étudier la sensibilité de la prévision imprécise de Z(8) à l'imprécision des 

prévisions effectuées sur les paris de l'ensemble X. Par convention, nous limiterons h à 

l'intervalle [0,1], et choisirons Eh(X) de façon que hl'~h2 <=> En. (X)=>E~ (X). Ceci 

permettra une représentation graphique intéressante. 

Supposons par exemple que l'on veuille prévoir la probabilité d'obtenir quatre échecs 

consécutifs lors de la répétition d'expériences de Bernoulli indépendantes ayant toutes la même 

probabilité de succès B. Pour B connu, la probabilité d'observer r succès en n essais est donnée 

par la loi binomiale, de sorte que la probabilité de quatre échecs consécutifs est 

j(r=0,n=418)=(1-8)4. En fonction de l'information disponible a priori sur B, on peut obtenir une 

prévision imprécise de la probabilité d'observer quatre échecs consécutifs en appliquant la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes. Supposons encore que l'on accepte uniquement 

d'effectuer une prévision imprécise sur B de la forme [E(B),E(B)] autour de 1/4, sans trop 

savoir quelle précision accorder à cette prévision. On pourrait utiliser la fonction Eh (8) 

suivante pour effectuer une analyse de sensibilité: 

(2.35) 
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En faisant varier h entre 0 et 1, on peut ainsi passer d'une prévision non informative 

Eo (8) =[0, 1] à une prévision précise El (8) = 1/4. Nous avons porté Eh (8) et Eh (8) en 

fonction de h sur le même graphique [Figure 2.7]. Il n'est pas utile d'identifier les deux 

courbes, puisque l'on sait que Eh (8) ~ Eh (8) . 
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Figure 2.7: Famille de prévisions imprécises sur le paramètre d'une loi binomiale 

On peut alors calculer, par application du principe d'extension des prévisions 

inférieures, la prévision imprécise du pari Z( 8)=( 1-8t, qui correspond à la vraisemblance de 

quatre échecs consécutifs. On obtient pour chaque valeur de h une probabilité imprécise 

différente, qui permet de construire une fonction Ph (r = 0, n = 4) = Eh (Z), représentée 

graphiquement par la Figure 2.8. 
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Figure 2.8: Résultat d'une analyse de sensibilité de la probabilité d'observer quatre 

échecs consécutifs à l'imprécision d'une prévision sur la probabilité de succès 

On remarque d'abord que quelque soit le niveau de précision de la prévision sur B, 

l'information a priori est insuffisante pour préciser exactement la probabilité d'observer quatre 

échecs consécutifs, puisque ~(r = O,n = 4)=[0.32,0.75]. On voit aussi que la borne inférieure 

de Ph(r = O,n = 4) est plus sensible à une augmentation de l'imprécision que la borne 

supérieure. En fait, la borne inférieure de Ph(r = O,n = 4) reste presque nulle tant que h<1/2. 

Au contraire, la borne supérieure de Ph(r = O,n = 4) est linéaire en h, comme Eh(B). 

Au lieu d'analyser la sensibilité de Z(O) à l'imprécision de la prévision sur B, on pourrait 

aussi étudier sa sensibilité au domaine de définition de B. Lorsque B correspond au paramètre 

d'une loi j{xlo), limiter le domaine de B revient à faire une prévision imprécise sur x. Par 

exemple si 8 est un paramètre de localisation, i.e. 8 = E!(xIO\x) , alors 

[E(x),E(x)]=[inf B, sup 8]. Imaginons que la Figure 2.7 représente plutôt une famille de 

domaines de définition pour . 8, modélisée par la fonction suivante: 

(2.36) 
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Sachant uniquement que (Je eh, on peut appliquer le principe d'extension des 

prévisions inférieures pour obtenir une prévision imprécise pour le pari Z( 0)=( 1-0)4: 

E (Z)=[ inf(I-0)4 su (1_0)4]=[81.h
4 

(4-h)4] 
h 8t:Bh ' 8!h 256 ' 256 

(2.37) 

Le résultat de cette analyse de sensibilité, représenté par la Figure 2.9, est différent de 

celui obtenu en fixant seulement une prévision imprécise pour O. La probabilité inférieure est la 

même, mais la probabilité supérieure est plus faible, de sorte que la prévision de Z est plus 

précise. 
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Figure 2.9: Résultat d'une analyse de sensibilité de la probabilité d'observer quatre 

échecs consécutifs au domaine de définition de la probabilité de succès 

2.3.1 Lien avec la théorie des nombres flous 

La théorie des prévisions inférieures, couplée à une analyse de sensibilité, peut être interprétée 

comme une généralisation de la théorie des nombres flous. Rappelons qu'un nombre flou C 

est une famille décroissante d'intervalles C :[O,I]~[a,b] qui associe à chaque nombre h de 

l'intervalle [0,1] un intervalle fermé Ch=[ah,bhl tel que l'hl cC~ si hl~2 (Kaufinann et 
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Gupta, 1991). Ch est souvent nommé la coupe de niveau h du nombre flou C. Dans notre 

démarche d'analyse de sensibilité, les fonctions Eh(X), XeX peuvent être assimilées à des 

coupes de niveau h de nombres flous E(X). Par contre, Eh(Z) ne correspond pas 

nécessairement aux coupes de niveau h d'un nombre flou, puisqu'il n'y a aucune raison pour 

que la famille d'intervalles [Eh (Z), Eh (Z)] soit décroissante en h. On peut considérer qu'il 

s'agit d'un nombre flou généralisé. 

Les nombres flous sont habituellement combinés à l'aide du principe d'extension des 

nombres flous, qui revient à appliquer les règles du calcul d'erreur (Moore, 1979) à chaque 

- -coupe de niveau h. Ceci signifie que si C est un nombre flou, alors./( C) est le nombre flou 

correspondant à la famille d'intervalles./( Ch) définie par l'équation suivante: 

(2.38) 

On remarque que le principe d'extension des nombres flous correspond à un cas 

particulier du principe d'extension des prévisions inférieures. En effet, si on modélise le 

domaine de définition d'un paramètre B par un nombre flou eh, alors le nombre flou E( Z) 

correspondant à la prévision d'un pari Z( 0) est obtenu de façon analogue par application du 

principe d'extension des prévisions inférieures: 

(2.39) 

Le principe d'extension des prévisions inférieures est cependant plus puissant, puisqu'il 

permet de modéliser des informations a priori autres que le domaine de définition des 

paramètres. 

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les concepts de prévisions floues et de 

probabilités floues pour faire référence à des fonctions Eh(X) et Ph(A) permettant de 

formaliser un type d'analyse de sensibilité sur les prévisions et les probabilités imprécises. Nous 

laissons au lecteur le soin de se souvenir de la définition que nous donnons de ces concepts et 

de l'interprétation que nous proposons. Certains trouveront que nous ne conservons du flou 

que le nom, que la nécessité de généraliser le concept de nombre flou, de même que l'emploi 
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du principe d'extension des prévisions inférieures au lieu de l'arithmétique floue nous éloignent 

trop de la théorie des nombres flous. En fait, nous croyons que le concept clé de la théorie des 

nombres flous est justement cette idée qu'une collection d'intervalles emboîtés permet de 

représenter une forme d'incertitude différente d'une distribution de probabilité. Nous 

présentons ici une utilisation concrète de nombres flous et proposons une interprétation 

précise. Cette interprétation nous amène à choisir une règle particulière pour transformer ces 

nombres flous, qui généralise l'arithmétique floue de Kaufinann et Gupta (1991). Ceci ne nous 

semble pas gênant, puisque les utilisateurs de nombres flous n'hésitent pas à proposer une 

variété de règles de combinaisons des nombres flous en fonction de leurs besoins (voir par 

exemple Bardossy et al. 1993, ou Bardossy et Duckstein, 1995). 

En pratique, on peut penser utiliser de façon systématique des nombres flous 

triangulaires ou trapézoïdaux pour modéliser l'incertitude sur les prévisions a priori, et étudier 

la sensibilité de la valeur imprécise de l'information en vérifiant si les branches croissantes et 

décroissantes du nombre flou correspondant sont convexes ou concaves. Insistons encore sur 

le fait que l'incertitude est modélisée par des prévisions imprécises sur des paris, et que celles­

ci sont représentées par des intervalles. Les nombres flous ne sont utilisés que pour effectuer 

une analyse de sensibilité sur ces intervalles, et ne donnent pas en soi d'information 

supplémentaire. Ce n'est que la façon dont l'imprécision de la valeur de l'information varie 

avec l'imprécision des prévisions a priori qui est intéressante. De plus, comme pour toute 

analyse de sensibilité, on ne peut considérer toutes les valeurs possibles des paramètres 

d'entrée. Il faut se limiter à un ensemble de prévisions imprécises a priori que l'on juge assez 

vaste pour couvrir celles qui seraient finalement choisies après une réflexion plus approfondie. 
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Les liens que nous avons établi entre l'analyse bayésienne, l'approche bayésienne 

robuste, le calcul d'erreur, la théorie des nombres flous et la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes peuvent être résumés par la Figure 2.10. Une étude de sensibilité effectuée sur les 

probabilités a priori utilisées pour une analyse bayé sienne conduit à une approche bayé sienne 

robuste. Le passage à la théorie des prévisions inférieures cohérentes demande d'abandonner 

l'idée qu'il existe une mesure de probabilité, précise mais inconnue, permettant de modéliser 

l'information a priori. Ceci mène à considérer comme fondamental le concept de prévision 

imprécise. Une analyse de sensibilité sur l'imprécision des prévisions peut être effectuée en 

construisant des prévisions cohérentes floues. On peut aussi être amené à utiliser des prévisions 

cohérentes floues en généralisant un calcul d'erreur fondé sur l'arithmétique des intervalles, 

utile lorsque la seule information a priori correspond à une connaissance du domaine de 

définition des paramètres. D'abord, une analyse de sensibilité sur ce domaine de définition peut 

être effectuée en construisant des nombres flous et en appliquant le principe d'extension des 

nombres flous. Si l'on possède d'autres informations a priori, il faut alors se tourner vers la 

théorie des prévisions inférieures cohérentes. 
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2.4 Exemple de prévision imprécise de la valeur de l'information 

L'exemple introduit au chapitre précédent peut servir à illustrer la définition proposée pour la 

valeur de l'information dans le contexte de la théorie des prévisions inférieures, et la technique 

d'analyse de sensibilité à l'aide de nombres flous. On peut rappeler cet exemple brièvement: 

Imaginons qu'une localité située en bordure d'un cours d'eau soit protégée contre les 

crues printanières par une digue permettant de contenir un débit de 40m3/s. On envisage de 

relever cette digue de façon à pouvoir contenir un débit de 50m3/s. On évalue que le coût 

annuel de construction et d'entretien de la digue correspond au sixième des dommages 

engendrés par une inondation. Faut-il remonter immédiatement le niveau de la digue, ou serait­

il plus sage d'attendre une année avant de prendre cette décision? 

On doit choisir entre une action al consistant à relever le niveau de la digue pour 1/6 du 

coût annuel d'une inondation, et une action ao consistant à accepter le risque supplémentaire 

d'inondation. Si on néglige l'aversion au risque et si on accepte les hypothèses d'indépendance 

et de distribution identique des débits maximums annuels pendant la durée du projet, l'utilité de 

cette action ao correspond à la probabilité Bd'observer une crue printanière entre 40 et 50m3/s, 

et l'on peut résumer toute l'information d'échantillonnage par une séquence (xn) de variables 

de Bernoulli avec xn=l si le débit maximum annuel appartient à l'intervalle (40,50], et xn=O 

autrement. La décision optimale dépend de l'information disponible sur B, qui constitue alors le 

paramètre d'une loi binomialeJtr,nlB) régissant la probabilité d'observer r succès, i.e. r débits 

maximums annuels entre 40 et 50m3/s, sur une période de n années. 

Imaginons que l'hydrologue chargé du projet ne possède pas d'information précise au 

site sur la fréquence des crues entre 40 et 50m3/s pour cette rivière, mais soupçonne que la 

probabilité d'observer une telle crue soit assez élevée, de l'ordre de 25%. Nous supposerons 

que l'hydrologue modélise son information a priori de la façon suivante: 

• il accepte de fixer une prévision imprécise [E(B),E(B)] pour Bqui contient la valeur 0.25; 

• il diviserait par deux les bornes de cet intervalle s'il observait un débit maximum annuel à 

l'extérieur de l'intervalle (40,50]: E.(fJ,r=O,n=1)=E.(B)12, E(Bjr = O,n = l)=E(B) 12. 

La première contrainte indique vers quelle valeur de B pointe son information a priori, 

alors que la seconde spécifie le poids que doit avoir l'information a priori dans l'analyse. Dans 
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le cas présent, ce poids est assez faible, puisque l'hydrologue modifierait substantiellement son 

idée a priori après une seule observation supplémentaire du débit maximum annuel. 

Ne connaissant pas exactement les valeurs de E(8) et E(O), nous étudierons la 

sensibilité de l'analyse aux bornes de cette prévision imprécise en considérant la prévision floue 

E(O) représentée par la Figure 2.7. 

Pour prévoir l'utilité d'une observation du débit maximum annuel, il faut d'abord 

étudier le risque a priori, par la suite le risque a posteriori, et enfin effectuer une prévision de 

leur différence. 

2.4.1 Analyse du risque a priori 

Il s'agit de choisir entre les actions ao et al, en intégrant l'incertitude sur O. Les fonctions de 

coût de ces deux actions sont respectivement g(ao,8)=O et g(al,8)=1/6, exprimées en 

proportion des dommages liés à une inondation annuelle du territoire. Le risque R( ao) de 

l'action ao est donc identique à la prévision floue E(O), alors que le risque R(al) de l'action al 

est précisément 1/6. Dans la mesure où h>2/3, on peut déterminer l'action de risque minimal, 

puisqu'on a alors Rh (ao)=h/4>1/6=R(al). L'action al est toujours préférable dans ce cas. 

Lorsque l'imprécision est plus importante (h5.2/3), les risques des deux actions ne sont 

plus aussi aisément comparables, et il n'est pas possible de sélectionner une action optimale a 

priori sur la base de l'information disponible. Il faut utiliser une autre règle de décision. Nous 

supposerons que l'hydrologue accepte l'une des règles de décision paramétrées par l'équation 

(2.34). Dans ce cas, l'action ÔbIC
) sélectionnée a priori dépend de la valeur de 1C l'action ao est 

sélectionnée pour de faibles valeurs de le, alors que l'action al est choisie pour de plus grandes 

valeurs de K. On remarque qu'avec une règle de décision minimax (1(=1), l'action al est 

toujours choisie, puisque Rh (ao) > 1/6 quel que soit h. La Figure 2.11 montre à partir de quelle 

valeur de KI' action al devient préférable, en fonction du niveau h de la coupe. On observe que 

dès que Kdépasse 1/6, l'action sélectionnée est al, quel que soit h. 
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Figure 2.11: Valeur du paramètre rcde la règle de décision à partir de laquelle l'action al 

est sélectionnée a priori, en fonction du niveau h de la coupe du risque flou de l'action 110 

2.4.2 Analyse du risque a posteriori 

Pour déterminer quelle action sera sélectionnée après une observation du débit maximum 

annuel (n=I), il faut déterminer le risque a posteriori de chaque action pour chacune des deux 

observations possibles: r=0 ou r=1. Le risque a posteriori de l'action ao correspond à la 

prévision floue a posteriori de B, donc R(aolr,n) = E(Blr,n) , alors que le risque a posteriori de 

l'action al est toujours précisément 1/6, puisqu'il ne dépend pas de O. Pour r=0 et n=1, il est 

facile de déterminer le risque a posteriori de l'action ao, puisqu'il est fixé par hypothèse: 

R(aolr = O,n = 1) = E(Blr = O,n = 1) = E(O)/ 2 . 

La situation n'est pas aussi simple pour r=1; on doit appliquer la règle de Bayes 

généralisée [eq. (2.11)]. Pour chaque niveau h, B;,(aolr=I,n=I) est donné par la valeur p telle 

que E[8(B-p)]=0, puisque la vraisemblance est dans ce cas simplement O. Pour résoudre cette 

équation, on doit calculer des prévisions inférieures cohérentes pour des paris de la forme 

X( 0)= 02 
- O· p. Ceci peut se faire en appliquant le principe d'extension. Pour un niveau h 

fixé, l'information a priori peut être représentée par quatre prévisions inférieures (on peut en 
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effet transformer les prévisions supérieures en prévisions inférieures par application du premier 

axiome): 

1. E(fJ)=h/4; 

2. E(-fJ)=-E(8) =3h/4-1; 

3. E( (J,r=0,n= 1 )=E.( fJ)/2=h/8; 

4. E(-(J,r=O,n=I)=-E(8) /2=3h/8-1I2. 

On peut alors appliquer le principe d'extension des prévisions inférieures cohérentes 

[eq. (2.9)]: 

mB(8- ,u)] = sup inf{B(8- ,u)-Â1(8-E(8»-Â2(-8-E(-8» 
Âpo e 

-Â3/(r = O,n = 118)(8 - E(81r = O,n = 1») 

-Â4/(r = O,n = 118)(-8-E(-81r = O,n = 1»)} 

m 8(8 - ,u)] =sup inf{8(8- ,u) - Â1 (8 - h) + Â2 (8 + 3h -1) 
Â. .>0 e 4 4 

J 

-Â3 (1- 8{ 8 - ~) + Â4 (1- 8{ 8 + 3: -~) } 

(2.40) 

(2.41) 

On détermine Rh (aolr= 1,n= 1) de façon similaire, en appliquant le premier axiome 

[eq. (2.1)]. La Figure 2.12 présente les risques flous a posteriori ainsi obtenus. Notons que 

R(aolr = l,n = 1) a été obtenu en résolvant numériquement la règle de Bayes généralisée pour 

h=O(O.I)1. On remarque que l'imprécision sur R(aolr=I,n=I) est beaucoup plus importante que 

l'imprécision sur R(aolr=O,n=I). On pouvait s'attendre à un tel résultat, puisque 

R(aolr = O,n = 1) est fixé par l'hydrologue, alors que R(aolr = l,n = 1) est obtenu par 

application du principe d'extension, qui ne donne qu'une estimation conservatrice de la 

prévision imprécise que fixerait réellement un individu cohérent. 
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Figure 2.12: Risque flou a posteriori de l'action ao 

Comme dans le cas de l'analyse a priori, on ne peut déterminer l'action minimisant le 

risque que lorsque l'imprécision est relativement faible. Pour une règle de décision paramétrée 

selon l'équation (2.34), la Figure 2.13 montre à partir de quelle valeur de TC l'action al est 

préférée à l'action ao. Dès que l'imprécision sur la prévision de () est telle que h~8/9, il n'est 

plus possible de déterminer une action optimale après observation de r=0 sur la base de 

l'information a priori. Il faut alors connaître la valeur de TC pour déterminer la décision 8(K)(r) 

à prendre. Nous avons inclus sur ce graphique la courbe obtenue a priori, et déjà décrite par la 

Figure 2.11. 

On peut observer que la courbe calculée a priori se situe entre les deux courbes 

obtenues a posteriori. Ceci signifie que certaines combinaisons de décision a priori et de 

décision a posteriori sont incompatibles. Quelles que soient les valeurs de TC et h, on ne 

trouvera pas 8(K)(0)=a1 si 8~K)=ao, ni 8(K)(1)=aO si 8~K)=aI. Cela semble logique: si l'on 

préfère a priori ne pas relever le niveau de la digue (8~K)=aO), alors l'observation d'une crue 

printanière pour laquelle cette amélioration est inutile (r=0) devrait consolider la décision a 

priori (8(K)(0)=ao). De la même façon, si l'hydrologue préfère a priori construire (8~K)=aI), 
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alors l'observation d'une crue printanière qui aurait été contenue par une digue plus haute 

(r=I) ne devrait pas le faire changer d'idée (8(K)(I) =al). 
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Figure 2.13: Valeur du paramètre Kde la règle de décision à partir de laquelle l'action al 

est sélectionnée a posteriori, en fonction du niveau h de la coupe du risque flou de 

l'action ao 

On peut donc distinguer quatre cas possibles, correspondant à chacune des quatre 

zones identifiées par les lettres A à D sur la Figure 2.13. Les caractéristiques principales de ces 

quatre zones sont détaillées par le Tableau 2.1. Sachant à quelle zone appartient le couple 

(h,K), on peut ainsi connaître 8bK), 8(K)(r = 0) et 8(K)(r = 1). 
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Tableau 2.1: Décision a priori et a posteriori correspondant à chacune des quatre zones 

identifiées sur la Figure 2.13 

Zone 8(K) 
0 

8(K)(r = 0) 8(K)(r = 1) bornes pour h et K 

A al al al h~8/9, ~1/3 

B al ao al 1/6~~1/3 

C ao ao al h~2/3, ~1/6 

D ao ao ao h~/3, ~1/6 

2.4.3 Valeur a posteriori de l'Information 

Les analyses de risque a priori et a posteriori permettent de sélectionner, pour K fixé, une 

action a priori 8~K) et une action a posteriori 8(K)(r) pour r=0 et r=l. Ceci permet d'établir 

une prévision imprécise a posteriori de la valeur de l'information. En appliquant la définition 

proposée de la valeur imprécise de l'information [eq. (2.26)], on obtient pour la prévision 

inférieure: 

VSI(r ~ 0,6«» ~ {~/6 -E(1Ijr ~ O,n ~ 1) :: 

VSI(r ~ 1,6«» ~ {~1Ijr ~ I,n ~ 1)-1/6 :: 

8bK) =a} et 8(K)(0)=ao 

8bK) = 8(K)(0) 

8bK) = ao et 8(K)(1) = a} 

8bK) = 8(K)(1) 

(2.42) 

(2.43) 

On détermine de la même façon la prévision supérieure. Puisque l'on a déjà déterminé 

une prévision floue a posteriori pour () à la section précédente, on calcule facilement la valeur 

floue de l'information pour r et Kfixés. 

2.4.4 Prévision floue de la valeur de l'Information 

Selon la définition proposée [eq. (2.30)], XVSI(8(K» est donné par la prévision inférieure 

suivante: 

Cette expression se simplifie, car si 8bK)=ao alors VSI(r = 0, 8(K» =0, et si 8bK)=at 

alors VSI(r = l, 8(K» =O. Conséquemment, on peut écrire: 
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~8. VS/(r = 1,Ô(K»] 

~(1- 8)· VS/(r = O,Ô(K»] 

° 

si ôbK) = ao et Ô(K) (1) = al 

si ôbK) = al et Ô(K) (0) = ao 

Sinon 

83 

(45) 

En remplaçant VS! par sa définition, et après quelques manipulations algébriques, on 

obtient: 

E(8)· [ E(~ = 1,n = 1) - !J SI ôbK
) = ao etô(K) (1) = al 

[1- E(8)]- [! -E(8\r = O,n = 1) J si 

[1- E(8)]- [! -E(8\r = O,n = l)J SI 

ôbK) = al et Ô(K) (0) = ao eth ~! 
~ (46) 

ôbK) = al et Ô(K) (0) = ao eth>-
9 

° sinon 

De la même façon, on peut déterminer la prévision supérieure de la valeur de 

l'information: 

- [- 1J E(8)· E(8\r = 1,n = 1)- 6 

[1-E(8)l[!-E(8\r=0,n=l)] SI (47) 

° Sinon 

A partir de ces équations, on peut obtenir, pour 1C et h fixés, une prévision imprécise de 

la valeur de l'information. Par exemple, la Figure 2.14 présente la prévision floue de la valeur 

de l'information obtenue pour une règle de décision minimin (1(=0), ce qui permet d'observer 

comment évolue l'imprécision sur la valeur de l'information lorsque l'on fait varier la valeur de 

h. On observe qu'il ne s'agit pas d'un nombre flou au sens strict, puisque la largeur des 

intervalles ne décroît pas avec h. En fait, pour h<2/3, la valeur de l'information est nulle, car 

dans ce cas l'imprécision sur la prévision de 8 est telle qu'une information supplémentaire ne 

permet pas de modifier la décision a priori. 
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Figure 2.14: Prévision floue de la valeur de l'information pour une règle de décision 

minimin (1(=0) 

Pour 1I6$;~1I3, la Figure 2.13 montre que ÔbK) = al et Ô(K) (0) = ao quel que soit h. 

Dans ce cas, comme le montre la Figure 2.15, la valeur de l'information n'est jamais 

précisément zéro, puisqu'une information supplémentaire peut toujours modifier la décision a 

priori. On voit aussi, comme pour la règle de décision minimin, que la prévision inférieure de la 

valeur de l'information peut être négative. Par contre, la prévision supérieure est toujours 

positive. Nous donnons à ce phénomène l'interprétation suivante. 

L'estimation de la valeur de l'information que nous avons réalisé est basée sur un 

ensemble limité de contraintes qui ne permettent pas nécessairement d'identifier a priori ou a 

posteriori une action de risque minimal, et il faut introduire une règle de décision arbitraire. Il 

n'est pas nécessaire que l'information modélisée par ces contraintes représente la totalité de 

l'information disponible. Il se pourrait que d'autres informations soient disponibles, qui 

permettraient de préciser les prévisions, et éventuellement d'identifier une action optimale a 

priori et a posteriori. Négliger ces informations et utiliser une règle de décision arbitraire peut 

mener à une action sous-optimale, et donc à une valeur négative de l'information. 
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Figure 2.15: Prévision floue de la valeur de l'information lorsque l/6~tc::;l/3 

Il est intéressant d'observer la valeur de l'information lorsque 8bK
) = ao et 

8(K) (1) = al . La Figure 2.13 montre que cette combinaison ne se produit que pour une gamme 

assez restreinte de valeurs de K et de h, et qu'elle est impossible lorsque h>2/3 . Par contre, la 

valeur de l'information peut être assez élevée dans ces situations, comme le montre la Figure 

2.16. Si la prévision inférieure n'est jamais positive, la prévision supérieure atteint 5/6. 
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Figure 2.16: Prévision imprécise de la valeur de l'information en fonction de h, lorsque 

8bK) = ao et 8(K) (1) = al 

Il peut être difficile de déterminer quelle règle de décision choisir. On peut préférer 

effectuer une prévision conservatrice de la valeur de l'information, en déterminant le minimum 

de XVS! et le maximum de XVS! pour toutes les valeurs de 1< entre 0 et 1. Pour déterminer si 

la valeur de l'information est suffisante pour justifier de retarder le projet, il faut la comparer au 

coût de l'échantillonnage XCS, qui correspond dans ce cas au risque supplémentaire de 

débordement relié à l'attente R(ao), duquel on peut retrancher le risque de l'action optimale a 

priori R(â). Puisque R(ao) et R(â) sont des prévisions floues, on obtient un coût 

d'échantillonnage flou. La Figure 2.17 montre les deux nombres flous ainsi obtenus pour la 

valeur de l'information et le coût de l'échantillonnage. Cette dernière prévision peut être 

interprétée comme le coût minimal d'acquisition d'une information supplémentaire. En effet, 

elle mesure le coût espéré des dommages qu'une protection supplémentaire aurait permis 

d'éviter, sans compter le coût relié à la mesure du débit maximum annuel. 
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Figure 2.17: Comparaison de la valeur de l'information et du coût relié à son acquisition 

On remarque que XVSI h < XCS h (0) pour h>8/9. Ainsi, si l'hydrologue accepte de 

fixer pour Oune prévision au moins aussi précise que ES/9 (O)=[2/9,3/9], alors il peut conclure 

que la valeur de l'information est inférieure à son coût d'acquisition, de sorte qu'il est 

préférable de prendre immédiatement la décision de relever le niveau de la digue. Autrement, 

l'information a priori est insuffisante pour permettre de déterminer s'il est préférable 

d'échantillonner encore une année ou d'agir immédiatement. 

Maintenant que nous avons illustré la théorie des prévisions inférieures par un exemple 

simple de prévision de la valeur de l'information, nous pouvons présenter une application 

concrète pour laquelle le langage des prévisions inférieures permet une réelle prise en compte 

d'une information a priori subjective. 





3. VALEUR D'UNE INFORMATION HYDROLOGIQUE 
AU SITE DE CONSTRUCTION D'UN OUVRAGE HYDROELECTRIQUE 

Ce troisième chapitre sera consacré à une estimation imprécise de la valeur de l'information 

pour un problème sinon réel, du moins réaliste. Il s'agit d'estimer la valeur d'une information 

hydrologique locale sur un bassin versant où l'on envisage l'aménagement d'un complexe 

hydroélectrique. Pour montrer l'intérêt pratique des outils développés au chapitre précédent, 

nous nous inspirerons largement d'un problème réel auquel l'entreprise d'électricité Hydro­

Québec a dû faire face à la fin des années 1980. 

Pour suivre l'évolution de la demande québécoise en électricité et pour honorer des 

contrats d'exportation, cette société devait planifier et réaliser de nouveaux aménagements 

hydroélectriques (Hydro-Québec, 1991). Différents projets étaient envisagés, entre autres un 

aménagement hydroélectrique sur la rivière Sainte-Marguerite (SM3). Nous montrerons 

comment la théorie des prévisions inférieures peut aider à formaliser le processus 

d'ordonnancement des projets, et peut permettre de prévoir l'utilité économique de 

l'information hydrologique dans ce type de décision. 

L'objectif de cette application est d'abord d'illustrer par un exemple plus concret la 

théorie développée au chapitre précédent. Les résultats que nous présentons ne sont pas 

directement utiles sur le plan décisionnel, puisque Hydro-Québec a déjà décidé de réaliser le 

projet SM3. Les travaux progressent, et la mise en service est prévue pour 2001 (Hydro­

Québec, 1997). Cependant; la méthodologie est transférable à des problèmes similaires. 

3.1 Problématique générale 

Hydro-Québec (1991) prévoyait pour la période 1990-2003 une augmentation de la demande 

québécoise en électricité de l'ordre de 33 TWh par an, passant de 157 TWh à environ 190 

TWh. L'entreprise disposait à l'époque d'un surplus de l'ordre de 20 TWh, et pouvait combler 

les besoins additionnels en continuant l'aménagement du complexe La Grande. Les centrales 

La Grande-l, Laforge-l et Brisay étaient déjà en construction et pourraient produire à elles 

seules 14 TWh (Hydro-Québec, 1991), ce qui serait suffisant pour la société québécoise. 

Cependant, l'entreprise avait aussi comme objectif d'exporter de l'électricité, en particulier 
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vers le Vermont et l'état de New York. Des contrats étaient déjà signés pour 12.6 TWh, et on 

s'attendait à pouvoir vendre 12.4 TWh supplémentaires d'ici 2003, pour un total de 25 TWh. 

Simplement pour respecter les engagements déjà pris, il fallait pouvoir produire environ 12 

TWh supplémentaires. Les deux dernières centrales préwes dans le cadre du complexe La 

Grande (Laforge-2 et Eastmain-l) ne pourraient produire que 4.5 TWh. TI fallait entreprendre 

de nouveaux chantiers, pour produire au moins 7 TWh supplémentaires. 

Différents projets étaient envisagés, dont un troisième aménagement hydroélectrique 

sur la rivière Sainte-Marguerite (projet SM3), ainsi que les complexes hydroélectriques 

Grande-Baleine et Nottaway-Broadback-Rupert (projet NBR). Le Tableau 3.1 présente 

quelques caractéristiques de ces trois projets. 

Tableau 3.1: Caractéristiques technico-économiques des projets étudiés pour réaliser les 

objectifs d'exportation d'électricité (adapté de Hydro-Québec, 1991) 

Puissance Production annuelle Prix de revient 
Nom du projet à la pointe (MW) estimée (TWh) estimé (~/kWh) 
Sainte-Marguerite-3 (SM3) 790 4 4.0 

Grande-Baleine (GB) 3 160 16 4.4 

Nottaway-Broadback-Rupert (NBR) 8440 45 4.6 

En étudiant la rentabilité de ces trois projets, l'entreprise décida de produire l'électricité 

destinée à l'exportation grâce à Grande-Baleine et SM3, et de reporter après 2003 le projet 

NBR. En mars 1994, suite à une diminution de la demande en électricité dans l'état de New 

York et aux protestations du peuple Cri face au projet Grande-Baleine, un contrat de 3 TWh 

avec la compagnie Consolidated Edison fut annulé (DOE, 1995). Hydro-Québec ne devait plus 

trouver que 4 TWh pour combler les besoins à venir. L'entreprise délaissa le projet Grande­

Baleine et entreprit d'aménager un réservoir et une nouvelle centrale sur la rivière Sainte­

Marguerite. Nous présentons dans cette section les grandes lignes de ce projet, les 

informations hydrologiques disponibles, et nous discutons de certaines des difficultés 

rencontrées par les hydrologues pour justifier le projet et dimensionner les ouvrages. 
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Figure 3.1: Plan général de l'aménagement, projet SM3 (tiré de Hydro-Québec, 1991) 
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3.1.1 Aménagement hydroélectrique 5M3 

Comme son nom l'indique, le projet SM3 constitue le troisième aménagement hydroélectrique 

sur la rivière Sainte-Marguerite, dont l'embouchure est située à mi-chemin entre les villes de 

Port-Cartier et de Sept-Des sur la Côte-Nord, à environ 700 km au nord-est de Montréal. La 

Figure 3.1 montre le plan général de l'aménagement envisagé dans le rapport d'avant-projet 

(Hydro-Québec, 1991). On remarque l'emplacement des centrales Sainte-Marguerite-l 

(aujourd'hui démantelée) et Sainte-Marguerite-2 (SM2) à 10 km de l'embouchure, ainsi que 

l'emplacement projeté de la centrale Sainte-Marguerite-3 (SM3), environ 90 km en amont de 

l'embouchure. Alors que les centrales précédentes étaient au fil de l'eau, le projet SM3 

comprend la mise en eau d'un ensemble de trois réservoirs permettant de constituer une 

réserve utile de 4090 hm3 destinée à la production énergétique. 

De façon à augmenter la production hydroélectrique à la centrale, il avait été décidé de 

détourner la rivière Carheil et la rivière aux Pékans, deux affluents du bassin versant de la 

rivière Moisie, située à l'est de la rivière Sainte-Marguerite. Ceci permettait d'obtenir un bassin 

versant de 7330 km2 au site SM3, ajoutant ainsi 2530 km2 au bassin naturel. Pour minimiser les 

impacts environnementaux sur le bassin de la rivière Moisie, en particulier pour préserver le 

saumon atlantique, un ouvrage régulateur permettant de restituer une partie suffisante des eaux 

des rivières Carheil et aux Pékans dans la rivière Moisie était prévu. Notons que suite à la 

controverse qu'a suscité le projet dans la population, Hydro-Québec n'a pas encore obtenu 

l'autorisation du Gouvernement du Québec pour effectuer ce détournement (Hydro-Québec, 

1997). 

3.1.2 Mesures du débit disponibles 

Au moment où furent effectuées les études d'avant-projet (1986-1990), on ne disposait 

d'aucune mesure du débit au site SM3. Une station de mesure du débit journalier (à partir de 

la hauteur d'eau) avait été installée en 1987, mais les données ne furent disponibles qu'en 

1990, entre autres à cause des délais reliés à la validation de la courbe niveau-débit. Par contre, 

on avait certaines informations au site SM2. Avant la mise en service de cette centrale (1954), 

il existait à cet endroit une station de mesure hebdomadaire du débit, mise en service en 1937. 

A partir de la production des turbines et de l'ouverture des vannes de l'évacuateur à SM2, il a 
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aussi été possible d'estimer le débit journalier après 1954. Finalement, le débit de la portion 

détournée du bassin de la rivière Moisie pouvait être estimé à partir des données journalières 

d'une station située sur la rivière aux Pékans, à quelques kilomètres de l'emplacement du 

détournement envisagé. Cette station fut en opération de 1965 à 1982. 

3.1.3 Transfert de l'Information régionale 

Pour justifier le projet, étudier les variantes d'aménagement et effectuer les études technico­

économiques requises, il fallait arriver à estimer le débit au site SM3 à partir des données 

disponibles. Si l'on pouvait prétendre connaître assez bien le débit détourné du bassin de la 

rivière Moisie, il en était autrement du débit naturel à SM3. On ne connaissait qu'une 

estimation du débit 80 km en aval (SM2). Comme cela est expliqué dans CRS (1995), les 

hydrologues d 'Rydro-Québec ont procédé par rapport de superficie de bassin versant pour 

estimer le débit à SM3, tout en étant conscients de l'imprécision des données reconstituées à 

SM2 et des limites du procédé de transfert de l'information utilisé. 

La confiance limitée qu'avaient les hydrologues dans l'estimation ainsi obtenue du débit 

à SM3 est reflétée par leur comportement ultérieur. Après avoir observé en 1990 un écart de 

20% entre les débits journaliers reconstitués et les débits journaliers mesurés à SM3, on a 

pensé que ce problème pouvait être lié à l'imprécision de la courbe de rendement des turbines 

et de la courbe de tarage de l'évacuateur à SM2. Une série de quatorze jaugeages en 

différentes conditions d'ouverture des vannes d'évacuateur et de turbinage a confirmé ce biais, 

et les apports à SM2 ont été réévalués à la hausse (CRS, 1995). 

Toutefois, toujours selon CRS (1995), cet exercice de correction s'est avéré erroné et 

a conduit à une surévaluation de la production et de la rentabilité. En 1994, on observait une 

surestimation de 10% des valeurs transférées. On suppose que cet écart provient de 

l'utilisation du rapport des superficies de bassin versant pour transférer l'information, en 

négligeant la variabilité spatiale des précipitations. 

La Figure 3.2 présente la série de débits annuels obtenue à SM2 à partir de la 

production et de l'évacuation, ainsi que les débits estimés à SM3 par rapport de bassin versant. 

Pendant la période utilisée pour les études d'avant-projet (1958-82), le débit moyen à SM2 fut 

de 139 m3/s, avec un écart-type d'environ 20 m3/s. Etant donné que le bassin versant à SM2 
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fait 6130 km2 contre 4800 km2 à SM3, on estimait à 109 m3/s le débit moyen pour la même 

période à SM3, par rapport de superficies de bassin versant (avant la correction de 1992). 
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Figure 3.2: Débit annuel à SM2 et à SM3 pour la période 1958-1982 (adapté de 

Hydro-Québec, 1992) 

3.1.4 Caractéristiques hydrologiques et technico-économiques du 

projet Sainte-Marguerite-3 

Dans l'étude d'avant-projet de SM3, trois variantes d'aménagement ont été considérées: une 

première variante sans détournement des affluents de la rivière Moisie (SM3-A), une seconde 

variante avec détournement complet des rivières Carheil et aux Pékans (SM3-B), ainsi qu'une 

troisième variante comprenant un détournement partiel de ces deux rivières (SM3-C), de façon 

à minimiser l'impact sur l'environnement de la rivière Moisie (Hydro-Québec, 1991). En 

fonction de l'information disponible et des techniques de transfert d'information utilisées, le 

Tableau 3.2 présente, pour ces trois variantes, les estimations du module total à SM3, c'est-à­

dire le débit moyen annuel naturel au site, auquel s'ajoutent les apports du bassin de la rivière 

Moisie. La production annuelle, le prix de revient et le coût de construction sont aussi 

indiqués. 
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Tableau 3.2: Caractéristiques des variantes étudiées du projet SM3 (adapté de Hydro­

Québec, 1991) 

Variante 
A: sans détournement 

B: avec détournement 

Module Production Prix de revient 
(m3/s) (TWh/an) (t/kWh 1991) 

109 2.8 5.0 

165 

C: détournement et débit réservé 155 

4.4 

4.1 

3.7 

4.0 

Coût de construction 
(109$ 1990) 

1.1 

1.3 

1.3 

Pour faire un compromis entre la rentabilité et la protection de l'environnement, Hydro­

Québec (1991) proposait le projet C. Cependant, rappelons qu'Hydro-Québec n'a toujours pas 

obtenu les autorisations gouvernementales nécessaires pour effectuer ce détournement (Hydro­

Québec, 1997). En conséquence, il se pourrait que le prix de revient de l'électricité soit 25% 

plus élevé que prévu. Dans ces conditions, le projet SM3 serait moins rentable que les projets 

Grande-Baleine et NBR. 

3.1.5 Sensibilité de la rentabilité et des coûts de construction au débit 

Le débit à SM3 a bien sûr des répercussions sur le dimensionnement des ouvrages, mais aussi 

sur la rentabilité du projet. Une étude réalisée par Hydro-Québec suite à la réévaluation des 

débits à SM2 a conclu, pour la variante C, qu'une augmentation de 6% du module à SM3 (le 

débit moyen annuel passerait de 155 à 164 m3/s) n'aurait pas d'impact significatif sur le coût 

de construction mais améliorerait la rentabilité de 5%, en faisant passer le prix de revient de 

4.0 t/kWh à 3.8 t/kWh (Hydro-Québec, 1992). Ceci est en parti dû à une réduction 

importante du temps de remplissage du réservoir, qui passe de 46 à 39 mois, soit une réduction 

de 15%. Une méconnaissance du débit peut donc mener à une mauvaise évaluation de la 

rentabilité du projet, sans avoir d'influence sur les coûts reliés au dimensionnement des 

ouvrages. 

3.2 Problématique étudiée 

Le projet SM3 est complexe, et l'étude des conséquences des différentes incertitudes sur le 

dimensionnement des ouvrages et la rentabilité l'est aussi. Dans la suite de ce chapitre, nous 

nous concentrerons sur le problème d'estimation de la rentabilité et sur l'ordonnancement des 
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projets, en relation avec l'incertitude sur le débit à SM3. En particulier, nous tenterons de 

répondre aux questions suivantes: 

• En fonction de l'information disponible au moment de l'étude d'avant-projet, était-il 

préférable de lancer la construction de SM3 malgré l'incertitude sur la rentabilité, ou aurait­

il été plus judicieux de choisir un autre projet? 

• Quelle aurait été l'utilité, au moment de choisir le projet à réaliser, d'une observation du 

débit moyen annuel? 

• Aurait-il été avantageux de retarder la décision d'une année pour obtenir cette information? 

Nous utiliserons la théorie des prévisions inférieures cohérentes pour répondre à ces 

questions, ainsi que la définition de la valeur de l'information proposée au chapitre précédent. 

Il faudra entre autres établir une fonction de coût de façon à relier le débit à SM3 à la 

rentabilité, modéliser l'information a priori à l'aide de prévisions imprécises, choisir une 

distribution d'échantillonnage, appliquer la théorie, et quantifier le coût d'acquisition de 

l'information. 

L'analyse sera basée sur les informations disponibles au moment de l'étude d'avant­

projet, en négligeant les développements ultérieurs intervenus dans ce dossier, l'objectif étant 

de voir ce qu'auraient pu apporter à ce moment une analyse plus formelle de la décision, basée 

sur la théorie des prévisions inférieures cohérentes. 

Notons que les résultats sont présentés avec un nombre limité de chiffi'es significatifs, 

de façon à respecter le niveau de précision des données. Bien sûr, les calculs ont été effectués 

avec beaucoup plus de précision. Un désavantage de cette présentation est que le lecteur qui 

voudra refaire les calculs obtiendra de légères erreurs d'arrondi. 

3.3 Espace des actions 

Dans le rapport d'avant-projet, Hydro-Québec (1991) discute de la nécessité d'augmenter sa 

capacité de production hydroélectrique, en reconnaissant cependant que SM3 n'est pas le seul 

projet qui puisse être envisagé pour répondre aux besoins futurs en électricité: 

Selon le scénario de croissance moyenne, incluant l'objectif d'exportation, de 
nouveaux équipements seront nécessaires après l'an 2000 pour répondre aux 
besoins énergétiques. (p. 10) 



Valeur d'une infonnation hydrologique au site de construction d'un ouvrage hydroélectrique 97 

La solution de remplacement à l'aménagement Sainte-Marguerite-3 
consisterait à devancer un autre projet hydroélectrique dont la mise en service 
serait elle aussi possible pour 2001. En l'occurrence, il s'agirait du complexe 
Nottaway-Broadback-Rupert ... (p. 19) 

Par ailleurs, si on considère les besoins en énergie du Québec seulement, sans 
l'objectif d'exportation de 3 500 MW, on peut envisager deux scénarios: 
• soit réaliser les trois centrales du complexe Grande-Baleine de 2002 à 

2009 et ensuite Sainte-Marguerite-3 en 2010; 
• soit réaliser Sainte-Marguerite-3 dès 2001 et réaliser par la suite soit 

Grande-Baleine, soit d'autres projets de moindre envergure et de moindre 
coût. (p. 15) 

Pour tenir compte de l'incertitude reliée à la réalisation des objectifs d'exportation, 

nous effectuerons deux analyses distinctes. Dans la première, nous ferons l'hypothèse que le 

projet Grande-Baleine (GB) sera entrepris pour produire une partie de l'énergie destinée à 

l'exportation, et qu'il faut choisir ensuite entre les projets SM3 et NBR. Dans un deuxième 

temps, nous ne tiendrons pas compte de l'objectif d'exportation et comparerons les projets 

SM3 et Grande-Baleine. Soit Sl={SM3,NBR} et S2={SM3,GB} les ensembles d'actions 

possibles correspondant à ces deux scénarios. 

3.4 Fonction de coût 

Pour effectuer une analyse de la décision, il faut mesurer l'utilité de chaque action, c'est-à-dire 

établir une échelle de préférences permettant de comparer les actions. En ce qui concerne le 

choix d'un projet, on retient cette citation du rapport d'avant-projet (Hydro-Québec, 1991): 

Pour établir l'ordonnancement des projets, le prix de revient n'est pas le seul 
critère utilisé. En effet, il faut aussi tenir compte de l'état d'avancement des études 
et de la production énergétique des équipements. (p. 10) 

Puisque nous avons construit l'espace des actions en fonction de l'état d'avancement 

des études et de la production énergétique des équipements, nous pouvons comparer les 

actions sur la base du prix de revient de l'électricité. En consultant le Tableau 3.1, on voit que 

le projet SM3 est plus utile que Grande-Baleine et NBR. Cependant, l'estimation du prix de 

revient de ce projet dépend entre autres de deux variables, sur lesquelles subsiste une 

incertitude importante: 
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• le module naturel à SM3, estimé par rapport de superficie de bassins versants (Q); 

• l'autorisation de prélever un débit {?M dans le bassin versant de la rivière Moisie. 

Dans cette section, nous développons une fonction de coût g(SM3,Q,{?M,O), 

permettant d'évaluer le prix de revient du projet SM3 en fonction du module naturel à SM3 et 

de la probabilité () que le Gouvernement du Québec accepte qu'Hydro-Québec prélève un 

débit QM dans le bassin versant de la rivière Moisie. Puisque la rentabilité des projets Grande­

Baleine et NBR n'est vraisemblablement pas influencée par les caractéristiques hydrologiques 

du projet SM3, nous fixerons g(GB,Q,{?M, 8)=4.4 t/kWh etg(NBR,Q,QM, 0)=4.6 t/kWh. 

Tableau 3.3: Prix de revient de l'électricité à SM3, en fonction du module naturel à 

SM3, du débit détourné et du débit réservé (adapté de Hydro-Québec, 1991 et 1992) 

Valeurs numériques utilisées dans chacune des études 

Module naturel + Débit détourné - Débit réservé = Module total Prix de revient 
Variante (Q, m3/s) (Qo, m3/s) (QR, m3/s) (QT, m3/s) (t/kWh 1991) 
A 109 0 0 109 5.0 

B 109 56 0 165 3.7 

C 109 56 10 155 4.0 

D 122 52 10 164 3.8 

Les études effectuées pour calculer la rentabilité des différentes variantes du projet 

SM3 peuvent être utilisées pour relier la rentabilité au module naturel à SM3. On dispose de 

quatre études de ce type: celles réalisées pour les variantes A, B et C, dont les caractéristiques 

principales sont résumées par le Tableau 3.2, et l'étude effectuée après révision du débit à SM2 

(Hydro-Québec, 1992), que nous nommerons pour simplifier la variante D. Ces études 

évaluent le prix de revient de l'électricité en fonction, entre autres, d'estimations du module 

naturel à SM3 (Q), du débit détourné du bassin de la rivière Moisie (Qo), et du débit réservé 

(QR), qui est retourné à la rivière Moisie. Les valeurs de ces paramètres utilisées pour les 

quatre études sont résumées par le Tableau 3.3. Notons que le débit détourné est différent 

pour les variantes C et D car ce débit a été réévalué à la baisse en 1992 suite à une période de 

plus faible hydraulicité. 

Vraisemblablement, la rentabilité du projet dépend peu de la provenance de l'eau, mais 

plus de son volume. Ainsi, on peut supposer que les deux dernières colonnes du Tableau 3.3 
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donnent une bonne indication de la rentabilité du projet SM3 en fonction du module total 

Q-r=Q+QM, quelle que soit la répartition de cette valeur entre le module naturel (Q) et le débit 

prélevé dans le bassin versant de la rivière Moisie (Q~QD-QR). Comme le montre la Figure 

3.3, la relation ainsi obtenue entre le module total (QT) et le prix de revient semble linéaire. La 

droite reliant les points, obtenue par moindres carrés, permet d'évaluer le prix de revient par 

7.4-0. 0224· (Q+QM). 

lUi 

3.5+--------r------~------~~------~------_r------~------~ 
100 110 120 130 140 150 160 170 

Module total il 5M3 (m"/s) 

Figure 3.3: Relation entre le prix de revient de l'électricité et le module total à SM3 

Si Hydro-Québec estime qu'une requête visant à prélever un débit QM dans le bassin de 

la rivière Moisie sera acceptée avec probabilité n, alors le prix de revient espéré de l'action 

SM3 peut être estimé par: 

g(SM3,Q,~,0)= 7.4 - 0.0224·(Q + QM'O) (3 .1) 

Au moment de l'étude d'avant-projet, le débit pouvant être prélevé dans le bassin de la 

rivière Moisie était mieux connu que le module naturel à SM3, car ce dernier était obtenu par 

transformation d'une estimation du débit à SM2 plutôt que par des mesures au site. Dans le 

reste de ce chapitre, nous négligerons l'incertitude sur le débit pouvant être prélevé, en 

insistant plutôt sur l' incertitude reliée à la décision du Gouvernement du Québec d'autoriser ou 

non les prélèvements dans le bassin de la rivière Moisie. Hydro-Québec (1991) prévoyait 
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prélever environ 46 m3/s dans le bassin de la rivière Moisie. En fixant pour simplifier 

Q~6 m3/s, on obtient la fonction de coût suivante, qui servira de base à notre analyse de la 

décision: 

g(SM3,Q, 8) = 7.4 - 0.0224·Q- 8 

g(GB, Q, 8) = 4.4 

g(NBR, Q, 8) = 4.6 

(3.2) 

Cette fonction de coût a l'avantage de décrire l'effet combiné de l'incertitude 

hydrologique à l'aide du paramètre Q et de l'incertitude politique à l'aide du paramètre 8. Il 

s'agit d'une représentation simplifiée du problème, qui ne tient en particulier pas compte de 

façon explicite des complications politiques, hydrauliques et géotechniques reliées aux projets 

Grande-Baleine et NBR. Selon nous, le projet SM3 est assez complexe en lui-même pour 

permettre d'illustrer de façon convaincante la méthodologie développée au chapitre précédent. 

3.5 Analyse du risque a priori 

La décision optimale a priori dépend de l'information disponible sur le module naturel à SM3 

et de la probabilité d'obtenir l'accord du Gouvernement du Québec pour détourner une partie 

du bassin versant de la rivière Moisie. Il se peut aussi que cette information soit trop ténue 

pour permettre d'identifier l'action de risque minimal. Etant donné la forme de la fonction de 

coût, des prévisions précises de Q et 8 sont suffisantes (mais ne sont pas nécessaires) pour 

départager les actions. Hydro-Québec (1991) propose 109 m3/s comme estimation du module 

naturel à SM3. Nous formaliserons cette information sous la forme de la prévision précise 

E(Q)=109. Ceci permet d'obtenir le coût de chaque action en fonction de 8uniquement: 

g(SM3,8) = Elg(SM3, Q, 8~8] = 5.0 - 8 

g(GB,8) = 4.4 

g(NBR,8) = 4.6 

(3.3) 

Ainsi, pour préférer le projet SM3 au projet Grande-Baleine, il faut être prêt à parier au 

moins avec probabilité E( 8)=0.6 sur une décision favorable du Gouvernement du Québec, alors 

que E( 8)=0.4 est suffisant pour rejeter le projet NBR. S'il faut choisir un projet 

immédiatement, s'il n'est pas possible d'attendre d'obtenir de meilleures informations sur le 

débit à SM3, alors le projet le plus rentable dépend de l'opinion d'Hydro-Québec sur la 
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vraisemblance d'une décision favorable du Gouvernement du Québec concernant le 

détournement du bassin de la rivière Moisie. 

S'il est possible de proposer une prévision précise pour Q, cela est plus difficile pour B. 

Puisque Hydro-Québec (1991) préférait le projet SM3 au projet NBR, on pourrait dire que 

l'entreprise s'est comportée comme si E(0)~.4. Cependant, une modélisation de l'information 

a priori basée sur l'observation du comportement du décideur demanderait une interprétation 

descriptive de la théorie des prévisions inférieures. On peut quand même imaginer que 

l'entreprise imaginait, avec un certain optimisme, pouvoir détourner une partie des eaux du 

bassin de la rivière Moisie. Autrement, d'autres projets plus rentables auraient été envisagés à 

ce stade. 

Etant donné le comportement du décideur dans le dossier du projet SM3, nous 

pourrions proposer une prévision imprécise [E( 0), 1] pour B. On obtiendrait un risque imprécis 

[4.0,5.0-E(0)] pour l'action SM3. Cependant, R(SM3) = 5.0 - E(B) pourrait s'avérer 

supérieur au risque d'un autre projet, et il faudrait construire une règle de décision arbitraire g 

pour choisir une action a priori. Par exemple, en utilisant le type de règle de décision g(IC), on 
1 

montre que SM3 est préféré à Grande-Baleine uniquement si ,ql-E(O)]<O.4. Pour simplifier la 

notation et la compréhension, on peut proposer l'emploi d'une variable p=l-,ql-E( 0)] qui 

intégrerait à la fois l'information imprécise sur B et la règle de décision arbitraire. Le paramètre 

p peut être interprété comme la probabilité que le Gouvernement du Québec accepte le 

détournement et qu'Hydro-Québec décide alors de construire SM3 malgré l'indécision qui 

pourrait subsister. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que le décideur est prêt à 

préciser cette valeur de p, et nous étudierons la sensibilité des résultats à la valeur de ce 

paramètre. 

Pour pE [0, 1] connu, le projet SM3 est donc préféré à Grande-Baleine si et seulement si 

p>0.6, et préféré à NBR si et seulement sip>O.4. De façon générale, si l'on compare SM3 à un 

projet alternatifP A dont le prix de revient est c, alors le risque a priori des deux actions est 

donné par: 

R(SM3) = 7.4 - 0.0224· E(Q) - P = 5.0 - P 

R(PA) =c 
(3.4) 
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Conséquemment, le risque de l'action optimale a priori est donnée par: 

R(â) = min{c, 5.0 - p} (3.5) 

3.6 Valeur de l'information parfaite 

On peut, a priori, déterminer la valeur d'une information parfaite sur le module naturel à SM3 

et sur la décision que prendra le Gouvernement du Québec concernant le détournement du 

bassin de la rivière Moisie. Cette valeur de l'information parfaite dépend de la quantité 

d'information a priori et de la façon dont elle est formalisée. 

3.6.1 Modélisation de l'Information a priori 

En premier lieu, nous utiliserons l'information régionale pour limiter le domaine de variation 

du module naturel Q. Ceci est nécessaire pour éviter une extrapolation abusive de la fonction 

de coût, qui fut déterminée de façon empirique. Si l'on peut accepter l'hypothèse de linéarité 

pour l'interpolation, rien ne nous assure que cette hypothèse tient aussi à l'extrapolation. On 

sait d'ailleurs que la relation ne saurait être linéaire pour des valeurs extrêmes de Q. Par 

exemple, si Q>290 m3/s le prix de revient évalué par la fonction de coût proposée devient 

négatifl Même en tenant compte de l'incertitude du module estimé à SM2, nous croyons qu'un 

hydrologue connaissant le bassin versant de la Sainte-Marguerite accorderait un poids 

négligeable à l'hypothèse que le module réel à SM3 soit supérieur à l'estimation disponible à 

SM2, et obtenue à partir d'un échantillon de 45 années de mesure. Ainsi, nous supposerons 

que Q~139 m3/s. De façon analogue, nous considérerons négligeable la possibilité que Q soit 

inférieur au débit estimé de la portion détournée des rivières Carheil et aux Pékans. Rappelons 

que cette portion du bassin versant de la rivière Moisie fait 2530 km2
, à peine plus de la moitié 

du bassin versant naturel à SM3. Il semble donc très peu probable que Q soit inférieur à 

QM=f6 m3/s. Rappelons que Q constitue la moyenne (ou la prévision) du débit annuel. Si l'on 

note x le débit observé une année quelconque à SM3, alors notre hypothèse sur le domaine de 

Q est équivalente à la prévision imprécise ~(x)=46 m3/s, E(x) =139 m3/s. 

Nous utiliserons aussi les informations employées pour identifier une action optimale a 

priori, c'est-à-dire que nous considérerons que l'information a priori permet d'effectuer la 

prévision précise E(Q)=109 m3/s et de préciser la valeur du paramètre p, qui intègre 
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l'incertitude politique et l'aspect arbitraire de la décision d'Hydro-Québec. Nous supposerons 

que p peut être fixé par le décideur, mais que sa valeur nous est inconnue pour le moment. 

En résumé, l'évaluation de la prévision supérieure du regret XOL proposée dans cette 

section repose sur les informations suivantes: 

• le module naturel à SM3 est supérieur à celui des portions détournées des rivières Carheil et 

aux Pékans, mais inférieur au module naturel à SM2, i.e. 46 m3/s:S; Q :s; 139 m3/s; 

• en considérant l'information régionale, on peut estimer le module naturel à 109 m3/s, 

information que nous avons modélisée par la prévision précise E(Q) = 109 m3/s; 

• le décideur est capable de fixer la probabilité p que le Gouvernement du Québec accepte 

qu'Hydro-Québec détourne sur une base annuelle 46 m3/s du bassin de la rivière Moisie, et 

que l'entreprise choisisse ensuite de construire SM3. 

3.6.2 Calcul de la valeur de l'Information parfaite à l'aide du théorème 

de l'enveloppe inférieure 

Pour calculer la valeur maximale de l'information parfaite, il est possible d'utiliser le principe 

d'extension des prévisions inférieures ou d'appliquer le théorème de l'enveloppe inférieure. 

Les deux approches mènent aux mêmes résultats, mais nous utiliserons la seconde car elle 

permet d'obtenir plus facilement une solution analytique. Rappelons que, pour Q et p connus 

et pour un ensemble d'actions S fixé, le regret d'une décision OoES est donné par: 

OL(Oo,Q,p) = g(Oo,Q,p)-inf g(a,Q,p) = sup[g(80 ,Q,p) - g(a,Q,p)] 
aES aES 

(3.6) 

Au lieu d'étudier séparément les ensembles d'actions SI={SM3,NBR} et 

S2={SM3,GB}, nous comparerons le projet SM3 à un projet alternatif PA de coût fixe c. On 

retrouvera SI pour c=4.6 t/kWh, et S2 pour c=4.4 t/kWh. Cela simplifie la présentation, et 

permet d'établir facilement la valeur de l'information parfaite pour un autre ensemble 

d'actions. 

La comparaison du coût des actions SM3 et PA montre que, pour Q et p connus, le 

projet SM3 est préféré au projet alternatif PA si et seulement SI 

g(SM3,Q,p)=7.4-0. 0224· Q-P<C. Il est utile de définir le débit critique Q(c,p) en dessous 

duquel le projet alternatif est plus rentable: 
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74-c-p 
Q(c,p) = . = 330 - 45·(c + p) 

0.0224 
(3 .7) 

On observe que le débit critique fait partie du domaine de définition du module Q 

seulement si 4.3 t/kWh < c+p < 6.4 t/kWh. Si ce n'est pas le cas, alors la décision n'est pas 

influencée par la valeur de Q, et la valeur de l'information est nulle. Nous supposerons donc 

par la suite que cette condition est vérifiée, puisque la solution est triviale dans les autres cas. 

On remarque que la condition est vérifiée quel que soit p pour les projets Grande-Baleine 

(c=4.4 t/kWh) et NBR (c=4.6 t/kWh). 

Pour l'ensemble d'actions S={SM3,PA}, on obtient les expressions suivantes pour le 

regret en appliquant la définition (3.6): 

OL(SM3,Q,p) = max[O; 7.4 - c - 0.0224· Q - p] 

OL(PA,Q,p) = max[O; c-7.4+ 0.0224·Q+ p] 
(3.8) 

La valeur maximale de l'information parfaite est obtenue à partir de la prévision 

supérieure de ce regret: 

XOL = inf E[OL(80 ,Q,p») 
00 65 

(3.9) 

Pour utiliser le théorème de l'enveloppe inférieure, il faut trouver la mesure de 

probabilité P qui maximise XOLP = inf XOLP (80 ) = inf E P[OL(80 ,Q,p»), tout en étant 
00 65 00 65 

compatible avec les contraintes imposées par l'information a priori. Rappelons que le 

paramètre p est supposé connu, de telle sorte que P est une mesure de probabilité sur le 

domaine de Q uniquement. Pour P connu, la prévision précise du regret XOLP(&) est obtenue 

en prenant l'espérance de (3.8): 

XOLP (SM3) = E P[7.4 - c - 0.0224· Q- PlQ 5 Q(c,p)] .p[Q 5 Q(c,p)] 

XOLP (PA) = EP[c -7.4 + 0.0224· Q + plQ > Q(c,p)]. p[IQ > Q(c,p)] 
(3.10) 

En remplaçant l'espérance conditionnelle par l'intégrale correspondante, on obtient: 

XOLP (SM3) = (7.4 - c - p). F(c,p) - 0.0224· f~(C,P) QdP 

XOLP (PA) = (7.4- c - p). {F(c,p)-l} + 0.0224· f~~:,p)QdP 
(3.11) 
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où F(c,p)= P[Q ~ Q(c,p)] correspond à la probabilité de non-dépassement du débit 

critique. On peut donc établir la valeur de l'information parfaite pour P connu, qui correspond 

au minimum deXOLP(SM3) etXOLP(fA). 

XOLP = (7.4-c- p)·F(c,p) 

• { J.Q(c,p). (p ) r139 Qd} +mm -0.0224· 46 QdP, +c-7.4 +0.0224· JQ(c,p) rp 
(3.12) 

La valeur de l'information parfaite quantifie en unités d'utilité l'influence d'une 

connaissance parfaite de Q sur la décision. Elle sera donc maximale pour les mesures de 

probabilités les plus sensibles à une information supplémentaire, et minimale pour des mesures 

de probabilités qui seraient peu ou pas modifiées par une information supplémentaire. Par 

exemple, la valeur de l'information parfaite est nulle pour une mesure de probabilité concentrée 

en un point, puisque dans ce cas on connaît déjà parfaitement la valeur de Q. A l'opposé, la 

valeur de l'information est maximale pour des distributions concentrées en deux points QI et 

Q2 de l'espace, puisque toute information supplémentaire permettra d'établir précisément 

laquelle des deux hypothèses est la bonne, à condition que ces points soient situés de part et 

d'autre du débit critique Q(c,p) de façon qu'une information supplémentaire puisse modifier la 

décision. Pour de telles distributions, le calcul de la valeur de l'information parfaite est 

considérablement simplifié: 

XOLP = (7.4-c- p)·F(c,p) 

+min{-0.0224. QI . F(c,p); (p + c - 7.4) + 0.0224· Q2 . [1- F(c,p)]} 
(3.13) 

Seules les distributions concentrées en deux points ayant pour espérance 

E(Q)=109 m3/s sont compatibles avec l'information a priori. Pour QI et Q2 connus, on peut 

donc préciser F(c,p): 

(3.14) 

De plus on observe que, pour F(c,p) fixé, la valeur de l'information parfaite est 

maximale lorsque QI est minimal et Q2 maximal. Le maximum de XOLP est donc atteint pour la 

distribution concentrée en QI=infQ=46 m3/s et Q2=SUP Q=139 m3/s ayant pour espérance 

E(Q)=109 m3/s. La valeur maximale de l'information parfaite est donc donnée par l'équation 

suivante: 
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XOL = min{(7.4 - c - p - 0.0224. inf Q). sup Q - ~(Q) ; 
supQ-mfQ 

(p + c + 0.0224. sup Q _ 7.4). E(Q) - i.nf Q} 
supQ-mfQ 

- . { 30 63} XOL = mm (6.4-c- p)'-' (p+c-4.3)·-
93 ' 93 
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(3.15) 
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Probabilité p que le détounwnent de 48 m'/s du bassin de la rivière Moisie 
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Figure 3.4: Valeur maximale d'une connaissance parfaite du module à SM3 

0,9 1 

On peut tracer XOL en fonction de p pour c fixé. A titre d'exemple, la Figure 3.4 

présente la valeur maximale de l'information parfaite pour les projets Grande-Baleine 

(c=4.4 ~/kWh) et NBR (c=4.6 ~/kWh). On observe que le maximum de cette fonction, bien 

qu'il ne soit pas atteint pour la même valeur de p, est identique pour les deux projets. En fait, 

on peut montrer que XOL est maximal pour p+c=5.0. Sa valeur est alors donnée par 

[l-F(C,p)]2=O.46 ~/kWh. 

La valeur d'une information hydrologique parfaite est importante, puisqu'elle est du 

même ordre de grandeur que l'écart de rentabilité entre les projets. Si l'on doit choisir entre 
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construire SM3 ou entreprendre le complexe NBR, la valeur d'une connaissance parfaite du 

module à SM3 est équivalente à une réduction du prix de revient de l'électricité d'au moins 

0.2 t/kWh, ce qui n'est pas négligeable étant donné la production annuelle des projets à 

l'étude. De plus, en fonction du niveau d'incertitude politique, la valeur d'une information 

hydrologique parfaite peut facilement doubler. 

TI faut comprendre qu'une information additionnelle sur Q peut bien sûr provenir de 

mesures du débit au site, mais aussi d'une analyse plus détaillée de l'information régionale 

disponible. Le fait que la mesure P, qui maximise XOLP et reste compatible avec le modèle de 

l'information a priori, soit dégénérée peut indiquer que des contraintes supplémentaires 

pourraient être obtenues à partir des connaissances du décideur. On pourrait par exemple 

imposer une variance minimale E(Q)=E{[(Q-E(Q)]2} pour Q. Reste à savoir quelle valeur 

donner à E(Q). Avant de se lancer dans une modélisation plus complexe de l'information a 

priori, on peut déjà comparer XOL au coût d'acquisition d'une information supplémentaire. 

En effet si la valeur de l'information parfaite, même ainsi surestimée, ne dépasse pas le coût 

d'échantillonnage on saura déjà qu'il ne vaut pas la peine de retarder la prise de décision. 

3.7 Evaluation du coût relié à l'observation du débit annuel 

Le coût d'acquisition d'une observation du débit annuel est relié principalement aux 

conséquences financières du report du projet. Parce que l'énergie produite était destinée à 

l'exportation, on peut évaluer le coût d'attente en fonction du bénéfice attendu de la vente de 

l'électricité. 

Hydro-Québec (1991) mentionne que le prix de vente de l'énergie, pour les contrats de 

12.6 TWh déjà signés au moment de l'étude d'avant-projet, était de 40% supérieur au prix de 

revient. Les livraisons, débutant plusieurs années avant la mise en service de la centrale SM3, 

devaient être assurées par la mise en service progressive du complexe Grande-Baleine, dont le 

prix de revient est estimé à 4.4 t/kWh. On en déduit que le prix de vente de l'énergie se situait 

autour de 6.2 t/kWh. 

En faisant l'hypothèse d'un prix de vente similaire pour l'énergie produite par SM3 et 

en considérant un prix de revient espéré donné par le risque de l'action optimale a priori [eq. 

(3 .5)] R(â) = min{c, 5.0 - p}, retarder la mise en service de la centrale SM3 de 2001 à 2002, 
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de façon à recueillir une observation du débit annuel, coûterait donc max{6.2 - e , 1.2 + p};, 

pour chaque kWh ainsi perdu. En étudiant les prévisions présentées dans le rapport d'avant­

projet (Hydro-Québec, 1991), on observe qu'il était prévu d'utiliser seulement une partie de 

l'énergie produite à SM3 la première année, soit environ 2 TWh. On pouvait donc prévoir un 

coût d'attente de l'ordre de max{124 - 20e ,24 + 20p} millions de doUars, payable une seule 

fois. Le taux d'actualisation était à ce moment de 11% (Hydro-Québec, 1992), de sorte que 

l'entreprise pouvait assimiler le coût d'attente à un paiement annuel de 

max {14 - 2.2e ,2.6 + 2.2 p} millions de dollars. Pour les projets alternatifs qui nous intéressent 

(NBR, avec e=4.6 t/kWh et Grande-Baleine, avec c=4.4 t/kWh), cela représente de 4 à 5 

millions de dollars par année. 

Le coût d' acquisition de l'information est relativement élevé. Mais, étant donné la 

production hydroélectrique prévue entre 3 et 4 TWh à SM3 (selon que l'on réalise ou non le 

détournement), une économie de l'ordre de 0.1 ;,/kWh serait suffisante pour justifier 

l'acquisition d'une information supplémentaire (en effet, 0.1 ;'/kWh· 1 TWh = 1 millions $). 

Remarquons que 0.1 ;,/kWh correspond justement à la précision utilisée par Hydro-Québec 

pour spécifier le prix de revient d'un projet. Conséquemment, la valeur d'une observation du 

débit annuel à SM3 dépasse son coût d'acquisition lorsqu'elle devient significative, 

relativement à la précision des mesures du prix de revient effectuées par Hydro-Québec. 

La valeur d'une connaissance parfaite du module naturel à SM3 [Figure 3.4], est au 

moins 0.1 ;'/kWh. Par contre, rien ne permet d'affirmer qu'une seule observation du débit a 

une telle valeur; cela dépend de l'idée a priori que l'on a de sa précision. 

3.8 Analyse du risque a posteriori 

Pour p fixé, le coût du projet SM3 est une fonction linéaire du module Q, ce qui implique que 

le risque a posteriori dépend de la prévision a posteriori de ce module, sur laquelle nous 

n'avons fait jusqu'à présent aucune hypothèse. Le principe d'extension des prévisions 

inférieures n'est pas très utile pour déterminer une prévision imprécise pour le pari Qlx, parce 

que des mesures de probabilité trop concentrées en quelques points de l'espace sont 

compatibles avec les prévisions utilisées jusqu'à présent pour représenter l'information a priori. 
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Ainsi, une distribution a priori dégénérée en E(Q) donnera E(Qjx)=E(Q). A l'opposé, une 

distribution a priori concentrée sur deux points (xJ') donnera E(Qjx)=x. 

Pour éviter que des distributions a priori trop concentrées soient compatibles avec les 

contraintes imposées par l'information a priori, nous proposons l'ajout d'une prévision précise 

E(Qjx) au modèle de l'information a priori. Selon que le poids relatif de l'information a priori 

est faible ou élevé en comparaison de l'information apportée par x, il semble naturel d'accorder 

à E(Qjx) une valeur plus ou moins proche de E(Q). On pourrait par exemple proposer une 

moyenne pondérée pour E(Qjx): 

E(Qlx) = no . E(Q) + x 
no +1 

(3 .17) 

où no quantifie le poids de l'information a priori, dans une unité de mesure analogue à 

une taille d'échantillon. Si no«I, on obtient E(Qlx)~x, ce qui signifie que l'information a priori 

est tellement vague que l'on préfère effectuer une prévision sur Q basée principalement sur une 

seule observation du débit. Au contraire, si no»1, alors une seule observation du débit ne 

modifie pas beaucoup l'idée que l'on se faisait a priori de la valeur de Q. 

Il est difficile de préciser une valeur pour no, et on pourrait envisager de représenter ce 

paramètre par un intervalle, ce qui rendrait imprécise la prévision du pari conditionnel Qlx. 

Cependant, pour des raisons techniques liées à la forme de la fonction de coût, nous 

supposerons que le décideur accepte de fixer une valeur précise pour no. Ainsi, il est possible 

de déterminer l'action optimale a posteriori sans avoir à définir une règle de décision arbitraire, 

et l'on peut calculer la valeur a posteriori de l'information de façon précise, sans recourir à 

l'emploi de la règle de Bayes généralisée. 

Pour p fixé, le risque a posteriori du projet SM3 est donné par: 

R(SM3lx) = 7.4 - 0.0224· E(Qlx) - p 

7.4(no + 1) - 0.0224 . [noE(Q) +x] = -p 
no +1 

= 2.4 - 0.0224· x + (5.0 _ p) 
no +1 

= 2.4 - 0.0224· x + R(SM3) 
no +1 

(3 .18) 
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On observe que le risque du projet SM3 diminue ou augmente selon que l'observation 

x est inférieure ou supérieure à la prévision a priori E(Q). Cette modification du risque est 

d'autant plus faible que le poids no de l'information a priori est faible. 

Si l'on compare a posteriori le projet SM3 à un projet alternatif de coût fixe c, on 

trouve que le projet SM3 est préféré dans la mesure où cette observation est supérieure à un 

certain seuil z: 

â(x) = SM3 ssi x ~ z, , ( ) 10 (c + p - 5.0)(no + 1) ou z = z C, p, no = 9 - -'----"---'-'--=----'-
0.0224 

(3.19) 

Ce seuil est plus facile à atteindre lorsque l'on a confiance que le projet de 

détournement pourra être réalisé, i.e. lorsque p est élevé. 

3.9 Valeur a posteriori d'une observation du débit annuel 

Etant donné que l'information a priori permet d'identifier les actions optimales a priori et a 

posteriori, on peut obtenir facilement la valeur a posteriori d'une observation du débit annuel. 

Si l'on compare le projet SM3 à un projet alternatif PA de coût c, la valeur a posteriori de 

l'information est, par définition, nulle si â = â(x), égale à R(SM3Ix)-c si â =SM3 et â(x) =P A, 

et égale à c-R(SM31x) si â=PA et â(x) =SM3. En combinant les équations (3 .18) et (3 .19), on 

obtient: 

2.4 - 0.0224 . x ( ) 5 0 ------ c+p +. SI 
no +1 

c + P > 5.0 et x < z 

VSI(x) = 0.0224· x - 2.4 ( ) 5 0 -----+ c+p -. SI 
no +1 

c + P ::; 5.0 et x > z (3.20) 

o SInon 

On remarque que VSI(x) ne dépend pas des valeurs individuelles de c et p, seulement de 

leur somme. Ainsi, le paramètre p agit comme une pénalité sur le prix de revient du projet 

alternatif 

3.10 Prévision imprécise de la valeur de l'information basée sur 

une hypothèse de normalité du débit annuel 

Pour obtenir une prévision de la valeur de l'information, on peut procéder en deux étapes: 
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1. Calculer l'espéranceXVS/(8) de VS/(x) par rapport à la distribution d' échantillonnage ftxl 8) 

de l'observation x. Il ne s'agit pas d'un intervalle, étant donné que la valeur a posteriori de 

l'information est précise. 

2. Construire une prévision imprécise pour XVS/( 8), après avoir modélisé l'information a 

priori sur les paramètres 9. Pour que l'information x soit utile, il faut évidemment que le 

vecteur 9 de paramètres comprennent au moins le module Q, mais x peut aussi dépendre 

d'autres paramètres, que l'on nomme usuellement des paramètres nuisibles. 

3.10.1 Modèle d'échantillonnage 

Le débit annuel est constitué de la moyenne des débits journaliers. On peut s'attendre à ce que 

cette distribution soit approximativement normale, par application du théorème de la limite 

centrale, même si les débits journaliers ne sont pas indépendants ni identiquement distribués. 

Pour montrer que cette hypothèse est compatible avec les données, nous avons porté sur 

papier normal la série chronologique du débit annuel à SM3 [Figure 3.5]. En plus des données 

de la période 1958-1982, utilisées lors de l'étude d'avant-projet, nous avons inclus les données 

plus récentes de la période 1983-1993. Il reste que l'hypothèse de normalité est introduite 

principalement pour simplifier les calculs, même si elle peut sembler moins gênante pour des 

débits annuels que pour d'autres variables. Notons tout de même que Perreault et al. (1996) 

ont conduit une étude des apports énergétiques (i.e. une transformation en kWh des apports en 

eau) de huit complexes hydroélectriques gérés par Hydro-Québec, et n'ont rejeté l'hypothèse 

de normalité que pour le complexe Bersimis (test de Shapiro-Wilk (1965) au niveau de 

signification de 5%). 
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Figure 3.5: Représentation du débit annuel à SM2 sur papier normal pour la période 

1958-1993 

On remarque que plusieurs des valeurs de la période 1983-1993 sont parmi les plus 

faibles de la série. Ceci est dû à une sécheresse qui a débuté au milieu des années 1980. On 

peut d'ailleurs observer une tendance à la baisse des apports énergétiques sur l'ensemble du 

réseau d'Hydro-Québec depuis 1985 (perreault et al., 1996). Au moment où l'étude d'avant­

projet a été réalisée à SM3, aucune information n'était disponible sur ce changement de 

moyenne apparent. Nous continuerons donc l'analyse sans en tenir compte, étant donné qu'une 

étude du problème de la non-stationarité est un problème complexe qui mérite d'être étudié 

séparément. 

Nous supposerons donc que le débit annuel x a une distribution normale de moyenne Q 

et d'écart-type a. Puisque a n'apparaît pas dans la fonction de coût, il s'agit d'un paramètre 

nuisible. La vraisemblance de (Q,a) pour x fixé est donc donnée par l'équation suivante: 

1 { (X_ Q)2} 
Lx(Q,a) = f(xIQ,a) = Jfi exp - 2 

a 21r 2a 
(3.21) 
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3.10.2 Prévision de la valeur de l'Information en fonction du module et de 

l'écart-type du débit annuel 

Pour Q et u connus, on peut déterminer une prévision précise XVSI(Q,u)= E!(xIQ,CT) [VSI(x)] 

de la valeur de l'information. En combinant (3.20) et (3.21) avec la définition de l'espérance 

conditionnelle, on obtient: 

si c+ p> 5.0 

XVSI(Q, u) = E!(X1Q,CT)[2.4 - 0.0224· x _ (c + p) + 5.0 x < z]. F(zIQ, u) 
no +1 

si c+ p ~ 5.0 

XVSI(Q, u) = E!(X1Q,CT)[0.0224' x - 2.4 + (c + p) - 5.0 x> Z]{I- F(zIQ,u)} 
no +1 

(3.22) 

où F(zIQ,u)= J~xIQ,u)dx correspond à la fonction de répartition de la loi normale 

(probabilité de non-dépassement). On sait que la distribution de x conditionnelle à un intervalle 

correspond à une distribution normale tronquée (patel et Read, 1996). On peut donc écrire: 

si c+ p> 5.0 

XVSI(Q, u) = {2.4 - 0.0224· E!*(YIQ,CT,z) (y) _ (c + p) + 5.0}F(ZIQ, u) 
no +1 

si c+ p ~ 5.0 

XVSI(Q,u)= 0.0224·E (y)-2.4 +(c+p)-5.0 {1-F(zIQ,u)} 
{ 

!*(YIQ,CT,Z) } 

no +1 

(3.23) 

où f*0iQ,u,z) est la loi normale tronquée inférieurement en z et f*0iQ,u,z) est la 

loi normale tronquée supérieurement en z. On connaît l'espérance de la loi normale tronquée 

(patel et Read, 1996): 

E!*(YIQ,CT,z)(y) = Q_ f(zIQ,u) u2 
F(zIQ,u) 

E!*(YIQ,CT,Z)(Y)=Q+ f(zIQ,u) u2 
I-F(zIQ,u) 

En combinant (3.23) et (3.24) on obtient: 

(3.24) 
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si c+ p> 5.0 

XVS/(Q,u) = {2.4- 0.0224·Q -(c+ P)+5.0}F(ZIQ,U)+ 0.0224u
2 

f(zIQ,u) 
no +1 no + 1 

(3.25) 
si c+ p:S;; 5.0 

XVS/(Q,u) = {0.0224. Q -2.4 +(c+ p)- 5.0}{I-F(zIQ,u)}+ 0.0224u
2 

f(zIQ,u) 
no +1 no +1 

En utilisant une approximation numérique pour F(zIQ,u), on arrive donc à calculer 

assez facilement une prévision de la valeur de l'information pour Q et u connus. Évidemment, 

ce résultat n'est pas intéressant en soi. C'est la prévision imprécise de cette quantité, en 

fonction de l'information disponible sur Q et sur u, qui est utile. 

3.10.3 Modélisation de l'information sur l'écart-type du débit annuel 

Pour obtenir une prévision imprécise de la valeur de l'information, il faut d'abord compléter la 

modélisation de l'information a priori. Si celle-ci peut être suffisamment détaillée pour Q, il 

reste à représenter l'information sur le paramètre nuisible u. Comme nous l'avons fait pour Q, 

nous proposons de limiter le domaine de définition de a et d'effectuer une prévision de sa 

valeur. 

Au lieu de modéliser l'information sur a directement, il est plus facile de travailler avec 

le coefficient de variation CV=afQ. En effet, ce paramètre est souvent au centre des études 

régionales en hydrologie. Une hypothèse de base de plusieurs méthodes d'estimation régionale 

du débit consiste à supposer qu'il existe des «régions homogènes» à l'intérieur desquelles le 

coefficient de variation varie peu d'un site à l'autre. En fait, en reconstituant le débit à SM3 

par rapport de superficie de bassin, les hydrologues d'Hydro-Québec ont conservé le 

coefficient de variation de SM2, faisant l'hypothèse implicite que les deux sites appartenaient à 

une même région homogène. Pour modéliser cette information régionale, nous proposons 

d'ajouter aux contraintes une prévision sur CV égale au coefficient de variation observé à 

SM2, c'est-à-dire 14% pour la période 1958-1982. 

Le climat québécois fournit aussi une information permettant de borner le domaine de 

définition du coefficient de variation. En effet, la valeur de CV est un indicateur du type de 

régime hydrologique. Selon Vogel (communication personnelle, 1997), aux Etats-Unis les 
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valeurs de CV> 1 sont typiques des régions désertiques. Puisque le climat du bassin de la 

Sainte-Marguerite n'est pas désertique, nous pourrions poser sup CV=I . Il est plus difficile 

d'établir une borne inférieure pour Cv, même si l'on sait que le débit annuel à SM3 n'est pas 

constant. Etant donné la difficulté de fixer des valeurs précises pour les bornes, nous 

proposons de modéliser ces bornes par un nombre flou, de façon à étudier la sensibilité de la 

valeur de l'information à la largeur de l'intervalle. Parce que E(CV)=0.14 doit nécessairement 

faire partie de cet intervalle, nous utiliserons un nombre flou triangulaire atteignant son 

maximum en 0.14 [Figure 3.6]. 
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Figure 3.6: Nombre flou utilisé pour effectuer une analyse de sensibilité de la valeur 

d'une observation du débit annuel à SM3 au domaine de définition du coefficient de 

variation de ce débit annuel 

Puisque l'on s'intéresse plus au coefficient de variation qu'à l'écart-type, on peut 

réécrire le modèle d'échantillonnage de même que la prévision de la valeur de l'information en 

fonction de CV plutôt qu'en fonction de u(en tenant compte de la relation CV = u/Q): 

1 { (x / Q _1)2} Lx(Q, CV) = f(xIQ, CV) = ..j2iexp - 2 
CV·Q· 2" 2·CV 

(3 .26) 
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F(zIQ,CY)= J~xIQ,CY) dx 

si c+ p > 5.0 

XVS/(Q,CV) = {2.4-0.0224. Q -(c+ p)+ 5.0}F(zIQ,cV) 
no +1 

si c+ p ~ 5.0 

+ 0.0224· (CV· Q)2 f(zIQ, CV) 
no +1 

XVS/(Q, CV) = {0.0224 . Q - 2.4 + (c + p) - 5.0}{1- F(zIQ, CV)} 
no +1 

+ 0.0224· (CV· Q)2 f(zIQ, CV) 
no + 1 

(3.27) 

(3.28) 

3.10.4 Application du principe d'extension des prévisions Inférieures 

On peut appliquer le principe d'extension des prévisions inférieures pour obtenir une prévision 

de la quantité XVS/(Q,u) qui soit cohérente avec les contraintes modélisant l'information a 

pnon: 

1. Qe[46,139] m3/s; 

2. E(Q)=109 m3/s; 

3. E(Qlx) 109·no +x, 'r/x 
no +1 

4. CVe[0.14·h,I-0.86·h] 

5. E(CY)=0.14 

Notons que, pour calculer une prévision imprécise de XVS/(Q,CY), il faudra fixer les 

paramètres no, c, p et h. Remarquons aussi que la prévision du pari Qlx représente en fait une 

famille non dénombrable de prévisions, puisque l'on accepte cette contrainte pour toutes les 

valeurs de x. Ceci complique l' application du principe d'extension des prévisions inférieures. 

Selon ce principe, une prévision inférieure XVS/=~[XVS/(Q,CY)] cohérente avec l'information 

a priori peut être obtenue en solutionnant l'équation suivante: 
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XVS/ = sup {inqxvS/(Q, CV) + Pl (Q - E(Q)} + P2 (CV - E(CV)} 
Jll,Jl2,(Â-n),(xn) Q,CT (3 .29) 

+ L!=l Ân 0 LXn (Q,CV) 0 {Q - E(Qlxn)}]} 

où le supremum doit être pris par rapport à toutes les valeurs de Pl, }l2, Â." réelles, et pour 

toutes les suites réelles finies (xn, n=1,2, ... ,k). De la même façon, on obtient une prévision 

supérieure XVS/ = E[XVS/(Q,CV)] de la valeur de l'information en solutionnant l'équation 

suivante: 

XVS/ = inf {sup[ XVS/(Q, CV) + Pl (Q - E(Q)} + P2 {CV - E( CV)} 
Jll,Jl2,(Â-n),(xn) Q,CT (3.30) 

+L!=lÂn o Lx/Q, CV) 0 {Q - E(~Xn)}]} 

TI est difficile de voir comment l'on pourrait résoudre ces deux équations, même par 

des méthodes numériques. Nous proposons une méthode d'estimation approximative de cette 

prévision imprécise en deux étapes. Définissons d'abord les fonctions w[(xn)] et W{(xn)]: 

!!1(Xn)] = !!1(xn, n = 1,2, ... ,k)] = sup {in, XVS/(Q,CV) + Pl {Q - E(Q)} 
f.It,/J2,{).,,) Q, (3.31) 

+ J.l2 {CV -E(CV)} + L~=lÀn 0 Lx/Q,CV). {Q-E(~Xn)}]} 

W{(xn)] = W{(xn, n = 1,2, .. . ,k)] = inf {sup[ XVS/(Q,CV) + Pl {Q- E(Q)} 
f.It,Jl2 ,().,,) Q,CT (3.32) 

+ J.l2 {CV -E(CV)}+ L~=lÀn 0 Lx/Q,CV) 0 {Q -E(Qlxn)}]} 

Pour une suite (xn, n=1,2, ... ,k) fixée, les valeurs de !!1(xn)] et W{(xn)] peuvent être 

déterminées en optimisant numériquement des fonctions de k+4 variables. Si cela n'est pas 

facile, c'est au moins possible. On voit que XVS/ et XVS/ peuvent être définis en fonction de 

W[(Xn)] et W{(xn)] : 

XVS/ = supw[(xn)] 
(xn) 

XVS/ = infW{(xn )] 
(xn) 

(3 .33) 
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On ne peut pas, en pratique, utiliser ces deux équations puisqu'il faudrait pouvoir 

calculer w[ (x n )] et W[ (xn )] pour toutes les suites réelles finies. Par contre, on peut obtenir la 

valeur de ces deux fonctions pour un ensemble quelconque de suites {(xII)1,(XII)2, ... ,(XII)N}. On 

comprend que le maximum des valeurs de w[(xn)] et le minimum des valeurs de W[(xn)] 

obtenues pour ces suites bornent la prévision imprécise de la valeur de l'information: 

max{!rl(xn)tJ, w[(xnh], ... ,!rl(Xn)N]} ~ sup!rl(xn)] = XVSI 
(XII) 

min{w[(xn)d, W[(xnh],· .. , W[(Xn)N]} ~ infw[(xn)] = XVSI 
(XII) 

(3.34) 

Ce n'est pas la seule façon de résoudre le problème. En fait, pour k fixé, on pourrait 

déterminer de façon numérique supw[(x}>x2"",xk)] et infW[(xl>x2"",xk)]' Il faudrait 

appliquer une méthode capable de maximiser ces fonctions de k variables réelles. Cependant, 

parce que l'évaluation des fonctions !rl(xbx2" " ,xk)] et W[(xbx2"",xk)] demande aussi 

une optimisation numérique, ce procédé devient trop lourd. 

Autrement dit, on sait borner inférieurement XVSI et borner supérieurement XVSI: une 

approximation de la valeur imprécise de l'information basée sur l'étude d'un ensemble de 

suites en fournira toujours une estimation conservatrice. Nous proposons d'étudier les suites 

de la forme suivante, de taille k= 2 m-l + 1 : 

( 
n - 1). ( n - 1) (x,,)m= inf Q+ (sup Q- inf Q). 2m- 1 = 46 + 93· 2m- 1 (3.35) 

Ces suites divisent le domaine de définition de Q en 2m
-

1 intervalles de même 

longueur. Elles ont aussi l'avantage de former une famille croissante d'ensembles, i.e. 

(XII)2C(X,,)3C ... C(XII)N. Ainsi, on peut montrer que le maximum des valeurs de !rl(xn)m] et le 

minimum des valeurs de W[(xn)m] est atteint pour (X,,)N: 

max{!rl(xn)d, w[(xnh], ... ,!f(Xn)N]} = !rl(xn)N] ~ XVSI 

min{W[(xn)tl, w[(xnh ], ... , W[(xn) N]} = W[(xn)N] ~ XVSI 
(3.36) 

On peut tracer w[(xn)m] et W[(xn)m] en fonction de m pour voir comment évolue 

cette approximation conservatrice de la valeur imprécise de l'information. Supposons que le 

poids de l'information a priori soit analogue à une année d'observation (no=l), que l'on 

compare les projets SM3 et NBR (c=4.6 t/kWh) et que le risque a priori des projets SM3 et 



Valeur d'une information hydrologique au site de construction d'un ouvrage hydroélectrique 119 

NBR soit semblable (p=O.4). Dans ces conditions particulières, la Figure 3.7 montre 

l'évolution de ~(xn)ml et W[(xn)ml en fonction de k=2m-l+1. On voit que les courbes se 

stabilisent à partir de k=5. Nous avons observé un effet semblable pour d'autres valeurs de no, 

c et p. Ceci signifie que les premières contraintes sur la valeur de l'espérance conditionnelle ont 

un effet plus important sur le résultat de l'application du principe d'extension de prévisions 

inférieures que les contraintes suivantes. On gagne beaucoup plus en précision de k=O à k=5 

que de k=5 à k=9. 
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Figure 3.7: Approximation de la prévision imprécise de la valeur de l'information, pour 

no=l, c=4.6 t/kWh et p=O.4, en fonction de la longueur k=21J1-1+ 1 de la suite (XII) .. 

La valeur de k a une influence importante sur le temps nécessaire pour appliquer 

numériquement le principe d'extension. Il importe donc de choisir la plus petite valeur 

possible. Selon le degré de précision voulu, nous fixerons k entre 3 et 9, ce qui correspond à 

des valeurs de m entre 2 et 4. 

3.10.5 Résultats numériques 

La prévision floue de la valeur de l'information dépend du paramètre no et de la somme des 

paramètres c et p . Etudions d'abord la situation où l'on est certain que le détournement d'une 
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partie du bassin de la rivière Moisie sera accepté (P=1) et où l'on considère que l'information a 

priori a un poids analogue à une année d'observation du débit annuel (no=1). La Figure 3.8 

présente le nombre flou obtenu lorsque le projet alternatif est NBR (c+p=5.6), alors que la 

Figure 3.9 présente le résultat obtenu pour la comparaison de SM3 et Grande-Baleine 

(c+p=5.4). Dans les deux cas, la valeur de l'information est inférieure à son coût d'acquisition 

(~O.1 ~/kWh), quel que soit le domaine de définition du coefficient de variation. Si l'on 

considère que l'information régionale doit avoir un poids au moins équivalent à une seule 

observation du débit annuel, et si l'on a une confiance absolue d'obtenir l'autorisation de 

détourner une partie du bassin versant de la rivière Moisie, alors il n'est pas utile d'attendre 

d'avoir observé le débit au site pour débuter la réalisation du projet SM3. 
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O+-----~~-----r------~------~----~------~----~ 
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Valeur de l'information (_/kWh) 

Figure 3.8: Prévision floue de la valeur de l'information hydrologique à SM3 pour Ho=1 

et c+p=5.6 (m=4), par exemple pour le projet alternatif NBR avec p=1 
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Figure 3.9: Prévision floue de la valeur de l'information hydrologique à SM3 pour fto=l 

et c+p=5.4 (m=4), par exemple pour le projet alternatif Grande-Baleine avec p=l 

La situation est différente si l'on n'est pas certain de pouvoir effectuer le détournement 

(P<l). La Figure 3.10 présente une prévision floue de la valeur de l'information dans le cas où 

cette incertitude est telle que le risque a priori du projet alternatif est équivalent au risque a 

priori du projet SM3 (c+p=5.0). Si l'on compare SM3 et NBR, ceci correspond àp=O.4, alors 

que si l'on compare SM3 et Grande-Baleine, c'est plutôt p=0.6. Dans ce cas, la valeur de 

l'information est nettement plus élevée (~O.l t/kWh). S'il est impossible de mobiliser plus 

d'information régionale, il serait prudent dans cette situation d'observer le débit à SM3 avant 

de choisir le projet hydroélectrique à réaliser. 
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Figure 3.10: Prévision floue de la valeur de l'information hydrologique à SM3 pour no=l 

et c+p=5.0 (m=4) 

Les résultats présentés jusqu'à maintenant montrent que, pour no=l, la valeur de 

l'information hydrologique est influencée par l'incertitude politique relative au détournement 

d'une partie du bassin de la rivière Moisie. Si l'on accorde plus ou moins de poids à 

l'information a priori, on peut s'attendre à une réponse différente. Par exemple, la Figure 3.11 

présente une prévision supérieure de la valeur de l'information obtenue en fixant h=O pour 

différentes valeurs de no. On voit que la valeur de l'information culmine lorsque c+p=5.0, ce 

qui correspond à la situation où le risque a priori des deux projets à l'étude est similaire. Pour 

ce niveau d'incertitude sur le coefficient de variation, on voit que la prévision supérieure de la 

valeur de l'information dépasse toujours 0.1 ~/kWh pour no=0.5 . Par contre, lorsque le poids 

de l'information a priori est plus élevé, cette prévision supérieure dépasse le coût d'acquisition 

de l'information seulement pour un intervalle de valeurs de c+p. 
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Figure 3.11: Prévision supérieure de la valeur de l'information pour h=O et différentes 

valeurs de nO, en fonction de c+p (m=2) 

Les figures suivantes présentent une prévision supérieure de la valeur de l'information 

pour h=O.5 (Figure 3.12) et h=1 (Figure 3.13). On observe qu'une meilleure connaissance du 

domaine de définition du coefficient de variation, reflétée par une plus grande valeur de h, a 

pour effet de diminuer la valeur de l'information d'échantillonnage, de sorte que même pour 

no=O.5 la valeur de l'information peut être inférieure à son coût d'acquisition. 
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Figure 3.12: Prévision supérieure de la valeur de l'information pour h=O.5 et différentes 

valeurs de no, en fonction de c+p (m=2) 
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Figure 3.13: Prévision supérieure de la valeur de l'information pour h=1 et différentes 

valeurs de no, en fonction de c+p (m=2) 

Il est utile de déterminer en fonction de h et de no l'intervalle des valeurs de c+p pour 

lesquelles la prévision supérieure de la valeur de l'information dépasse 0.1 ~/kWh. On peut 

représenter le résultat à l'aide de nombres flous (Figure 3.14). On observe que pour no=2, la 

prévision supérieure de la valeur de l'information est toujours inférieure à 0.1 ~/kWh pour 

h>0.5. Lorsque l'on considère que l'information a priori a un poids équivalent à no=5 

observations du débit annuel, alors la valeur de l'information hydrologique est inférieure à son 

coût d'acquisition pour toutes les valeurs de h et de c+p, de sorte qu'il n'y a pas de courbe 

correspondant à no=5 sur la Figure 3.14. 
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Figure 3.14: Nombres flous présentant les valeun de c+p pour lesquelles la prévision 

supérieure de la valeur de l'information hydrologique dépasse 0.1 t/kWh 

3.11 Construction d'une prévision supérieure de la valeur de 

l'information sans l'hypothèse de normalité du débit annuel 

L'approche développée à la section précédente pour construire une prévision floue de la valeur 

de l'information hydrologique à SM3 demande de choisir un modèle d'échantillonnage, de 

représenter l'incertitude sur les paramètres nuisibles et de résoudre des équations non linéaires 

complexes. On peut contourner ces difficultés en modélisant directement l'incertitude sur le 

débit annuel x, ce qui permet de construire une prévision imprécise pour la valeur a posteriori 

de l'information VSI(x) [eq. (3.20)]. 

Par définition, le module naturel Q correspond à l'espérance du débit moyen x, i.e. 

E/(xIQ) (x) = Q. Par application du postulat d'indépendance, on obtient E(x)=E(Q)=109 m3/s. 

Supposons qu'il soit possible de borner le domaine de définition du débit annuel. On sait que 

x~O, mais il est plus difficile d'établir une borne supérieure. La série d'observations du débit 

annuel reconstituée à partir des données observées à SM2 a pour maximum 139 m3/s, valeur 
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qui fut atteinte en 1979. Il est évident que le débit annuel pourrait dépasser le maximum 

observé sur une si courte série. Imaginons que l'hydrologue accepte de fixer une borne 

supérieure sup x~139 m3/s pour le débit annuel. 

A partir de ce modèle simple de l'incertitude sur x, on peut construire une prévision 

supérieure de VSI(x). Des considérations analogues à celles utilisées pour établir la valeur de 

l'information parfaite permettent de montrer que la mesure de probabilité P qui est compatible 

avec l'information sur x et qui maximise E'[VSI(x)] est concentrée en x=0 et en x=sup x, avec 

probabilité sup x - E(Q) en x=0, et avec probabilité E(Q) en x=sup x. Pour C+p~S, on 
sup X ' sup x 

obtient la prévision supérieure suivante: 

XVSI = EP[VSI(x)] = sup x - E(Q) . VSI(O) + E(Q) . VSI(sup x) 
sup x sup x 

_ sup x - 109 {O. 2.4 S O} - ·max ,---c-p+. 
sup x no + 1 

(3.37) 

Selon la valeur de la borne supérieure du domaine de x (entre 139 et +(0), la prévision 

supérieure de la valeur de l'information variera entre les bornes suivantes: 

30 . max{o ; ~ - C - P + S.O} ~ XVSI ~ max{o ; ~- C - P + S.O} 
139 no + 1 no + 1 

(3.38) 

Cette façon de résoudre le problème permet de comprendre plus facilement l'influence 

des paramètres no, c et p sur la valeur de l'information. Par contre, la prévision obtenue est 

généralement trop imprécise pour permettre de prendre une décision. 
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Figure 3.15: Prévision supérieure de la valeur de l'information hydrologique à SM3 en 

fonction de no et de c+p, sans hypothèse sur la distribution d'échantillonnage 

Par exemple, la Figure 3.15 présente l'évolution de la prévision supérieure de la valeur 

de l'information XVSI obtenue lorsque sup x ~ 00 pour différentes valeurs de no et de c+p. 

On observe que XVSI est supérieur à 0.1 t/kWh pour une vaste gamme de valeurs de no et de 

c+p. 

3.12 Conclusions générales 

L'analyse de la décision d'Hydro-Québec d'entreprendre le projet SM3suggère qu'il aurait 

peut-être été préférable d'attendre de disposer d'une meilleure information hydrologique. 

Cependant, cela dépend de plusieurs facteurs : 

1. le prix de revient du projet alternatif considéré (c); 

2. la probabilité que le Gouvernement du Québec accorde l'autorisation de réaliser le 

détournement d'une partie du bassin de la rivière Moisie et qu'Hydro-Québec décide par la 

suite de réaliser le projet SM3 (P); 

3. le poids de l'information régionale (no); 
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4. le domaine de définition du coefficient de variation [CV, CV]. 

Même si l'information régionale est considérée au moins aussi utile qu'une seule mesure 

du débit annuel (no~l), la valeur de l'information peut atteindre 0.25 fé/kWh, ce qui correspond 

à une économie annuelle de l'ordre de 10 millions de dollars, étant donné la capacité de 

production à SM3. Cependant, la valeur de l'information hydrologique est surtout importante 

tant qu'il subsiste une incertitude politique (C+~5). Ainsi, si la décision d'entreprendre 

immédiatement SM3 a été prise parce que l'on avait une grande confiance d'obtenir les 

autorisations gouvernementales nécessaires pour réaliser le détournement des eaux de la rivière 

Moisie ~ 1), alors il s'agissait vraisemblablement de la bonne décision. 

Comme pour plusieurs problèmes d'analyse formelle de la décision, ce ne sont pas les 

résultats numériques qui sont les plus intéressants, mais la lumière nouvelle qu'apporte une 

réflexion structurée. Dans ce cas précis, la définition de la fonction de coût a permis de faire 

ressortir les liens existant entre les incertitudes hydrologiques et politiques. La valeur de 

l'information hydrologique est en effet influencée de façon importante par le niveau 

d'incertitude sur la décision que prendra le Gouvernement du Québec concernant le 

détournement d'une partie du bassin de la rivière Moisie. Ainsi, une étude hydrologique ne 

permet pas d'arriver à une évaluation éclairée du rendement du projet SM3. Il faut aborder le 

problème de façon plus globale. Dans ce contexte d'analyse globale, la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes peut être particulièrement utile, puisqu'elle permet d'effectuer une 

analyse formelle de la décision à partir d'une information incomplète et imprécise. De plus, une 

fois maîtrisé le langage des prévisions imprécises, la modélisation de l'information disponible 

est assez facile, et permet en particulier de prendre en compte l'intuition et l'expérience du 

décideur. 

Notre analyse du processus décisionnel entourant le projet SM3 est évidemment 

incomplète. L'objectif était d'illustrer par un exemple concret et réaliste la méthodologie, et 

non d'analyser en détail un problème réel. Plusieurs aspects ont été négligés, par exemple les 

problèmes de dimensionnement des ouvrages: hauteur de la digue, puissance installée, capacité 

de l'évacuateur de crue, ... Nous n'avons pas non plus tenté de construire un modèle détaillé 

de l'incertitude politique, représentée par le paramètre p. Pourtant, une année d'attente 

apporterait certainement aussi une information supplémentaire sur la décision gouvernementale 
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concernant le bassin de la rivière Moisie. Il se pourrait même qu'il s'agisse d'une information 

parfaite, si la décision est prise pendant l'année d'attente. 



4. DISCUSSION ET CONCLUSION 

Nous avons montré dans les chapitres précédents comment la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes pouvait permettre d'évaluer la valeur de l'information hydrologique à partir d'une 

information a priori imprécise. Ainsi, il n'est pas nécessaire de construire la distribution jointe 

des variables d'état de la nature pour obtenir une prévision de la valeur de l'information: 

connaître le domaine de définition et avoir une idée de la tendance centrale peut suffire. Nous 

proposons un langage plus riche pour représenter l'incertitude, qui généralise le langage 

probabiliste de la théorie bayésienne, et dont l'utilisation devrait faciliter la modélisation 

explicite de l'expérience de l'hydrologue. 

Pour convaincre les praticiens d'utiliser la théorie des prévisions inférieures cohérentes, 

il faudra d'abord répondre à un ensemble de questions soulevées dans ce travail: 

1. Est-il vraiment nécessaire d'abandonner la théorie bayésienne des probabilités? Une 

approche bayésienne robuste n'est-elle pas suffisante? 

2. S'il faut généraliser la théorie bayésienne, est-ce la meilleure façon de procéder? En 

particulier, comment se comparent la théorie de Dempster-Shafer, la théorie des possibilités 

et la théorie des ensembles flous avec la théorie des prévisions inférieures cohérentes? 

3. Comment doit-on procéder pour construire des prévisions imprécises représentant 

fidèlement l'information a priori? 

4. Peut-on faire confiance à une résolution numérique du pnnClpe d'extension? Peut-on 

envisager une solution analytique? 

Dans le reste de ce chapitre, nous débattrons ces questions, pour ensuite proposer un 

bilan et discuter des perspectives futures de développement et d'application de la théorie 

proposée. 

4.1 Avantages de la théorie des prévisions inférieures cohérentes 

sur la théorie bayésienne des probabilités 

Les fondements axiomatiques de la théorie bayésienne des probabilités et de la théorie des 

prévisions inférieures cohérentes sont semblables, exception faite du principe de précision. A la 

fois sur le plan formel et au niveau de l'interprétation, la théorie des prévisions inférieures 
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cohérentes constitue une généralisation de la théorie bayé sienne des probabilités. Un avantage 

important de la théorie bayésienne des probabilités est que le langage probabiliste s'est imposé 

dans le domaine scientifique pour la communication des résultats, de sorte qu'un langage 

différent ne sera adopté que si les gains compensent pour l'effort supplémentaire qu'il faudra 

faire sur le plan de la communication scientifique. 

Le principal avantage de la théorie des prévisions inférieures semble être la facilité avec 

laquelle peut être modélisée une information a priori subjective. Que ce soit en consultant un 

expert ou en effectuant une rewe de littérature, il est souvent relativement facile de connaître 

le domaine de définition d'un paramètre et d'effectuer une prévision de sa valeur sous la forme 

d'un intervalle. Il est beaucoup plus difficile de construire une distribution de probabilité 

précise qui reflète adéquatement l'information a priori. En hydrologie, nous croyons qu'une 

méthode d'analyse formelle du risque qui tient compte de l'expérience de l'hydrologue serait la 

bienvenue. En effet, un hydrologue peut obtenir une connaissance générale d'un bassin versant 

par l'observation de divers phénomènes hydrologiques, géologiques ou météorologiques (au 

niveau local comme à une échelle régionale), et on peut gagner à combiner cette expérience 

aux mesures ponctuelles effectuées sur le terrain, telles que les séries chronologiques de pluie 

et de débit. 

Sur le plan technique, les difficultés de mise en oeuvre de la théorie des prévisions 

inférieures cohérentes ne dépassent pas celles de l'approche bayésienne robuste, puisque les 

même outils mathématiques peuvent être utilisés dans les deux cas, selon le théorème de 

l'enveloppe inférieure. L'approche bayésienne robuste peut même être plus difficile à 

appliquer, puisqu'il faut s'assurer d'éliminer les distributions a priori qui ne sont pas 

«raisonnables», par exemple les distributions dégénérées en quelques points de l'espace. 

Finalement, rappelons que pour le problème de la prévision de la valeur de 

l'information, l'hypothèse de base de l'approche bayé sienne robuste n'est généralement pas 

réaliste. En effet, comme nous l'avons mentionné au Chapitre 2, l'approche bayésienne robuste 

revient à supposer que l'on fera l'effort de fixer une distribution de probabilité précise a priori, 

et permet d'évaluer la valeur de l'information en fonction des diverses distributions auxquelles 

on pourrait éventuellement arriver. Ainsi, le problème fondamental de l'indécision est négligé 
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par l'approche bayésienne robuste, alors qu'il est traité explicitement par la théorie des 

prévisions inférieures cohérentes. 

Evidemment, seule l'application pratique répétée de la théorie des prévisions inférieures 

cohérentes pourra démontrer qu'il s'agit d'une approche efficace pour la modélisation de 

l'expérience de l'hydrologue. 

4.2 Autres modèles d'incertitude permettant de s'affranchir du 

principe de précision 

Nous avons proposé l'utilisation de la théorie des prévisions inférieures cohérentes pour 

s'affranchir du principe de précision. Il existe cependant d'autres modèles d'incertitude qui 

auraient pu être utilisés à cet effet, en particulier la théorie de Dempster-Shafer, la théorie des 

ensembles flous, et la théorie des possibilités. 

4.2.1 Théorie de Dempster-Shafer 

La théorie de Dempster-Shafer, issue des travaux de Dempster (1968) et de Shafer (1976), 

s'intéresse à une classe particulière de probabilités inférieures cohérentes, les capacités de 

Choquet complètement monotones (Choquet, 1953-54). Ces probabilités inférieures 

particulières ont l'avantage de pouvoir être générées par une fonction m: i~) ~ [0,1], où 2e 

représente l'ensemble des parties du référentiel 0. Pour simplifier la présentation de cette 

théorie, nous supposerons dans un premier temps que 0 est un ensemble fini. 

4.2.1.1 Modélisation de l'incertitude 

Le problème d'une modélisation probabiliste de l'incertitude est la difficulté de répartir entre 

les singletons () du référentiel 0 les poids de probabilité de façon à représenter le plus 

fidèlement possible l'information disponible. En pratique, il arrive que l'on sache seulement 

qu'un poids m(A) devrait être réparti entre les élément d'un sous-ensemble A du référentiel. 

L'idée de base de la théorie de Dempster-Shafer consiste à attribuer aux sous-ensembles, 

plutôt qu'aux singletons, les poids de probabilité. Ceci permet entre autres de modéliser une 

ignorance totale en attribuant tout le poids de probabilité au référentiel sans spécifier comment 

il doit être distribué entre les éléments. 
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De façon formelle on doit, pour appliquer la théorie de Dempster-Shafer, définir une 

fonction m: 2<9 ~ [0,1] telle que: 

Lm(A) = 1, 0 = m(0) :s:; m(A) 
AE29 

(4.1) 

A partir de cette fonction, que l'on peut nommer la distribution des poids de 

probabilités, on obtient la probabilité inférieure d'un événement A en faisant la somme de tous 

les poids de probabilités qui sont attribués aux sous-ensembles de A. En effet, quelle que soit la 

façon dont on distribue le poids m(B) d'un sous-ensemble BeA entre les éléments BeB, ils 

contribueront de la même façon à la probabilité totale de l'événement A : 

P(A) = Lm(B) (4.2) 
Bç;;A 

De la même façon, la probabilité supérieure P(A) d'un événement A est obtenue en 

additionnant tous les poids de probabilité associés à des événements ayant une intersection non 

vide avec A. En effet, le poids de probabilité m(B) d'un événement B tel que An/3:t;0 pourrait 

être entièrement attribué aux éléments de AnB~0: 

P(A) = Lm(B) (4.3) 
A"B;t0 

On peut montrer que ces probabilités imprécises respectent la règle E.(A)+ P (A C) = 1, et 

que les probabilités inférieures sont des capacités complètement monotones (Shafer, 1976). 

Rappelons qu'une fonction E. est dite k-monotone si elle respecte la condition suivante pour 

toute suite d'événements (An, n=1,2, ... ,k), et qu'une fonction E. est complètement monotone si 

elle vérifie cette condition pour tout entier k>1 (Choquet, 1953-54): 

p( OAn) ~ L (_1)1H1+1 L{ nAn) 
n-10;tW~{1,2, ... ,k} neW 

(4.4) 

Les capacités complètement monotones peuvent permettre de modéliser correctement 

l'incertitude dans un grand nombre de situations. D'ailleurs, Shafer (1976) présente plusieurs 

problèmes pour lesquels il est naturel de distribuer les poids de probabilité entre des sous­

ensembles plutôt qu'entre des singletons. Walley (1991) propose par contre quelques exemples 

où cette représentation n'est pas assez générale. Il montre aussi que les capacités k-monotones 

(k>l) sont des prévisions inférieures cohérentes. Il est donc possible d'utiliser à l'intérieur de la 
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théorie des prévisions inférieures cohérentes un modèle d'incertitude fondé sur une distribution 

de poids de probabilité m: 28 ~ [0,1]. Le traitement des capacités complètement monotone est 

d'ailleurs assez facile dans le cadre de la théorie des prévisions inférieures cohérentes, puisque 

les simplifications présentées pour les fonctions 2-monotones s'appliquent. 

4.2.1.2 Eléments focaux, support et noyau 

Les éléments focaux ~(m) d'une distribution de poids de probabilité m sont les sous-ensembles 

AcE> tels que m(A»O: 

~(m) = {A e28 :m(A) > o} (4.5) 

Le support d'une variable aléatoire Best le sous-ensemble A(m) de tous les éléments de 

E> faisant partie d'au moins un élément focal, c'est-à-dire tous les éléments B pour lesquels la 

probabilité inférieure du singleton correspondant {B} est strictement positive: 

A(m) = {B eE>:P({B}) > o} (4.6) 

Lorsque tous les éléments focaux sont des singletons, les poids de probabilités ne sont 

alors plus mobiles de sorte que E(A)= P (A) = LOeA m( {B}). La fonction j{ B)=m( { Bn 

correspond alors à une distribution de probabilité au sens bayésien; on qualifie donc par 

extension m de distribution bayé sienne de poids de probabilité. Lorsque tous les éléments 

focaux sont imbriqués, i.e. on peut former une suite croissante d'ensemble à partir de ceux-ci, 

on dira que m est consonante. Finalement, dans le cas où m(E»=I, on dira que m est ignorante, 

puisqu'il s'agit d'un modèle approprié pour l'ignorance a priori. 

4.2.1.3 Combinaison de l'incertitude à l'aide de la règle de Dempster 

Shafer (1976) présente une règle, qu'il nomme la règle de Dempster, pour combiner deux 

distributions de poids de probabilité ml et m2 obtenues de façon indépendante sur une même 

variable aléatoire B. Avant de présenter cette règle, définissons le niveau de discordance entre 

ml et m2. Nous dirons que les deux mesures d'incertitude ,ml et m2 se contredisent 

partiellement s'il existe des ensembles disjoints A et B tels que ml(A}m2(B}*0. Si l'on note El 

et 5. les probabilités inférieures engendrées respectivement par ml et m2, une discordance 

partielle signifie en fait qu'il n'existe pas de mesure de probabilité précise P qui domine à la 
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fois El et 5. D'un point de vue d'analyse de sensibilité, la moindre discordance de cette nature 

rend impossible la combinaison de ml et m2. On peut mesurer le niveau de discordance total 

0~~1 en faisant la somme des produits ml(A)-m2(B) pour tous les ensembles disjoints A et B: 

1( = Lmt(A).m2(B) (4.7) 
ArV3=0 

On remarque qu'un niveau maximal de discordance 1(= 1 est atteint lorsque les supports 

A(ml) et A(m2) sont disjoints, et qu'un niveau minimal de contradiction 1(=0 est obtenu entre 

autres lorsque ml(0)=1 ou m2(0)=1. 

De façon analogue, on peut construire sur un sous-ensemble C une mesure de 

concordance 0~1](C)~1 entre ml et m2 en considérant la somme des produits ml(A)-m2(B) pour 

tous les ensembles A et B ayant pour réunion C: 

'f1(C) = L mt(A).m2(B) (4.8) 
AuB=C 

Remarquons que si ml(0)=I, alors 1](C)=m2(C). Si ml est bayé sienne, on obtient 

1]( C)=O sauf si C est un singleton. Shafer (1976) montre que 1]( C) est une distribution de poids 

de probabilité s'il n'y a pas de discordance entre ml et m2, i.e. si 1(=0. Autrement, il est possible 

de nonnaliser 1](C) pour obtenir une distribution de poids de probabilité m, qui constitue alors 

une façon de combiner les fonctions ml et m2: 

L mt(A).m2(B) 
m( C) = 'f1(C) = --=.Au=B=--==-C ___ _ 

1-1( 1- Lmt(A).m2(B) 
A"B=0 

(4.9) 

On utilisera l'opérateur ® pour représenter l'utilisation de la règle de Dempster: 

m=ml®m2. On remarque que cette fonnule n'est pas applicable si la discordance est totale 

entre ml et m2, i.e. 1(=1. Si ml(0)=I, on obtient m(C)=m2(C), et si ml est bayésienne alors m 

est aussi bayésienne quel que soit m2. La règle de Dempster, bien qu'elle possède ces 

propriétés attrayantes, n'en garde pas moins un parfum empirique. 

Shafer (1976) montre que la règle de Dempster généralise d'une certaine façon le 

théorème de Bayes. Considérons que ml modélise l'infonnation a priori sur B, et qu'on observe 

un événement H. On peut modéliser cette observation par une distribution de poids de 

probabilité m2(H)=1. En combinant ml et m2 à l'aide de la règle de Dempster, on obtient une 
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nouvelle distribution de poids de probabilité qui correspond à la mise à jour de ml après 

observation de H, que l'on peut noter ml(·IH). Si l'on note PO la probabilité supérieure 

générée par mlO et p(·IH) la probabilité supérieure générée par ml(-IH), on peut alors 

démontrer à partir de la règle de Dempster la formule suivante pour obtenir une probabilité 

supérieure conditionnelle: 

(4.10) 

Démonstration: Pour m2(H)=I, on calcule Ket TT<c): 

K = Lml(A) = 1- Lml(A) = I-P(H), 11(C) = Lml(A) 
AnH=0 AnH~0 AnH=C 

On peut alors obtenir P (AIH) : 

Évidemment, il s'agit d'une généralisation du théorème de Bayes, qu'on obtient comme 

cas limite lorsque E.(A)= P(A) . Par contre, on peut observer la différence avec la formule 

obtenue à l'aide de la théorie des prévisions inférieures pour les probabilités supérieures 

2-monotones [eq. (2.20)]. 

4.2.1.4 Extension de la théorie de Dempster-Shafer aux domaines infinis 

L'extension de la théorie de Dempster-Shafer aux domaines infinis pose de véritables 

problèmes. En effet, les opérations de sommation sur la fonction m nécessitent la construction 

d'un espace mesuré approprié. En pratique, on doit simplifier cette tâche en supposant que les 

éléments focaux ont une structure topologique très simple. Lorsque B est une variable réelle, 

Caselton et Luo (1992) suggèrent de limiter les éléments focaux aux intervalles. Ainsi, une 

distribution de poids de probabilité peut être représentée par une fonction bivariée m(a,b)~O 

dont les arguments spécifient les bornes de l'intervalle [a,b], et définie telle que 

f f m(a,b)db·da = 1. 
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4.2.1.5 Inférence statistique 

On peut proposer une méthode d'inférence statistique basée sur la règle de Dempster. Si l'on 

modélise l'information a priori sur 0 par une distribution de poids de probabilité m et si l'on 

construit une seconde distribution de poids de probabilité mx à partir d'une réalisation x de 

vraisemblance j(xlB), alors on peut combiner ces deux distributions à l'aide de la règle de 

Dempster pour obtenir une distribution de poids de probabilité m(·j.x) conditionnelle à 

l'observation x (Shafer, 1986). Il reste cependant à déterminer comment doit être construite mx 

à partir dej(xlB). Wasserman (1990) propose trois critères pour le construction de mx : 

1. analogie avec la règle de Bayes: si m est bayésienne, alors m(·j.x) doit être bayésienne et 

correspondre à la distribution a posteriori obtenue par application de la règle de Bayes; 

2. respect des préférences induites par la vraisemblance: la probabilité inférieure pA{O}) 

associée à tout singleton par mx ne doit pas décroître si la vraisemblance ne décroît pas: 

3. princip~ de vraisemblance généralisé: toute l'information est contenue dans la 

vraisemblance, de sorte que sij(xIBt)=j{xIOz), alors mx({ Bt,Oz} 1{ Bt,Oz})=I, i.e. sachant que 

la variable aléatoire vaut Bt ou Oz et obtenant la même vraisemblance pour ces deux valeurs, 

il ne reste aucune information pour distinguer 01 et Oz, d'où le choix d'une distribution 

conditionnelle de poids de probabilité qui soit ignorante. 

Wasserman (1990) montre que seul le choix d'une distribution consonante des poids de 

probabilité permet de respecter ces trois critères. Cette distribution consonante doit de plus 

être choisie de façon que la probabilité supérieure des singletons soit proportionnelle à la 

vraisemblance: 

P ({O}) = f(xIO) 
x sup f(xIO) 

(4.11) 

() 

En pratique, cette méthode d'inférence est très difficile à appliquer lorsque 0 est 

composé d'un vecteur de paramètres (Luo et Caselton, 1997), et d'ailleurs à notre 

connaissance il n'existe aucune application de la théorie de Dempster-Shafer à des distributions 

ayant plusieurs paramètres indépendants. Caselton et Luo (1992) présentent une application de 
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la théorie de Dempster-Shafer pour une distribution binomiale, et Luo (1993) présente des 

résultats pour les distributions normale et Gumbel avec un des deux paramètres de fixé. 

En plus d'être limitée aux distributions n'ayant qu'un seul paramètre, nous croyons que 

la théorie de Dempster-Shafer apporte une bien maigre contribution au problème de l'inférence 

statistique. En effet, dans le cas où l'approche fonctionne le mieux, c'est-à-dire pour 

l'estimation du paramètre d'une loi binomiale, on peut proposer une solution équivalente, 

beaucoup plus simple, et compatible à la fois avec l'approche bayésienne robuste et avec la 

théorie des prévisions inférieures. 

Considérons en effet la prévision imprécise proposée par Caselton et Luo (1992) pour 

le paramètre 8 d'une distribution binomiale: 

E(61x) = _r_, E(Ojx) = r + 1 
n+l n+l 

(4.12) 

où x est un échantillon aléatoire de taille n contenant r succès et n-r échecs. Dans le cadre de la 

théorie de Dempster-Shafer, il faut à Caselton et Luo (1992) une dizaine de pages de théorie 

pour obtenir ce résultat. 

Si l'on utilise plutôt une distribution bêta( a,fJ) pour modéliser l'information a priori et 

que l'on applique la règle de Bayes, on obtient les expressions suivantes pour l'espérance a 

priori et l'espérance a posteriori: 

E(8) = _a_ , E(Ojx) = r + a 
a+p n+a+p 

(4.13) 

Supposons que l'information a priori permette seulement d'établir que a+fJ=1. Ceci 

revient à dire qu'on a une idée du poids que devrait avoir l'information a priori dans l'analyse, 

sans avoir d'idée sur l'espérance a priori . Dans ce cas, on peut effectuer une analyse de 

sensibilité en faisant varier E(O) dans l'intervalle [0,1]. On voit que ceci permet d'obtenir 

exactement les mêmes bornes que l'analyse basée sur la théorie de Dempster-Shafer. 

L'interprétation de la prévision imprécise obtenue pour 8 est aussi beaucoup plus claire. 

Finalement, on peut facilement modifier la contrainte sur la quantité a+p et ainsi faire varier le 

poids de l'information a priori dans l'analyse. Cette façon de traiter l'inférence pour une loi 

binomiale se généralise facilement à la loi multinomiale (Walley, 1996a), contrairement à la 

théorie de Dempster-Shafer. 
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4.2.2 Théorie des ensembles flous 

La théorie des sous-ensembles flous a été introduite par Zadeh (1965) comme moyen de 

formaliser les ambiguïtés langagières. On sait que la signification d'une proposition exprimée 

en langage courant est souvent ambiguë. En particulier, les limites d'un ensemble spécifié à 

l'aide du langage usuel sont souvent floues. 

Par exemple, si l'on définit un écoulement laminaire à l'aide du langage écrit en 

affirmant qu'il s'agit d'un écoulement pour lequel les vitesses transversales sont négligeables, 

alors il sera difficile dans certaines situations de déterminer si un écoulement est laminaire ou 

turbulent. Zadeh (1965) propose de modéliser ce type d'ambiguïté en quantifiant le degré 

d'appartenance d'un écoulement particulier à la famille des écoulements laminaires et à la 

famille des écoulements turbulents. Si x dénote un écoulement particulier, on pourra 

représenter par PL(X) le degré d'appartenance de x à l'ensemble L des écoulements laminaires 

et par prt.x) le degré d'appartenance de x à l'ensemble T des écoulements turbulents. Ces 

nombres sont censés mesurer à quel point l'élément x appartient aux ensembles Let T, dont les 

limites sont floues. 

Pour distinguer les ensembles usuels (non flous) des ensembles flous, on utilisera le 

- -symbole -. Par exemple, A désigne un ensemble flou . Un ensemble flou A est définit par une 

fonction d'appartenance Pl(x) qui spécifie le degré d'appartenance de chaque élément x d'un 

référentiel n cet ensemble. Par convention, on pose Pl(x)=1 pour signifier qu'un élément x 

appartient de façon certaine à un ensemble flou A, et Pl (x) =0 pour signifier qu'il 

n'appartient pas à cet ensemble. Si la fonction PJ(x) ne prend que les valeurs 0 ou 1, alors 

l'ensemble A est équivalent à un ensemble non flou, et Pl (x) correspond à la fonction 

indicatrice de cet ensemble. L'appartenance partielle d'un élément x à un ensemble flou A est 

modélisée par un nombre Pl (x) entre 0 et 1. 

Lorsque le référentiel x correspond à la droite réelle, et que P J (x) comporte une 

branche croissante, de 0 à 1, et une branche décroissante, de 1 à 0, on qualifie A de nombre 

flou . Nous avons proposé une utilisation du concept de nombre flou pour effectuer une analyse 
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de sensibilité sur l'effet de l'imprécision d'une prévision. En dehors de ce contexte particulier, 

la signification concrète d'un degré d'appartenance O<,u l(x) <1 est difficile à saisir. 

Plusieurs auteurs, comme Kaufinann (1977), accordent peu d'importance à 

l'interprétation opérationnelle et à la construction pratique de fonctions d'appartenance, et 

s'attardent plus sur les propriétés mathématiques des ensembles flous. Cet état de chose est 

soulevé par de nombreuses critiques de la théorie des ensembles flous. Par exemple, French 

(1984) fait remarquer qu'il peut être plus utile d'éliminer les ambiguïtés que de les modéliser, 

en adoptant des définitions plus précises pour les concepts que l'on manipule. Pour l'exemple 

de caractérisation de l'écoulement que nous avons présenté, c'est l'approche qui est retenue en 

pratique: au lieu de modéliser le niveau d'appartenance partiel d'un écoulement à l'ensemble L, 

on mesure son nombre de Reynolds Re. Cette quantité est plus facilement interprétable et 

permet de comparer différents écoulements. 

En plus de permettre la modélisation des ambiguïtés liées au langage, Zadeh (1978) 

suggère qu'une fonction d'appartenance .u( fJ) peut aussi être utilisée pour quantifier 

l'incertitude sur un paramètre inconnu (). Cette idée a été développée par Dubois et Prade 

(1988) qui proposent une théorie des possibilités. 

4.2.3 Théorie des possibilités 

De la même façon qu'une distribution de probabilité b( fJ) permet de générer une mesure de 

probabilité P, certaines fonctions d'appartenance .u( fJ) peuvent permettre de générer une 

mesure de probabilité supérieure P . Dubois et Prade (1988) montrent que si sup .u( fJ)=I, alors 

P(A) = sup ,u«(}) et E.(A)=I-P(A C
) sont des probabilités supérieures cohérentes au sens de 

9eA 

Walley (1991). Dans ce cas, on nomme.u(fJ) une distribution de possibilité. On remarque que 

la probabilité supérieure d'un singleton est donnée par son niveau d'appartenance: 

p({o}) = ,u(O). Puisque sup .u(fJ)=I, on comprend aussi que pour tout événement A soit 

P(A)=I, soitE.(A)=O. 

TI est possible que l'information a priori puisse être adéquatement modélisée par une 

distribution de possibilité, mais on ne peut pas espérer que ce soit le cas de façon générale. On 

peut en effet construire des exemples très simples pour lesquels l'ensemble des distributions de 
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possibilité n'est pas assez riche pour modéliser l'information disponible. Par exemple, 

considérons une ume dans laquelle se trouve un nombre fini de balles, dont au moins une noire 

et une blanche, dans laquelle on tire un balle au hasard. A partir de ces informations, on peut 

au moins affirmer que E.(A»O et que P(A)<l, où A correspond à l'observation d'une balle 

noire. Ces contraintes ne peuvent pas être modélisées à l'aide d'une distribution de possibilité, 

puisque l'on doit avoir soit P(A)=l, soit E.(A)=O pour toute probabilité imprécise générée à 

partir d'une distribution de possibilité. 

Il serait possible de définir le concept de valeur de l'information dans le cadre de la 

théorie de Dempster-Shafer et de la théorie des possibilités. Cependant, ces deux théories ne 

nous ont pas semblé pouvoir apporter plus que la théorie des prévisions inférieures cohérentes, 

puisque les modèles d'incertitude qu'elles proposent correspondent à des prévisions imprécises 

ayant des structures particulières. Il ne nous paraît pas utile de nous restreindre aux prévisions 

inférieures cohérentes engendrées par des distributions de poids de probabilité, ou par des 

distributions de possibilité. Par contre, la combinaison des concepts de prévision imprécise et 

de nombre flou nous ont permis d'intégrer une analyse de sensibilité au degré d'imprécision 

des prévisions effectuées a priori dans le calcul d'une prévision imprécise de la valeur de 

l'information. 

4.3 Influence de la représentation de l'information a priori 

Nous avons insisté tout au long de ce travail sur la facilité avec laquelle peut être modélisée 

une information a priori subjective à l'aide de prévisions imprécises. En particulier, nous avons 

montré qu'il est possible d'étudier le risque et de mesurer la valeur de l'information parfaite 

lorsque l'information a priori est constituée uniquement d'une prévision imprécise 

[E(8),E(B)] de l'état de la nature B (connaissant aussi son domaine de variation). Nous 

croyons que cette approche est intéressante, car un expert est souvent capable de construire un 

intervalle [a,b] de valeurs de B qu'il considère vraisemblables, comme le montrent les 

exemples, tirés de la Revue des Sciences de l'Eau, présentés au début du Chapitre 2. 

On ne peut cependant modéliser de cette façon tout intervalle de valeurs que peut 

fournir un expert. Il faut s'assurer de comprendre la signification qu'il donne à cet intervalle. Il 

peut, dans certains cas, s'agir du domaine de définition de la variable. Si l'individu a une 
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culture statistique, il peut s'agir d'un intervalle de crédibilité dont il faudra déterminer le seuil. 

L'expert peut aussi vouloir signifier simplement qu'il préférerait parier sur l'événement 

OE [a,b] que sur son contraire. Ceci pourrait être modélisé par la probabilité inférieure 

f.( OE [a,b ])=V2. 

Le même genre de difficulté se produit lorsque l'expert ne fournit qu'un seul nombre f.J 

pour résumer son information a priori sur un paramètre. On peut utiliser cette information pour 

fixer une prévision précise E( 8)=J.l, mais on pourrait aussi utiliser cette idée de la tendance 

centrale pour fixer la médiane plutôt que la moyenne: P( 05:p)=V2. Dans les exemples que nous 

avons présentés, nous avons préféré utiliser les estimations ponctuelles des paramètres pour 

fixer la moyenne plutôt que la médiane pour deux raisons pratiques. D'abord, les fonctions 

d'utilité considérées étaient linéaires, de sorte que le risque a priori des actions pouvait être 

évalué précisément si l'espérance de l'état de la nature était connu. De plus, cela simplifiait la 

résolution numérique du principe d'extension des prévisions inférieures. En effet, fixer la 

probabilité de certains événements introduit des discontinuités dans la fonction qu'il faut 

optimiser pour appliquer le principe d'extension. Finalement, fixer l'espérance plutôt que la 

médiane conduit généralement à des prévisions plus précises. Illustrons cela par un exemple. 

Soit 0 le paramètre d'une loi binomiale et soit p une estimation fournie par un expert. 

On cherche à construire une probabilité imprécise pour l'observation de deux succès 

consécutifs, événement dont la vraisemblance est donnée par fl. Si l'on modélise l'information 

a priori par la contrainte E( 8)= J.l, on peut obtenir une prévision imprécise du pari (j en 

appliquant le principe d'extension des prévisions inférieures, ce qui demande de résoudre les 

équations suivantes: 

E 1(02) = sup inf{02 - Â(O- p)} 
Â. () 

El (02
) = inf sup{02 - Â(O - p)} 

Â. () 

(4.14) 

Quelques manipulations algébriques permettent de montrer que E 1 (02 
) = p2 et que 

El (02
) = p. Si l'on modélise plutôt l'information a priori par la contrainte P( 05:p)=V2, les 

équations à résoudre sont différentes: 
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E2(fP) = S~p i~f{02 - 2(1[0,,11](0) -l/2)} 

E2 (0
2

) = i~f S~p{02 - 2(1[0,,11](0) -1/2)} 
(4.15) 

où 1[0,,11](0) représente la fonction indicatrice de l'événement [O,pl C'est cette fonction qui 

introduit une discontinuité et qui rend plus difficile l'application de méthodes numériques. 

Dans le cas présent, une solution analytique existe cependant: E 2 (02
) = p2/2 et 

E2 (0
2) = (p2 + 1)/2. La prévision imprécise de deux succès consécutifs est donc influencée 

par la façon dont est modélisée l'information a priori. 

J!! 
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Figure 4.1: Probabilité imprécise d'observer deux succès consécutifs en fonction d'une 

estimation ponctuelle p du paramètre de la loi binomiale 

La Figure 4.1 permet de visualiser la différence entre les deux probabilités imprécises 

d'observer deux succès consécutifs. On observe que la probabilité imprécise obtenue en fixant 

la moyenne est toujours contenue par la probabilité imprécise obtenue en fixant la médiane, i.e. 

2 - 2 2 - 2 [E 1 (0 ), El (0 ) ]e[ E 2 (0 ), E2 (0 ) l Une façon de savoir comment représenter 

l'information a priori est de discuter avec l'expert et de lui expliquer le sens d'une prévision 

imprécise. 
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Berger (1985) fait remarquer qu'il est difficile de fixer à l'aide d'une information 

subjective les moments d'une distribution a priori lorsque le domaine de définition est infini, à 

cause de l'influence du poids des queues sur la valeur des moments. Dans ces situations, il 

serait préférable de modéliser l'information a priori en fixant des probabilités imprécises pour 

certains événements, plutôt qu'en effectuant des prévisions imprécises pour des paris de la 

forme Om. 

4.4 Application pratique du principe d'extension des prévisions 

inférieures et de la règle de Bayes généralisée 

L'application pratique du principe d'extension des prévisions inférieures est difficile. On peut 

le formuler ainsi: 

(4.16) 

où ~={Ân, n=1,2, ... ,k}. La fonction à optimiser W(O,~) est généralement non linéaire en 0, et 

peut comporter un grand nombre de variables. Dans le cadre de ce travail, nous avons résolu 

cette équation à l'aide des outils d'optimisation numérique du logiciel MATLAB, sans trop 

l'étudier. Nous avons remarqué que les solutions obtenues étaient sensibles au point de départ 

utilisé pour initialiser l'algorithme, de sorte qu'il fut chaque fois nécessaire d'appliquer le 

même algorithme à partir d'un grand nombre de points de départ différents pour éviter 

d'obtenir un optimum local, multipliant ainsi le temps de calcul. 

Il serait probablement plus efficace de développer un algorithme de calcul numérique 

adapté à la forme particulière de l'équation. En effet, bien que W( B,~) soit non linéaire en B, 

elle est linéaire en ~. Ainsi, si l'on était capable de résoudre de façon analytique l'équation 

Y(~)= i~f W( 0, .Â. ) pour toutes les valeurs de ~, on pourrait utiliser des outils de 

programmation linéaire pour maximiser Y(~). De façon générale, il est impossible de résoudre 

analytiquement Y(~). Il reste que cette fonction est nécessairement linéaire par morceau, même 

si les équations des hyperplans qui la définisse sont inconnues. On pourrait vraisemblablement 

utiliser ces particularités de la fonction Y(~) pour proposer une méthode numérique mieux 

adaptée et plus efficace. 
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Lorsque la dimension du vecteur 8 est faible, la fonction W( 8,J) peut généralement être 

minimisée avec précision pour J fixé, de sorte que l'erreur sur Y(J) peut être contrôlée. Ce fut 

entre autres le cas pour les problèmes que nous avons résolus au cours des chapitres 

précédents. Si, en maximisant par la suite Y(J), on obtient un maximum local, l'estimation de la 

prévision inférieure que l'on obtiendra pourra seulement être plus faible que E(Z), qui 

correspond au maximum global de Y(J). Ainsi, une méthode numérique peu efficace pour 

maxtnnser Y(J) ne pourra que sous-estimer la prévision inférieure. Par des arguments 

similaires, on montre que la prévision. supérieure ne pourra être que surestimée. 

Conséquemment, s'il s'est glissé des erreurs au niveau de l'optimisation numérique dans les 

calculs effectués dans ce travail, elles n'ont pu mener qu'à une évaluation plus conservatrice de 

la valeur de l'information. 

Les problèmes numériques liés à l'utilisation du principe d'extension des prévisions 

inférieures ont des conséquences pour l'emploi de la règle de Bayes généralisée. En effet, pour 

construire une prévision conditionnelle E(XIH), il faut trouver p tel que E[H·(X-p)]=O, ce qui 

nécessite d'appliquer le principe d'extension des prévisions inférieures pour différentes valeurs 

de p. La qualité des résultats obtenus à l'aide de la règle de Bayes généralisée dépend donc de 

la précision de la résolution numérique du principe d'extension des prévisions inférieures. De 

plus la méthode itérative utilisée pour trouver la valeur de p qui permet d'annuler E[H·(X-p)] 

doit être adaptée pour tenir compte de l'erreur sur E[H·(X-p)]. Nous avons en effet constaté 

que des méthodes fondées sur la dérivée de E[H·(X-p)] par rapport à Ji, comme la méthode de 

Newton-Raphson ou la méthode de la descente la plus rapide, sont peu efficaces à cause de 

l'amplitude de l'erreur sur la dérivée, qui est évaluée de façon numérique. Nous avons eu des 

problèmes similaires avec la méthode numérique proposée par Walley (1991, note 6.4.1). Il est 

préférable d'utiliser des algorithmes dont la convergence théorique est moins rapide, mais qui 

sont moins sensibles à l'erreur d'estimation de E[H·(X-p)], comme la méthode Regula-Falsi ou 

la méthode de la bissection (voir Scheid (1968) pour le détail de ces méthodes numériques). 

Soulignons que dans le cas où le référentiel est fini, il existe des méthodes analytiques 

permettant d'obtenir des approximations conservatrices des probabilités imprécises a posteriori 

(White, 1986; Snow, 1991; Salo, 1996). 
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4.5 Bilan et perspectives 

Nous nous étions fixé comme objectif d'explorer le problème de l'estimation de la valeur de 

l'information hydrologique sans faire appel au principe de précision. Nous avons proposé une 

façon de prendre en compte l'indécision qui peut résulter de l'imprécision, et nous avons 

présenté le concept de prévision floue comme façon de visualiser la sensibilité de la valeur de 

l'information à l'imprécision des prévisions effectuées a priori. 

4.5.1 Aspects originaux du travail réalisé 

Ce travail constitue à notre connaissance la première tentative effectuée pour définir le concept 

de valeur de l'information à l'extérieur de la théorie des probabilités. C'est aussi la première fois 

que la théorie des prévisions inférieures cohérentes est utilisée en hydrologie. 

La contribution la plus importante de ce travail consiste peut-être à montrer que l'on 

peut réellement appliquer les concepts introduits dans un problème concret d'hydrologie 

opérationnelle. L'estimation de la valeur de l'information hydrologique à SM3 constitue 

d'ailleurs à notre connaissance le premier exemple où une analyse de l'incertitude utilisant le 

concept de probabilité imprécise a été effectuée pour un modèle d'échantillonnage ayant plus 

d'un paramètre, à l'exception de la loi multinomiale. 

Nous avons aussi montré que notre approche est plus générale que l'approche 

bayésienne robuste, plus facile à appliquer, à interpréter et à justifier que la théorie de 

Dempster-Shafer, et qu'elle peut être généralisée de façon à englober l'arithmétique floue. 

4.5.2 Travaux ultérieurs à mener 

Un problème qui reste peu étudié dans le cadre de l'analyse de la valeur de l'information est la 

non stationnarité des processus, causée par exemple par un éventuel changement climatique ou 

par l'action de l'homme sur le territoire. Krzysztofowicz (1994) et Hobbs (1997) proposent 

une analyse bayé sienne, mais il est difficile selon nous de quantifier par des probabilités 

précises l'information disponible sur un éventuel changement climatique et sur ses 

conséquences sur l'hydrologie. Luo et Caselton (1997) montrent d'ailleurs l'intérêt des 

probabilités imprécises pour modéliser l'information sur le réchauffement global obtenue à 
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partir d'une revue de littérature. Il faudrait arriver à coupler cette information imprécise au 

modèle proposé par Krzysztofowicz (1994). 

Il faudrait aussi s'attarder aux situations où la fonction d'utilité est imprécise. Lorsque 

les conséquences des actions sont multiples et complexes, il se peut fort bien qu'un individu 

soit incapable d'établir une fonction d'utilité précise. S'il croit qu'il serait possible de la 

construire après une réflexion plus approfondie, alors une analyse de sensibilité est suffisante. 

Autrement le principe de précision idéale n'est pas respecté, et il faut envisager une approche 

plus générale pour évaluer la valeur de l'information. 

Ce qu'il faut peut-être étudier avant tout, c'est comment l'on peut amener un expert à 

formaliser ses connaissances a priori à l'aide de prévisions imprécises. Le concept de 

probabilité subjective étant encore loin d'être compris par plusieurs, on peut s'attendre à ce 

qu'un certain apprentissage soit nécessaire pour assimiler les concepts de pari, de prévision et 

de cohérence. De plus, la vérification de la cohérence des prévisions émises par un expert peut 

aussi être difficile. Le principe de cohérence est d'ailleurs probablement trop fort pour être 

réaliste, puisqu'il demande que les préférences d'un individu reflètent une compréhension 

poussée des implications de suites dénombrables de transactions. Il serait intéressant d'étudier 

le concept de valeur de l'information pour des modèles comportementaux moins contraignant à 

ce niveau, comme le modèle dichotomique (Quiggin, 1982). 

Le rôle que pourra jouer la théorie des prévisions inférieures cohérentes dans les 

problèmes d'analyse du risque hydrologique dépendra des efforts qui seront faits pour diffuser 

la théorie, en présentant des exemples réalistes d'application, mais aussi pour continuer les 

développements théoriques et numériques de façon à faciliter l'utilisation de cette approche et 

à rassurer les praticiens quant à la précision des résultats obtenus. 

4.5.3 Retombées du travail effectué 

Nous croyons tout de même que l'état d'avancement des travaux est suffisant pour qu'une 

entreprise comme Hydro-Québec, qui sait quantifier les conséquences de ses actions et qui doit 

évoluer dans un environnement incertain, puisse utiliser l'analyse de la valeur de l'information 

comme outil de gestion permettant de justifier et d'optimiser les programmes d'acquisition 
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d'information sur l'état de la nature. L'emploi de probabilités et de prévisions imprécises 

permet alors de faciliter la prise en compte de l'expérience du gestionnaire et de l'ingénieur. 

Dans le cas particulier du projet Sainte-Marguerite-3, le fait d'inclure dans les études 

d'avant-projet une analyse du risque et de la décision aurait peut-être pu permettre de réduire 

le prix de revient espéré de l'électricité produite, mais aurait surtout permis de mieux justifier 

par la suite les décisions prises au départ. 
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