






























































































































































































































































































































ANNEXE C 

LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES 

Les équations aux dérivées partielles qui décrivent l'écoulement de 

l'eau dans les divers types d'aquifères peuvent être résolues analytiquement 

dans certaines conditions (ex: méthodes de Theis, Hantush) ou évaluées i 

l'aide de méthodes nlJllériques. En modélisation des bassins versants, la 

description du système est souvent complexe et l'approche analytique ne peut 

pas rendre compte de l a réal i té. E11 e ne peut pas apporter de sol uti on i 

l'équation de diffusivité telle que forl1ll1ée i l'intérieur des modèles. 

L'on utilise alors les modèles numériques à discrétisation. 

En hydrogéologie, les méthodes les plus répandues sont celles des dif­

férences finies e:t des éléments finis. La figure Cl montre les étapes 

nécessaires i l'utilisation de chacune de ces méthodes. L'étape finale est 

la même pour les deux démarches: l'on obtient un système d'équations algé­

briques linéaires pouvant être résolu i l'aide de techniques mathématiques 

directes ou itératives. 

La méthode des différences finies est la plus employée (Bachmat et al., 

1980). Elle est relativement simple de formulation et d'utilisation. La 

méthode des éléments finis demande, quant i elle, une approche beaucoup plus 

complexe. Pour une description de cette méthode appliquée i l'hydrogéolo­

gie, on peut se référer à Witherspoon et Neuman (1972). 
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DESCRIPTION DU SYSTEME PHYSIQUE 

, 
EQUATIONS AUX DÉRIVÉS PARTIELLES 
CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES 

APPROCHE PAR LES 
DIFFENCES FINIES 

APPROCHE PAR LES 
ÉLÉMENTS FINIS l 

TRANSFORMATION EN 

1 
1 NTEGRALE 

" 
DISCRETISATION 

1 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU 1er ORDRE 

~--""' SYSTEME D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES J.....----------' 
1 , 

RESOLUTION PAR MÉTHODES DIRECTES OU ITÉRATIVES 

SOLUTION : h (x,y,z,t ) 

Figure C-1: Approche générale de solution à l'aide des méthodes numériques 
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LES MAILLAGES 

Les maillages en différences finies sont généralement constitués 

d'éléments rectangulaires. La figure C2 montre les types de maillage les 

plus répandus pour l'analyse des problèmes en deux dimensions dans le plan 

horizontal. 

Les maillages peuvent être à espacements réguliers, c'est-à-dire que 

l'espacement entre les deux directions orthogonales (bX, bY) demeurent cons­

tant d'une maille à l'autre, ou à espacements variables tels que les 

maillages rectangulaires ou à mailles emboîtées. 

Parmi les maillages à espacements réguliers, on distingue les schémas 

"i mailles centrées" o~ les noeuds sont situés i l'intersection des lignes 

de la grille et les schênas à "noeuds centrés" où les noeuds sont centrés 

par rapport aux lignes de la grille. Le grillage de type "mailles centrées" 

est utilisé pour les problèmes où la charge est imposée aux limites du sys­

tème tandis que l'utilisation des mailles à "noeuds centrés" convient mieux 

où des condi ti ons aux l imi tes à fl ux imposés sont pri ses en compte. En 

pratique, la différence amenée par l'utilisation de l'un ou l'autre de ces 

types de mai 11 age n'engendre que des erreurs mi nimes (Mercer et Fa ust, 

1981). 

Les maillages à taille variable ont l'avantage de discrétiser plus 

finement la région où l'on cherche à obtenir plus de précision avec le mo­

dêle. Cependant, de Marsily (1983) rapporte que l'utilisation de ce type de 
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Figure C-II: Différents types de maillage 
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mailles pose des problèmes nl.l1lériques à la résolution sur ordinateur des 

équations linéaires. Il suggère de conserver un rapport fj,X/fj,Y < 5. Tres­
fj,X

i 
cott et al. (1976) proposent de respecter le rapport < 5 pour elll>ê-

fj,X. 1 1-

cher de grandes erreurs d'approximation et des problèmes possibles de con-

vergence. 

Ledoux (l975) et de Marsily et al. (l978) utilisent des maillages 

carrés de tailles variables. Chaque carré peut être divisé en quatre et 

ainsi de suite jusqu'à 3 niveaux de découpage. Le maillage de base est 

constitué par un réseau de mailles carrées de côté 8a, 4a, 2a et a (figure 

C2). Cette division peut avoir lieu au cours du travail de modélisation 

sans remettre en cause le reste du maillage. De plus, il associe l'avantage 

de n'utiliser que des mailles carrées à celui de permettre une discrétisa-

tion plus fine là où le besoin s'en fait sentir. De Marsily et al. (1978) 

et Ledoux et Tillie (1980) présentent la façon d'y intégrer les équations de 

diffusivité et les règles de construction de ce type de maillage. 

Dans le cas de la modélisation des systèmes aquifères multicouches on 

construit généralement sur chaque couche un maillage identique. Cependant, 

la technique des mailles carrées emboîtées de dimensions varia?les permet un 

maillage différent d'une couche à l'autre. l'on discrétise donc chacune des 

couches suivant le détail qu'on veut leur accorder (Ledoux et Tillie, 

1980) . 
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L'on utilise aussi des maillages polygonaux construits suivant la 

méthode de Thiessen (Thomas, 1973; Narasimhan et Witherspoon, 1976). Ce 

type de maillage permet de mieux représenter les limites du système à confi­

guration souvent cOlll>lexe mais il est plus difficile de formulation et 

d'emploi. 

En uti 1 isant l'un ou " autre de ces types de mai 11 age, on consi dère que 

1 a charge est affectée au noeud de l' é1 ément et est représentati ve de la 

valeur moyenne de la charge sur la maille considérée. De même, toute injec­

tion ou pompage à l'intérieur d'une maille survient au point nodal considé­

rant le flux de sortie ou d'entrée total de tous les puits sur la maille. 

Un modèle ne peut faire la distinction entre un ou plusieurs puits dans une 

maille et donc la position des puits dans la maille est sans importance. 

Lors de la construction du maillage sur une région donnée, il faut 

décider de la grosseur et de la position des éléments de discrétisation à 

utiliser. Ceci est exclusivement un problème hydrogéo10gique puisque l'on 

cherche à représenter du mieux possible le système à modéliser par une série 

d'éléments plus ou moins variables. Par conséquent, la dimension des 

mailles dépend de la définition de l'information disponible pour décrire la 

région et du problème hydrogéo10gique qui nous intéresse (c'est-à-dire 

vari ati on rapi de de 1 a charge, échange nappe-ri vière, etc.). De Marsi 1y 

(1983) indique au sujet de la taille des mailles: 
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"Notez que 1 es zones à mai 11 age fi n ne se superposent pas néces­
sairement aux zones où la densité de l'information piézométrique 
est la plus élevée: c'est une erreur de croire que le maillage de 
calcul doit réfléter exactement la densité de l'information dispo­
nible. Elle lui est bien sûr liée, car les zones de prélèvements 
seront mieux reconnues, mais elle est avant tout liée à la varia­
bil i té des gradients de charge actuel s ou futurs". 

APPROXIMATION DE DÉRIVÉES PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES 

Pour simplifier la présentation, considérons une fonction à une varia­

ble f(x). Le développement de cette fonction en série de Taylor donne (dé­

veloppement positif) : 

df ( flX) 2 d 2f (~x)3 d 3f 
f(x + ~x) = f(x) + ~x-+ -+ -+ 

dx 2! dx2 3! dx3 
[1] 

df 
en isolant - et en négligeant les termes d'ordre supérieur à 1, on a 

dx 
l'approximation par les différences avants: 

df f (x + M) - f( x) 
-- ------- [2] 
dx ~x 

De la même manière, on peut avoir un développement négatif en série de 

Taylor: 

f(x - ~X) = f(x) - M- +-- ----+ [3] 
dx 2! dx2 3! dx 3 
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df 
en isolant - et en négligeant les termes d'ordre supérieur à 1, on obtient 

dx 
l'approximation par les différences arrières: 

df f( x) - f( x - !lx) 
-- ------- [4] 
dx !lX 

Si on soustrait l'équation [3] de [1], on obtient: 

df 2( !lx)3 d 3f 
f(x + !lx) - f(x - !lx) = 2llX-+ -+ [5] 

dx 3! dx3 

et on a l'approximation par les différences centrales: 

df f(x + llX) - f(x - !lx) 
-- --------- [6] 
dx 2 !lX 

Pour obtenir une approximation d'une dérivée du 2e ordre on additionne [1] 

et [3]: 

2(!lX) 2 d2f 
f(x + !lX) + f(x -!lX) = 2 f(x) + -+ 

d2 f 
en résolvant pour-: 

dx2 

2! dx2 
[7] 



dx2 
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f(x + l:.x) - 2 f(x) + f(x - l:.x) 

(l:.x) 2 
[8J 

La figure C3 montre la signification de chacun de ces schémas de 

calcul. 

Appliquons cette méthode pour résoudre l'équation de diffusivité. 

Considérons les mailles ci-dessous avec les noeuds correspondants. Nous 

utilisons des mailles à côte régulier pour simplifier l'exemple. 

N 

• 
H 

" 

W • G .c 0 • E 
1 

B 
7'. 

• 
S 

En régime permanent nous avons l'équation de diffusivité: 

aH a 
Tx- +-

ax ax ay 

aH 
Ty -

ay 
= Q [9J 
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f ( x ) 

FONCTION RÉELLE 

f(HÔX) 

f ( x) 

f(x-ôx) 

x- Llx 

DIFFÉRENCE 
ARRIÈRE 

x 

DIFFÉRENCE 
AVAN T 

x+Llx 

Figure C-III: Représentation graphique des schémas de calcul par les 
différences avant, arrière et centrale. 

x 
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Écrivons une approximation du produit Tx ( :: ) en considérant des transmis­

sivités moyennes au point G, on a: 

(TX~) _/Tw + Tote - Hw\ 
ax G~~- AX / 

De même, nous écrivons au point D: 

(
rx ~') .. t F + To.fe - Hc\ 

ax D \ 2 ~ AX J 

cf [4] [10] 

cf [2] [11] 

Pour évaluer ~ (T ~) on calcule la différence entre les points G et D. 
ax \ x ax 

On a: 

[12] 

Dans la direction SCN, où y varie, on trouve: 
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!lY = !lX [13] 

et 

(
TY ~) .. (T

N 
+ Tct

N 
- H

C
) 

ay H 2 ~!lX 
!l Y = !lX [14] 

et 

.. _-------------
!lX 

On peut écrire l'approximation de l'équation de diffusivité en combinant les 

équations [12] et [15] et en regroupant les termes semblables: 
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TE + TC TS + TC 
+ --- HE + H S = Q (ru<) 2 

2 E 
[16] 

On peut écrire une équation senb1ab1e pour chacun des n noeuds où l'on 

cherche la charge H. L'ensemble de ces équations constitue un système 

linéaire de n équations à n inconnues. 

Pour un régime transitoire l'équation de diffusivité est: 

a 
+­

ay (
aH) dh 

Ty - = a 2S _ + Q (ÂX) 2 
ay dt 

[17] 

La discrétisation dans l'espace reste la même, mais il faut ajouter la 

discrétisation du temps pour le membre de droite. 

En reprenant l'équation [16] pour le régime transitoire et en la réso1-
ah 

vant pour -, on a: 
at 

-- ----

[18] 
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Nous voulons évaluer la charge aux temps t I , t
2

, t
3

, ••• , tn en 

connaissant la charge initiale au temps to en chaque point. Il y a trois 

moyens classiques d'arriver à une solution: 

La méthode expl icite 

En connaissant Ht o, on calcule la 

He 

et d'après la figure: 

aHtO c 
valeur -- (éq. 

at 
[lBJ) : 

ERREUR COMMISE 

temps 

at 
[19J 
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On écrit successivement une équation semblable pour chacun des noeuds 

et pour chaque pas de temp s. Il faut remarquer que cette méthode ti ent 

compte de la pente de la tangente au temps ta. 

La méthode implicite 

Cette méthode se base sur la pente de la tangente à la courbe d'évolu-

tion au point Htl. Cette dernière valeur est ensuite calculée en 
c 

considérant la corde Hta , Htade même pente que celle de la tangente à la 
c c 

courbe au point Htl . 
c 

On peut obtenir la 

temps 

'0 , 1 

HtO = c + (t l - ta) 
at 

aH t 1 
c 

valeur -- en utilisant l'équation [18]. 
at 

[20J 

En substi-



ah t l c 
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On peut obtenir la valeur -- en utilisant l'équation [18]. C'est en subs-
at 

tituant [18] dans l'équation [20] et en regroupant les termes semblables, 

l'on obtient l'équation suivante qui ne fait plus intervenir que la charge 

H~I que l'on cherche: 

TN + T T + T _ [TN + 
Tw + TE + TS + 4 TC a

2
sc J c 

H t l + 
w c 

Ht , Ht ] +--
2 

n 
2 W 2 6t c 

TE +\ TS + TC t Sc H ta 
Htl Q t l 

C 
+ + ____ H·l = - a2 [21] 

2 E 2 S 
c 6t 

où: 

On écrit une équation semblable pour chacun des noeuds où la charge est 

inconnue. On a alors un cas identique au régime permanent (équation [16]). 

La méthode de Crank-Nicholson 

Il s'agit d'une méthode intermédiaire. On cherche à calculer la pente 

de la tangente à la courbe d'évolution des charges en un point situé entre 
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,.~=~~ERREUR COMMISE 

tem s 

'0 , 1 

aHU 

- est la pente de la tangente en un point quelconque entre ta et t 1• 
at 

[22J 

Pour calculer la pente au point intermédiaire u, on utilise une moyenne 

pondérée entre les tangentes en to et t 1• 

a HtO 
c 

On évalue ---- et 
at at 

(1 - [23J 
at 

à l'aide de l'équation [18J que l'on reporte dans 

aHU 

l'équation [23]. En substituant - dans [22] l'on aboutit à un système de 
at 

n équations à n inconnues comme dans le cas de la méthode implicite. 
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ERREURS RELIÉES AUX SOLUTIONS NUMÉRIQUES 

La résolution des équations de diffusivité par les méthodes numériques 

donne des approximations entachées d'erreurs. Définissons: 

HE: solution exacte des équations aux dérivées partielles; 

HO: solution exacte des équations approximatives par les différences 

finies; 

HN: solution numérique des équations approximatives par les différences 

finies. 

Nous appelons alors: 

• erreur d'approximation: HE - HO + (truncation error); 

• erreur d'arrondissement: HO - HN + (round of error). 

Partout sur le domaine d'intégration de notre système, HE - Ho doit 

tendre vers zéro pour converger et HO - HN doit tendre vers zéro pour avoir 

la stabilité. 
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On doit donc trouver la solution, HN' qui minimise HE - HN tel que 

HE - HN = (HE - HO) + (HO - HN)· L'erreur d'approximation contribue en 

majeure partie à l'erreur totale tandis que l'erreur d'arrondissement est en 

général faible. 


