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DESCRIPTION DU SYSTEME PHYSIQUE

EQUATIONS AUX DERIVES PARTIELLES
CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES

APPROCHE PAR LES APPROCHE PAR LES
DIFFENCES FINIES ELEMENTS FINIS

TRANSFORMATION EN

INTEGRALE

T
DISCRETISATION

1

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU 1% ORDRE

SYSTEME D'EQUATIONS ALGEBRIQUES

RESOLUTION PAR METHODES DIRECTES OU ITERATIVES

SOLUTION : h{(x,y,z,t )

Figure C-I: Approche générale de solution & 1'aide des méthodes numériques




LES MAILLAGES

Les maillages en différences finies sont généralement constitués
d'éléments rectangulaires. La figure C2 montre les types de maillage les
plus répandus pour 1'analyse des problemes en deux dimensions dans le plan

horizontal.

Les maillages peuvent &étre a espacements reguliers, c'est-a-dire que
1'espacement entre les deux directions orthogonales (aX, AY) demeurent cons-
tant d'une maille a 1'autre, ou & espacements variables tels que les

maillages rectangulaires ou 4 mailles emboitées.

Parmi les maillages 3 espacements réguliers, on distingue les scheémas
"a mailles centrées" ol les noeuds sont situés a 1'intersection des lignes
de la grille et les schémas a "noeuds centrés" ol les noeuds sont centrés
par rapport aux lignes de 1a grille. Le grillage de type "mailles centrées"
est utilisé pour les problémes ou la charge est imposée aux limites du sys-
téme tandis que 1'utilisation des mailles @ "noeuds centrés" convient mieux
ou des conditions aux limites a flux imposés sont prises en compte. En
pratique, la différence amenge par 1'utilisation de 1'un ou 1'autre de ces
types de maillage n'engendre que des erreurs minimes (Mercer et Faust,

1981).

Les maillages a taille variable ont 1'avantage de discrétiser plus

finement la région ol 1'on cherche & obtenir plus de précision avec le mo-

déle. Cependant, de Marsily (1983) rapporte que 1'utilisation de ce type de
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MAILLAGE A MAILLES CARREES EMBOITEES
DE DIMENSIONS VARIABLES

SCHEMA A "NOEUDS CENTRES"
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MAILLAGE POLYGONAUX
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. ﬂ'H' .

SCHEMA A "MAILLES RECTANGULAIRES"

Figure C-1I: Différents types de maillage
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mailles pose des problémes numériques a la résolution sur ordinateur des

équations lingaires. I1 suggére de conserver un rapport aAX/aAY < 5. Tres-
AX,i

cott et al. (1976) proposent de respecter le rapport < 5 pour empé-

AR5 w1
cher de grandes erreurs d'approximation et des problémes possibles de con-

vergence.

Ledoux (1975) et de Marsily et al. (1978) utilisent des maillages
carrés de tailles variables. Chaque carré peut étre divisé en quatre et
ainsi de suite jusqu'd 3 niveaux de découpage. Le maillage de base est
constitué par un réseau de mailles carrées de coté 8a, 4a, 2a et a (figure
C2). Cette division peut avoir lieu au cours du travail de modélisation
sans remettre en cause le reste du maillage. De plus, i1 associe 1'avantage
de n'utiliser que des mailles carrées a celui de permettre une discrétisa-
tion plus fine 13 oli 1e besoin s'en fait sentir. De Marsily et al. (1978)
et Ledoux et Tillie (1980) présentent 1a fagon d'y intégrer les équations de

diffusivité et les régles de construction de ce type de maillage.

Dans le cas de 1a modélisation des systémes aquiferes multicouches on
construit généralement sur chaque couche un maillage identique. Cependant,
1a technique des mailles carrées emboitées de dimensions variables permet un
maillage différent d'une couche a 1'autre. L'on discrétise donc chacune des
couches suivant le détail qu'on veut leur accorder (Ledoux et Tillie,

1980).
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L'on utilise aussi des maillages polygonaux construits suivant la
méthode de Thiessen (Thomas, 1973; Narasimhan et Witherspoon, 1976). Ce
type de maillage permet de mieux représenter les limites du systéme a confi-
guration souvent complexe mais i1 est plus difficile de formulation et

d'emploi.

En utilisant 1'un ou 1'autre de ces types de maillage, on considére que
la charge est affectée au noeud de 1'élément et est représentative de la
valeur moyenne de 1a charge sur la maille considérée. De méme, toute injec-
tion ou pompage a 1'intérieur d'une maille survient au point nodal conside-
rant le flux de sortie ou d'entrée total de tous les puits sur la maille.
Un modé&le ne peut faire la distinction entre un ou plusieurs puits dans une

maille et donc la position des puits dans la maille est sans importance.

Lors de la construction du maillage sur une région donnée, i1 faut
décider de l1a grosseur et de la position des &léments de discrétisation a
utiliser. Ceci est exclusivement un probléme hydrogéologique puisque 1'on
cherche & représenter du mieux possible le systéme @ modéliser par une série
d'éléments plus ou moins variables. Par conséquent, la dimension des
mailles dépend de 1a définition de 1'information disponible pour décrire la
région et du probléme hydrogéologique qui nous intéresse (c'est-a-dire
variation rapide de la charge, échange nappe-riviére, etc.). De Marsily

(1983) indique au sujet de l1a taille des mailles:
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"Notez que les zones a maillage fin ne se superposent pas néces-
sairement aux zones ol la densité de 1'information piézométrique
est 1a plus @levée: c'est une erreur de croire que 1e maillage de
calcul doit réfléter exactement 1a densité de 1'information dispo-
nible. Elle lui est bien siir 1iée, car les zones de prélévements
seront mieux reconnues, mais elle est avant tout 1iée a la varia-
bilité des gradients de charge actuels ou futurs".

APPROXIMATION DE DERIVEES PAR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES

Pour simplifier la présentation, considérons une fonction @ une varia-
ble f(x). Le développement de cette fonction en série de Taylor donne (dé-

veloppement positif):

df (ax)2 d2f (ax)3 d3f
f(x + ax) = f(x) + ax — + + + ... [1]
dx 21 dx2 31 dx3

df

en isolant — et en négligeant les termes d'ordre supérieur @ 1, on a
dx

1'approximation par les différences avants:

df f (x + ax) - f(x)
— (2]

dx AX

De la méme maniére, on peut avoir un développement négatif en série de

Taylor:

df (ax)2 d2f (ax)3 d3f
f(x - ax) = f(x) - ax — + - + ... [3]
dx 2! dx2 3! dx3
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df
en isolant — et en négligeant les termes d'ordre supérieur & 1, on obtient
dx

1'approximation par les différences arriéres:

df  f(x) - f(x - &x)

— = [4]
dx AX
Si on soustrait 1'é@quation [3] de [1], on obtient:
df 2(ax)3 d3f
f(x + ax) - f(x - ax) = 2ax — + s # uwa [5]
dx 31 dx3
et on a 1'approximation par les différences centrales:
df f(x + ax) - f(x - Ax)
e [6]

dx 2 AX

Pour obtenir une approximation d'une dérivée du 2¢ ordre on additionne [1]

et [3]:

2(ax) 2 d2f
S [7]
2! dx2

f(x + ax) + f(x - ax) = 2 f(x) +

d2f
en résolvant pour —:
dx?
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d2f  f(x + ax) - 2 f(x) + f(x - ax)
= [8]

dx2 (ax)2

La figure C3 montre la signification de chacun de ces schémas de

calcul.

Appliquons cette méthode pour résoudre 1'@quation de diffusivité.
Considérons les mailles ci-dessous avec les noeuds correspondants. Nous

utilisons des mailles & cote régulier pour simplifier 1'exemple.

]

— A X ——py

En régime permanent nous avons 1'@quation de diffusivité:

9 oH ) oH
— Tx— +—= Ty — =9Q 9]
3 X ax ay dy
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f(x)
FONCTION REELLE
DIFFERENCE CENTRALE
f(x4AX){=-m== == == —\c———=— = — = -
f(x)fpe=v-rmm —=mpf - - — =
-—
|
fi (R=DRPp =iz . ' |
I
| 1 |
. |
| DIFFERENCE | |
| ARRIERE | !
| | |
I | ]
I [}
' : - 2
x=Ax X X+AX

Figure C-III: Représentation graphique des schémas de calcul par les
différences avant, arriére et centrale.
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aH
Ecrivons une approximation du produit Tx (-—.> en considérant des transmis-
ax

sivités moyennes au point G, on a:

. T T H
H o
QL1>{w+awc ? of [4] [10]
X /@ 2 /\ AX

- N el T H
9H F + e- ¢
(Tx _) =< CVH ) cf [2] [11]
D

9 oH
Pour évaluer — ——-) on calcule 1a différence entre les points G et D.
X ax
On a:
oH oH

T™x — - | Tx —
9 oH o G ax e + Téyﬂe - w + T - Hc
—— Tx_._ =
ax ax ax A (ax)2 2 /\(Ax)2

[12]

Dans 1a direction SCN, oli y varie, on trouve:
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aH Ts + Tc S - Hc
Ty —_— w8 AY = AX [13]
oy B 2 /\ AX
et
aH TN + TV’N - He
Ty — | = AY = aX [14]
3y /y 2 /\ bX
et

 8H ' 3H
Ty — - | Ty —
3 oH /Iy o /g
S Ty —— ]
oy oy AX

(Ts + Té{(”s - Hc)) <TN + Tc:YHN - Hc)
+
2 /\ AX 2 /\ AX

AX

TS % T¥Hs _ H% N + T¥HN _ HC
= + [15]
2 A(AX)Z/ 2 /\(Ax)z

On peut écrire 1'approximation de 1'@quation de diffusiviteé en combinant les

équations [12] et [15] et en regroupant les termes semblables:

TN % Tc Tw + TC TN + Tw + TE + TS +4 Tc

Hy + H, - H
2 N 2 M 2 ¢
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C
F—— H +——— Ho = Q (ax) 2 [16]

On peut &crire une &quation semblable pour chacun des n noeuds ol 1'on
cherche 1a charge H. L'ensemble de ces @&quations constitue un systéme

-

linéaire de n équations @ n inconnues.

Pour un régime transitoire 1'@quation de diffusivité est:

) oH ) oH dh
—_ ([TXx — | + — [Ty — ] = a%S — + Q (ax)2 [17]
X ax oy oy dt

a2 = (ax)2

La discrétisation dans 1'espace reste 1a méme, mais i1 faut ajouter la

discrétisation du temps pour le membre de droite.

En reprenant 1'équation [16] pour 1e régime transitoire et en la résol-

ah
vant pour —, on a:
ot
t
ch 1 TN+Tc Tw+Tc TN+TN+TE+TS+4TC
= t t t
= HN + Hw - — HC
ot (ax)2 S¢ 2 2 2
TE+TCt TS+TCt .
+ HE S —— HS - Q- (ax)2 [18]
2 2 ¢
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Nous voulons évaluer la charge aux temps ts ts ty, e, ten

n
connaissant la charge initiale au temps t, en chaque point. 1I1 y a trois

moyens classiques d'arriver a une solution:

La méthode explicite

oHC O
En connaissant Hto, on calcule Ta valeur (éq. [18]):
ot
4 Hiy CALEULE ERREUR COMMISE
He 0
7 /. . COURBE REELLE D'EVO.UTION
DE H¢
™ wy, REEL
I
| |
| |
| |
/4 | |
| |
| [ temps
e t -
et d'aprés la figure:
»
0
He

[19]

hho=wh o+ (t; - ty)
< at
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On &crit successivement une équation semblable pour chacun des noeuds
et pour chaque pas de temps. I1 faut remarquer que cette méthode tient

compte de la pente de l1a tangente au temps t,

La méthode implicite

Cette méthode se base sur la pente de la tangente d la courbe d'évolu-
tion au point H§1. Cette derniére valeur est ensuite calculée en
considérant la corde Hto , Htode méme pente que celle de 1a tangente a la

c (o

courbe au point ,t,
c

/_ COURBE D'EVOLUTION

~
. ERREUR COMMISE

Z

P My, CALCULE
|
I
|
|
|
[
i

P

feFﬁDS>
!O AT
t
3N
t ubo c
Hol = Mc’ + (t) - tg) : [20]
d
t
3
Hc1

On peut obtenir 1a valeur

en utilisant 1'équation [18]. En substi-
ot ‘
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t
3hcl

On peut obtenir la valeur en utilisant 1'équation [18]. C'est en subs-

ot
tituant [18] dans 1'équation [20] et en regroupant les termes semblables,

1'on obtient 1'equation suivante qui ne fait plus intervenir que la charge

t

He

1 que 1'on cherche:

2
TN + TC " Tw + TC . TN + Tw + TE + Ts + 4 TC a SC :
Hpl + ——— W - * H.1
2 2 W 2 at
T+ T T + T S
ETC p 8T gy o c "¢
+ H™L e 1% 2 B o g2 = [21]
2 E 2 S ¢ At
ou
t
Qct: ()20

On écrit une équation semblable pour chacun des noeuds ol la charge est

inconnue. On a alors un cas identique au régime permanent (équation [16]).

La méthode de Crank-Nicholson

Il s'agit d'une méthode intermédiaire. On cherche a calculer la pente

-

de Ta tangente a la courbe d'évolution des charges en un point situé entre

to et ti.
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; temps

a
t dH

ok, O -
dt

H

aH®

— est 1a pente de 1a tangente en un point quelconque entre tj et t;.
ot

Pour calculer 1a pente au point intermédiaire «, on utilise une moyenne

pondérée entre les tangentes en t, et t,.

t s yh
aH® . Hc0 Hc
= q + (1 - a) [23]
ot ot at
d HEO 3 Hzl
On évalue et a 1'aide de 1'équation [18] que 1'on reporte dans
ot ot
aH®
1'8quation [23]. En substituant — dans [22] 1'on aboutit & un systéme de
ot

n équations @ n inconnues comme dans le cas de la méthode implicite.
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ERREURS RELIEES AUX SOLUTIONS NUMERIQUES

La résolution des équations de diffusivité par les méthodes numériques

donne des approximations entachées d'erreurs. Définissons:

H.: solution exacte des &quations aux dérivées partielles;

H.: solution exacte des équations approximatives par les différences

finies;

solution numérique des &quations approximatives par les difféerences

finies.

Nous appelons alors:

« erreur d'approximation: He - Hp » (truncation error);

« erreur d'arrondissement: HD - HN + (round of error).

Partout sur le domaine d'intégration de notre systéme, He - Hy doit

tendre vers zéro pour converger et HD - HN doit tendre vers zéro pour avoir

la stabilite.
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On doit donc trouver la solution, HN, qui minimise HE - HN tel que

_ _ ; _ i . ; ;
He = Hy (HE Hp) + (Hp HN). L'erreur d'approximation contribue en
majeure partie @ 1'erreur totale tandis que 1'erreur d'arrondissement est en

général faible.




