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ANNEXE A 

Procédures d'intégration de l'équation 
de transport-diffusion 





La forme tridimensionnelle générale de l'équation scalaire de transport-diffusion 

pour un contaminant non conservatif est donnée par l'expression suivante: 

Pour obtenir la forme bidimensionnelle telle que considérée par le modèle, cette 

équation doit subir une intégration temporelle et verticale. Le traitement qui suit a été 

adapté du développement présenté dans Leclerc et al. (1992). 

A.1 Intégration temporelle 

L'équation A.l est valable pour des valeurs locales et instantanées des variables 

d'état. Puisqu'en pratique une échelle de temps discrétisée est considérée, il est nécessaire 

de pondérer les variables sur un intervalle de temps suffisamment long pour éliminer les 

fluctuations aléatoires associé~s à la turbulence. À cette fin, on procède à l'intégration 

temporelle de l'équation de transport-diffusion. 

L'hypothèse de Reynolds (Bird et al., 1960) permet d'exprimer les vitesses et la 

concentration comme étant la somme d'une valeur moyenne sur un intervalle de temps et 

d'une fluctuation aléatoire de moyenne nulle: 

- 1 
Uj = Uj +ui 

l+IO 

Ui = 1. f uidt 
to 1 

[A. 2] 

[A.3] 

[A.4] 
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- 1 t+to 

C=- J Cd 
to t 

[A.5] 

u' =0 [A6) 

C' =0 [A.7] 

L'intégration temporelle d'une variable d'état a quelconque consiste à appliquer un 
opérateur de moyenne pondérée qui permet d'éliminer les fluctuations a'. L'opérateur filtre 

les fluctuations turbulentes. Formellement, on obtient: 

f(-rJ : fonction de pondération; 
T : période du filtre; 
"t : référence de temps mobile; 
(a,!> : opérateur de filtrage. 

[A.8] 

L'opérateur possède quelques propriétés spécifiques. Si a est une constante et fi une 

seconde variable d'état, on a: 

(a,!> =a 

(aa,!> = a(a,!> = aëi 

(a + 13,!> = (a,!> + (13,!> = ëi + f3 

jaa) · a aëi 
\ aXj'/ = aXj (a,!> = aXj 

[A.9] 

[A10] 

[A.11] 

[A1Z] 

[A 13] 
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En ayant recours à un tel filtre, on parvient à éliminer les fluctuations de très courte 

période de retour (a', 13'). Elles sont englobées à l'intérieur des phénomènes turbulents. 

L'opérateur de filtrage est appliqué à chacun des termes de l'équation A.t. Dans la 

démonstration qui suit, on présente uniquement l'opération sur les termes en x, les termes 

en y et en z étant traités de façon identique. 

1) 
( ac f) = .Q.(ë + c' f) = aë 

at' at ' at 

2) 

3) 

4) (cp,j) = q; 

L'intégration du deuxième terme nécessite un éclatement de l'opérateur: 

.Q..(üë f) = aüc ax ' ax 

.Q..(üC'j) = 0 ax ' 

;x(u'C,f) = 0 

Le dernier terme est considéré comme une covariance. Elle représente la turbulence 

convective associée à l'écoulement et ne peut être annulée. Pour fermer le modèle, il est 
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possible de l'exprimer empiriquement à l'aide du concept de viscosité turbulente de 

Boussinesq. Une loi fickienne est alors utilisée: 

[A.14] 

DI. 
i . 

UICI =_D~aë 
1 ax 

coefficient empirique de diffusion turbulente 

Après combinaison de la convection moyenne et de la diffusion turbulente, le terme 

convectif selon l'axe x s'exprime par: 

[A.IS] 

L'étape suivante consiste normalement à appliquer l'opérateur aux termes de 

diffusion moléculaire. Cependant, en situation d'écoulement à prédominance turbulente, les 

processus moléculaires ont peu d'importance et peuvent être intégrés aux processus 

turbulents. On considère alors un coefficient global de diffusion turbulente: 

DTi =D~ +Dmi [A.16] 

Ce coefficient est anisothrope; il varie dans le temps et dans l'espace. 

Il est maintenant possible d'écrire l'équation de transport-diffusion sous sa forme 

pondérée dans le temps. Pour plus de simplicité, la notation ü, ë est abandonnée. Il est 

cependant important de garder à l'esprit que les variables considérées sont des valeurs 

moyennes sur un intervalle de temps. 
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A.2 Intégration verticale 

L'hypothèse d'un mélange homogène sur toute la profondeur de la colonne d'eau 

permet de considérer des concentrations de contaminants moyennées sur la verticale. Tout 

comme les équations de continuité et du mouvement, l'équation de transport-diffusion peut 

être intégrée verticalement de façon à obtenir des variables indépendantes de la coordonnée 

z. 

La méthode de l'intégration verticale repose sur l'application du théorème de 

Leibnitz qui s'énonce ainsi: 

J
b aa a Jb ab aa -dl;=- ad1;-a(b)-+a(a)-ax· ax· ax· ax· ail ail 

Lorsque 1.; =Xi (dans notre cas pour 1.; =z): 

b aa J -dl; = a(b) -a(a) 
aat; 

[A.I8] 

[A.19] 

Le théorème de Leibniz est appliqué à chaque terme de l'équation A.17. 

L'intégration est effectuée entre la cote bathymétrique z = -h' et la cote du plan d'eau z = h. 

Afin de simplifier la notation, on pose: 
h 

< )= J dz 
-h' 

Application du théorème de Leibnitz 

En intégrant chacun . des termes de l'équation de transport-diffusion par rapport à 

l'axe vertical, on obtient: 
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1) 
h 

l acdz= a(C) _C(h)ah +C(_h/)a-h' 
-h' at at at at 

2) 
h l aucdz = a(uC) -u(h)C(h)ah +u(-h')C(-h,)a-h' 
,ax ax ax ax 

-h 

3) 
h l avc dz = a(vc) _ v(h)C(h) ah + v(-h')C(-h') a - h' 

-h' ay ay ay ay 

4) . 
h l a(w - Ws)C dz = w(h)C(h) - w(-h')C(-h') 

-h' az 

5) 

6) 

7) hI a ae [ aCJ [ aeJ -a D TZ -a dz = DTz-a - DTz-a -h' 'Z 'Z 'Z h 'Z - h' 

Le terme de production ou de dégradation peut quant à lui être intégré directement: 

h 

8) l <j>dz = (h +h')q, =Hq, 
-h' 

L'application de conditions aux limites spécifiques permet de simplifier l'équation 
globale. 

Condition cinématique du surface libre et de fond 

Les vitesses verticales à la surface libre et à l'interface eau-sédiments peuvent être 

exprimée à partir de la notion de dérivée substantielle (Bird et al., 1987) 
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w(h) = ~~ +u(h)~~ +V(h)~~ [A.20] 

[A.211 

Ces expressions peuvent être substituées à l'intérieur du tenne 4. 

Condition limite de diffusion turbulente nulle 

À la surface libre, on assume que les échanges de matière par diffusion turbulente 

sont nuls dans toutes les directions: 

pour i= 1,3 [A.22] 

Au fond de l'eau, il est adéquat de poser l'hypothèse d'une diffusion turbulente nulle 

dans le plan horizontal. Cependant, sur la verticale, des échanges de matière par diffusion 

sont susceptibles de se produire et le tenne diffus if vertical ne peut être annulé. 

[A.23] 

Pondération des variables sur la verticale 

Tout comme les fluctuations temporelles, les profils de vitesse et de concentration 

sur la verticale peuvent être représentés par la somme d'une valeur moyenne et d'un écart 

de moyenne non nulle: 

Ui(z) = ïl(1 +Eu;(z» et C(z) = C(1 + Ec(z» [A.24] 

h 

où (Ej) = f Ej(z)dz = 0 [A.25] 
-h' 
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On procède alors à la pondération des variables et des produits de variables de 

l'équation de transport-diffusion. La démonstration est faite pour un terme de chaque type. 

1) 

2) 

3) 

h 

(C) = J (ë + CEc(z»)dz = (h +h')C =HC 
-h' 

h 

(u;C) = J (Ui +U;Ec(z»)(C + CEc(z»dz = u;C(H + (Eu;Ec» 
-h 

( aC)- ac D T;- =HDTi -
ax; ax; 

L'approximation appliquée aux termes de diffusion turbulente est justifiable par le 

caractère aléatoire des mécanismes de turbulence. 

Les produits des fluctuations ne pouvant être annulés «Eu;Ec)"* 0), on a à nouveau 

recours à une loi Fickienne pour fermerle modèle: 

- ac 
U;C(Eu;EC) = -HD;-a· 

IX; 

Di: coefficient de dispersion horizontale 

Résumé des coefficients de diffusion utilisés 

[A.26] 

Les processus d'intégration temporelle et verticale on conduit à l'introduction de 

plusieurs coefficients associés aux processus diffusifs et à la représentation des termes 

covariants. Ils sont, par ordre d'apparition: 

Dmi, coefficient de diffusion moléculaire 
D~, coefficient empirique de diffusion turbulente 
D Ti, coefficient global de diffusion turbulente 
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D j. coefficient de dispersion horizontale 

Leclerc et al. (1993) rapportent que la valeur de ces coefficients augmente d'un 

ordre de grandeur à chaque niveau. Ainsi, tous les processus diffusifs peuvent être 

englobés à l'intérieur du coefficient de dispersion horizontale. 

Équation de transport-diffusion résultante 

L'équation de transport-diffusion peut maintenant être écrite dans sa forme finale. 

On notera simplement u, v et C les variables moyennées sur la verticale et le taux de 

production ou de dégradation sera considéré à l'intérieur du terme global de puits et de 

sources: 

H('p=M [A.27] 

On obtient ainsi: 

[A.28] 




