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Résumé

Ce mémoire aborde deux problemes fondamentaux en apprentissage automatique: la perte des re-
lations qui peuvent exister entre les données, par exemple celles qui décrivent la structure spatiale
d’une image, et le flot d’opérations qui ne sont généralement pas interprétables dans les réseaux de
neurones artificiels. Ce qui, par conséquent, peut compliquer et rendre difficile leur développement.

Nous allons aborder le premier probléme dans le cadre du traitement d’images monochromatiques.
Dans ce cas, I'approche la plus courante consiste a utiliser une représentation vectorielle de I'image
ce qui ignore la relation spatiale entre les pixels. Pour y pallier, nous allons remplacer I’opérateur
linéaire conventionnellement utilisé par un opérateur bilinéaire qui agit directement sur I'image en
préservant sa nature bi-dimensionnelle. En effet, nous montrons qu’ainsi nous pouvons exploiter
plus efficacement les relations spatiales ce qui se traduit par un nombre sensiblement plus faible
de parametres nécessaires pour obtenir les mémes performances que celles obtenues en utilisant les
modeles linéaires courants.

Nous abordons le second probleme, celui causé par un flot d’opérations sans interprétation explicite,
en explorant I'idée d’expansion de bases par un produit tensoriel. Nous proposons deux approches.
La premiere, inspirée par notre travail sur les opérateurs bilinéaires, repose sur les formes multili-
néaires qui nous permettent de manipuler un espace multi-dimensionnel engendré par le produit de
fonctions de bases. La deuxieme approche suit la méme piste tout en résolvant les difficultés d’op-
timisation que nous pouvons rencontrer avec la premiere. Nous pouvons interpréter les opérations
définissant les couches d’un réseau de neurones en termes de produits de fonctions de bases et de la
somme de ces produits, ou 'opération dans une couche dépend du type de fonctions d’activations
utilisées. Cette interprétation est possible si on considére que le produit est réalisé par une somme
dans le domaine logarithmique. Ainsi, elle nous permet de mieux cerner le role des parameétres dans
les structures des réseaux utilisés actuellement. Plus particulierement, nous pouvons justifier 1'utili-
sation des contraintes de positivité sur certains parametres du réseau. Les exemples expérimentaux
indiquent que 'approche proposée d’entrainement des réseaux offre une possibilité d’améliorer les
résultats de reconnaissance.

Nous évaluons nos modeles sur des données synthétiques et/ou réelles pour résoudre des probléemes
de classification.

Mots-clés Classification, Formes bilinéaires, Formes multilinéaires, Tensor product basis expansion






Abstract

In this work, we tackle two problems often encountered in machine learning: the loss of structure
of the input data which is generally transformed to a vector and the lack of interpretability of the
operations especially in artificial neural networks.

To address the first problem, we focus on the case of monochromatic image pattern recognition. In
general, the image is vectorized which leads to the loss of spatial relationship between the pixels.
Hence, we propose to replace the conventional linear operation by its bilinear counterpart which
takes the image bi-dimensional structure into account. In fact, we show that we can exploit better
the spatial relationship which translates into significantly smaller number of parameters required
to yield the same performance as linear models.

Then, to tackle the problem related to the interpretability of neural networks, we exploit the idea of
tensor product basis expansion. We propose two approaches. In the first one, inspired by our work
using bilinear operations, we explore tensor product basis expansion in a multilinear setting. This
allows us to work in a high dimensional space created by the product of different basis functions.
However, due to a possibility of encountering a vanishing gradient problem, we define a second
approach by following the same lead of tensor product basis expansion. We can interpret the opera-
tions defining the layers of the neural network as products of basis functions and the sum of those
products. The operations of each layer depend on the chosen activation function. This interpretation
is possible if we consider that the product is done using a sum in the logarithmic domain which
allows us to pin down the role of the parameters in the currently used neural networks. Namely, we
can justify the positivity constraints imposed to certain parameters of the network. The numerical
results show that the proposed approach can increase the performance of the neural network in
term of accuracy.

To test our proposed models, we use synthetic and/or real data and we show the numerical results
obtained to solve a classification task.

Keywords Classification, Bilinear forms, Multilinear forms, Tensor product basis expansion
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte du projet

L’apprentissage automatique est un sous-domaine de l'intelligence artificielle visant a définir des
opérateurs permettant de réaliser des taches telles que la classification des données multidimen-
sionnelles et dont les exemples les plus connus sont la reconnaissance d’images ou de la parole.
Ces opérateurs sont utilisées, par la suite, afin de prendre de décisions sans aucune intervention
humaine. Grace a ’avancée des capacités de calcul et de stockage, 'apprentissage automatique est
devenu un sujet d’actualité et une technologie prometteuse en pleine expansion. Il est maintenant
omniprésent avec plusieurs applications comme le traitement automatique des langues, la recon-
naissance de formes, les systémes de recommandations, etc. Nous portons un intérét particulier a

son application pour résoudre des problémes de classification.

Les problemes de classification font partie de 'apprentissage automatique supervisé ou nous avons un
ensemble de données {x;}7_; avec leurs étiquettes correspondantes {c;}7;. L’objectif est d’assigner
chaque entrée x a une des K classes ou catégories Cy avec k = 1,..., K. Il existe trois approches

pour trouver la solution optimale [5]:

— Méthode 1: Déterminer d’abord la densité de probabilité conditionnelle Pr(x|Cy) pour

chaque classe. Ensuite, déterminer la probabilité a priori de la classe Pr(C}). Ainsi, nous



pouvons trouver les probabilités & posteriori Pr(Cy|x) en utilisant le théoréme de Bayes:

Pr (x|C) Pr (Cy) __ Pr (x|Ck) Pr (Cy)
Pr(x) S Pr(x|Cy) Pr(Cy)

Pr (Cy|x) = (1.1)

Cette approche est dite générative vue le fait que nous devons déterminer explicitement les

probabilités p(x|Cy) ce qui définit la fagcon de générer les données.

— Méthode 2: Elle est connue sous le nom de modéle discriminatif. Notre objectif consiste a
trouver directement, le plus souvent d’'une maniére approximative, les probabilités a posteriori

Pr(Ck|x) a partir des données.

— Méthode 3: Nous essayons de trouver une fonction f(x) appelée fonction discriminante qui

associe directement chaque entrée x a 1’étiquette d’une classe de telle sorte que:

y=f(x) (1.2)

ou y représente 1’étiquette de la classe de x. Contrairement a la deuxiéme approche, les résul-

tats de cette méthode ne peuvent pas étre interprétés en tant que des probabilités.

Dans les méthodes 2 et 3, nous assignons a x la classe qui possede la probabilité a posteriori la plus

élevée.

Nous nous intéressons a la deuxieme approche ot nous modélisons Pr(Cy|x) directement a partir

des données.

1.2 Problématique et objectifs

Plusieurs modeéles, ayant une dizaine de parametres [10} 26] et allant jusqu’a des millions [18| 22, 28],
ont été proposés afin de résoudre des problemes de classification comme les réseaux de neurones
artificiels par exemple. Par conséquent, une analyse des opérations des modeles s’avere importante

afin de mieux comprendre et représenter le probleme a résoudre.

Nous commengons par un modele simple appelé [Logistic regression| (LR|) qui constitue le fonde-

ment de plusieurs modeles beaucoup plus complexes. Nous avons remarqué que le point de départ
avant d’appliquer [LR] consiste & représenter les données sous forme d’un vecteur. Malgré que cette

opération nous permet de simplifier les opérations & suivre, elle engendre une perte de structure
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des données. Prenons ’exemple d’une image monochromatique, comme celle de la figure elle
possede de nature une structure matricielle dont chaque élément indique l’'intensité du pixel dans
une position précise dans I'image. Ainsi, en transformant cette image en un vecteur, nous perdons

I'information sur le voisinage des pixels. Alors, nous nous sommes fixés 1’objectif de développer un

Figure 1.1 — Exemple d’image monochromatique prise de la base de données [MNIST,]

modele qui s’adapte aux données en entrée et qui ne requiert pas une représentation vectorielle.

Cependant, méme si nous résolvons le probleme de perte de structure des données, reste un
modele linéaire et ne permet de résoudre que certains nombre de problémes. Alors, nous passons a
un modele trés connu — mais peu interprétable — qui est le réseau de neurones artificiel. A ce sujet,
notre objectif consiste a analyser les opérations d’un réseau de neurones conventionnel et proposer
un modele construit selon une logique bien définie visant I'obtention des opérations interprétables.

Une telle interprétation nous guide dans le choix des hyperparameétres et des contraintes.

1.3 Contributions

En abordant les problémes énoncés dans la Section 1.2, nous avons abouti a plusieurs solutions qui
constituent les contributions principales de ce mémoire et qui se résument comme suit :
1. Application d’opérateur bilinéaire pour la classification d’images monochromatiques:

Il nous permet de nous passer de la transformation vectorielle des données qui nous fait perdre
leurs structures matricielles. Ainsi, nous explorons les relations spatiales entre les pixels et nous

réduisons par conséquent le nombre de parameétres utilisés dans le modele.

2. Application d’opérateur multilinéaire pour la formation d’expansion de base:

Nous enrichissons ’ensemble de fonctions de bases en créant un espace multi-dimensionnel
engendré par le produit de fonctions d’activation. Nous manipulons ce nouvel espace grace

aux formes multilinéaires qui nous permettent d’opérer implicitement sur des objets tensoriels.

3. Interprétation des réseaux neurones en tant qu’une expansion tensoriel des fonctions de bases:



Nous pouvons interpréter les opérations définissant les couches d’un réseau de neurones en
termes de produits (transformés en des opérations de sommation dans le domaine logarith-

mique) de fonctions de bases et de la somme de ces produits.

1.4 Structure du document

Ce mémoire est organisé comme suit:
— Le chapitre [2] exploite les formes bilinéaires afin de résoudre des problémes de classification

ayant des données qui ont une structure matricielle.

— Le chapitre [3] aborde le probléme d’interprétation des réseaux de neurones conventionnels, &
savoir [MLP] 1l explique les détails de développement du modele [TMLP| basé sur les formes

multilinéaires.

— Le chapitre [4 présente le modeéle [BET-NN| comme une version plus général du réseau de
neurones [TMLD]

Dans les trois chapitres, nous évaluons nos modeles sur des données synthétiques et/ou réelles.

Enfin, nous concluons ce mémoire par quelques remarques et perspectives de ce travail.



Chapitre 2

Modeles bilinéaires pour la

classification d’images

Il y deux fagons de gérer les difficultés : les

modifier ou s’y adapter.

Phyllis Bottome

La majorité des modeles proposés pour résoudre des problemes de classification utilisent des opéra-
tions linéaires appliqués sur les données en entrée [5]. Pour ce faire, nous devons placer leurs éléments
dans un vecteur suivant un certain ordre, e.g., ligne par ligne. Cependant, les données, lorsqu’elles
sont acquises, possedent naturellement une structure multidimensionnelle. Prenons ’exemple des
images monochromatiques qui ont naturellement une structure matricielle et ou il existe souvent

une certaine relation de similarité entre les pixels voisins.

Ainsi, la transformation vectorielle, ignorant la structure de I'image, rend la tache de classification
potentiellement moins efficace. Pour aborder ce probleme, nous proposons des modeéles qui prennent
en considération la structure des données telle qu’elle est obtenus lors de leur acquisition. Nous nous
focalisons sur la régression logistique étant donné qu’elle constitue un modele de base dans
I’apprentissage automatique. Nous remplagons 'opération linéaire par une opération bilinéaire qui
exploite la relation spatiale entre les pixels définissant ainsi une régression logistique bilinéaire
. Nous montrons que nous pouvons obtenir des résultats similaires avec beaucoup moins de

parameétres. En effet, pour une image X € RM*N Topération linéaire conventionnelle opére sur



RMN ce qui requiert M N parametres alors qu’une forme

une version vectorisée de cette image x €
bilinéaire requiert seulement M + N parametres; une différence qui peut étre trés grande pour des
valeurs élevées de M et N. Si nous utilisons une somme L de formes bilinéaires, le nombre de

parametres augmente linéairement avec L. Ceci nous montre 'importance de la manipulation des

données avec leur structure initiale.

L’idée de l'utilisation des formes bilinéaires afin de remplacer la combinaison linéaire des données
n’est pas entierement nouvelle. Par exemple, elle a été adoptée dans le contexte des signaux acous-
tiques afin de déterminer la réponse du canal acoustique [4, [12]. Dans le domaine de l’apprentissage
automatique, [25] propose d’utiliser les traitements bilinéaires avec les machines a vecteurs de sup-
port (connu en anglais par support vector machines) et [19] explore les formes bilinéaires pour la
classification des signaux médicaux en utilisant [LR] Aussi, elles sont utilisées pour les systémes de

recommandation [9] et 'analyse discriminante [14].

Cependant, [19] se limite a de rang-1 et [9, [14] utilisent une forme bilinéaire de rang-1. Dans
notre travail, nous proposons [BLR] de rang supérieur. Ceci est possible grace a nos algorithmes
qui se basent sur I'optimisation alternée des parametres contrairement a la méthode d’optimization

proposée dans [19] dont la convergence n’est pas garantie.

Dans ce qui suit, nous présentons le concept des modeles bilinéaires appliqués sur [LR] ainsi que leur

interprétation.

2.1 Régression logistique conventionnelle

Avant de présenter notre modeéle [BLR] il est important de discuter la version conventionnelle de la

régression logistique que nous nommons régression logistique linéaire (LLR)).

nous permet de résoudre des problémes de classification binaire. Etant donné un ensemble de
caractéristiques contenu dans un vecteur xy, indexé par t, notre objectif est d’estimer la probabilité
a posteriori de la classe Cy € {0,1} a laquelle appartient x;. En d’autres termes, nous cherchons
yr = Pr(Cy = l\xt)lﬂ

1. Dans la classification binaire, nous avons Pr(C; = 0|x¢) =1 — y.
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[LLR] est un modéle qui nous permet d’approximer y; en utilisant une fonction non linéaire appliquée

sur une transformation linéaire de x; € R” [5]:

yr =0 (z), (2.1)
2= Wixy, (2.2)
ot w = [wy,- - ,wp]T € RP contient les parametres du modeéle et o(-) dénote la fonction logistique
définie par:
1

o(z) = (2.3)

1+ exp(—z)
En utilisant un ensemble d’apprentissage constitué de paires {(x,c;)}; dont ¢; € {0,1} désigne
la classe de x; et T représente le nombre de données d’apprentissage, nous trouvons les meilleures

valeurs des parameétres encapsulés dans le vecteur w en solutionnant le probléeme d’optimisation

suivant:
W= argvznin J(w), (2.4)
J(w) =V(w)+ aR(w), (2.5)
ot K .
=53 [Ct logy: + (1 — ¢;) log(1 — yt)} (2.6)
=

est ’entropie croisée qui nous permet de mesurer & quel point notre estimation de la probabilité a
posteriori y; est proche de la réalité. Le parametre « est un facteur de régularisation et R(w) est la
fonction de régularisation qui est généralement définie par [5, Ch. 3.1.4]:

1 1
R(w) = §HW||% = §WTW. (2.7)

Etant donné que la fonction objective J(w) est convexe, la solution de (2.4) est unique et nous

pouvons 'obtenir en utilisant suivant le gradient calculé comme suit:

T

D (e — co)xi + aw. (2.8)
t=1

Vwd (W) =



Ainsi, le fait de considérer les caractéristiques sous forme vectorielle, représentée par x;, permet
de simplifier les calculs. Cependant, toute relation qui peut exister entre les éléments de x; est
délibérément ignorée. Particulierement, si nos données d’entrée sont représentées naturellement sous
forme matricielle X; € RM*N  comme le cas des images monochromatiques, la relation spatiale entre

les pixels dans X; est perdue lors de la transformation vectorielle de X; en x;.

Cette transformation ne change pas seulement la structure des données mais elle rend 'interprétation
des résultats moins évidente. En effet, il est plus convenable d’écrire la relation (2.2)) sous forme
matricielle :

2z = (W, Xy), (2.9)

ou (-, -) dénote le produit scalaire. W est le format matriciel de w dans (2.2)) et il peut étre considéré

comme un filtre spatial appliqué sur I'image représentée par X;.

2.2 Régression logistique bilinéaire

Malgré que la formulation de z; dans (2.9)) fournit une interprétation des poids W dans le domaine
des images, ce n’est qu’'une réorganisation de ses éléments et la relation entre les pixels n’est pas

prise en compte.

Afin de pallier ce probleéme, nous proposons d’utiliser une formulation bilinéaire définie comme suit:

L
2= a; Xib. (2.10)
=1

Les vecteurs a; et b; sont regroupés dans les matrices:

A = [al,...,aL] (211)

B = [by,...,by], (2.12)

et nous pouvons les voir comme des filtres appliqués respectivement sur les lignes et les colonnes de

I'image X.

Avec ce nouveau modele proposé, nous remarquons que:
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— Pour L = min{M, N}, déﬁnie avec ([2.10)) est équivalent a la régression logistique linéaire
(2.1) pour un choix spécifique des parametres A et B. Nous démontrons cela dans la section
221

— Pour L < min{M, N}, introduit des dépendances entre les pixels d’une méme ligne et

d’une méme colonne. Nous le démontrons dans la section 2.2.2]

2.2.1 Equivalence entre [LLR] et [BLR|

Afin de démontrer 1’équivalence entre (2.9) et (2.10]), nous écrivons (2.9) comme:
2= (W,X) = Tr(WTX), (2.13)

ot Tr(-) dénote la trace d’'une matrice et nous avons omis temporairement l'indexation avec t.

La matrice W peut étre décomposée en utilisant [SVD] comme suit:

L
W =USV' => suv/, (2.14)
=1
ot U = [ug, - ,uy] € RM*M ot V = [vq,--- ,vy] € RV*N sont des matrices orthogonales et

S = diag(sla 0)7 Sl = diag(sla T 7SL)’

Ainsi, nous obtenons

L L
z = Tr[(z slulvF)TX] = Z st Xvy. (2.15)
=1 =1

En définissant les vecteurs a; = /s;u; et b; = /s;v;, nous obtenons (2.10)); nous pouvons aussi
écrire (2.14)) comme:
L

W =) ab/. (2.16)
=1

2.2.2 Dépendance conditionnelle induite

Une interprétation intéressante du modele bilinéaire que nous proposons peut étre obtenue si nous

considérons le modele génératif implicite derriére la régression logistique linéaire.
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Notamment, si nous supposons que la distribution des données x conditionnée sur la classe est

obtenue par:

T

p(x|C =1) x exp(w" x)g(x), (2.17)

ou g(-) est une fonction arbitraire indépendante de la classe C. Ainsi, nous obtenons (2.1) d’une
maniere similaire a [5, Ch. 4.2.1]. Cette relation signifie aussi que, sachant la classe C', nous connais-
sons les parametres w; et par conséquent, les caractéristiques dans x sont indépendantes. Ceci est

équivalent au fait d’assumer que (2.1)) implémente la régle dite « naive » de Bayes [16, Ch. 6.6.3].

Nous pouvons représenter graphiquement ces dépendances probabilistes comme dans la figure [2.]
a l’aide d’un réseau bayésien ou les fleches orientées modélisent les dépendances [3, Ch. 3.3]. D’ou,
le fait de connaitre C' bloque tout chemin liant les poids w; ; qui deviennent ainsi indépendants

(conditionnellement).

D’autre part, dans le cas de avec L = 1 nous pouvons réécrire comme W = abT,
c.-a-d, chaque terme de la matrice W s’écrit comme w; ; = a;b; ou a; et b; sont les éléments des
vecteurs a et b. Cette relation est représentée dans la figure 2.Ip. Nous pouvons constater que le
fait de connaitre C' ne bloque pas les chemins entre les poids wj; ; et ils restent connectés grace
aux €léments a; et b;. Par exemple, il existe un chemin entre wi; et wy n via la variable a; et
qui n’inclut pas C. Nous devons dire que ceci signifie simplement que les éléments w; ; ne sont pas
indépendants du point de vue structurel. Cependant, leur indépendance peut étre obtenue selon un

choix approprié des vecteurs a et b.

Nous insistons a dire aussi que nous n’avons pas besoin du modele génératif afin de résoudre
le probleme de classification. Nous 'utilisons plut6t dans la figure afin de clarifier la différence
entre [LLR] et BLR] La plus importante réflexion derriére cela est: tandis que les dépendances entre
les caractéristiques (dans notre cas, les pixels) sont souvent imposées par la transformation non
linéaire de x (comme dans [16, Ch. 4.1]), avec notre modele elles sont imposées par la structure

méme de I'opérateur bilinéaire.

2.2.3 Apprentissage du modeéle [BLR]

Notre objectif est d’apprendre les parametres des vecteurs a; et b, regroupés dans les matrices A

et B, directement & partir de I’ensemble d’apprentissage {(Xy,c;)}7—;. Comme pour la régression
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Figure 2.1 — Modéle génératif implicite derriére a) régression logistique conventionnelle et b) régression
logistique bilinéaire pour L = 1.

logistique conventionnelle, il faut résoudre le probleme d’optimisation suivant:

[A,B] = argmin J(A, B), (2.18)
AB
J(A,B) =V (A,B) + aR(A,B), (2.19)

ou V (A, B) représente la formulation bilinéaire de 1’entropie croisée définie dans . La fonction
de régularisation R(A,B) joue le méme role que R(w) dans (2.5). Le choix de cette fonction n’est
pas aussi trivial. Mais, pour des fins d’apprentissage du modeéle, nous supposons qu’elle prend une
forme similaire & , c.-a-d,

R(A,B) = 2> (Ilaull3 + [al13)- (2.20)

=1

N =

Nous remarquons que i) la fonction ({2.5)) est convexe par rapport & w vu la relation linéaire qui se
trouve entre z et w (définie dans (2.2))) et ii) z dans (2.10|) n’est pas linéaire en a; et b;. Par consé-
quent, la convexité de J(A,B) par rapport a ay,...,ar,bi,..., by n’est pas garantie et 1'utilisation

des méthodes du gradient directement n’est pas conseillée.
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Néanmoins, si nous fixons tout, sauf un, des termes dans A et B, le probleme d’optimisation se
transforme en un probléme similaire & celui que nous avons résolu dans le cas de[LLR] dans la section

21

Nous pouvons le constater si nous calculons le gradient de la fonction objective J(A, B) par rapport

a a; et by:
1 I
ValJ(A, B) = T Z(yt — Ct)thl + aay, (221)
t=1
1 I
Vi, J(A,B) = 2 > (y — cr)ag Xy + aby, (2.22)

~~
Il
—

ce qui nous donne des équations similaires a ([2.8]).

Ainsi, la fonction J(A,B) est convexe par rapport & a; ou by si nous fixons tous les autres vecteurs.
Ce qui nous incite a utiliser la procédure d’optimisation alternée ol nous optimisons par rapport
aux vecteurs a; et b; un a la fois comme décrit dans Algorithme [I} Puisque chaque probleme que
nous résolvons est convexe, nous pouvons utiliser les méthodes de gradient, c.-a-d, nous optimisons

par rapport & a; (lignes dans Algorithme (1)) et apres par rapport a b; (lignes dans
Algorithme .

Cette optimisation se fait sur plusieurs itérations dénotées par ¢ = 1,- -+ ,imax. L'initialisation des

poids (lignes dans Algorithme [1)) est importante afin d’accélérer la convergence.

D’une part, pour chaque [, nous cherchons les poids a; et b; connaissant ay, by, k < [ tout en
supposant la non contribution des poids ax, bg, k£ > [. En d’autres termes, nous considérons chaque
rang [ comme un niveau d’approximation additionnel. Ce qui explique le fait d’initialiser a; a zéro.
Toutefois, il est possible d’initialiser tous les vecteurs a; et by d’une fagon aléatoire mais ca va
ralentir la convergence puisque, durant 'apprentissage de a; et by, nous sommes affectés par les

valeurs aléatoires assignées aux ag, by, k > [.

D’autre part, pour un rang [ spécifique, puisque a; et b; affecte z; a travers la multiplication, nous
ne pouvons pas les mettre a zéro car nous obtenons un gradient nul (voir et ); ce qui
explique l'initialisation aléatoire de b; (ligne |3| dans Algorithme . Aussi, le fait d’initialiser les
vecteurs by, [ = 1,..., L (lignes dans Algorithme (1)) d’une fagon qu’ils soient orthogonaux va
accélérer la convergence. Cette approche est inspirée par la décomposition . Ceci dit,
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Algorithme 1 : Apprentissage du modele [BLR]
1 Initialisation:

2 al:O,lzl,...,L

3 b; = distribution uniforme dans [-1,1]

4 pour !l =2,---,L faire

L =1
6 bl — bl — Sl_l(Sf_lbl)
7 fin
8 Optimisation:
9 pour i =1,--- iy faire
10 pour [ =1,---, L faire
11 tant que a; n’a pas convergé faire
12 g = Va,J(A,B)
13 D, =10, ,g, 0]
14 f) = arg min, J(A — nD;, B)
15 a < a; — ﬁgl
16 fin
17 tant que b; n’a pas convergé faire
18 g = Vle(A, B)
19 D, =[0,-- g, 0]
20 f) ~ argmin, J(A, B —nD)
21 bl — bl — ﬁgl
22 fin
23 fin
24 fin

nous n’imposons pas une telle contrainte a notre solution. En effet, le fait de le faire détériore un

peu la performance.

Un dernier commentaire a faire concerne la non-unicité de la solution vu la structure méme de ([2.16)).
N’importe quelle solution qui prend la forme (Say, %bl) donnera exactement les mémes résultats et

ce, parce que le produit dans ([2.16]) élimine n’importe quel 3 # 0.

2.2.4 Stratégies de régularisation

Le choix de la fonction de régularisation est souvent incité par la simplicité du probleme d’optimi-

sation, ainsi, le choix de (2.20)) est justifié par la simplicité du calcul du gradient.

En prenant en considération le fait que I’approche bilinéaire est équivalente & I’approche linéaire,

voir section m il peut étre intéressant d’utiliser une fonction de régularisation R(A,B) qui est
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équivalente a celle définie dans (2.7), c.-a-d, en utilisant (2.16)), nous définissons:
1 L
R(A,B) = o|| > _ab/ |7 (2.23)
=1

via la norme de Frobenius.

Cependant, une telle définition engendre des complexités dans le calcul du gradient V,, R(A,B) et

Vi, R(A,B). Par conséquent, nous optons pour (2.20) ou pour:
1L
2 2
R(A,B) =5 > llaill; il (2.24)
=1

qui est, en fait, équivalente a (2.20) pour L = 1.

Aussi, pour L = 1, la régularisation donnera les mémes résultats que la régularisation .
Nous pouvons voir, sans perte de généralité, que les solutions basées sur peuvent étre forcées
a satisfaire ||ai||, = ||bi||y (comme indiqué avant la section le produit des termes est le
plus important et il peut étre fixé lors de la normalisation). La méme chose peut étre dite pour

la régularisation (2.20|) qui est minimisée pour |la;||, = ||b1]|,. En d’autres termes, seule la norme

lai|l; = ||b1]|, affecte les solutions pour (2.20)) et (2.24).

Cependant, une telle équivalence ne peut pas étre garantie si nous augmentons le rang L.

2.3 Généralisation a des problemes de classification multiple

La généralisation de la régression logistique linéaire qui peut résoudre des problémes de classification
multiple se fait a l’aide de la régression softmax : étant donné K classes, nous cherchons la
probabilité & posteriori pour chaque classe Cy € {1,2,..., K}, c-a-d, yrp = Pr(Cy = k|Xy), k =

1,..., K. Ceci est réalisé grace au modele suivant:

exp (z1k)
Yk = e (2.25)
Z]K:I exp (2,7)
ou:

2k = (Wi, Xy), (2.26)
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et chaque Wi,k =1,..., K représente les poids correspondant & la classe k. Pour K = 2, I'indexa-

tion de la sortie du modele avec k peut étre éliminée tel que discuté lors de la classification binaire

avec [LLRI

En utilisant les mémes arguments qu’avant, nous remplagons le produit scalaire ([2.26]) par sa for-

mulation bilinéaire:
L

2= a1 Xeby, (2.27)
=1

ce qui nous donne la régression softmax bilinéaire (BSRY).

Ensuite, étant donné un ensemble d’apprentissage {(X¢,c;)}/—; olt ¢; € RE est le vecteur qui encode
la classe tel que ¢t = 1 si Cy = k, nous cherchons d’apprendre les poids A; = [a; 1, - ,a; k] €

RM*K of B = [by1,--,brk] € RN*K pour i =1,---, L.

Pour ce faire, nous minimisons cette fonction objective:
T K
J(AB)=—%> > cxlnyy+aR(AB), (2.28)

on A=[Aj,...,Ar] et B=[By,...,By] regroupent tous les poids.

Le gradient de la fonction objective J(A,B) par rapport a a; j et by est donné par:

1 T
Va, . J(A,B) = T > ek — cer)Xibi + aVa,  R(A,B), (2.29)
t=1
T
1
A Z Yk — Ce)a . Xe + oV,  R(A,B). (2.30)
t:l

Nous optimisons J(A,B) en utilisant la méthode du gradient descendant comme décrit dans Al-
gorithme [2 qui généralise 'apprentissage de [BLR] défini dans Algorithme [I] pour 'apprentissage de
[BSRI
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Algorithme 2 : Apprentissage du mdoele [BSR]

1 Initialization:

2 A=0

3 B = drawn from a uniform distribution over [-1,1]
4 pour k=1,---, K faire

5 pour [ =2 --- [ faire
b1k b1

‘ Si-1 = [||b1,k.||"” ’ Hbzfl,kH}

7 by, < by — Sz—1,k(SlT,1,kbl,k)

8 fin

9 fin
10 Optimization:
11 pour ¢ =1, -+ ,imax faire
12 pour [ =1, L faire

13 tant que A; not converged faire
14 G;=[Va, ,J(AB), -+ ,Va, J(A,B)]
15 Dl:[07"‘7Gl,"'70]

16 f) = arg min, J(A —nD;, B)

17 Al — Al — ﬁG

18 fin

19 tant que B; not converged faire
20 G = [VbUJ(A,B),'-' ,Vbl_’KJ(A,B)]
21 Dl:[(),"‘,Gl,"',O]

22 f) = arg min, J(A, B — D)

23 Bl — Bl — ﬁGl

24 fin
25 fin
26 fin

2.4 Résultats expérimentaux de la classification des images [MINIST]
Expérience 1. Afin de tester ’approche proposée avec |[BLR], nous considérons la base de données
[MNIST] qui consiste des images monochromatiques de taille M x N de chiffres écrits a la main
allant de 0 ¢ 9 [21] avec M = N = 28 (nous montrons quelques images dans la figure[2.3). Ainsi,
requiert MN = 784 poids dans w alors que requiert L(M + N) = 56L poids afin de

représenter A et B.

Nous avons utilisé un ensemble d’apprentissage avec différents nombres d’éléments T € {32,128,512,
1024, 4096, 8192}. Le tauzx de reconnaissance est donné en se basant sur un ensemble de test de taille
Tiest = 2000. Nous adoptons la régularisation (2.24) et le paramétre de régularisation o est choisi

en utilisant la méthode de validation croisée sur un ensemble de validation de taille T\, = 2000.
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Les résultats de classification binaire des chiffres 8 et 9 sont donnés dans la figure a) et ceux des
chiffres 5 et 8 sont donnés dans la figure b).

Nous constatons que i) pour L =1, présente des meilleurs résultats que ' ceci est du au
fait que les deux fonctions de régularisation sont équivalentes pour L = 1 et le nombre de paramétres
est beaucoup plus petit dans et i) cette différence dans les résultats est presque compensée en
utilisant L = 2; ainsi, avec seulement 112 parametres requis dans A et B nous obtenons presque la
méme performance que la régression logistique conventionnelle qui requiert approximativement sept
fois plus de paramétres. Ce qui nous indique que le fait d’ignorer la structure de l'image meéne au

sur-paramétrage de la solution.

NHEOEGEEBEOHAN
HFOKAEZENEIQHNHE

Figure 2.2 — Vingt exemples des images de m choisis aléatoirement de ’ensemble d’apprentissage.
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Figure 2.3 — Taux de reconnaissance (%) obtenu sur la base de données MINIST|en utilisant différentes
valeurs du parameétre T pour deux problémes de classification différents.
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Expérience 2. Nous avons appliqué le modéle[BSR| sur la méme base de données[MNIST] que dans
Expérience[l] mais en utilisant les K = 10 classes. Les ensembles de validation et de test contiennent

chacuns 10000 images.

Le taux de reconnaissance est montré dans la figure et nos conclusions sont en concordance
avec celles dans Expérience[1. La différence majeure c’est que nous devons augmenter le rang de
Dopération bilinéaire jusqu’a L = 3 afin d’aboutir d des résultats comparables avec ceux obtenus avec
la régression softmax linéaire . Par conséquent, au lieu de 784K parameétres requit dcms
[BSR| n’a besoin que de 224K paramétres.
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1] 85.34
7] 89.21
] 89.94
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Figure 2.4 — Classification multiple: Taux de reconnaissance obtenu sur la base de données MINIST| en
utilisant différentes valeurs du paramétre T'.



Chapitre 3

Réseaux de neurones basés sur les

formes multilinéaires

Si vous changez la facon dont vous
regardez les choses, les choses que vous

regardez changeront.

Wayne Dyer

Les modeles discutés dans le chapitre précédent, et restent des modeles linéaires (les

Tx = constante) et ne permettent de résoudre que certains

frontieres de décision sont données par w
types de problémes. Ainsi, nous avons besoin d’'un modeéle qui nous permet d’obtenir une meilleure
approximation de y; pour des problémes dont les données ne sont pas linéairement séparables. Parmi

les solutions proposées dans la littérature, il y a un modele — trés connu et prometteur — qui est le

réseau de neurones artificiel.

3.1 Réseau de neurones IMLP| conventionnel

Pour un probleéme de classification a K classes, le perceptron multicouche (connu en anglais sous

le nom: [Multilayer perceptron| (MLP))) approxime la probabilité & posteriori de chaque classes C' €

{1,2,..., K}, c-a-d, yp = Pr(C = k|x) avec k = 1,..., K, en utilisant une série de transformations

non linéaires appliquées sur l'entrée x [5, Ch. 5.1]. Chaque fois que nous appliquons une fonction
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non linéaire, nous ajoutons une « couche » au réseau. Il peut donc étre représenté graphiquement
comme dans la figure 3] ot chaque cercle représente une variable et chaque fleche connectant deux
cercles indique l'opération appliquée sur la variable liée a 'origine de la fleche. La profondeur du

réseau, c.-a-d, le nombre de couches excepté la couche d’entrée, est donnée par le parametre D.

WO @ /. W w® WD-1) (0= m (D-1)/. m WD) (D) (D).

Figure 3.1 — Graphe définissant les relations entre les variables dans ayant D couches.

En supposant que toutes les variables sont des vecteurs (x € RY (0), ald ¢ RV (d>, z@ ¢ RN of

y € RN @ avec NP) = K ), la série d’opérations définissant le réseau est la suivante:

y=¢®(a?), (3.1)
a@® = Wz ¢ wld o g=1,...D, (3.2)
2@ = ¢D@®)  powr d=1,...,D—1, (3:3)
20 — « (3.4)

d)

Les vecteurs a(@ appelés activations, et z(?, appelés les unités cachées, permettent de définir

la couche d du réseau. Les lignes des matrices de poids W@ — wgd) ng) wg\c/,lz 9 IS

d d—1 . e s . . , . s
RN @xN@=D agissent comme des filtres linéaires appliqués sur les sorties de la couche précédente,

c.-a-d, a%d) = (w%d), 7=y 4 w((]d) avecn = 1,..., N@_ Les vecteurs wgd) € RV contiennent des
termes constants appelées des biais. Les fonctions g(d)(-), pour d =1,...,D — 1, sont appelées des
fonctions d’activation et elles sont appliquées sur chaque élément du vecteur a(®. Les fonctions
d’activation les plus populaires sont la fonction logistique donnée par et la fonction

définie comme:

RelLUla) = max(0, a). (3.5)

Etant donné que la dérivée de cette fonction n’est pas définie en zéro, il existe une version dérivable

de [ReLU], appelé softplus donnée par:

SP(a) =1In[1 + exp (a)]. (3.6)
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Pour la couche de sortie, nous utilisons typiquement la fonction softmax comme derniére transfor-

(D)

mation appliquée a a'*’ de sorte que:

exp (af?)

— Z]KZI oxp (agD))’

(3.7)

ceci est important afin de produire un vecteur de sortie y dont les éléments se somment a 1 et qui

peuvent étre interprétés comme des probabilités a posteriori.

Malgré que la motivation derriére la définition et 1'utilisation des fonctions non linéaires ¢(®(-) est
la ressemblance avec notre systéme nerveux [16, Sec.11.3] [24], elle ne nous aide pas d’avoir une
interprétation des résultats obtenus. Cependant, du point de vue algébrique et a partir de la série

d’opérations (3.1)-(3.4), nous pouvons interpréter 27(;1) comme des fonctions de base dans 'espace

de z(@=1 étant donné que z,gd) = g(d)<<w%d),z(d_1)>). Ainsi, tout élément du vecteur d’activation
a,(ffrl) est obtenu via une expansion de bases linéaire dans l'espace de z(¢—1) [13, Sec. 6.2.1],[16]
Ch. 5.1]:

ay ™ = (Wit 2 D), (3.8)

N(d)
=3 ) 60 (o). 59

n=1

N(d)
= 3" wlthD gD ((wlD, 21, (3.10)

n=1

Nous notons ici, qu’en principe, la base des fonctions satisfait deux conditions : i) elle doit contenir
des fonctions linéairement indépendantes, et ii) elle doit permettre d’exprimer n’importe quelle
fonction de I’espace par une combinaison linéaires de ses éléments. En général, ces deux conditions
ne sont pas satisfaites. Par conséquent, 1'utilisation du terme « base » est un abus de langage
que nous perpétuons sciemment considérant son ancrage solide dans la littérature a ce sujet [I3]

Sec. 6.2.1] [16} Sec. 5.1].

Alors, dans ce contexte, nous nous posons la question suivante: pourquoi associons-nous une seule
. R o d . . .

fonction de base & chaque activation cu(1 )? Par exemple, dans le cas de fonctions d’activation logis-

tique, pourquoi pas utiliser aussi son complémentaire 6(a) = 1—o(a) = o(—a)? Certains travaux de

recherche se sont intéressés a répondre a cette question en utilisant des paires de fonctions complé-

mentaires comme [15] avec son modele [Multivariate adaptive regression splines| (MARS]). Dans ce
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qui suit, nous proposons une autre alternative basée sur les formes multilinéaires. Quelques notions
élémentaires relatives aux tenseurs nécessaires pour la compréhension de la suite du chapitre se

trouvent dans 'annexe [Al

3.2 Fonctions d’activation basées sur les formes multilinéaires

Supposons qu’en effet nous considérons les complémentaires des fonctions logistiques ou dans le cas
(d) (d)

général, supposons que nous transformons chaque 2, dans (3.3) en un vecteur Z,~ € R’ tel que:

0] gl (af®)

d=| =] | (3.11)
) Lo )

(d)

i

(d)

o g,/ : R — R est la i®™¢ transformation de l’activation ay ', i =1,...,1I.

. - ~(d ~(d ~(d)
Ensuite, nous regroupons ces différents vecteurs z7(l ) dans un tenseur Z @ e R! de rang-1 comme

suit:

29 —3"06. 0a?, (3.12)

)

ou o dénote le produit vectoriel extérieur, c.-a-d, chaque élément de 2(‘1 est donné par [20]:

5(d)

Zi1,---,iN(d)

11 20 7 N(d)viN((i)

= ngl) 2959 pour chaque 1<i, <I. (3.13)

(d)

En fait, nous pouvons considérer chaque élément de Z"’ comme une nouvelle fonction de base qui

se crée. Pour illustrer, nous supposons que x € R2, N() = 3 et nous fixons les poids W) e R3*2

permettant de calculer les activations a(V), c.-a-d, al) = WU x. Aussi, supposons que I = 2 et 27(11)

(1) — o(a) || o(w"x) (3.14)

C (=) |o(—wime)|

se calcule ainsi:

Comme nous pouvons le voir dans la figure avec chaque élément de Z(l) obtenu via le produit

(3.13]), nous couvrons de nouvelles régions potentiellement plus utiles pour la classification.
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20 -40 20 -40

(&) 2, (f) 251,

20 -40

(8) 25 (h) 25,

23

Figure 3.2 — Les éléments de 2" en fonction de x oit nous avons fixé les paramétres W) aléatoirement

avec I =2 et N =3,
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Maintenant, étant donné ce tenseur 53(‘”, I’étape suivante consiste a combiner linéairement ses
éléments afin de calculer les activations de la couche suivante a(¢+1) tel que:
(@+1) — D Z@y o m=1,..., N@HD, (3.15)

. , e s (d (d) o
ou (.,.) dénote le produit intérieur définie dans et W (d+1) € REXIM st définie comme:

L
3y (d+1) - (d+1 - (d+1
Ww,, = ngn,l,l) 0...0 an,l,z\)/(@' (3.16)
=1

9 et

Cependant, pour des limitations numériques, nous ne pouvons pas construire explicitement Z(

W,(;Hl) pour des grandes valeurs de N (d) Néanmoins, nous pouvons toujours calculer ([3.15)) parce

que nous pouvons la réécrire comme:
L (d+1) L N - (d+1)T
d+1) __ ~ (d+ +1)T -
aft™ =3 T (wyai) 2 Z H Wonin P (3.17)

Démonstration. Nous voulons prouver 1’équivalence entre (3.15) et (3.17)). Pour simplifier, nous

Otons temporairement les indices de couches et m de Z(d), WSH) et agff“).
a= (W, Z2) (3.18)

L I I

=300 Ziin Wi (3.19)
I=1i1=1 in=1
L I I

=300 Fa - BNy Wity - WiNiy (3.20)
I=1i1=1 in=1
L I I

=3 D D Gratiii) - Gy i DNy) (3.21)
I=1i1=1 in=
L I I

= Gra®ig) - Y (ENiyTNy) (3.22)
1=1i1=1 in=L1
L N

=> 10, 20). (3.23)

N
Il
,_.
3
Il
—
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Une propriété intéressante de la formulation (3.17)) du produit intérieur (3.15)) est qu’elle nous permet
(d) )

. . . . ~(d
d’explorer le produit des fonctions de bases g; () sans pour autant avoir a créer les tenseurs Z(

et VNVSS—H) qui sont d’ordre tres grand.

3.2.1 Définition du réseau TMLPI

Pour résumer, la série d’opérations définissant notre réseau ayant D couches, que nous dénotons

par [TMLP| (Tensor-based multilayer perceptron|) vue la manipulation des objets tensoriels, est:

y =g (a?), (3.24)
aﬁ,‘f) = <V~V7(g),2(d_1)>, pour m=1,...,NDetd=2,...,D, (3.25)
Z9 D@, pour d=1,...,D—1, (3.26)
A — Wby (3.27)
20 — x. (3.28)

(d)

avec §(9(.) la fonction qui nous permet de créer le tenseur Z'” définie comme:

G, RN RV

P ( agd)) e (ag\izd))
al@ — 0...0 . (3.29)
ggd) (aﬁ‘”) O (a%)

3.2.2 Comparaison entre [TMLP] et  MLP]

Le réseau [TMLP| peut étre représenté graphiquement comme dans la figure [3.3|dont chaque tenseur

(d—1)
de poids W@ e RN@xLxIY est défini comme:

wd = WSZ) pour m=1,...,N9. (3.30)

Myt

En fait, son architecture est trés similaire a celle de [MLP]illustrée dans la figure La couche de

sortie est donnée encore par la fonction d’activation g(P)(-) dont la définition correspond & (3.7).
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1) Gy (2) (D-1) 5(D-1)(. (D) /_\ (D)(.
wi wg ()©w W o0 )2 () o0} W o YO

Figure 3.3 — Graphe définissant les relations entre les variables dans le réseau [TMLP|ayant D couches.

Il differe d’un réseau [MLP] conventionnel par ces points:

s . . . , = (d
. Les unités cachées sont devenues maintenant sous forme tensorielle donnée par Z(

1. Les fonctions d’activation des couches cachées sont devenues maintenant multidimensionnelles

données par g(d>(-). Comme indiqué précédemment, cette fonction g(d)(-) nous permet d’ex-
traire plus d’information a partir des activations et ainsi d’accéder a des régions de I’espace qui
étaient en sorte ignorées ou tout simplement inaccessibles auparavant. Nous pouvons voir cette
opération comme une augmentation de dimensionnalité; avec chaque application de fonction

G (-) nous passons d’un vecteur de N@ éléments & un tenseur d’ordre N(®.

)

. Ensuite,
dans la couche suivante nous allons procéder & une réduction de dimentionnalité réalisée par le
produit intérieur avec les poids W(d). De plus, concrétement, nous calculons ce produit
en suivant (3.17) ce qui nous permet de créer et manipuler virtuellement les objets Z(d) et

W,

Ainsi, [TMLP) offre une généralisation du réseau [MLP] Plus précisément, avec un choix spécifique

des paramétres W(? et cette définition de la fonction §(®(.):

G RN RN

-g(d) (a@) 1 1
ald — ! o o (aéd)) 0...0 , (3.31)
: : 1
R IR (agjzd))_

nous pouvons reconstruire |MLP)|

3.2.3 Apprentissage du modéle TMLP|

Etant donné un ensemble d’apprentissage {(x¢,c;)}/; ot ¢; € RX est le vecteur qui encode la

classe tel que ¢;, = 1 if Cy = k, notre objective est de minimiser la fonction J(-) afin de trouver les
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parametres du modele. Elle est définie comme:

1 T K
72 > ey + aRWO, WE, L WP, (3.32)

t:1 k=1

J(W(l)’ W(Q) W(D

la fonction de régularisation R(-) peut suivre une définition similaire & (2.20) du modele[BLR] c.-a-d,

ROWO, W w®) = L(|wi* [l
1 2 & @ |2 - (d) 2
+§dz_:2 le;(HWmMH + +H W va-n]| ) (3.33)

Vu que dans les réseaux de neurones nous avons une succession d’opérations non linéaires, le calcul
du gradient de J(-) par rapport aux parameétres n’est pas si facile, surtout pour un réseau tres
profond. Une technique tres efficace, connue sous le nom de rétro-propagation de erreur, nous
permet de calculer le gradient de la fonction objective J(-) en se basant sur la regle de dérivation en
chaine [5], Sec.5.3]. Puisqu’ici nous manipulons des objets tensoriels, la méthode de rétro-propagation

de Perreur appliquée a [TMLP| n’est pas aussi évidente. D’ou la nécessité de la détailler.

Sans perte de généralité, nous supposons que D = 2 afin d’illustrer 'application de la méthode de

rétro-propagation de Ierreur pour le calcul du gradient de J(-) dans Algorithme

3.3 Résultats expérimentaux

Nous générons des données synthétiques {(x;,c;)}/—; oll ¢; a un encodage 1 parmi K avec K = 3

et x; € R? est tiré a partir d’une mixture de trois distributions gaussiennes de sorte que:

—10 ) 5)
PI“(Xt|Cl) = 7T1N< ,21> + 7T2N< ,EQ) + 7T3N< ,Eg), (3.38)
-3 3 —10

0 —4 0
PI“(Xt|CQ) = 7T1N< ,21> + 7T2N< ,EQ) + 773/\/( ,Eg), (3.39)
7 3 -9

-5 2 -1
Pr(Xt|Cg) = 7T1N< ,21> + 7T2N< ,EQ) + 7T3N< ,Eg), (3.40)
—10 -3 -1




28

Algorithme 3 : Rétro-propagation de l’erreur pour [TMLP

Pour chaque vecteur d’entrée x;:
5(1)

1. Propager x dans le réseau et calculer les vecteurs z(9), al), 2, a(® et y en suivant ([3.24)-

(13.28)).
2. Calculer erreur au niveau des unités de la couche de sortie:
oJ
(2) =
0y = 8a(2) (3.34)
3. Calculer 'erreur au niveau des unités de la couche cachée:
8951)
@ 2 N L [NO dall
o X aJa @1 - |1 | .
o = = PO Z o D l IT % 2,7 Wi | (3.35)
8an m=1 8 8 m=1 =1 = 89(1)
]7’5” aaﬁ
4. Calculer les dérivées partielles:
aJ N@)
_ 2) _ <(2) &
V. a(:)an = mvwi?l, agn) 5( z [ 1:[ Wm,l,] ] (3.36)
J#n
Vmd = vwwa;l) =51z (3.37)
2 0 0
avecw1:0.3, 7T1:0.5, 7T1:O.2, 21: ,22: et 23: .
0 2 01 0 1

Les expériences ci-dessous ont été établies sur une base contenant 1000 échantillons de chaque classe.

Etant donné que nous connaissons la distribution a priori des données, nous pouvons trouver les

régions de décisions en utilisant le théoreme de Bayes comme illustré dans la figure

15

101

—15 4

-20 T T T T T
-15 -10 =5 0 5 10 15

Figure 3.4 — Régions de décisions bayésiennes. Les croix correspondent aux moyennes des distributions

gaussiennes a partir desquelles les données ont été tirées.
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Nous testons le modéle [TMLP|sur cet exemple synthétique ot la fonction §(!) suit:

(d)
g RN 5 RV

o) ][ ek
o~ a’) 7~ aye)

Comme nous pouvons le constater dans la figure [TMLP] nous permet de trouver des régions de

ar (3.41)

décisions plus intéressantes qu’un réseau [MLP| conventionnel ayant le méme nombre de neurones.
Ceci revient au fait que nous avons exploré le produit de fonctions de base données par la fonction
g(d>('). Aussi, nous observons un comportement similaire au modeéle par rapport au rang des
parameétres donné par L. Plus nous augmentons le rang L, plus la performance de[TMLP]s’améliore.
Ceci ce traduit dans les régions de décisions qui s’approchent plus des régions bayésiennes données

dans la figure

-15  -10 -5 0 5 10 15 -15  -10 -5 0 5 10 15 -15  -10 -5 0 5 10 15

(a) [MLP| (b) ITMLP|avec L =1 (c) [TMLP|avec L = 2
15 15 15
10 104 10
® x 1 x ® x
~ o x ~ o x ~ o x
£ x x ¢« ] = x £ x x
-10 X x -10 X x -10 x x
=15 =151 =15
=20 =20 =20
-15 -10 =5 0 5 10 15 -15 -10 =5 0 5 10 15 =15 -10 =5 0 5 10 15
(d) MLP| (e) m avec L =1 ) m avec L =2

Figure 3.5 — Régions de décisions obtenues avec (avec des fonctions d’activation logistiques) et
TMLP|avec D = 2. Pour a), b) et c) N®) =3 et pour d), e) et f) N =6.

Les résultats de [TMLP] sur cet exemple synthétique sont prometteurs et nous encourage de tester
ce modele sur des données réelles. Cependant, pour des données plus complexes, comme les images,
les dimensions du réseaux sont beaucoup plus grandes afin de pouvoir classifier correctement les
entrées. Pour des grandes valeurs de N () nous avons remarqué un probléme avec le gradient qui
tend vers zéro; le produit dans devient tres faible et par conséquent, il n’aura pas une mise a
jour du gradient. Alors, dans le chapitre suivant, nous continuons d’explorer 'idée d’enrichissement

de fonctions d’activation avec le produit des fonctions de bases mais vu d’un autre angle.






Chapitre 4

Réseaux de neurones en tant qu’une

expansion de bases

Le design n’est pas seulement ce a quoi ¢a
ressemble. Le design est comment ¢a

fonctionne.

Steve Jobs

Dans le chapitre précédent, nous avons exploré une perspective dans les réseaux reposant sur le
produit de fonctions de bases. Cependant, afin de construire d’une maniere méthodique un réseau,
une meilleure analyse de ses opérations s’avere nécessaire. Plusieurs travaux antérieurs ont analysé
les opérations des réseaux de neurones dans le contexte du probleme d’approximation universelle
qui évalue la possibilité d’approximer n’importe quelle fonction y = f(z) en utilisant un réseau de
neurones. En particulier, [I1] conclut que toute fonction peut étre arbitrairement bien approximée
avec un réseau de neurones ayant D = 2 et des fonctions d’activation de type logistique . Tandis
que [23] conclut qu’'un réseau de largeur finie avec des fonctions peut résoudre le méme

probléme.

Dans ce chapitre, nous analysons en plus de détails les opérations définissant un réseau de neurones

de point de vue d’expansion de bases.
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4.1 Réseau de neurones comme une expansion de bases

L . . o (d+1) ,
Tel que discuté dans la section nous pouvons considérer les activations am, comme le résultat
d’une expansion de bases linéaire dans Despace de z(4~) pour un réseau conventionnel. Aprés
avec [TMLP}, nous avons procédé & une expansion de bases via le produit des fonctions ggd) (+). Ici,
nous proposons d’adopter une manieére différente afin de définir 'expansion de bases, celle reposant

(d)

sur le produit tensoriel de zy” (-) pour n =1,..., N connue sous le nom de Tensor—product—basis|

.

Plus précisément et sans perte de généralité, nous supposons que les fonctions d’activation g(d)(-)
prennent la forme ({2.3)), c.-a-d, g4 (a(d)) = J(a(d)). Ensuite, au lieu de prendre directement les

fonctions de bases J(a,(@d)> dans la somme (3.9)), nous procédons en deux étapes:

1. Nous créons de nouvelles fonctions de bases en utilisant le produit des anciennes, c.-a-d,

N(d) Hd+1)
o) (a(d)> = H [J(agd)ﬂ " pour l=1,...,L, (4.1)
n=1

ou tl(i:rl) € {0, 1} nous permet de déterminer quel terme U(agd)) doit entrer dans (4.1 (dans

ce cas, nous posons tl(cijl) =1 ) ou doit étre éliminé ( tl([fjl) =0 )

2. Nous combinons linéairement les fonctions (4.1)):

L
ald+2) Zw(d+2) & (a(d)) + D pour m=1,..., N@2), (4.2)

m m,l 0,m
=1

Nous remarquons que: l’ensemble de fonctions de bases dans (4.1) a une cardinalité L = 2V @

(Le nombre de toutes les combinaisons possibles de N (@) variables binaires tl(‘f:rl)) qui peut étre

trés grand. Alors, pour des fins de simplicité, nous limitons le nombre de termes dans la somme

(4.2); nous définissons cette valeur a priori, c.-a-d, L = N (d+1) & oN@ Do plus, étant donné

(d+1)
In

que nous travaillons avec des valeurs discretes t € {0,1}, il n’est pas pratique de point de

(d+1)

vue numérique d’optimiser les valeurs ¢;
9

[1, [6]. Alors, nous relaxons cette formulation et nous

(d+1)

permettons aux coefficients de prendre des valeurs positives, c.-a-d, ¢,
b

€ R;. Cette contrainte
de positivité est généralement facile & implémenter et peut étre considérée comme une utilisation

des puissances positives de la fonction logistique ce ne doit pas changer dramatiquement la capacité
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d’approximation des fonctions. Nous évitons les puissances négatives vu qu’elles correspondent a la

division des fonctions logistiques qui peut mener a des résultats non bornés.

Malgré I'indexation différente selon les couches dans (4.2)), elle généralise (3.9) dans le sens qu’il est
possible de trouver wldt? pour lesquels (4.2)) est équivalente a (3.9)).

m,l

4.1.1 [TPBl comme un réseau de neurones

Une propriété intéressante des deux étapes ci-dessus est qu’elles peuvent étre implémentées en

utilisant deux fonctions d’activation connues. Supposons que D = 3 et L = N alors:

1. Nous transformons (4.1)) dans le domaine logarithmique:

N@)
01(2) =In (bl(a(l)) = Z tl(iz lna(aﬁﬁ), pour [=1,...,N®, (4.3)
n=1

En utilisant la fonction softminus, une version de (3.6)), définie comme suit:

pla) = —SP(—a) =Ino(a), (4.4)
nous réécrivons (4.3)) comme:
N@
2 2
cl( ) = Z tl(,rz p(agl)), (4.5)
n=1
= (t*),2V), (4.6)
T
avec z(1) = p(a(1)>. Maintenant, en définissant T® = {t?) téQ) tg\%) , nous obte-
nons:
c® = 1@ z0), (4.7)

Malgré que 05(2) est le logarithme des fonctions ¢y (a(l)), il est aussi la sortie d’'une combinaison

linéaire définie dans ; la seule différence avec un réseau de neurones défini dans -
est que si nous voulons ajouter un biais dans chaque couche alors nous le fixons a zéro dans
, c.-a-d, cl(Q) = <t§2),z(1)) =+ t((fl) avec t((fl) = 0. Ainsi, nous pouvons traiter ¢(2) comme un
signal d’activation de la deuxiéme couche du réseau que nous construisons avec des fonctions

d’activation softminus dans la premiere couche.
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2. Nous implémentons (4.2)), c.-a-d, nous combinons les fonctions représentées par cl(z):

N(©2)
af) =" wly) o (alV) + ), (4.8)
=1

N(©2)
=3 ), oxp (42) +uflh (19
=1

= (W vy i (4.10)
ot v@ = ¢ (c(2)) est défini en utilisant une fonction d’activation exponentielle:

&(a) = exp(a). (4.11)

Nous aboutissons & une expansion via [TPB|implémentée avec un réseau de neurones que nous ap-

pelons [BET-NN]| (Basis Expansion via Tensor product NNJ|) et que nous représentons graphiquement
dans la figure La fonction d’activation de la couche de sortie g (-) suit la définition ([3.7).

@) ) (2) ) 3) w® (3)(.
(D)0 ()0 )T (@) ) 2 )07
N \_J \_/ \_/ N

- S - S
~N ~N
expansion de bases via TPB lation dans le domaine d’origine
dans le domaine logarithmique + additions

Figure 4.1 — Graphe définissant les relations entre les variables dans [BET-NN| ayant trois couches.

En général, étant donné que nous avons a®, nous pouvons continuer I'extension, c.-a-d, nous
o 3 3 . . .
définissons zy(n) = p(aT(n) ) comme de nouvelles fonctions de bases et nous les utilisons afin de faire

une expansion via [TPB|en ajoutant deux nouvelles couches au réseau comme suit:

28 = p(a®), (4.12)
c® =1Wz0), (4.13)
v — §<C(4>)’ (4.14)
a® = Wz® 4w (4.15)

Ainsi, la profondeur du réseau augmente par 2 a chaque fois que nous procédons & une
expansion de bases via [TPB|
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4.1.2 Apprentissage du modéle BET-NN]

L’apprentissage du réseau peut se faire en utilisant la méthode de rétro-propagation de
Perreur [5, Ch. 5.3]. Les contraintes de positivité imposées a T peuvent étre implémentées:

— en mettant a zéro toutes les valeurs qui deviennent négatives apres la mise a jour des poids

par la méthode du gradient.

— ou bien en utilisant une fonction de pénalité comme:

ut? ift <0
b(t) = (4.16)

0 ift>0

que nous ajoutons a la fonction objective lors de 'optimisation. Le parametre u, appelé para-
metre de pénalité, définie & quel point nous pénalisons chaque t(2). Cette définition de fonction
(4.16]) ne nous assure pas que les éléments (2 restent positifs mais au moins elle assure qu’ils

ne tendent pas vers des grandes valeurs négatives.

4.1.3 Expansion de bases dans [BET-NN]| et dans [TMLP|

Avec le réseau [TMLP] nous pouvons dire aussi que nous sommes en train d’implémenter une ex-
. . ~ 12 ~(d 412

pansion de bases via grace aux éléments du tenseur Z ( ); chacun de ces éléments correspond

. e . , ~(d . . e

4 une multiplication de N(P) fonctions de bases données par 5l )n (voir (3.13))). D’ou l'utilité de

n,i
comparer [TMLP] avec BET-NN}

1. En fait, pour I = 2 et §(®(-) définie comme:

(d)
@D RV IV

a@ U(agd)) o...0 U(aﬁjz‘”) . (4.17)
1 1

la définition (3.26)) est équivalente & (4.1)) si A+ ¢ {0,1} et L =2V @ dans [BET-NN| Par

I,n

conséquent, les deux réseaux [TMLP] et  BET-NN] deviennent exactement pareils.
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2. Si I > 2, nous pouvons toujours créer un réseau [ BET-NN]| équivalent a [TMLP] Supposons que

§(d)(-) suit (3.29)). Alors pareillement a (4.1]), nous définissons pour [BET-NN|

N @ t(ldl+1) @) tgd;ﬂ)
on(a) = LAl ()] o ()] ] o 1= 1k 0
n=1
avec tz( l—; €{0,1},7=1,...,1. Nous commengons par le passage au domaine logarithmique
avec:
AT = 1n gy (al®) (4.19)
N(d)
d d d d
=2 {ti ) gl () .+ 5 g ’(a@)}. (4.20)

Ensuite, nous translatons au domaine d’origine et nous sommons les nouvelles fonctions de

bases avec:
L
D=3 oi(ah), (4.21)
=1
L 3 2
= wan?l exp (cl( )). (4.22)
=1

Cependant, malgré cette équivalence, [TMLP] est moins complexe que [BET-NN] vu que nous
somme en train de manipuler implicitement un espace & N4 dimensions alors qu’il peut étre
impossible de le faire pour BET-NN| dont le nombre de coefficients augmente d’une fagon

exponentielle avec N4,

3. Sinon, dans le cas général, IE]LTNNI est plus expressive que [TMLP|si nous ne restreignons pas
tl(dH) a étre 0 ou 1 dans

4.2 Comparaison entre BET-NN]et les réseaux de neurones conven-

tionnels

Dans cette section, nous examinons de plus pres les opérations de comparées a celles de

deux réseaux de neurones conventionnels, & savoir [MLP] et [CNN]
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4.2.1 Comparaison entre  BET-NN]| et [MLP]

Précédemment, nous avons montré que les opérations des couches de BET-NN] peuvent étre inter-
prétées comme des expansions via [TPB] Toutefois, BET-NN]| est trés similaire aux autres réseaux

de neurones:

1. La fonction softminus (4.4) est déja utilisée dans les réseaux de neurones conventionnels mais
dans la forme « softplus » (3.6)). Cette derniére a été introduite afin de pallier le probleme

de dérivation avec la fonction [ReLU] Cependant, la présence de la fonction softminus dans
BET-NN| est nécessaire afin d’implémenter le produit (4.1).

2. La fonction exponentielle {(c¢) = exp (c¢) n’est pas tres utilisée dans les réseaux de neurones
due aux problemes numériques que nous pouvons rencontrer. Cependant, avec nous
appliquons la fonction exponentielle sur un vecteur ¢(? dont les éléments sont toujours néga-
tifs; ceci vient du fait que z() est négatif et nous avons imposé des contraintes de positivité
sur les paramétres T(2) (voir ) Par conséquent, la stabilité numérique de la fonction
&(a) est garantie dans (pas de probléme de dépassement dans la mémoire). De plus,
¢(a) a une forme similaire a la fonction softplus. En particulier, pour ¢ < 0, nous avons

exp (¢) ~In (1 + exp(c)) et avec ¢ — —o0,

exp (¢)

A T en@) 1. (4.23)

3. Dans nous imposons des contraintes de positivité sur T(?). De telles contraintes
ont été utilisées dans la littérature [2, &, [I7] et justifiées par le fonctionnement du systéme
biologique [§] par exemple. Dans notre cas, les contraintes sur T® sont justifiées par leurs
interprétations comme étant des puissances des fonctions logistiques dans I’expansion de bases
via [TPBl

Maintenant, differe d’un réseau de neurones conventionnel par ces points:

1. Nous alternons les fonctions d’activation entre p(a) (représentation logarithmique) et &(a)
(représentation exponentielle afin de revenir au domaine original). De plus, nous assignons une
interprétation spécifique aux noeuds du réseau: les sorties de la couche-log ont 'interprétation
des fonctions [TPB| dans le domaine logarithmique et les sortie de la couche-exp correspondent
a la sommation des fonctions tel que illustré dans la figure Cette interprétation,

malgré sa simplicité, nous donne une idée sur le fonctionnement du réseau. En particulier,
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un réseau ayant trois couches est maintenant interprétable alors qu’en général toute tentative

d’interprétation est abandonnée pour D > 2 [I3] Sec. 6.2.2].

2. Les coefficients combinant les sorties de la couche-log, ayant softminus comme fonction d’ac-
tivation, sont positives et aucun biais n’est requis. En fait, un biais dans (4.7]) peut étre inclus

dans le biais de la couche suivante, c.-a-d,

N(@)

Z wml exp ( (2) (2)) + w[()Sgl, (4.24)
N<2
= Zw 1 exp( (2 ))+wé,31, (4.25)

avec wfj}l = wfj’)l exp(té?l)).

3. Les contraintes de positivité sont imposées seulement sur les parametres de la couche-log.

La perspective donnée par l’expansion de bases via [[PB] nous permet de voir la fonction [ReLU]
donnée dans (3.5, sous un autre angle. Supposons que les activations avec des fonctions

correspondent encore une fois a une transformation dans le domaine logarithmique des fonctions

En effet, en suivant la méme démarche que dans (4.3))-(4.6)) et en utilisant les fonctions

nous calculons:

N(d)

d+1) thd+l)m< ) (4.26)

=Ingy(al?), (4.27)

avec cette nouvelle définition de fonctions de base ¢;(a(®):
oi(a®) = T [exp {BeLT(af?) }] " (4.28)
=11 [exp{max (o,a;@)}] b (4.29)

T b a
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ou la fonction d’activation f(-) est définie comme:

1 ifa<0
f(a) = (4.31)
exp(a) ifa>0
Ainsi, nous pouvons considérer qu’en général et en suivant la méme méthodologie de dérivation

des équations (4.3))-(4.6), chaque fonction d’activation dans un réseau de neurones conventionnel

correspond & une expansion de bases via [TPB|dans le domaine logarithmique.

4.2.2 Comparaison entre [ BET-NN]| et [CNN

L’addition dans le domaine logarithmique peut étre vue comme une opération de max-pooling
utilisée dans les réseaux de neurones a convolution (CNN]). En effet, supposons que nous limitons

les poids des fonctions [TPB|dans (4.8)) a étre 32 =

m,l T 'm

,)l € {0, 1}. Ainsi, nous éliminons 'opération

d’addition dans la deuxiéme couche et nous obtenons une nouvelle représentation dans le domaine

logarithmique:
N®)
&2 =m Y a2 gia), (4.32)
I=1
N®)
=In Z IDS?I exp (01(2)), (4.33)
=1
A m 01(2), avec 71’7(3,)1 =1 (4.34)

=~ axX
le{1,...,.N2)}

C’est ce que nous appelons une opération de max-pooling utilisée dans les réseaux [CNN} ici I'opé-
2

- Nous avons laissé le méme indice
b

ration de maximisation se fait sur les éléments identifiés par @

(2 - o . . s ,
de couche pour cgn) afin d’indiquer que 'opération de sommation est simplifié et qu’elle s’exécute
encore dans le domaine logarithmique. Nous obtenons ainsi un réseau de neurones tel que illustré

dans la figure [1.2]

w) p() T max, W §() g?0)

Figure 4.2 — Réseau de neurones dont la transformation de ¢® a &? se fait via une opération
de maximisation.
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De plus, avec cette nouvelle perspective, nous pouvons simplifier davantage le réseau En
(27)1 € {0,1}, nous pouvons réécrire (4.34) comme:

effet, puisque ,,

ey = max ) o, (4.35)
le{1,...,.N@)} ?
2) W (2)
= 5 2) ()
= t . 4.
le{lr,??]}é@)}wm’l nz_:l ln “n ( 36)

En supposant que tl(Qrz € {0, 1}, nous introduisons une nouvelle variable 953)[ , €10,1} et &2 devient:

" (2)
=(2) — 2 (1) A
“m le{l{??]}\(f(Q)} nzzjl Hm,z,n “n (4.37)
= ey Pt 2 (4.38)

lef.. @y Ml

Par conséquent, nous réduisons le nombre de parameétres a trouver dans le réseau. BET-NN|simplifié
est illustré dans la figure

w() p(-) e® £() 9?9 ()
Figure 4.3 — Réseau de neurones |BET-NN|apreés ’opération de maximisation et simplification avec les
paramétres donnés par @2,

4.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous évaluons ayant trois couches sur un exemple synthétique et sur

des données réelles ol nous imposons que T2

définie dans (4.16)).

€ RTQ)XN(I) en utilisant la fonction de pénalité

4.3.1 Exemple synthétique

Nous testons sur le méme exemple synthétique que nous avons utilisé dans la section
Le paramétre de pénalité est fixé & p = 10~%. Etant donné que le probleme d’optimisation n’est pas

convexe, nous exécutons 10 essais avec différentes initialisations des poids des différentes couches et
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dans la figure [£.4] nous montrons les régions de décisions obtenues avec les modeles produisant les

meilleurs résultats en terme du taux de reconnaissance.

15 15
10 A 10 A
5 1 5
x x
01 x 01 x
< x x < x x
_5 - _5 -
-10 1 x x —104 x x
=15 A —15 A
-20 T T T T T -20 T T T T T
=15 -10 -5 0 5 10 15 =15 -10 =5 0 5 10 15
(a) avec des fonctions d’activation logistique (b) BET-NN]|

Figure 4.4 — Régions de décisions obtenues avec [MLP| et  BET-NN| ayant tous les deux trois couches
(N® =6, N® = 64).

4.3.2 Classification d’images

Nous testons notre modele pour résoudre un probléme de classification a 10 classes sur les bases de

données suivantes:

— Nous I'avons utilisé aussi afin de tester les modéles et dans le chapitre
— [Fashion-MNTIST} Cette base de données contient 70,000 images de vétements noir et blanc
de taille 28 x 28 [29].

=SEO0EMNEACEHM
AR-N N Nl AR(EoEaE G

Figure 4.5 — Vingt exemples des images de [Fashion-MNIST)| choisis aléatoirement de ’ensemble d’ap-
prentissage.

Pour toutes les expériences, nous utilisons un ensemble d’apprentissage avec différents nombres
d’éléments T € {2560, 5120, 10240,20480} et un ensemble de test avec Tiest = 10000. Le facteur
de régularisation « est choisi selon la méthode de validation croisée sur un ensemble de validation
de taille Ty, = 10000. [MLP}Logistique désigne le réseau [MLP] ayant la fonction logistique comme

fonction d’activation et désigne le réseau [MLP]ayant la fonction [ReLU] comme fonction
d’activation. Le parameétre de pénalité pour BET-NN] est fixé & u = 10~%. La médiane, 25° centile,



42

75° centile, les valeurs minimum et maximum du taux de reconnaissance sont affichés pour 20

initialisations aléatoires des poids des réseaux dans les figures [£.6] et [£.7] pour [Fashion-MNIST] et

respectivement. Ces diagrammes nous montrent le taux de reconnaissance obtenu avec des
réseaux ayant le méme nombre de couches et le méme nombre de neurones dans chacune des couches.

D’autres modeles appliqués sur ces bases de données se trouvent par exemple dans [7] et [29].

Nous observons que[BET-NN]améliore la performance du réseau en terme du taux de reconnaissance
par rapport éLogistique et surtout pour un petit ensemble d’apprentissage (T' =
2560). En suivant 'interprétation que nous avons attribué a I’amélioration peut provenir
du fait que nous explorons le produit des fonctions logistiques dans alors que dans [MLP}

Logistique nous considérons leur combinaison linéaire.

Cela dit, suite & la discussion de la Section [£.2.1] nous pouvons considérer que le réseau [MLP]
conventionnel implémente aussi une expansion de bases via [TPB| dans le domaine logarithmique
pour une définition spécifique de la fonction de base f(-) dépendante de la fonction d’activation
utilisé (ReLU| par exemple). Donc, les différences entre [BET-NN] et [MLP| proviennent du choix de
la fonction f(-) et des contraintes de positivité que nous imposons dans sur les parametres

de la couche-log afin de revenir au domaine d’origine.

100
90 |-
(&)
= 80|
Z
=z 70
o
a 7
g 60|
(&)
—
< 50|
5
éﬁ 40 +
30 |-
20 | | | |

2560 5120 10240 20480

’ [MLP} Logistique o [MLP}ReLU BET-NN| (u = 1073) ‘

Figure 4.6 — Classification multiple: Taux de reconnaissance obtenu sur la base de données
en utilisant différentes valeurs du parameétre 7. NV = 20 et N® = 40. La médiane, 25°
centile, 75° centile, les valeurs minimum et maximum du taux de reconnaissance sont affichés pour 20
initialisations aléatoires des poids des réseaux.
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100 -
90 |-
[0
= 80
g
0|
=]
g
S 60|
(&)
[}
g 50
2
é@ 40 |-
30 |-
20 | | | |
2560 5120 10240 20480
’ [MLP}Logistique o [MLPHReLU] © [BET-NN] (u = 107°) ‘
(a) N(U =20, N =20
100 -

70 -

50 |-

Taux de reconnaissance
(=2}
o
T

30 |-

| |
2560 5120 10240 20480

20

’ [MLP} Logistique o [MLPIReLU] - [BET-NN] (1 = 10~%)

(b)y NO =20, N®?) =40

Figure 4.7 — Classification multiple: Taux de reconnaissance obtenu sur la base de données
en utilisant différentes valeurs du parameétre T et différents choix de NV et N®. La médiane, 25°
centile, 75° centile, les valeurs minimum et maximum du taux de reconnaissance sont affichés pour 20
initialisations aléatoires des poids des réseaux.






Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons abordé deux problémes liés a la représentation et la manipulation des

données dans I'apprentissage automatique.

Nous avons commencé par explorer les formes bilinéaires permettant d’opérer sur des objets de
type matriciel. Les tests de nos modeles ont donné des performances similaires a celles obtenues en
utilisant une régression logistique conventionnelle mais avec un nombre de parametres nettement
plus faible. Ce qui nous indique que les modeles qui ignorent la structure spatiale des données

souffrent d’un sur-paramétrage.

Par la suite, nous nous sommes intéressés aux réseaux de neurones; plus particulierement a leur
fonctionnement vu qu’ils nous permettent de résoudre un ensemble plus grand de problémes (selon
le théoreme de I'approximation universelle). Nous nous sommes demandés si nous pouvons enrichir
I’ensemble de fonctions de bases sans pour autant augmenter la complexité de Ialgorithme. A I'issue
de cette idée, nous avons proposé le modele [TMLP] basé sur les formes multilinéaires des données
qui nous permet de manipuler implicitement un espace dimensionnel trés grand engendré par le

produit des fonctions de base.

Ensuite, afin de palier les problemes potentiels relatifs a ’optimisation lors de la manipulation des
données multi-dimensionnelles, nous avons proposé une seconde approche inspirée de [TMLP] avec
le modele BET-NN] Ce dernier nous a permis d’obtenir une nouvelle perspective sur les réseaux
de neurones. Nous avons pu les interpréter du point de vue d’expansion de bases par un produit
tensoriel dans le domaine logarithmique. Nous avons comparé avec [MLP] et du point
de vue fonctionnel des réseaux. Enfin, les résultats expérimentaux ont montré que la performance

de notre modele dépasse celle de [MLP| méme avec I'imposition de contraintes de positivité sur les

parameétres dans [BET-NN|
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Au cours de ce travail, nous avons constaté qu’il reste encore des pistes & explorer pour la continuité
de notre projet. Pour le modeéle [BET-NN| nous avons formulé le probléme d’optimisation avec
une forme particuliere de fonction de régularisation. De plus, nous avons formulé les contraintes de
positivité en utilisant une fonction de pénalité. Ces choix arbitraires devraient étre étudiés davantage
afin de pouvoir les définir d’une maniere plus formelle. En général, des problémes persistent encore
autant dans les réseaux de neurones conventionnels que dans nos modeles entre autres relativement

au choix du nombre de couches cachées ainsi que du nombre de neurones dans chacune.



Annexe A

Notions élémentaires sur les tenseurs

Un tenseur est une généralisation des matrices qui peut représenter des données qui se trouvent
dans un espace vectoriel multidimensionnel [20]. Les données, lorsqu’elles sont acquises, possedent

naturellement une structure multidimensionnelle comme les images couleurs.

A.1 Tenseur d’ordre-P

L’ordre d’un tenseur représente son nombre de dimensions. Un tenseur T est d’ordre-P si T €

R xd2X..xdp ot dont Tisin,...i, € Rpour iy € [d1],...,i, € [dp]. Par exemple:
— Un scalaire est un tenseur d’ordre-0.
— Un vecteur est un tenseur d’ordre-1.
— Une matrice est un tenseur d’ordre-2.

— Un tenseur T € R%*%Xds q'ordre-3 possede trois indices et il est illustré dans la figure
Une image couleur est un tenseur d’ordre-3: la dimension d; représente les intensités des

couleurs rouge, bleu et vert, les dimensions dy et ds représentent les position des pixels.
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.é.’%

W

A5

...,d1

":'1:1:

=1,.,d,

Figure A.1 — Tenseur d’ordre-3: 7 ¢ R4 *xd2xds

A.2 Transformation du tenseur

A.2.1 Transformation matricielle d’un tenseur

Etant donné un tenseur 7, la transformation matricielle consiste & transformer ce tenseur en une

large matrice. Pour un tenseur d’ordre-3, nous pouvons avoir trois modes de transformation matri-

cielle:
T[l] = T:,l:dz,l:dg = T::l - Tilda 7T[1] S Rled2d3, (Al)
T = T 1.y, 1:45, T € RE2xd1ds (A.2)
T[3] = Tl:dl,lzdg,:, T[g} € RdSXd1d27 (A3)
avec T .i; € RUX% pour i3 = 1,...,d3.

A.2.2 Transformation vectorielle d’un tenseur

Cette opération consiste a transformer un tenseur en un long vecteur. Nous commencgons par trans-
former le tenseur en une matrice selon le premier mode. Nous obtenons ainsi une matrice que nous
transformons en un vecteur ensuite. Cette opération est notée vec(7T") = vec(T|y)) et elle est définie

par:
VeC(T:;]_ )
vee(T) = . € Rhd2ds, (A.4)

vee(T ..dy)
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A.3 Rang d’un tenseur

Un tenseur T~ € R4 *d2x-Xdp gt dit de rang-1 s'il peut s’écrire comme le produit extérieur de P
vecteurs, c.-a-d,

’T:aloago...oap, (A5)

avec o dénote le produit extérieur vectoriel ordinaire. Les éléments du tenseur sont donc donnés
par:

Tirin..ipy = 013,02i5 - Pip, (A.6)
pour chaque i, =1,...,d,.

En général, le rang d’un tenseur 7T, noté rank(7), est défini comme le nombre minimum de tenseurs
de rang-1 qui peuvent former 7~ comme étant leur somme. Par exemple, un tenseur 7~ € R xd2xds

est dit de rang-R s’il s’écrit comme suit:

R
T=)> aobyoc, (A7)
r=1
pour aj,...,ag € R4 by,...,bp e R2 et cy,...,cp € R®B,

A.4 Opérations sur les tenseurs

Comme pour les matrices, plusieurs produits peuvent étre appliqués sur les tenseurs. Ils existent ceux
qui sont similaires a ceux appliquer sur les matrices. Mais, ils existent d’autres qui sont spécifiques

aux tenseurs. Dans ce qui suit nous présentons quelques-uns.

A.4.1 Produit intérieur

Un produit intérieur entre deux tenseurs de méme ordre A, B € R¥xd2xxdr noté (A B), est

défini comme:
di1  ds

dp
<A7 B) - Z Z s Z Qjyig ... ipbilig . ip- (A8)
ip=1

i1=14=1
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A.4.2 Produit en mode-p
Produit (matrice) en mode-p

Supposons que nous avons un tenseur 7~ € R Xd2XXdr ot yne matrice M € R7*%. Le produit
en mode-p entre T et M, dénoté T x, M, génére un autre tenseur U = T x, M de dimension

dy x ... xXdp_1 X J Xdps1 X ...xdp et dont les éléments sont donnés par:

dp
Uiy iy 1 fipg1.ip = E bivig...ipMjiy- (A.9)
ip=1

Nous pouvons combiner plusieurs produit (matrice) en mode-p mais I'ordre n’affecte pas le résultat

final. En effet, nous avons:

TXle XqMQZTXqMQ Xle. (AlO)

Produit (vecteur) en mode-p

Le produit en mode-p entre un tenseur 7~ € RUXd2XXdP ot yn vecteur v € R%, dénoté par

T X, M, donne un tenseur U d’ordre p— 1 avec U =T x, M € R XX dp1 X dp 1 X Xdp o

dP
Wiy iy qipg1..ip = Z Livig...ipVip- (A.11)
ip=1
Contrairement au produit (matrice) mode-p, si nous combinons plusieurs produit (vecteur) en mode-

p Pordre des opérations influence le tenseur résultant. A titre d’exemple, nous avons:

T Xpvi XqVva#T XqVa Xp V. (A.12)
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