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AVANT<PROPOS

La distribution WAKEBY a récemment été proposée pour 1'analyse des
débits de crue (HOUGHTON, 1977). Cette distribution générale comportant
cing paramétres permet en particulier de tenir compte de 1'effet de sé-
paration mis en évidence par MATALAS et al. (1975); cet effet est rela-
tif & 1'écart entre les caractéristiques d'asymétrie d'échantillons tirés
de Tlois usuelles et les caractéristiques d'asymétrie des débits de crue
observés. HOUGHTON (1977, 1978a, 1978b) et LANDWEHR et al. (1978) ont
déja étudié quelques propriétés de la distribution WAKEBY; i1 s'agit
dans ce rapport de regrouper ces résultats et de démontrer des résultats
originaux afin d'en faire une présentation détaillée d'ensemble pour fa-

ciliter les &tudes futures lides a cette distribution.



1. PROPRIETES MATHEMATIQUES DE LA DISTRIBUTION WAKEBY

1.1 ‘Définition des fonctions de densité et de distribution

La forme générale de Ta loi WAKEBY est donnée par:

b -d

x=-a (1-F)" + ¢ (1-F) " +e (1)
a, b, ¢, d et e sont les paramétres de la distribution;
x est la variate;

F est 1a probabilité au non-dépassement ou encore la fonction de distri-

bution telle que F(x) = Pr [X<xJ; ona: 0<F <1,

IT est possible par différentiation d'en déduire T1a fonction densi-

té f(x), on a:

-1
£ (x) =[ab (1-F)P T 4 cd (1-F)_d']] (2)

on peut noter que la fonction densité:

- ne dépend pas directement du paramétre e;

- ne s'exprime pas directement en fonction de x mais plutdt en

fonction de F.

En pratique f(x) doit par définition &tre toujours positive ou nulle

ce qui implique certaines contraintes sur les paramétres.



1.2 Conditions d'existence de la fonction densité

Par définition, fdonnée par la relation (2) doit toujours &tre po-

sitive ou nulle ce qui implique que:

On

la

1a

d-1

b-1 | cd (1-))"9T 5 0 (3)

ab (1-F)

avec 0 <F<tl.

peut envisager plusieurs cas:

Sicd=0

IA
m——

relation (3) est toujours satisfaite puisque 0 < F
Sicd <0
relation (3) est vérifiée si et seulement si: - gg-< (1-F)b1+ d

si (b +d) > 0, la fonction (1-F)P * 9

ayant un minimum de 0
1'inégalité précédente, donc la relation (3) ne peut &tre vérifige
puisque (-cd/ab) > 0;

b +d

Si (b +d) <0, 1la fonction (1-F) a un minimum de 1 et la



relation (3) est vérifiée si (-cd/ab) < 1 c'est-a-dire si

(ab + cd) > 0.
2. Siab <0

a) sicd>0

b +d- cd
< -

la relation (3) peut alors s'écrire  (1-F) b

b +d a un maximum de 1 et 1'on

sib+dz>=0 1la fonction (1-F)
doit donc avoir 1 < -(cd/ab) ou encore (ab + cd) > O pour que
la relation (3) soit vérifiée;

)b+d

si (b +d) <0, Tla fonction (1-F peut devenir infinie et

1'inégalité (3) n'est pas vérifiée:

b) si cd <0
Ta relation (3) ne peut &tre vérifiée puisque (1-F)b +d est toujours

positive ou nulle.

On peut finalement dresser un tableau récapitulatif (table 1) de ces
résultats qui recoupent ceux obtenus par LANDWEHR et al. (1978). Les-
r@sultats de-Ta table 1 peuvent &tre détaillés suivant les signes
particuliers des paramétres a, b, c et d; par exemple lorsque ab > 0

et ¢d < 0, Ta fonction densité n'existe pas si b et d sont positifs et



Table 1. Conditions d'existence de la fonction densité (f).

>lghe de >lgne de CONCLUSIONS SUR f
4, -+ f est toujours définie
f existe si (b+d) £ 0 et si
+ _ (ab + cd) > 0
f n'existe pas si (b+d) >0
f existe si (b + d) = 0 et si
- + (ab + cd) >0

f n'existe pas si (b+d) < 0

f n'est jamais définie




Torsque ab < 0 et cd > 0 la fonction densité n'existe pas si b et d sont
négatifs.alors que dans tous les autres cas, 1'existence de f est sou-

mise aux valeurs respectives des paramétres.

1.3 Formes de Ta fonction densité

L'étude compléte des différentes formes de la fonction densité est

trés difficile a effectuer en raison des nombreux cas possibles.

LANDWEHR et al. (1978) ont fait 1'étude de certaines valeurs parti-

culiéres des param@tres.

L'intervalle de définition de Ta variate x peut &tre obtenu a par-

tir de 1a relation (1):

pour F=0 ona x -a+ C+e=m

min

e ou + » (suivant les valeurs des

=] on a X
F max

paramétres).

1.4 Formes de la fonction de distribution

L'étude compléte de la fonction de distribution est complexe en
raison des nombreuses valeurs que peuvent prendre les paramétres; cepen-
dant pour avoir une idée de 1a forme générale de cette fonction, on a

étudié:



de sorte que T'ona x =al +cV + e

1- Cas b>0etd>20

~(1-F)® pour b = .25, .50, .75, 1.0,

u

La figure 1 indique le tracé de U
2.0 et 3.0.
La figure 2 indique les tracés de V = (1-Ffd pour d = .25, .50, .75 et 1.0.

Les fonctions aU et cV se déduisent de U et V par une affinité.

Si a et c sont positifs, Ta fonction densité est toujours définie

et 1'on obtient la fonction utilisée par HOUGHTON (1977);

Si a et ¢ sont négatifs, la fonction f n'est jamais définie comme

1'indique Ta table 1;

Si a>0etc<0, d'aprés 1a table 1, la fonction densité n'est

pas définie car on a b +d > 0;

Sia<0etc>0, d'aprés la table 1, la fonction densité n'exis-

te que si ab + cd > 0.
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2- Autres cas

Sib<0 onaUb)=-v(-b)

-b étant positif, U(b) peut se déduire de la figure 2;

Sid<0 onaV(d) =-U(-d)

-d étant positif, V(d) peut se déduire de la figure 1.

IT en résulte que tous Tes cas suivant les combinaisons de signe:
de b et d, peuvent se déduire du cas b > 0 et d > 0; Tes conditions
d'existence de la fonction densité étant soumises aux contraintes de 1a

table 1 pour les paramétres a et c.

2. Propriétés statistiques de la distribution WAKEBY

2.1 Détermination des moments non centrés u' (x)
P2

b -
Ona x =-a(1-F)" +c (1-F) d +e. _Le moment non centré d'ordre

r est donné par:

si 1'on pose u = 1-F du = -dF et 1'on a:

1
u;(x) ilﬂ (-aub + cu'd + e)r du
0
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1=0 j=0
ce qui s'écrit encore:
r r-i
. _ i i o\ r-i-j
up(x) —-2 C, e (-a)’c L
i=0 Jj=0

avec:

] . ..
A . = f ub‘]'d(r'1_‘]) du
ij 0

Lorsque Aij est définie on a:

Aos 1
(b + d)j-dr + di + 1

et

(_a)J cr-1-3

r . r . 1 b+ d)j+di-dra+i
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Existence des intégrales Aij

~1
Aij est de la forme _/ u® du, or cette intégrale converge
0

si et seulement si o > -1; pour que Ai converge, il faut et il suffit

J
que [bj - d (r-i-j)] > -1, i variant de 0 & r et j variant de 0 & (r-i)

pour le calcul du moment d'ordre 1.

Sir=1, 1'exposant o = bj - d (r-i-j) prend les valeurs

N 0 1
}

0 -d b
1 0 *

Donc la moyenne (morent d'ordre 1) existe si et seulement si:

d <1 et b >-1

sir=2, l'exposant o = bj - d (r-i-j) est donné par la table

Pour i = 1,2 on

retrouve la table du

cas précédent r = 1

Sid<31etb>-% les exposants correspondant a i = 0 sont tous
supérieurs a -1 et il y a convergence; quant aux autres valeurs de la

table (i = 1, 2) i1 y a également convergence car:
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d < == < | ==_d4 ., .]

b > -4 =bh> -1

Donc le moment non centré d'ordre 2 et par conséquent la variance ne

sont définis que si et seulement si:

d < et b > -1

Nojps

De maniére plus générale on obtient pour r la table:

0 -rd  |b-d(r-1) d?g:j) bf;—1)

br
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La partie encadrée de la table correspond au cas (r-1)

sib > -%et d'<1? alors quel que soit j = 0, ... r
on a bj - d(r-3j) > —-% - ﬁ%i‘:- et i1 y a alors convergence des inté-

grales pour tous Tes exposants correspondant a la premiére 1igne‘(1 = 0).

I1 y aura convergence pour les exposants du tableau correspondant

3 (r-1) si et seulement si:

1 1
b > -7 et d<77
mais
1 1
b>-?‘ b>-_Y'-:-l—
1 1
d<'F d<;‘——_.l_

Donc de proche en proche on peut montrer que pour r il y a convergence

des intégrales Aij’ donc que les moments d'ordre inférieurs ou égaux a r

existent si et seulement si:

En pratique:

- le moment non centré d'ordre 3 (et les moments d'ordre inférieur)

donc le coefficient d'asymétrie existent si et seulement si:



15

b> -+ et d <

- le moment non centré d'ordre 4 (et les moments d'ordre inférieur)

donc le coefficient d'aplatissement existent si et seulement si:

b>--}r et d<}I

L'application de 1a relation (4) pour r = 1 donne la moyenne “i

. C a
Y1277 -d7 b + 1

qui existe si et seulement si: d<Tetb>-1.

On trouve pour le moment d'ordre 2, u':
2

2 2
v c 2ac . a _c a 2
“2‘(1-2o|‘b-d+1*2b+1)+2e (1-d"b+1)*e

on en déduit la variance u, = u) - pj?

! - } ' 2
T ¢ _ 2ac + a2 . o _ a
2-\1-2d b-d+ 1 2b + 1 1-d 1+b

uo et s, existent si et seulement si d <3 etb > -%

2.2 DAEtermination des moments centrés “r(x)

On peut théoriquement déduire le moment centré par rapport a la moyenne
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nr en fonction des moments non centrés p{ --u; par:
r
j 1 1 Y'-.
M= Z C}]‘ Uj (‘11]_) J (5)

Dans le cas de la variate x, compte tenu de 1'expression complexe
(4) des moments u; (x) T1a formule résultante est inextricable, c'est

oourquoi nous utiliserons une autre approche.

La formule (5) montre cependant que pour que le moment centré d'ordre
r existe, i1 faut et il suffit que les moments non centrés jusqu'a 1'ordre
r existent,idonc que b > -1 etd<1.,

r r

Caleul des moments centrés de la variate y = x - e

1
s
i
D
s
)
<
N
x|
'
[0}

On considére la variate y

1.
on a u (x) =f (x - x)" dF
0

1
uply) = fo (y - 9" o,

mais puisque les fonctions densité de x,f(x) et de y, g(y) sont identiques

f(x)dx = g(y)dy d'ol dF_ = dFy
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de plus - X=X=y-y

1]
=
—
<
~—

donc “r(x)

I1 est donc équivalent de calculer les moments centrés de x ou de Y.
Mais les moments ﬁr(y) peuvent s'exprimer en fonction des u;(y) par la

relation (5). On a donc:

Les moments pé(y) peuvent se déduire de la relation (4) pour e = 0, car

alors y = x, on a:

k .
Cy i (a)d K 7)
DI (b+d)j - dk+1 (
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avec

On peut en déduire:

us(X)

- le coefficient d'asymétrie y(x) = y
- ~/2

[uz(xﬂ
gy (x)

- le coefficient d'aplatissement k (x) =
ui(X5

2.3 Calcul des statistiques d'ordre

Les éléments d'un échantillon de taille N peuvent &tre classés, on
obtient ainsi des réalisations des statistiques d'ordre. Si Tes fonc-
tions densité et de distribution de 1a Toi WAKEBY sont f et F, 1a fonc-
tion densité de 1'événement Xy d'un échantillon de taille N (statistique

d'ordre k) est:

. k-1 N-k
h () = ey (o [F(Xk)] []_F(Xk)] Fix

avec: X, = -a (1-F)b +C (1-F)_d + e

-1
f(x,) = [ab (1-1)P1 4 cd (1-F)79! ]
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La distribution cumulée de la statistique d'ordre k est H(Zo,k)
telle que:

z

0
Pr [xk < zo] = H(zo,k) =f h (vxk) dxk
m

m est 1a borne inférieure de 1'intervalle de définition de la variate

qui suit une distribution WAKEBY (cf. 1.3). On peut écrire:

F
' 0
H {zg0k) = (k—l)l\'.l.(N-k)!](; Flo-n" o

avec F(m) = 0 et F(z ) =F

La relation précédente peut s'écrire:

F

H(z,,k) = (k_])';“(N_k): f Z ¢ (-F)J
0
QU encore
N-k k+J
. . F
NS
H(zok) = ey e Z I (9)
, 30
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o a (1F b ~d
avec z = -a (1-Fo) + ¢ (1-Fo) +e
quand F, = 0 zo=-atc+te=m et H(m,k) = O
Fo =1 H(zysk) = 1

En pratique Te calcul direct de H(zo,k) peut poser certains problémes
de précision en raison des nombres élevés qui interviennent. La figure 3

indique Ta forme de quelques statistiques d'ordre pour N = 39.

‘Relation de symétrie entre statistiques d'ordre

On a d'aprés ce qui précéde:

F
0 1
" [Z(Fo)’k] =Q/~ (k-1)T‘(N-k)g et (RN R g
0

F
0 .
H [Z(Fo),N-k+1] - ./. mRTEyT FoC -R<
0

Si on pose u = 1-F du = -dF

N-k uk-] du

1-F
0 1
H [Z(FO)’ N'k""]:l:'j‘ (‘N-kNE ®-1)" (1-u)
1
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1
H [Z(J-FO), N—k+1] =/ (N-k';,l::(‘k-l)z (e kT gy

Fo

F

H [z(]-Fo), N—k+]]= 1- J °

0

(N-k§i(k—1): (- T g

Donc finalement:

H [z(]—FO), N-k+]] S1- H [z(FO), k]

Oou encore:

H [Z(FO), N—k+]] =1-H [z(]-FO), k} (10)

En pratique on peut doncutiliser la statistique d'ordre k pour en déduire

celle d'ordre N-k+7.

1 on a:

Par exemple si N = 40, k

H [z(.05), 1]

.871

On en déduit:

H Lz(.95),»40]=:1 -0.871 = 0.129
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Le point A situé sur la statistique d'ordre 1 ayant pour composan-
tes F0’= .05 et H = 0.871 et le point A' situé sur la statistique d'ordre
40 et ayant pour composantes F0 = .95 et H = .129 sont symétriques dans
le diagramme de la figure 3 par rapport au point O de composantes
F = .5etH-=.5; de maniére plus générale les statistiques d'ordre

0
k et (N-k+1) sont symétriques par rapport au point 0.

Application 4 la détermination d'intervalles de confiance de la distri-

bution WAKEBY

Nous utiliserons ici la méthode décrite par GLADWELL et CHENG-NAN LIN
(1969) et appliquée a la loi Pearson type 3 par BOBEE et MORIN (1973).
Cette méthode est ici particuliérement pratique en raison de la forme
explicite (formule 9) des statistiques d'ordre de la distribution WAKEBY.
Elle a d'autant plus d'intérét que les méthodes usuelles, basées sur la
variance asymptotique d'un événement de période de retour donnée, ne sont
pas applicables pour la distribution WAKEBY car Tes méthodes des moments
et celle du maximum de vraisemblance ne peuvent &tre utilisées dans le

cas de cette distribution.

A chaque événement ordonné X, on peut attribuer une probabilité em-
pirique Pk; on connait par ailleurs la distribution cumulée H(z,k) de la
statistique d'ordre k: associée a 1'événement Xy * Les limites de 1'inter-

valle de confiance au niveau (1-a) auront pour composantes:



24

limite inférieure: A],k: (Pk, z, k)

s KN

limite supérieure: A2,k: (Pk,zz,k)

21 K et 22,k sont tels que:

H (z k) = a/2

1,k?

H (ZZ,k’ k) = 1-a/2

En pratique, & partir de la relation (9) on détermine par itération
les valeurs %%]et Fo,2 telles que H (21,k’k) = o/2 et H (ZZ,k’ k) =1 - a/2
et 1'on en déduit:

Z, = -a (1-F AP e 1-F )9 se i=1, 2

Les valeurs a, b, ¢, d et e sont préalablement obtenues par ajuste-

ment de Ta distribution WAKEBY a 1'échantillon des valeurs observées:
La figure 4 donne un exemple de détermination des intervalles de confiance

2 99% et 3 90% de la distribution WAKEBY correspondant a: a = 0.5; b = 2.0;

¢ = 1.5 d = 0.2 ete = -1.0.

En appendice figure un programme de calcul permettant la détermina-

tion automatique des intervalles de confiance de la distribution WAKEBY.

Le choix de 1la probabilité empirique Pk peut avoir une certaine



*Z(m«"/o)
4

N=40 , A = 1% and 10%
a=0.8;,b=2 ;, ¢=15;
d=z0.2 , e=~|

Py = M (HAZEN )

Suvmmmes  (istribution Wakeby
e o= |nfervalles de confionce & 90%
o= o bn «e  [ntervalles de confiance a 99 %

S R R N T g

23 37

G¢

00l 0085 0! 02 05 | 99.8 99.9

Figure 4 . Infervalles de confiance & 99% et 90% de h distribution Wakeby .
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influence dans 1'établissement des intervalles de confiance; en pratique

on peut utiliser:

Py = _k_ﬁ5_ (HAZEN)
p - __K (WEIBULL)
k © N +1
k. -.3
P = N (CHEGODAYEV)

Pour une période de retour T donnée, la formule de WEIBULL conduit
a la valeur la plus élevée de Ta limite supérieure de 1'intervalle de
confiance, la formule de HAZEN a la valeur la plus faible et 1'on obtient
pour 1a formule de CHEGODAYEV une valeur intermédiaire; pour les périodes
de retour élevées, les écarts peuvent &tre assez grands. I1 n'existe
pas actuellement un critére conduisant a la sélection de 1a meilleure
probabilité empirique, une étude par simulation de MONTE-CARLO pourrait

fournir des indications a ce sujet.

2.4 Moments de probabilité pondérés (Probability weighted moments)

GREENWOOD et al., (1978) définissent le moment de probabilité pon-
déré (MPP) par:

1
] JA RN
Mo 5k f rx (F)1% P (-pk dr
0

£, j, k sont des entiers non négatifs.
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L'utilisation de ces moments est particulidrement intéressante dans
le cas de Ta distribution WAKEBY pour Taquelle il est impossible d'expri-

mer de maniére explicite les paramétres en fonction des moments usuels.

Relation avec les statistiques d'ordre

Si ué (3 + T3 k +3 +1) est Te moment non centré de la statistique
d'ordre (j + 1) tirée d'un échantillon de taille (k + j + 1), on peut

montrer (GREENWOOD et al., 1978) que:

MK, 5,k B(j +1, k +1) . ué (3 +1,k+3+1) (1)

B(j + 1, k + 1) est Ta fonction B&ta telle que:

(3 + 15 k + 1) = T3l

-

I1 est donc possible & partir de 1a relation (11) de déterminer les

moments des statistiques d'ordre définis en (2.3).

Relation entre les MPP et les paramétres . de la distribution WAKEBY

La forme générale de la distribution WAKEBY (1) peut s'écrire

x=m+a [1-(1-FP71-c 11-(-p)9 (12)
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(avecm+ a - ¢ = e)

On peut montrer que 1'on a:

_m+t-a-c¢ _a C
M, 0, kT K+ b kT "K-d+ (13)
Ce moment é&tant défini si (b + k) > -1 et (k - d} > -1
On pose:
Mo =™, o, k
= | + b +1 -
{k} (k1) (K1 +b) (ko1 -d) My
Si ki =k + i
On peut montrer que de maniére générale:
{kip ={k+ it =m(k; +1 +b) (k; +1-d)] +ab [k, +1-d]
+ ¢d [ki + 1 + bJ (14)

Suivant les valeurs de m on peut montrer qu'il existe une relation entre

les {k;}
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Sim=0 on a: - {kp} o+ 2 {k]} - {kb =0 (15)

sim#o  onar {k} - 3 ko b+ 3dk) -kt =0 (16)
Ces équations sont valables quel que soit k entier non négatif.

I1 est possible d'exprimer de maniére générale les paramétres de la

distribution WAKEBY en fonction de MPP donc des {ki}'

On définit préalablement les quantités A(j, k), N4-j’ C4-j

telles que:

: . - J - J J
Sim#0 A, k) = (kg+ 1) M(k3) 3(k, + 1) M(kz) t 3(ky + 1) M(k])
_ J
0
N . - J PR RN - yJ
Sim=0 A(, k) = (k2 + 1) M(kz) + 2(k] Fo1) M(k]) (k0 + 1) M(ko)
N4-j = A(Js K) et C4-.] = A(J’I)
K et I sont des entiers non négatifs tels que I # K,
On obtient alors pour les paramétres:
2
- (N3 C] - N] C3)14J(N]C3 - N3C]) - 4(N]C2 - N2C1) (N2C3 - N3C2) (17)

2 (N2C3 - N3C2)
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A(3,k) * b A(2,k
d= R2.k b A(% 7) (18)
k |
R B o B o o)
(k_+ 1+ b)(k] + 1 +b) . [k] } {k } ]
2: = b(b + d) ['-'m T TAD T kT TE 20
S kg1 - -0 [,,H_J"L}__ __{5_}__] (21)
d(b + d) k, *+ 1 -d k *+1-d

GREENWOOD et al., (1978) au lieu de la relation (19) donnent:

fkst - {kph - {kq} + {ko} (22)

m =

L'équation (17) donne 2 solutions possibles pour b mais GREENWOOD
et al., (1978) montrent qu'en fait ces 2 possibilités conduisent a la
méme solution générale pour 1'équation (12) qui définit la distribution

WAKEBY .

En pratique, les relations précédentes permettent le calcul des
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paramétres a, b, ¢, d et m lorsque les MPP sont connus; en effet:

Si Tes M(k ) sont connus a partir d'un échantillon, on peut
.i

en déduire A(j,.k), C N4-j donc b par la relation (17);

4-3°

- quand b est connu, on peut calculer d par la relation (18);

- quand b et d sont calculés, on en déduit m (Torsque m # 0) par

(19) ou (22);

- quand b, d et m ont été calculés, on peut en déduire a et ¢ res-

pectivement par les relations (20) et (21).

Les équations 17 a 22 sont valables quels que soient les entiers
non négatifs K, I et ky en pratique, pour faire intervenir des moments
d'ordre le plus bas possible, on prend K=0, I =1, k = 0 et 1'on ob-

tient une solution particulidre des équations (17) a (22), on a:

- Sim#0

N _Jt1 x od M
Ngg = & Mgy =37 Mgy + 3% 20 Mgy Mgy
_gd RN j+1 5J



- Sim=20
_ J J+1
N4—j = -(3) M(Z) + (2) M(]) _M(o)
Chog = (A Mgy + 2% 30 Mgy 20 Mgy
On a alors:
ey - N]c3)+\/ (NCq = NoC)% -8(N,C, = NoCo ) (N,Co = NoC)
2(N,Cq - N5C)
N, + b N
1 2
d=
N, + b N,
- {2}+{g} -2 {1}
ou
b -dob - i}l
)
_ (1+b)(2 + b) [ b ol
a b(b + d) m+ =55 p 1 +b.
_ (1-d)(2-d) PO '} SR 0
¢ ab + d) m* 44 2 - d

32
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Estimation des MPP d partir d'un échantillon

Pour pouvoir calculer les paramétres de la distribution WAKEBY on

doit &tre capable d'estimer les MPP a partir d'un &chantillon de taille N.

En utilisant 1a relation (11), LANDWEHR et WALLIS (1978) montrent

que 1'estimation M(k) de»M(k) est donnée par:

- ]
My = 2o 4 Oei /G (29)

N-k k-1
R £ X, I—T N-i-3
Moy = J=0 (30)
M -3
j=0

! l représentant 1'opérateur produit.
On trouve ainsi pour:

N
- Moo= :E : < .
k=0 M(o) = N Xs (moyenne de 1'échantillon)
i=1
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N (N-1)

N(N-1)(N-2)

etc...
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ANNEXE A

Détermination automatique des intervalles de

confiance d'une distribution WAKEBY
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A.1 Calculs théoriques

Les calculs de H(Z, k) lorsque N est élevé, font appakaTtre des problémes
de précision. On doit en effet toujours trouver 0 < H(Z, k) < 1; or, en pra-
tique, en raison des nombres importants intervenant dans le calcul de H(Z, k),
on peut obtenir, méme en effectuant des calculs en double précion (28 chiffres
significatifs), des valeurs aberrantes de H(Z, k). Ceci nous a conduit a

étudier plus en détail les fonctions qui interviennent dans le calcul de H(Z, k).

La fonction H(Z,k) peut s'écrire pour N donné:

N-k
H(Z,k) = & (-1)9 B, k=1, -- N
j=o 2]
avec.
k+j 1
Bk j = Fo Ak j et Ak 3 = N.
? k+3j > > (k=1)' 3 ' (N-k-3)!

D'un point de vue pratique H est toujours inférieur a 1 mais Ak j peut prendre
des valeurs trés élevées; Tles limites de précision de 1'ordinateur rendent im-
portante la connaissance des valeurs maximales atteintes par Bk j et Ak j pour

N donné.

A.1.1 Détermination du maximum de Ak i

Lorsque N est fixé A 3 est maximum Torsque Bk-])! j (N-k-j)ﬂ est mi-

nimum.
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Pour étudier le maximum de Ak ; on doit étudier successivement les valeurs

minimales de:
a) P. = 3 ' (N-k-j)!
b) Qk,j = (k-1)! j ' (N-k-j)!

A.1.1.1 Etude du minimum de Pj = 3! (N-k-3)!

Lorsque N et k sont fixés, j varie de 0 & (N-k), on doit donc trouver
la valeur de j qui rend minimum le produit de deux factoriels j! et (N-k-j)!

dont la somme est constante (j + N-k-j = N-k)

o) Si (N-k) est pair : N-k = 2 ¢ (¢ entier)

on a Pj = j' (24-3)', pour déterminer la valeur de j correspondant au

P. . A\ ;
minimum on considére FJ~—-= pj, on a pj = i (2¢-3). = q
j-1 (j-1)' (2%-j+1)° 2¢-j+1
Py < 1 entrafne j<o¢o + %
pj > 1 entrafne i>¢ + 3
Py =1 entraine i=¢ + 4

Les relations précédentes montrent que:

- i1 ne peut y avoir 2 minimums car on aurait alors p=1 ce qui est impos-
sible puisque ¢ est entier;

- lorsque j varie de 0 @ ¢ il y a décroissance PO > P o> .00 > P¢_]>: %
. ) 1 : .
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--< P,

< P 24

- lorsque j varie de ¢+1 & 2¢ il y a croissance P¢ < P 42

¢+1

N-k

Donc, lorsque (N-k) est pair P. passe par un minimum unique lorsque j=¢= 5

J
qui vaut Py = o0 ¢

B) Si (N-k) est impair : N-k = 2¢ + 1 (¢ entier)

On a alors: Pj = jv (29 +1-3)
b _ J
Py =P, - .
Jj-1 2¢-j+2
pj <1 entrafne J< o+ 1
pj > 1 o entraine j>¢+1
p; = 1 ; entraine j=9¢+1
On peut donc en conclure que:
Po > Py - > P¢ - P¢+1 < P¢+2 = < Py

Lorsque (N-k) est impair i1 y a donc 2 minimums de Pj pour j=¢= N:%:l

. _ N-k+] . _ _ i - i
et J= ¢t = — qui valent P¢ = P¢+] = ¢! (9t1)!

A.1.1.2 Etude du minimum de Qk,j = (k-1)! 3 ! (N-k-j):

On a Qk,j = (k=1)! Pj k varie de 1 @ N
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Pour N fixé, d chaque valeur de k on fait varier j de 0 & (N-k) et 1'on ob-
tient (N-k+1) valeurs de Qk j mais le minimum de Qk j est obtenu pour la va-
Teur de j qui donne le minimum de Pj’ puisqu'alors k est fixé. Pour N fixé,
on obtient donc pour chaque valeur de k un minimum Mk’ J étant donné par la
valeur qui conduit au minimum de Pj; si par exemple N=10, k=2 on aura le mi-
N-k
2

nimum M2 pour j = =4 et 1'on a:

M2 = 1. 4. 4.

Pour N donné Te maximum de Ak j,donc le minimum absolu de Qk j,est aussi le

minimum absolu des Mk lorsque k varie.

Lorsque k est tel que (N-k) est impair, on a vu précédemment qu'il y avait deux

minimums de Pj’ mais ils conduisent a la méme valeur de Mk en effet: Pj est

minimum pour iy = N:%:l. et j, - N-;+1
pour j] = N'§+1 : Mk (k-1) (N—§+1). (N—;-])
pour j, = N’g’] ;oMoo= (k1) (N-§-1) (N-§+1).

I1 suffit donc de considérer une seule des 2 valeurs de j pour connaitre le

minimum.

Si T'on revient au but initial de 1'étude qui est la recherche des valeurs
maximales de Bk 5 on voit que Bk ; fait intervenir (k+j). Si donc pour N

donné le minimum Mk,donc le maximum de Ak J.,est atteint pour 2 valeurs j1 et j2

telles que j]<j2 (lorsque N-k est impair) i1 suffit de considérer la plus peti-

te valeur j] en effet:
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A
k+3, k+3,

A,

. entraine
k,J2

k’j'l

avec j] < j2

Donc en pratique, lorsque (N-k) est impair et qu'il y a 2 valeurs de j con-

duisant au minimum M , on considare seulement Ta valeur j = N:%:l

Pour déterminer le minimum absolu de Ak i on considére donc 1a suite des Mk;

b

d'aprés ce qui précéde:

lorsque (N-k) est pair on a Mk = (k-1)! (Hikﬁl (N%K)f

lorsque (N-k) est impair on a M, = (k-1)! (Nfg']): (N';+1):

Pour déterminer le minimum absolu de Qk j (donc des Mk) on considére 2 cas
suivant la parité de N et 1'on examinera pour quelles valeurs de j et de k le

minimum ou les minimums sont atteints.

o) N est impair, N =2y +1

k varie de 1d8 (2 u + 1)

k =1 N-k = 2 y est pair M1 = 0! p! nt

k =2 N-k =(2 u-1) est impair M2 1 (u-1)! !
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= (2p-2)! (uep#1) ! (u-p+1)!

k= 2p-1 N-k =(2u-2p+2)esﬁ pair sz

k= 2p N-k =(2u-2p+1) est impair sz =(2p-1)! (u-p)! (n-p+1)!

k= 2p+1 N-k =(2u-2p) est pair M2p+] = (2p)! (u-p)! (n-p)!

k= 2p+2 N-k =(2u-2p-1)est impair M2p+2 = (2p+1)! (u-p-1)! (u-p)!

Différents cas doivent &tre considérés

a. 1 minimum unique pour k = 2p, on a alors:

on doit donc déterminer si il existe p tel que:

M M
_2p <1 et _2p+1 > 1
M2p-] M2p

b. 1 minimum unique pour k = 2p+l, on a alors:

Mape1 < Mopip < == < My

on doit déterminer s'il existe p tel que:

M M
2p+1 <1 ot 2p+2 > 1
M2p M2p+1
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1 minimum double pour k = 2p et k = 2p-1, on a alors

M -——< MN

2 > Mopop = My, 20+]

on doit déterminer si il existe p tel que:

1 minimum double pour k = 2p et k = 2p+l, on a alors

My > My ----- > Mopq > Mo = Moy <

on doit déterminer s'il existe p tel que:

Mo
M2p+1

1 minimum triple pour k = 2p-1, k = 2p, k = 2p+l, on a alors:

M'l > M2 _____ > sz_] = sz = M2p+-| < M2p+2 --- < MN
on doit déterminer s'il existe p tel que:

2p Mops1
1 et M =1
2p-1 2p
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Considérons successivement ces différents cas en tenant compte que N = 2 yu + 13

on
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1 minimum triple pour k = 2p, k = 2p+1, k = 2p+2, on a alors:

> Moy = Mopeq = Mppin < mmm < My

on doit déterminer si i1 existe p tel que:

M M

Moo L o Mope2 _
Mop Mope1

2p-1 ) M2p+1 _ _2p A M2p+2 _ 2p+]

©op-ptl M u-p

M,
P _
Moy w-pel Wy

2p+1

. s GAnd s . N
les conditions a vérifier entrainent 5= <p <

N est impair et p doit &tre un entier; en posant N = 6¢-i

avec ¢ = 1,2 --- et i =1, 3, 5 (puisque N est impair), on montre
que 1'inégalité précédente n'est jamais vérifiée. I1 ne peut donc y
avoir de minimum pour k pair lorsque N est impair.

On doit vérifier que Né3 <p< NE] ce qui n'est possible que si N

est de 1a forme N = 6 ¢-5 et le minimum est atteint pour p = ¢-1, il

vaut M2¢_]
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En

Qe
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On doit vérifier que p = ﬂ%ﬁ , ce qui est possible si N = 64-3, on a alors

p=2¢etM M

26-1 24

On doit veérifier que p = ﬂ%l ce qui est possible si N = 64-1, on a alors
p=¢ et M2¢ = M2¢+1
On doit avoir simultanément p = ﬂ%i et p = ﬂ%l ce qui est impossible

N+1 N-3

On doit avoir simultanément p < et p = —£- ce qui est impossible

résumé, lTorsque N est impair

w

-

=
1}

66-1 et N = 6¢-3 on a un minimum double

w

-l

=
1}

64-5 on a un minimum unique

IT ne peut y avoir de minimum triple

N est pair; on pose N =2 u

k varie de 1 8 2 u. Ici encore, on peut considérer les 6 cas précédents
(de a a f). Mais dici puisque N = 2 p, on a:

M
M

20 _2prl . Mapri_2p . Mopr2 _2pn
2p-1 u-ptl sz u-p M2p+1 u=p

on considére N de la forme N = 6 i avec i =0, 2, 4 puisque N est pair

¢_
N N+4
[

on aura un minimum unique sz si

on peut montrer que 1'on peut trouver p entier satisfaisant ces conditions
si N=6 ¢-2. On a alors p = ¢ et Te minimum est M2¢.

- . N-2 N
on aura un minimum M2p+1 si ¢ <p <3

on peut montrer qu'il est impossible de réaliser ces conditions pour N pair
(i =0, 2, 4).
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C. on aura un minimum double si p =-N%i
minimum vaut M2¢ = M2¢_1
d. - . - - N
on aura un minimum double si p = I
p=¢ et le minimum vaut M2¢ = M2¢+1
e. on doit aussi simultanement p = ﬂ%i et p = %
. .. - _ N _ N=2
f. on doit aussi simultanément p = 3 et p = <

En résumé, Torsque N est pair

Si N=26¢ et N=6¢-4, on a un minimum double
. Si N = 64-2, on a un minimum unique
. IT ne peut y avoir de minimum triple

ceci est véerifie pour N = 6¢;

; ceci est verifié pour N = 6¢-4 et Te

on a alors

ce qui est impossible

ce qui est impossible

L'ensemble des résultats sont résumés dans 1a table 1 ol 1'on donne également les

valeurs maximales pour Ak i’ car pour N fixé lorsque Qk j est minimum Ak j est
maximum.
‘| Nom-
bre
de
miniz i T ;
N o p k J Minimum de Qk,j Maximum de Ak,j
2¢ 24 1 I i ! | I I
6¢ 21 0 | 2p41 | 2001 | (20)1(20)1(20-1)! (66)! / [(26)!(20)!(2¢-1)!]
29
2¢ 24-1
60-1 | 2 | ¢ | peu |50 | (20)1(20-1)0(20-1)1 | (64-1)! /[(26)1(26-1)1(26-1)!]
6¢-1 1 o 2¢ 26-1 | [(2¢6-1)!]3 (6¢-2)! / [(2¢-1)1]3
60-3 | 2 | o | P31 15270 | (20-2)1(26-1)1(26-1)1 { (64-3)! / (26-2)1(26-1)!(26-1)
2¢-1
26-1 | 2¢4-2
6o-4 1 2 | ¢ | 2t (2¢-1)1(2-2)1(2¢-2)" | (6¢-4)! / (2¢-1)!(2¢-2)!(2¢-2)!
2¢ 2¢-2
66-5 | 1 [¢-1| 20-1 | 2¢-2 | [(2¢-2)!]3 (66-5)! / [(2¢-2)1]3
Table 1:

Maximum de Ak j suivant les valeurs de N

L
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A.1.2 Deétermination du maximum de B, ;

On peut déeduire Bk ; de Ak 3 mais si on a pu mettre en évidence pour Ak j

1'existence d'un maximum pour des valeurs particuliéres de ko et jo pour N donné

et i1 est plus difficile d'en déduire les valeurs de k et j conduisant au maximum
de Bk i On peut cependant dire, etant donné la forme de Bk j (et en tenant

compte que Fo < 1) que Bk i devient maximum pour j < jo.

Pour N et k donnés, soit jl, la valeur conduisant au maximum de Ak 3’ on a (cf.

A.2.1) i = XK sio (k) pair
. _ N-k-1 . . . - .
i1 == si (N-k) dimpair (@tant donné la forme de Bk,j la so-
Tution jl = N-;+1 ne présente pas

d'intérat)

a. Si (N-k) est pair, on peut montrer que:

. NZ - (-2)2
Bk,Jl (-2) F "
= 7 - K2 ¢
Bk’jl_1 N2 - & 0
b. Si (N-k) est impair, on peut montrer que:
B N - (k-3)”
b 0 s (8)
= Y2 - k2 B
Bk’jl_1 -T2 -kZ o
A.1.2.1 Cas ou F =1
a. Si (N-k) est pair, on a:
2 2
Bk,jl N® - (k-2)
B - NZ - kZ
k,jl—l

Ce rapport est toujours supérieur a 1 puisque (k-2) < k

b. Si (N-k) est impair, on a:
2

B )2

N® - (k-3

K23

B (N-1)+ - k<

Kydp-1

Si

=
"

1: (N-k) est pair puisque k =1
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Si N =2: (K-k) est impair pour k = 1, on a alors jl =0
Si N >3, on a toujours [B / B > 1
kyJ kyJ -1
1 1
Donc, pour N et k donnés, lorsque F = 1, la valeur j conduisant au maximum
0 1
local de A, . conduit au maximum local de B, .
k,J Ky J
On doit cependant encore examiner si Te maximum général de Bk j est obtenu pour
la valeur k, qui conduit au maximum général de Ay 3
soient: jl la valeur donnant le maximum de Bk j pour k = k1
j'l Ta valeur donnant le maximum de Bk j pour k = k1 -1
j"l la valeur donnant le maximum de Bk j pour k = k1 +1
k1 étant une valeur quelconque
a. Si (N-kl) est pair
N-k1 N-k N-k1-2
on a W7 3 =73 I
et:
2 2
B, . N - (k,-2)
kl,Jl 1
(1)
Bk 1,5 2(k1-1)(N+k1)
1 1
B+, g N-kq
— - (2)
B, B 2k1
K1»dp
b. Si (N-kl) est impair
N-kl-l N-k1-1 N-k1+1
najdy=—m—s I3 T
et
Bk .3 N-k1+1
B 2 kl—l)
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N - (ky-1)

2k1(N+k1+1) (4)

2
B sl
ky*1,3%

B

SIS}

En remplagant k par (k +1) dans (1) et (3), on obtient respectivement (4)
1 1
et (2).
Examinons suivant la parité de N, en utilisant les résultats de la table 1, si le

maximum de B est obtenu pour k qui conduit au maximum de A . Lorsque
) Ky J 0 ) KsJ
plusieurs valeurs de kO sont possibles, on Tes examine successivement et 1'on

choisit toujours jo de sorte que (ko+jo) soit le plus petit car on cherche le
maximum de Bk .

sJ
B, (4-1)(2¢+1)
1. SiN=6 avec k, = k ° - > 1
21 N =0¢ ) Bko_1 (46-2)(2¢)
. kg = 2
By (4¢-1)(2¢+1)
' = = o =
d'aprés (1) avec k; = k B 1 = 2T 7% 1
0
) Bko+1 4¢
d'aprés (2) avec k1 = kO Bk = 1 1
0
B
k +2
- - o = _ _(2¢)(4¢)
d'aprés (4) avec k; = k +1 5, = o)) 1
0
donc, B < B = B > B
ko-l k0 ko+1 ko+2
ou encore BZ¢-1 < B2¢ = B2¢+1 > B2¢+2
. ko = 2¢+1
Bk1 4¢
d'aprés (3) avec k1 = k0 Bk 9 i 1
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B, 1 (4¢-1)(2¢+1)
d'aprés (1) avec k1 = ko-l EEETE = F5=27 (23) > 1
DB (20)(4)
d'aprés (4) avec ky = Kk, Bko = T < L
0
Donc, Bko_2 < Bko_1 = BkO > Bk0+1
ou encore BZ¢-1 < BZ¢ = B2¢+1 > B2¢+2

Donc pour N = 6¢, le maximum de Bk ; est bien atteint pour la méme valeur que

le maximum de Ak j et 1'on peut montrer que 1'on a dans tous les cas:

b

B =

20-1 < By T Boyy1 > Boyuo

Le maximum vaut:

= B = 6¢!
2¢ 2¢+1 261 29! (24-1)! 49

2. Si N = 6¢-1

. kO = 2¢
Bk 44
d'aprés (3) avec k, =k 0 = — > 1
1 0 B, 1 Ay-2
0
Bko+1 8¢-2
d'aprés (4) avec k1 = kO Bk = g < 1
0
Donc BZ¢-1 < 82¢ > B2¢+1
k, = 2¢+1
Bk 8¢-2
- 0
d'aprés (1) pour k, =k = <1
1 0 B _1 8¢
0
Bk 1 4¢
. 0
d'aprés (3) pour k, = k -1 — > 1
1 0 B _» £o-2
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Donc,
Brs-1 < By > Boynr
Le maximum est BZ¢’ il vaut:
B =B = (64-1)! 1
M 26 261 (2¢-1)1 (2¢-1)! ° 4¢-1
Si N = 6¢-2
kO = 2¢
Bk 4¢
' ~ - 0 -
d'aprés (1) pour ky =k, B, gl v > 1
0
Bk0+1 44-2
d'aprés (2) pour k1 = ko Bk = <1
0
Donc,
BZ¢-1 < BZ([) > BZ¢+1
Le maximum est BZ¢’ il vaut
B. =B = (6¢'2)!
M2 L(26-1)1]° (4¢-1)
Si N = 66-3
ko = 2¢-1
Bk 2¢ (4¢'3)
| 2 = 0 .
d'aprés (1) on a pour ky =k, B ] o 7S T
0
Bk0+1 26-1
d'aprés (2) on a pour k1 = kO Bk e 1
0
Bko+2 (4¢'2) (2¢'1)
d'aprés (4) on a pour k1 = k0+1 5 = -1 29

1

<1
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d'apres

d'apreés

d'apres

(1)

(2)

(4)

Finalement

Al6

Le maximum vaut:

d'aprés

Donc,

d'apres

(3)

24-2 < Bopu1 T Byy 7 By
B -1 26 (4¢-3)
on a pour ky = kytl B, , (2044
0
Bk 2¢-1
- o _ -
on a pour k1 = ko-l Bk 9 = 7T 1
0
Bk0+1 (44-2) (2¢-1)
on a pour kg = k_ B = F5-17 (29) <1
0
Bog-2 < Bop-1 T Bpy 7 Boynp
B. =B = B. = (64-3)! 1
M 2¢-1 2¢ (26-2)1 (2¢-1)! (2¢-1)1 ° 4¢4-2
Bko 2¢-1
on a pour kg = kg B a7y i 1
k -1
0
Bko+1 44-3
on a pour k1 = ko Bk = 132 <1
0
qu)_2 < B2¢_1 > B2¢
Bko_1 24-1
on a pour ky = k-1 B il e e 1

1
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Bk 44-3
1 = _ 0 _
d'aprés (4) on a pour k1 = ko—l 5 = I <
k -1
0
BZ¢-2 < 82¢_1 > qu)
Le maximum vaut:
B =B _ (69-4)! 1
M 2¢6-1 {2¢-1)1 (24-2)1 (2¢-2)1 * 4¢-3
N = 6¢-5
kO = 2¢-1
Bk 44-2
' < _ 0 -
d'aprés (1) on a pour k1 = k0 5 = 3 >
k -1
0
' = _ 0 -
d'aprés (2) on a pour k1 = k0 Bk = o <
0
Donc,
BZ¢'2 < BZ¢-1 > BZcb

Le maximum est atteint pour k = 2¢-1 et il vaut:

- (64-5)! 1
26-1 = T(26-2)T]3 * %¢-3
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Maximum de Bk,j
N K j pour F =1
6¢ “‘ég%i -------- 2%?1 """ 267 241 ?gi-l)! 4%
6¢-1 2¢ 2¢-1 267 (2¢-1§?¢E%iil)! (49-1)
6¢-2 2¢ 2¢-1 [(2¢-1§?%;22i¢-1)
6¢-3 ----?%;1-—-----§$E% """ (2¢-2)1 ?g;fi;' (2¢-1)1 ° (41-2)
6¢-4 2¢-1 2¢-2 (2¢_1)!(?$;?%§! (2¢-2)T * (4i-3)
6¢-5 2¢-1 24-2 T12¢-§?T]§)é4¢-3)
TABLE 2:

Maximum de Bk .
J

lTorsque FO =1
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Le maximum absolu de Bk j pour N donné est atteint pour Fo=1; en effet
lorsque F0¢ 1 le terme F0k+J a tendance a diminuer Bk i puisque F0< 1 etk

et J sont entiers.

A.1.2.2 Cas ol F0 z 1

K+]j

Lorsque F0¢ 1, en raison de 1'influence du terme F0 et puisque

0 < FO <1 et que (k + j) est entier, le maximum B',, de Bk j pour N donné est

M
inférieur au maximum BM~que 1'on a obtenu pour F0 = 1.

Pour F0 donné différent de 1 i1 est impossible pour une valeur de N fixée
de déterminer théoriquement quelles valeurs de k et de j conduisent au maximum
B'M. Pratiquement on peut cependant effectuer les calculs des Bk,j pour déter-
miner B'M (cf. A.2.2).

A.2 Calcul pratique de H(Z,k)

A.2.1 Cas ol FO = 1

L'équation (9) de Ta distribution cumulée de la statistique d'ordre k

peut s'écrire:
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N
et Ak . = ‘
> (k=1)! ' (N-k-3)!

Pour N fixé on peut montrer (A.1.2) qu'il y a une valeur de k correspon-
dant a BM, la valeur maximum de Bk,j’ lorsque Fo = 1.

Avec F0 = 1 théoriquement on doit trouver H(Z,k) = 1. En pratique en rai-
son des valeurs élevées que peut prendre Bk i il peut en résulter une certai-
ne perte de précision sur H(Z,k); car on effectue la somme de nombres pouvant
8tre trés élevés et ayant un signe alterné, le résultat de 1a somme &tant petit

et égal a 1 pour F0 = 1.
Deux éléments interviennent dans cette perte possible de précision:

- la grandeur de Bk j

3

le nombre (N-k+1) de B intervenant dans la sommation qui conduit au

k,J
calcul de H(Z,k).

Bxemple N = 60

On peut montrer (A.1.2.1) que By est atteint & k = 20, j = 20 ains]
que a k =21, j =19 on a:
60!

By = = .288x10
(40) (20!) (20%) (19!)

27

27 chiffres + 1 chiffre
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En travaillant en double précision sur CDC on obtient 28 chiffres signi-
ficatifs, le 28 iéme &tant arrondi, on a donc sur BM une erreur maximale de
5.10_2. Le calcul de H(Z,20) sera 1'addition de 41 termes de signes alter-

nés. Lorsque j varie, les 820 ; sont inférieurs a BM mais peuvent &tre du

méme ordre de grandeur surtout pour j voisin de 20. On ne peut connaitre 1'er-
reur maximum sur H(Z,20) si on ne calcule pas chaque Bk i mais on peut dire
que dans ce cas puisque le résultat doit &tre H(Z,20) = 1, on a une erreur

pouvant atteindre le premier chiffre aprés le point.

Pour k = 60, la sommation ne contient qu'un.terme calculé a partir dei

nombres trés élevés

60:

%60,0  * 591 60

Méme en calculant séparément les factorielles on arrive 3 H(Z,60) = 1

avec 28 chiffres de précision.

Pour k = T, Ta sommation contient 60 termes de grandeur variable et de si-
gnes alternés, on peut montrer (A.2.1.2) que le maximum de ces termes est
atteint pour j = 29 et on a alors:

60!

B _ = 118 x 10
1.29 35 .9t . 290 . 30!

18

Quand j varie les autres B] j sont inférieurs, on est donc assuré d'avoir
pour chaque B] i au moins 10 chiffres significatifs aprés le point denc Te ré-
sultat H(Z,1) sera précis avec environ 10 chiffres significatifs aprés le

point; en fait on trouve H(Z,1) = 0.999999999.
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Le probléme de précision se pose donc lorsque k est proche de la valeur
conduisant au maximum BM (k = 20 pour N = 60) car les Bk j deviennent éle-
vés et la sommation comprend un nombre relativement important de termes (de

1'ordre de 40).

A titre d'exemple en effectuant les calculs en double précision (28
chiffres significatifs) et en se limitant & 3 chiffres significatifs aprés

le point pour H(Z,k) on a pour F0 = 1:

k=1312 H(Z,k) = 1.000
k=13 H(Z,13)= .998
k = 14 H(Z,14)= 1.001
k =15 H(Z,15)= 1.002
k =16 H(Z,16)= .994
k =17 H(Z,17)= .989
k =18 H(Z,18)= 1.008
k=19 H(Z,19)= 1.011
k = 20 H(Z,20)= 1.018
k = 21 H(Z,21)= .974
k = 22 H(Z,22)= 1.033
k = 23 H(Z,23)= .999
k = 24 H(Z,24)= 1.003
k = 25 H(Z,25)= .996
k = 26 H(Z,26)= .992
k = 27 H(Z,27)= .997
k = 28 H(Z,28)= 1.007
k = 29 H(Z,29)= 1.000
k = 30 H(Z,30)= .999
k = 31460 H(Z,k) = 1.000

Théoriquement on devrait trouver rigoureusement H(Z,k) = 1.000 quelque

soit k.
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Exemple N = 100

Pour N = 100, BM est atteint a k = 34, j = 33, on a:

_ 46
BM = .213 x 10

Avec 28 chiffres significatifs 1'erreur absolue sur un Bk j peut &tre de
1'ordre de 1018; on ne peut donc s'attendre @ trouver des bonnes valeurs de

H(Z,k) avec une telle erreur sur plusieurs termes de la sommation.

Choix du N optimum

On a calculé que pour N = 54 on a BM = .440 x 1024; donc on peut obte-

nir H(Z,k) avec une précision minimum de 3 chiffres significatifs aprés le

point pour N < 54 et FO = 1.

A.2.2 Cas ol F0 z 1

F0 étant compris entre 0 et 1 et puisqu'il intervient & Ta puissance

(k + j) entiére et positive, i1 est clair que B’M, le maximum de B pour F0 1,

Ksd
sera inférieur a By (obtenu pour Fo = 1). De plus, en pratique on constate

que\Four N fixé B'M est atteint & une valeur de k inférieure ou €gale a celle

k+Jj

correspondant a BM; ceci est di a 1'effet pondérateur de F0 H B'M est d'au-

tant plus proche de BM que FO est prés de 1.

Par exemple on a avec F0 = .b:



A24

N = 40 By = -125 x 10'8 k=14, j =13
B'y = 123 x 10" k=10, 3= 9
i i 36 i .
N = 80 By = -763 x 10 k=27, =26
B'y = 674 x 1022 k=20,3j=19
i i 46 i .
N = 100 By = -213 x 10 k=34, j =33
B'y = 567 x 1028 k =25, j =24
A.2.3 Utilisation de la relation de symétrie

On a montré (équation 10 dans 2.3) que:
H[Z(Fo), N—k%ﬂ =1 - H[z(l-Fo),lﬂ

Cette relation permet de déduire H(Z.,k) pour F0 > .5 @ partir de H(Z,k) ob-
tenu pour F0 < .5, B'M étant plus petit lorsque FO diminue - (A.1.2) on peut
donc calculer H(Z,k) pour un N plus grand tout en conservant une certaine pré-
cision. Par exemple pour garantir une précision de 3 chiffres significatifs
sans utiliser la relation de symétrie on est 1imité a N < 54 tandis qu'en uti-
lisant cette relation on peut se rendre & N = 85 puisque pour N = 85 on a B'M =

.203 x 1024

pour F0 = .5 et que H(Z,k) est obtenu en effectuant la somme de
termes inférieurs a B'M. De plus Torsque Fo décroit B'M diminue pour un N don-

né.
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A.3 Calcul des intervalles de confiance

La méthode utilisée dans le programme est décrite en 2.3. Cette méthode

nécessite la recherche de Fo 1 et FO 2 tels que:

H( k) = a/2 et H(zZ k) = 1 - a/2

41k 2.k

4, e pour i =1, 2

1

b
avec Z, -a (1 - Fo,i) +c (1 - Fo,i)

N3
On peut affirmer que la solution F0 ; est comprise dans 1'intervalle

(F] = ,00001, .99999 = F3); soit F2 le centre de cet intervalle, si H(Z(FZ),k)zg

(B = a/2 ou 1 - a/2) avec une précision de 10_5 alors F2 est Ta solution

cherchée sinon F,.; est dans 1'intervalle (F],Fz) ou (F2,F3) selon que B

est plus petit ou plus grand que H(Z(Fz),k) (resp.). On divise alors (F],Fz)
ou (F2,F3) et on compare avec B8 la valeur de H(Z,k) calculée au centre de
cet intervalle; on arréte si les valeurs sont égales sinon on divise en deux
1'intervalle dans lequel se trouve Fo,i’ on continue ainsi Jjusqu'a ce que 1'on
obtienne F, tel que | H(Z(FZ),k) -8 | < 107°,

On peut illustrer ce procédé itératif par le diagramme de la page suivante.

A.4 Programme de calcul ITCO

Le programme ITCO calcule de facon automatique les intervalles de confian-

ce de la loi de Wakeby. Le programme est composé:

- d'un programme principal qui détermine différentes valeurs de k

- de Ta sous-routine CONFI qui effectue la recherche de F, . et

b

calcule Z(i,k)
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On peut illustrer le procédé iteratif par le diagramme suivant:

Fy = -00001, H = H(Z, k)
F,=.5 o Hy = H(Z,, )
Fy = 99999, Hy = H(Zy, K)
1= 2
- H
17 % .
Hy = H(Z,.k)

Ha
(FZ—Fl)
=Fp -
Hy = H (Z,:k)
L

* En pratique, on considére que B = H2 si |B - H2| < .00001
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- de la fonction HZK qui effectue le calcul de H(Z,k)

A.4.1 Détermination de différentes valeurs de k

Pour tracer les intervalles de confiance ou la courbe théorique, on cher-
che @ obtenir de 20 & 30 valeurs de Z correspondant & autant de valeurs de k.

Le choix des valeurs de k se fait de 1a maniére suivante:

soient: N la taille de 1'échantillon

NT = [ %— + .51,

N2 = [ %“h 57+ ] [ ] signifie partie entiare
N
N3 = [ﬁ] + 1]

Les N1 premiéres valeurs de k (k = 1,...,N1) sont conservées, ensuite on
conserve les valeurs comprises entre N1 et N2 avec un pas de N3 (N1 + N3, N1 +
2N3,...) et toutes les valeurs de k de N2 & N. Pour ces différentes valeurs
de k on calcule les limites Z i et ZZ,k de 1'intervalle de confiance a un ni-

s

veau donné (1-a)%.

A.4.2 Utilisation du programme

A.4.2.1 Données d'entrée

La lecture des différents paramétres se fait sur une seule carte.
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N: taille de 1'échantillon
IPE: code de la probabilité empirique choisie
=0 Hazen

1 Weibull

2  Chegodayev

i1l

NIC: nombre d'intervalles de confiance que 1'on désire calculer
(NIC < 3)
IC(I): niveau de confiance (en %) des intervalles désirés
(I=1,2,3)

A,B,C,D,E: paramétres de la distribution Wakeby.

Le format de lecture est (6I5,5F10.2)

On répéte cette carte si on désire traiter un autre échantillon, on ter-

mine par une carte blanche pour indiquer Tla fin des cas traités.

A.4.2.2 Sortie des résultats

1)  Titre

2) Probabilité empirique choisie

3) Définition de Z, k, F, Z(1,k) et Z(2,k)
4) Paramétres de la distribution

5) Taille de 1'échantillon (N)
6) Pour chacun des niveaux de confiance choisis:
- niveau de confiance
- pour chaque k: on écrit k, probabilité empirique,

Z, 2(1,k), Z(2,k)
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A.5 Listing du programme et exemple de traitement

On suppose un échantillon de taille N = 40, les paramétres de la distri-

bution Wakeby valent:

La probabilité empirique choisie est celle de Hazen. On veut obtenir

1'intervalle de confiance aux niveaux 99%, 95% et 90%.

La carte de donnée est:

Les pages suivantes donnent le listing du programme et son application

a 1'exemple considéré.
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737171 GPT3u TRACE FIN 44,8508

PROGHAM 1TCO(INPUT,OUTPUT, TAPEL)

PROGRAMME DE CALCUL AUTOMATIWUE DES INTERVALLES DE
CONFJANCE DE LA DISTRIBUTIOUN DE WAKEBY LE CALCUL SE
FAJT AU MOYEN DES STATISTIWUES D ORDKE

VARTABLES LUES

= v TAILLE DE L ECHANTJLLON,N s 85

= 1PE PRUBABILITE EMPIRIQUE
20 HAZEN
&1 wETHULL
&2 CHEGODAYEV

e NIC NOMBRE D INTERVALLES Dt CONFIANCE

WUt L

ON VEUT CALCULER,NJC 5 3

IC(1) NIVEAU DE CONFJANCE (EN X) DES

' INTERVALLES DE CUNFIANCE

AyBsCsD,E

PARAMETRES DE LA DISTRIBUTION

DIMENSION KK(100),PE(4,100),1C(3)
READ 900,N,JPE,NIC,IC(3),2C(R),IC(5),A,8,C,D,¢

IF(N,EQ,0) STOP

DETERMINATION UES K (ORDRE DE LA STATISTIOQUE)

NISINT(N/Z6,4,5)
NERINT(S,*N/6,+,5)+1
NIZINT(N/1S5,)¢]

T IMsd

INmO

DO 4 IKkm},§100
JIF(IK,GT(NL) GU TD 2
KK(IK)=IK

60 Y0 4

ITaNjeIMWNT
IF(IT,6E.N2) GU TD 3
KK(IK)=]IT

IMzlmMe]

60O Tu ¢

JTsNgeIN

IF(IT,6TuN) GO TU S
KK(In)SIT

INZTINe]

CUNT INUF

IKSIKm]

PRINT 901

PHOBARILITE EMPINIGUE
IF(IPEm1) bol,s10

PrINT §n2
BU 7T KIs), X

81/01/10
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PROGRAM ITCU 73/171 OPT®0 TRACE

PE(1,KI)SIKK(K]I)=0 ,8)/N
7 CONTINUE

GO T §°
8 PRINT 903

DU 9 KIml,]K

PE(L,KI)BKK(KI)/(N¢t,)
9 CONT]INUE

GL TO g2
10 PRINT 904

DO 1§ KI=1, 1K

FIN 4,84508 81/01/1¢

PEC1,KIIR(KK(K]I)=0,3)/(N+0,4)

11 CUNTINUE

12 PRINT 905
PRINT 906
PRINT 907
PRINT 908
PRINT Q09
PRINT 910
PRINT 911,A,8,C,Dt
PRINT 9f2,N
DO 14 ICIsi,NIC

ALPHAR(100,=JC(ICI))/100,

CALL CONFI(N,KK,PE,IK,ALPHA,A,8,C,D,¢E)

PRINT 913,1C(ICI)
PRINT 914
DO 13 J=l, K

PRINT 919,KK(J),PE(1,J),PE(2,J),PE(3,J),PE(4,])
WHITE(1,916) KK(J),PECL,J),PECR,JI,PE(3,J) PE(4,)

13 CONTINUE
14 CONTINUE
GOTO §

90U FORMAT(615,5F10,2)

903 FURMAT(iH1,7,30X,wINTERVALLE DE CONFIANCE UDEw,/,32X,%LA DISTRIBUTIL

+ON WAKEBY®,//)

902 FURMAT(SX,wPROBABILITE EMPIRIQUE CHOLSIE PKE(Kkw0,5)/N (HAZEN)w/)
903 FORMAT(SX, wPROBABILITE EMPIRIWUE CHOISIE PKEK/(Ne¢1) (WEIBULL)*/)
904 FURMAT(SX,®PRUOBABILITE EMPIRIQUE CHOISBIE PKm(Ke0,3)/(N+0,4) (CHE

sGUDAYEV)I®, /)

GOS5 FURMAT(SX,xZtCUURBE THEORIWUE POUKR LES PARAMETRES DONNESH,/)
900 FURMAT(S5X,31HZz=Ar(1=F)anB ¢ Cn(l=F)uwneD ¢ E,/)

907 FORMAT(SX,*K30ORDRE DE LA

G068 FUKMAT(SX,xF3FuUNCTION DE

909 FORMAT(SX,wZ(1,K)SLIMITE
fHUR L URURE Kn,/)

iU FURMAT(S5X,wZ(2,¥)tLIMITE
JUUR L UKDKE K%,/)

911 PUKMAT(SX, aPARAMETKES UE

.,Ux.it:n,F?.},ﬂX,tUSt,F7.

STATISTIUUE (KBlyaeqsNIW,/)
DISTRIBUTION DE LA LOI WAREBY®,/)
INFERIEURE VE L INTERVALLE DE CUNFIANCLE P

SUPELRIEURE DE L INTLRvALLE DE CUNFIANGE P

LA UISTRIBU‘IUN[ i,.ﬂ‘i,‘7.3'“x"a=.'F7.$
34X %E=%,FT7,5,/)

Y1 FUKMAT(SX,*TAILLE LE L ECHANTILLON Newx,14,/)
913 FURMAT(INY,//,30X, aN]JVEAU Dbt CUNFIANCEI®,]14,%Xx,//)

Y14 FURMAT(ISX,wnx, BX, aPrOB,

EMP o, TXowZn, 12X o nZ (1 ,R)%,TXy*Z(2,K)%,/)

G155 FURMAT (13X, 13, 7%,k 7,3, X, FTe3,9%,FT,3:0%,F7,3,7)

Ylo FORMAT(1X,14,4F1c,4)
END
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CONF]
SUBROUTINF CONFI(N,KK,PF,1K,ALP,A,B,C,D,E)

SOUS=ROUTINE DETERMINANT FO ET
QUY CALCULE Z,2(1,K),Z(2)¥)

VAKTABLFS
N TAILLF DE L ECHANTILLON

» Kk VECTEUR CONTENANT LES K

= PE MATRICE COMTENANT PK AINS]
QUE Z,7(1,%)22(2,K) AU RETOUR

= IK NOMBRE DE VALEURS DE K
= ALP ALPHA (PROBABILITE D FRREUR DE TYPE ID

= A B,CsD,b PARAMETRES DE LA DISTRIBUTION
DIMENSINN KK(I1Q0),PE(4,100)
GOURLF F1,F2,F3,H1,H2,H3,7(2),A)
UDLURLE HZK
AlzDBILEC(ALF/ZE,)
pn s J:”IK
KekkK(J)

RECHERCHE DF Fo

po 4 Y=%,2
Filzs0,1Ded
F2s0,5n0
F320,99999D0
HigHZK (F1,N,K)
HEBHZK (F2, N, K)
H3ZHZK(F3,h,K)

1 IF(DARSCA1=HR),LT,1,De5) GO TO 3
IF(AL,GT,H2) GO T0 2
F3=Fp
H3gHp
FoaF2m(FRwF1)/2,00
HRZHZK (F2,N,K)

GO TO i

e FieFe
HisHp
F2eF2+(F3=F2)/2,00
H2=HZK (F2,N,K)

60 TO 1§

CALCUL DE Z,2(01,K),2(2,X)

3 2(I3mAn() DOmF2)uwB4Ca(l,D0mF2)xw(mD)#E
Atel ,DOwAY

4 CONTINUE
PE(2,J)==An(],mPEl],J))nxBeCx(],=PE(L,J))*n(=D)+E



SURRUUTINE (OKNFI

PE(3,J)eSNGLLZ(1))
PE(4,J)=aSNGL(2(2))
5 CONTINUF
RE TURN
60 END

A33



A34

FTN 4,8¢508

FUNCTIUN MZK 737173 uPTs0 TRACE
1 DOUBLE FUNCTION HZK(F1,N,KA)
c
C FONCYION GUT CALCULE H(Z(F),K)
p :
5 C VARIABLES
c e F1 F ( PKOB, NONeDEPAS, )
C
c = N TAILLE DE L ECHANTILLON
C
10 C w KA K,O0KORE DE (A STATISTIGUE
C
DOUBLE H,F,Fi,XeYeY1,0})
VOUBLE FaC
Y=],00
15 Yize{, 00
Fefi
KEKA
C
(o UTILISATION DE LA SYMETRIE SI F > ,5
2o c
¢ H(Z(F)on)SlmH(Z(1eF) ,NoKe])
c
IF(FoGT4e500) KEZNmKA$]
IF(F o GT,4500) FRi,LO0=F
25 NKgNeK
NKIENKeY
Hap,Do
IF (K NE,N) GO T0 1
HeFwxN
30 60 YO 3
C
c CaLCUL Bt H
C
} GIS(FanK)n(FAC(N)/FAL(K=]))
35 00 2 JUsi,NK}
JaJJet
X (FanJ)n(QI/(FACCJIXFAC(NeKnJ)))/(KeJ)
HaneXw(Yian])
2 CONTINUE
4o 3 IF(F1,GT,4,500) HE1,D0eH
HIK®H
RETURN
END

SYMBOLIC REFERENCE MAP (Rmi)
ENTRY POINTS

6 HIK
VARIABLES SN TYPg RELOCATION
246 F DOUBLE 0
244 H DOURLE 242
2od J INTEGER 263

F1 DOUBLE
HZK DOUBLE
JJ INTEGER

817017164 23400,



10

FURCTION

FAL

A35

DOURLE FUMCTINN FACCHN)
FOLCTION CALCULANT FACTORIELLF Di N

DOLRLF A

Azi Do

IF(N,FU,0) GU Trh 2
POy Jst N

Azax]

CUNTINUE

FAC=A

RETIikn

END



A36

INTFRVALLF PE CONFIANCE DE
LA DISTRIBUTIUN DE WAKEBY
PROBABILITE EMPIRIGUE CHOISIE PKE(K=0,5)/N (HAZEN)
71COURBE THEQRIGUE POUR LES PARAMETRES DONNES
Zzepk(1aF)aaR 4+ Cx(iwF)awaD ¢ F
K3ORDRE DE LA STATISTIOUFE (K21, ,.4sN)
FIFONCTION DISTRIBUTION DE LA LOI DE WAKEBY
7C1,KYSLIMITF INFERJEURE UF L INTERVALLE DE CONFIANCF POUR L'URDRE K
Z(2,K)tLIMITE SUPERIEURE DE | INTERVALLE DE CONFIANCE PQUF L ORDRE K
PARAMETRFS DE LA DISTRIBUTIOM: A= ,50 Bz 2,00 s 1,50 ps ,20

TATLLE OF L ECHANTILLON Nz 40

E= =1,00



13
16
19
22
25
2R
31
24
35
36
37
39

[

PROB,

. 387
Ty
537
e612
+BBE
702
.B37
,B62
L687
912
938
962

,987

A37

NIVFEAL DE

EvP,

CONFIANCES 90X
? Z04,K)
L016 ,002
JOUR ,012
L080 027
NS ,045
142 065
W73 L 08k
.?03 L108
293 179
J3EB0 $ 253
JUBT , 330
55U W10
Wb ,492
738 .87R8
JRUH 571
971 776
1,144 ,965
1,221 .957
1,316 1,018
1,438 1.091
1,610 1,184
1,892 1,313
2,603 1.535%

Z(2,K)
0062
o143
o187
o228
266
302
337
2435
528
619
o710
807
914

1,040
1,205
1,452
1,570
1.723
1,934
2.,25%6
2,852

4,682



10
13
i
lﬂ

2

PRUB,
$012
,037
063
,087
o112
e 137
V162
237
L3313
» 387
W462
«537
612
L6868

. 762

NIVEFAU OB

EMP,

A38

CONFIANCES

016
«O4R
neoe
RS
JI1HP
W73
,203
293
380
Y4
554
k43
. 738
Ruu
971
1,144
1.221
1,316
1,038
1.610
1,892

2,603

Z(2,K)
112
166
212
1253
0292
+ 329
o364
JUbdU
557
643
742
«BUD
2950

1,083
1.259
1.5%20
1,658
1,829
2.068
2,441
3,158
S.544



10
13
16
1@
e?

2R
31
34
35
36
37
ia
kL)

un

PROH,

+6BR
762
837
862
«B87
912
» 938
962

J9R7

NIVFAU DE

EMP,

A39

CONFIANCEY 99X

14 ZC1,Kk)
L0116 ,000
JNUB L003
,NED ,011
1 022
L2 ,036
<173 052
203 W 069
293 .127
L3260 L191
o7 a3
554 $334
YN fU12
.738 ,u93
GJRut 1.3
LOTY L6179

1,148 J794
1,221 JBUO
1,316 891
1,038 951
1,h10 1,024
1., R92 1,119
2,003 1,269

Z(2,K)
157
214
LY
+306
0 346
383
419
520
« 615
708
B804
908

1,020
1,173
1,373
1,691
1.852
2,066
2,376
2,880
3,926

8,046



?Z {m3/s )

N=40,Q=1%, 5% et 10%
4 =05, bz2; c=15; I
d=0.2; e="| :
Pk= k=.5  (HAZEN ) '
v |
DISTRIBUTION WAKEBY L
~—— —— INTERVALLE DE CONFIANCE 90 % |
3 - =w==m-= |NTERVALLE DE CONFIANCE 95 % / )
——.—.— INTERVALLE DE CONFIANCE 99% !
-}
=
2 Q
|
o
ool 01 02 05 | 99.8 9999
Py

Détermination des intervalles de confiance d'une distribution Wakeby & 1'aide des
statistiques d'ordre.



