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SOMMAIRE

Théorie macroscopique des écoulements
multiphasiques en milieu poreux

Dans une premigére partie, on présente les bases mathématiques d'une théo-
rie permettant de poser les problémes de mécanique et de thermodynamique
d'un fluide composé de plusieurs constituants non miscibles, en terme de
valeurs moyennes des variables physiques.

Une étude critique des méthodes actuellement utilisées pour résoudre ces

probl&mes aboutit & la conclusion qu'une telle théorie doit:

- conserver la tensorialité des variables;

- permettre de donner un sens physique aux valeurs moyennes.

Pour réaliser ces propriétés, on définit:

- un changement d'espace entre le milieu réel et un espace fictif;

- un opérateur linéaire continu dit de " macroscopisation " qui engendre
les champs de valeurs moyennes dans 1'espace fictif,

On construit une dérivation des champs de valeurs moyennes. Cela conduit
a démontrer un théoréme jouant le r8le du théoréme d'Ostrogradsky. Ce
théoréme permet de déduire les équations aux dérivés partielles entre les
champs moyens dans 1'espace fictif des équations intégrales de conserva-
tion dans le milieu réel.

Dans une deuxiéme partie, on utilise cette théorie pour engendrer une mé-
canique " macroscopique " des écoulements multiphasiques en milieu po-
reux.

Coudert, J.F. (1972). "Théorie macroscopique des écoulements multiphasi~
ques en milieu poreux". INRS-Eau, Rapport Technique No 9, 75 p.
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PARTIE 1

APPROCHE D'UNE THEORIE MATHEMATIQUE POUR ETABLIR LES EQUATIONS
EN VALEUR MOYENNE DECRIVANT L'ECOULEMENT D'UN FLUIDE HETEROGENE

Résumé :

On présente les bases mathématiques d'une théorie per-
mettant de poser les problémes de mécanique et de thermodyna-
mique d'un fluide composé de plusieurs constituants non mis-

cibles, en terme de valeurs moyennes des variables physiques.

Une étude critique des méthodes actuellement utilisées
pour résoudre ces problémes aboutit @ la conclusion qu'une
telle théorie doit:

- conserver la tensorialité des variables,

- permettre de donner un sens physique aux valeurs moy-
ennes.

Pour réaliser ces propriétés, on définit:

1) un changement d'espace entre le milieu réel et un es-
pace fictif.

2) un opérateur linéaire continu dit de macroscopisation

qui engendre les champs de valeurs moyennes dans 1'espace fictif.

On construit une dérivation des champs de valeurs moyennes. Ce-
Ta conduit a démontrer un théoréme jouant le r8le du thé&oréme

d'0strogradsky. Ce théoreme permet de déduire les équations aux




dérivées partielles entre les champs moyens dans 1'espace fictif
des équations intégrales de conservation dans le milieu réel.

On conclut en insistant sur les développements possibles mathé-
matiques et physiques de cette théorie, applicable en particu-
lier aux fluides hétérogénes ou multiphasiques et aux milieux

poreux (sol ou neige).
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APPROCHE D'UNE THEORIE MATHEMATIQUE POUR ETABLIR LES EQUATIONS
EN VALEUR MOYENNE DECRIVANT L'ECOULEMENT D'UN FLUIDE HETEROGENE
par Jean F. COUDERT(?/

1. INTRODUCTION

Nous présentons les bases d'une théorie qui permet de
poser le probleme d'écoulement d'un fluide hétérogéne (plu-
sieurs comstituants non miscibles) en termes de valeurs moyen-
nes des variables physiques (macroscopisation des équations).

Les problémes ol interviennent ces mélanges hétérogénes
se rencontrent trés souvent, par exemple:

- écoulements multiphasiques en milieux poreux - sol ou
neige,

- écoulement d'eau et de pétrole dans les gisements,

- écoulement de fluides en ébullition pour Ta récupération

de chaleur ou le refroidissement dans les centrales d'é-

nergie.

La résolution de tels problémes est en général trés complexe.

Nous considérons dans la suite un espace Ex dans

lequel évolue un fluide composé de plusieurs constituants

(1) Université Laval - CENTREAU - Québec - Canada

Actuellement: Université du Québec - INRS - CEQUEAU - Québec.
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non miscibles (un comstituant est une phase d'une espéce
chimique ou d'un mélange d'espé&ces chimiques miscibles).
Nous supposons que chaque constituant peut &tre décrit par
la physique des milieux continus (Truesdell C. et Toupin R.
- 1960, Germain P. - 1962, de Groot S.R. et Mazur P.-1969).
Nous convenons d'appeler échelle microscopique, 1'échelle
de validité de cette physique, constatant que le point dans
un milieu continu a physiquement la dimension de plusieurs

miliers de molécules.

Nous dégageons d'abord les principales difficultés
engendrées par les méthodes classiques d'étude de ces écou-
Tements:

- la méthode directe (physique des milieux continus)
se heurte aux problémes des T1imites mobiles,

- la méthode expérimentale ne permet pas d'écrire des
relations généralisables (changement de conditions, inter-
vention de nouveaux facteurs). Nous classons les méthodes
actuelles de macroscopisation en deux catégories:

- les méthodes a priori qui sont limitées par leur
manque de signification physique,

- les méthodes par homogénéisation qui omettent cer-

tains aspects fondamentaux du phénoméne.

Cette étude critique nous conduit a énoncer les ca-

ractéristiques importantes (invariance, sens physique des
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valeurs moyennes) auxquelles doit donc satisfaire une théorie

de macroscopisation.

En tenant compte de ces caractéristiques, nous définis-
sons un changement d'espace entre le milieu réel et un espace
fictif. Nous définissons ensuite un opérateur T1inéaire con-
tinu dit de macroscopisation permettant de construire des

champs de valeurs moyennes dans 1'espace fictif.

Nous construisons enfin, une dérivation des champs moy-
ens dans cet espace fictif. Cela nous conduit & démontrer un
théoréme jouant le r6le du théoréme d'Ostrogradsky pour 1'écri-

ture des équations en valeurs moyennes.

Nous concluons en insistant sur les développements pos-
sibles, tant sur le plan mathématique que physique, de cette

théorie.
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2. ETUDE CRITIQUE DES METHODES ACTUELLES

On distingue actuellement plusieurs méthodes couramment uti-

lisées pour essayer de résoudre ces problémes.

2.1 METHODE DE RESOLUTION DIRECTE

L'ensemble des valeurs ponctuelles des variables physiques
d'un constituant forme un champ dans 1'espace E. (on con-

vient d'un champ nul aux points ol Te comstituant n'existe
pas).

La physique fournit des équations intégrales de conservation
entre les champs sur un €lément de volume du constituant. Ces
équations n'étant pas résolubles sous leur forme intégrale, on
les transforme en équations aux dérivées partielles ponctuelles.
La résolution du probléme nécessite alors 1'intégration de ces
équations ponctuelles dans les parties de Ex occupées par cha-
que constituant. Cette intégration est, sauf exception, impos-
sible pour deux raisons:
- Tes Timites ou interfaces entre les constituants sont
mobiles,
- les relations sur ces interfaces sont mal connues (Scriven
L.E. - 1960, Slattery J.C. - 1967a, Aribert J.M. - 1970).
La résolution a 1'échelle microscopique €tant impossible, on

a alors recours aux méthodes expérimentales.
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2.2 METHODE EXPERIMENTALE

Cette méthode ne fait pas intervenir de valeurs ponctuelles

des variables physiques pour deux raisons. D'une part, les appa-
reils de mesure fournissent, dans des conditions idéales (réponse
instantanée), des valeurs moyennes spatiales sur plusieurs cons-
tituants (dimension et immobilité des capteurs). D'autre part,
la validité de nombreuses expériences est conditionnée par une
similitude physique avec le phénomé&ne réel (Sedov L.I. - 1959,
Langhaar H.L. - 19517). Cette similitude s'exprime par 1'éga-
1ité de nombres adimensionnels faisant également intervenir

des valeurs moyennes. Ces remarques nous permettent de défi-

nir 1'@chelle des ph&noménes qui, en pratique, intéressent

1'utilisateur.

Nous convenons d'appeler échelle macroscopique, la plus petite
échelle pour laquelle Tes valeurs moyennes spatiales sont sta-
tistiquement représentatives du mélange de constituants. Nous
désignons par macropoint, un €lément de volume a cette échelle.
Le but de 1'expérience est de faire apparaitre des relations a
1'échelle macroscopique. 11 existe de nombreux exemples de
telles relations:
- 1la Toi de Darcy pour les écoulements en milieu poreux.
- les relations proposées par Martinelli et d'autres
(Streeter V.L. - L961 - Sect. 17) pour les &coulements
de fluides bouillants.

- enfin toutes les relations oll interviennent des nombres

de Reynolds, de Peclet, etc....
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Les résultats obtenus expérimentalement ne sont pas généra-

lisables (changement de conditions, introduction de nouveaux
phénoménes). Décrivons maintenant les deux méthodes souvent
employées pour générer d'autres relations & 1'échelle macros-

copique.

2.3 LES METHODES ACTUELLES DE MACROSCOPISATION

2.3.1 Macroscopisation a priori:

-

Cette méthode consiste a écrire formellement Tes équations de
la physique microscopique avec des variables macroscopiques.
Elle conduit & des contradictions parfois fatales, car Tles
variables macroscopiques n'ont pas, contrairement aux lois
physiques, un sens intrinséque. Citons comme exemple, 1'u-
tilisation de 1a vitesse du centre de volume (vitesse wvolu-
mique moyenne) & la place de la vitesse du centre de masse
(vitesse massique moyenne) dans la premiére l1oi de 1a dyna-

mique.

On remarque aussi parfois 1'introduction de coefficients cor-
recteurs (dits de distribution) pour ajuster les relations
obtenues aux résultats expérimentaux (Zuber N. et Findlay

J.A. - 1965, ou bien les coefficients de Coriolis bien connus
des hydrauliciens, Ven te Chow - 1964). Ces coefficients créent
a nouveau les difficultés mentionnées pour les relations empi-

riques.
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2.3.2 Macroscopisation par homogénéisation:

-

Cette méthode consiste & employer la physique microscopique
des mélanges de fluides miscibles (Truesdell C. et Toupin R.
- 1960 - Sect 158, de Groot S.R. et Mazur P. - 1969 - Ch. II

et ITI, Streeter V.L. - 1961 - Sect. 6).

Cette physique est fondée sur 1'hypothése que les différents
fluides existent au méme instant en un méme point (superpo-
sition de milieux continus). En faisant cette hypothése,
pour les mélanges hétérogénes, d'une part on néglige les ef-
fets, souvent trés importants, dus a la présence des inter-
faces, d'autre part on confond des notions fondamentalement
distinctes (par exemple la vitesse volumique moyenne et la

vitesse massique -moyenne).

On peut alors douter de la valeur des résultats obtenus.
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3. METHODE PROPOSEE

3.1 PRESENTATION

Cette €tude critique aboutit & deux conclusions:

1) Un effort pour améliorer la méthode directe de résolution
ne semble pas nécessaire. Les valeurs microscopiques n'in-
téressent pas, en pratique, 1'utilisateur, et ne sont pas ac-

cessibles & 1'expérience.

2) Les deux méthodes de macroscopisation présentées ne con-
duisent pas, par manque de rigueur, a des équations plus re-
présentatives des phénoménes que les €quations empiriques.
Nous présentons maintenant les bases d'une nouvelle méthode &
partir de quelques remarques sur les notions de valeurs moyen-

nes et de mouvement moyen.

3.1.1 La notion de valeur moyenne.

Une variable physique microscopique peut générer plusieurs va-
riables macroscopiques distinctes, suivant le concept physique

que la moyenne doit respecter.

Les processus physiques sont gouvernés par des interactions &
1'échelle moléculaire. Les variables utilisées dans la physi-
que microscopique sont elles-mémes des moyennes sur un grand
nombre de molécules (point). L'existence de lois de distribu-
tion statistiques connues (Boltzman - Fermi Dirac - Voir Pa-

-

cault A. - 1963) permet de donner un sens physique a ces varia-
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bles. Par contre, dans un probléme ol intervient un fluide
hétérogéne, Ta distribution relative des constituants est une
inconnue. On ne peut plus alors définir une moyenne unique
respectant toutes les propriétés de la variable physique con-
sidérée.

Prenons comme exemple Ta vitesse (voir en annexe).

La vitesse moyenne massique conserve la notion de quantité de
mouvement. Elle intervient donc logiquement dans la transfor-
mée a 1'échelle macroscopique de la premiére 1oi de la dynami-
que. Par contre, cette vitesse ne rend compte:

- ni de la déformation du milieu (en particulier 1'expansion),
- ni du mouvement relatif des constituants.

Elle doit &tre remplacée par la moyenne volumique (qui conser-
ve ces deux notions) dans une équation macroscopique entre con-
trainte et déformation. I1 semble donc difficile de construire
une macroscopisation en ne définissant qu'une seule valeur moy-
enne de la vitesse (certains travaux ne font cependant inter-
venir qu'une seule vitesse moyenne. Drew D.A. - 1971). Nous
concluons, d'une maniére générale, qu'il faut utiliser une moy-
enne appropriée a 1'équation macroscopique et, pour pouvoir
résoudre le probléme, établir des relations complémentaires
entre ces différentes moyennes. En pratique, deux types seule-

ment de moyennes sont nécessaires (voir en annexe):
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- une moyenne volumique (en général pour les variables
intensives),
- une moyenne massique (en général pour les variables

extensives).

3.1.2 La notion de mouvement moyen:

Montrons que ce mouvement ne peut pas &tre décrit d'une facon
lagrangienne.

Considérons un élément de volume connexe contenant plusieurs
constituants. DE&finissons le mouvement moyen comme étant celui
d'une particule fictive attachée a un centroide quelconque de

ce volume. I1 est clair que deux particules fictives distinc-
tes @ une date t], peuvent &tre confondues a une date t2.

Les é1éments de volume sont alors devenus multiplement connexes
et peuvent &tre dispersés 1'un par rapport a 1'autre, avec leurs
centroides confondus. Ce milieu constitué de particules ficti-
ves ne satisfait donc pas & 1'axiome de Ta non pénétrabilité

de la matiére (Truesdell C. et Toupin R. - 1960 - Sect. 65).

IT ne peut pas &tre assimilé a un milieu réel (confirmant ainsi
1'erreur de principe de la méthode de macroscopisation a priori).
Nous définissons donc simplement le mouvement moyen par les

champs des valeurs moyennes (description eulérienne) et les

équations qui les gouvernent.
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3.1.3 Principe

L'idée de départ est d'utiliser Ta translation d'un volume

de forme fixe (Slattery J.C. - 1967b).

Nous considérons le milieu physique dans lequel évolue le
fluide hétérogéne comme 1'espace objet Ex d'une application
M. L'espace image EX est un espace ponctuel (au sens ma-

thématique habituel).

L'application M fait correspondre bijectivement un point
de EX da un volume de Ex. On appelle macropoint ce volume
que 1'on choisit connexe, de forme et de mesure fixe. Les
champs des variables physiques évoluent dans 1'espace Ex,

étudié a 1'échelle microscopique.

On construit une application # qui fait correspondre un
champ sur EX d un champ sur Ex. On prend comme valeurs
du champ image les moyennes sur les macropoints des valeurs

du champ objet sur Ex'

Aprés avoir formulé Ta méthode proposée, nous €nongons quel-
ques propriétés de 1'application # (continuité, conserva-
tion de la tensorialité, etc.). Nous définissons ensuite
une dérivation dans 1'ensemble des macropoints et dans EX.
Ceci nous conduit a démontrer un théoré&me permettant d'écri-
re les &quations aux dérivées partielles macroscopiques en-

tre Tes champs de EX. Elles se déduisent par ce théoréme
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des équations intégrales de conservation de la physique micros-

.copique entre les champs de E:x: .
3.2 FORMULATION

3.2.1 Définitions des espaces:

Soient
E = {x}
X

1'espace euclidien fini ol évolue 1e fluide hétérogéne et
Ey = {X}

un autre espace euclidien fini.

On repére un point x (resp. X) par rapport & une base quel-

conque de Ex (resp. EX) par ses coordonnées contravariantes

«*  ou covariantes z, (resp. X%, X.) pour o = 1,2,3

(resp. = ). On désigne par T un opérateur de translation

quelconque dans Ex et 1'on définit Ta relation d'équivalence

R dans 1'ensemble des parties (ou figures) P(Ex):

5)

vV, ePp (Ex) R Vo, € P (Ex) 23 T tel que V] =7 (v

On désigne par macroscope V 1'une des classes d'équivalence
de P (Ex) engendrée par R. On appelle macropoint un €lé-
ment de ¥V et 1'on caractérise V par 1'un de ses éléments

V,» de volume V] que 1'on choisit connexe.
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Un macroscope est donc l'ensemble de toutes les figures dans

Ex qui se déduisent de l'une d'entre elles par une translation.

~

3.2.2 Définition d'une distance dans V

7" et v étant deux macropoints de V tels que:

on appelle distance de v' et v le module du vecteur de

Ex caractérisant la translation T.

3.2.3 Définition de ¥

On appelle M wune application bijective et continue de Vv

dans EX:

3.2.4 Définition de #H

On considére également deux ensembles Ea et EA d'applications

tensorielles ( ou champs ) a et A respectivement de E et

E, dans RY. R désigne Te corps des réels et q est un ordre

X
de tensorialité.
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Ea = {a}
a: x € Ex —_— a (z) e Rq
A: X € EX —_—) A (X) € Rq

A 1

n
o]
e
8
p
Q.
oY

dv désigne 1'élément de volume dans Ex (soit dx] ~ dx2 - dx3,

Bass J. - 1968- p. 495 et 616).

Selon 1a méthode d'intégration en coordonnées curvilignes
(Ericksen J.L. - 1960 - Sect. 17) 1'ensemble des tenseurs
{a(z) | zevV }

est translaté en un point fixe quelconque 0' de Ex.

L 'intéaration est ensuite effectuée dans le repére local
de ce point. On montre que le résultat est indépendant du

choix du point. Dans ces conditions, 1'intégrale d'un ten-
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seur est un tenseur de méme ordre et de méme nature, dont les

composantes sont exprimées dans le repére de 0'.

L'application M é&tant connue, il existe un opérateur de chan-

gement de repdre J(0',X) permettant d'exprimer des composan-

tes de A' dans le repére de X.

On appelle macroscopisation T1'application H de Ea dans EA
qui:
H: Ya e Ea — A€ EA

telle que:

Y Xek ,AX)= A(mM (1) )=JA = JJ;(x)sz (1)
v

Cette application transforme tout champ tensoriel a sur Ex

en un champ tensoriel de méme ordre sur EX- Les valeurs de
.. 1 P

A sont les moyennes (au coefficient 7] prés) sur les ma-

cropoints de V du champ a.

Exemple:

Considérons maintenant le cas d'un champ de vecteur a%.
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On appelle

92 (0', x)

le tenseur de translation (Ericksen J.L. - 1960- Sect. 16) de
1'espace Ex, o caractérisant les composantes dans le repére
local de =z et B' celles dans le repére local de O'(]es
indices primés se rapportent toujours @ ce repére dans la

suite).

L'intégrale A' désigne le vecteur:

L'opérateur J est la matrice

Jo, (0", X).

3

™ (1]

Le champ de vecteur A% est alors donné par:

(x) = 7,

A X

(0 .x) AP’

3.3 PROPRIETES

3.3.1 Propriétés de # :

Etant donné Tes propriétés des champs de la physique, nous ca-

ractérisons Ea comme ensemble des applications dans RY:
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(2)
1)  quasi-infiniment dérivables par rapport d =« .
2) infiniment dérivables par rapport au temps.

Nous choisissons la norme sur Ea:

N(a) = Ef[a (x,t)| do

X

IT résulte des propriétés élémentaires de 1'intégration que:

Z est un opérateur additif (propriété: lingarité de 1'in-

tégration)

H est un opérateur borné et donc continu (Vulikh B.Z. - 1963)

flA(x,t)| d7 < [ jla(x,t)l do ¥ dv
Ey v

3k, N(A) < k N(a)

(2} Note: On appelle fonction quasi-"P" une fonction qui:

- & la propriété "P" sur une partie D connexe multiple
de son domaine de définjtion D.

- est nulle sur ED‘(E)’
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-~

3.3.2 Définition de Ta dérivation dans V:

7' et V étant deux macropoints de %; on appelle dv le

vecteur de Ex, d'origine 0', caractérisant 1la translation

T telle que:

Sojent di¥  Tes composantes de dV dans le repére local

de 0'.

Calculons la variation de 1'intégrale A' lorsque le macropoint
V subit une translation dv. Le théoréme du transport

(Truesdell C. et Toupin R. - 1960 - gect.81) s'écrit:

dA' = J[.a do - J[g dp = J[a dVBI nB. ds

4 14 S

S est la surface du macropoint V7

n est le vecteur unitaire orienté vers 1'extérieur de v,
normal en chacun des points de S .
dS désigne 1'élément de surface.

On peut écrire ( dVB étant une constante dans 1'intégration

sur  3) :
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dA' = fa ng: d3 drd’

soit:

dA' = A, , dif (2)

D'une part, A’B' est indépendant de dv.

D'autre part, la tensorialité de A, est acquise par suite

Bl
d'un critére classique (Lichnerowicz A. - 1967- p.53), dA'
se transformant comme un tenseur et dV comme un vecteur

dans un changement de repére ou de point O0'.

L'équation (2) est donc une forme différentielle et définit
les dérivées partielles covariantes:

A’B' = fa nB. ds

S

Ce résultat permet de caractériser EA comme ensemble des
champs :
1) dérivables 1 fois par rapport a x. (5

2) infiniment dérivables par rapport & t.

(3) Remarque: La continuité des dérivés successives covarian-
tes des champs de E, n'est pas assurée. Cela ne cons-
titue pas une difficulté majeure car il est toujours pos-

sible de rendre continue une fonction quasi-continue.
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3.3.3 Théoréme de macroscopisation:

Nous avons défini A dans 1'équation (1).

Par différentiation formelle, il vient:

A,_=J, A" + JA,

BI

[83]

Le terme J A’B' a un sens. C'est la dérivée partielle co-

variante de A' exprimée dans le repére local de X.

Etudions le terme J,. dans le cas particulier o A'

-

est un vecteur. J est alors une matrice dépendant du point X :

A(00,x)

Supposons que nous utilisions un point fixe 0" de EX pour
définir le passage du repére local de 0' dans Ex a celui

de X dans EX . On a alors:
J (0',X) = Iy (0',0") ¢
ol G n'est autre que tenseur de translation:
)
OH,X
gy 0"X)

de 1'espace EX .

En conséquence,
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E, étant un espace euclidien, d'aprés un théoré&me connu

X
(Evricksen J.L. - 1960 - Sect. 19) on a:

Q
»p = 0
gcbll =

Soit:

Nous énongons finalement le théoréme de macroscopisation:

Les champs de Ej sont différentiables et les dérivées par-

tielles covariantes sont données par:

o S est la surface du macropoint

V= M_] (X)

et J L'opérateur de passage entre les espaces Ex et EX.

Exemple:

Dans le cas particulier d'un champ vectoriel a , nous

obtenons:

- Jg Ja faulnB. ds (3)

[Grad ) (X,t)]

< (1]

et par contraction: ( & désigne le tenseur de Kroneker)
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o
—
<
==
o~
>
.
o+
g
il
e,
>
e,
=
o
Q
=
@
a
v

il
>
Q ™
[o)]

Q—
>
o)

[
)

Soit:

Cette équation a la propriété remarquable d'étre indépendante

du choix de l'application M .
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4. CONCLUSION

Nous avons défini dans cette étude une méthode de macros-
copisation. A la suite des remarques faites au début, nous
Tui avons donné les propriétés qui manquent en général aux
méthodes couramment utilisées. En effet, ces méthodes condui-
sent @ des résultats ni invariants dans un changement de repé-
re, ni précis quant aux définitions des valeurs moyennes. Nous
avons donc congu 1'application H pour qu'elle:
- conserve la tensorialité des variables
- définisse systématiquement des valeurs moyennes spatiales,
avec une forme suffisamment simple pour que leur sens physique

soit évident.

Pour que la méthode proposée soit opérationnelle nous avons
donné @ H Tles propriétés d'un opérateur lin€aire continu et
nous avons défini une dérivation par rapport a la position. Ce-
1a nous a conduit @ démontrer un théoréme analogue au théoréme

fondamental d'Ostrogradsky ( Bass J. - 1968 ).

Alors que le théoréme d'Ostrogradsky rend le probléme
ponctuel dans Ex a partir de sa formulation intégrale (équa-
tions de conservation), le théoréme démontré permet d'écrire
des équations macroscopiques dans 1'espace EX’ fini et a8 fron-
tiére fixe. Ces équations macroscopiques sont des équations
aux dérivées partielles du premier ordre. Leur résolution pose

deux problémes.
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Premiérement, nous ne sommes pas assurés de T'unicité
d'une solution des équations macroscopiques dans 1'ensemble

des champs EA continus et a8 dérivées quasi-continues.

Deuxiément, méme s'il existe une solution unique dans
EA’ nous ne savons probablement pas la trouver exactement. En
effet, les méthodes classiques de résolution permettent de cal-
culer la solution d'un systéme d'équations aux dérivées parti-
elles dans 1'ensemble des champs continument dérivables jus-

qu'a un ordre €levé.

Nous pensons que (conjecture) la bijectivité de &
pour la plupart des macroscopes dans des espaces Ex a deux
dimensions ou plus, joue un grand rdle dans la résolution du

premier probléme.

Le deuxiéme probléme est purement mathématique (approx-
imation). I1 se rapproche des problémes posés par la recher-

che de solutions discrétes en analyse numérique.

Sur le plan physique nous avons appliqué cette méthode
aux écoulements multiphasiques en milieu poreux. Dans un do-
cument en préparation, nous montrons qu'elle permet de générer:
- une condition d'existence d'équations d'état approchées
en valeur globale faisant intervenir les températures massiques
partielles. Cette condition peut aussi guider dans Te choix

du macroscope pour un probléme donné. La conjecture proposée
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(bijectivité de # ) permettrait d'établir 1'existence d'une
gquation d'état exacte en valeur globale réalisant ainsi le
lien entre la thermodynamique des milieux continus (Truesdell C.
et Toupin R. - 1960 - Sect. 245, 246 et 254) et la thermodyna-

mique classique des systémes ouverts (Bruhat G. - 1968 - Sect.8).

- la 1oi de Darcy comme équation phénoménologique Tinéaire

a 1'échelle macroscopique.

=

- les 1ois non linéaires a cette échelle (Polubarinava -

Kochina - 1962 - p. 17, Streeter V.L. - 1961 - Sect. 16.4)

Nous espérons que cette méthode donnera lieu 3 des ré-
sultats intéressants a la fois sur les plans mathématique et

physique.
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ANNEXE : Définition des valeurs moyennes

Soient v, (x,t) Te champ de 1a masse volumique du constituant

i,et n le nombre de constituants.

Nous posons ( T désigne le temps dans EX pour préserver

1'homogénéité des notations).

Masse volumique o
partielle Fi (X,T) = 'ﬁ7r eri(x’t) d v

Masse volumique
globale

Variable partielle A, (X,T) =

massique i
Variable globale A LT = 3 FX,T) Ay (X,T)
massique > ie1 T (X,T)

Variable partielle * _ 1 f -
vV

volumique

3 *
Variable globale AT (X,T) =

Y XLT
volumique Ai (X,T)

nmMms

i=1
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A titre d'exemple, montrons la signification physique de ces

variables dans deux cas:
La vitesse:

La vitesse globale massique conserve la notion physique de

quantité de mouvement puisque:

La vitesse globale volumique conserve la notion physique
d'expansion en volume puisque utilisant (4) et notant le

produit scalaire par un point :

Seule cette vitesse permet de définir, d la fois:

- la déformation que subit Te volume matériel v, con-
fondu avec un macropoint V & une date t,

- Te tenseur de contrainte de dispersion di aux dépla-

cements relatifs des comnstituants.
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lLa température:

La température globale massique conserve la notion physique

de quantité de chaleur.

On peut montrer (6) que cette température intervient dans
une équation d'état en valeur globale ( au lieu de la tem-
pérature globale volumique généralement mesurée dans les

expériences).

(6) La démonstration fait partie d'un travail actuellement

en cours de rédaction.



Page 1

PARTIE 11

THEORIE MACROSCOPIQUE DES ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

MECANIQUE

1. INTRODUCTION

Nous avons présenté dans la Partie I, 1'approche d'une théorie
mathématique pour établir les E€quations en valeur moyenne décrivant

1'écoulement d'un fluide hétérogéne.

Dans Ta Partie II, nous utilisons cette théorie pour engendrer
une mécanique macroscopique des écoulements multiphasiques en milieux

poreux (sol ou neige).

I1 semble que ces écoulements puissent &tre particuliérement
bien décrits par une telle mécanique. La loi de Darcy est en effet un
exemple de relation macroscopique expérimentale vérifiée dans de nom-
breux cas. Nous caractérisons 1'échelle macroscopique dé€finie dans
la Partie I, p. 5 par échelle décimétrique: nous considérons comme
statistiquement représentatif du mélange de comstituants un volume de
1'ordre de quelques centimétres cubes pour la neige ou de quelques
décimétres cubes pour le sol. Nous conservons les notations définies

dans T1a Partie I et nous ajoutons les conventions suivantes:
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Les espaces EX et EX sont rapportés a la méme base orthonormée, si

() .
bien que 1'opérateur de passage J est 1'opérateur unité.
p p g

On note dans EX,’
- divergence par: div

- gradient par: grad

et dans EX’
- divergence par: Div

- gradient par: Grad.

Les vecteurs sont notés a, A et les tenseurs d'ordre deux a, A. Le

produit scalaire est noté par un point:

b, A.E

o |
Q|

et le produit tensoriel par la convention suivante:
a.b, a:b, A.B

et le produit tensoriel par la convention suivante:

b,AB

1]

Dans une premiére section, nous établissons les équations de conser-
vation macroscopiques (dans 1'espace EX) d'une variable physique
quelconque. Cette section contient Egalement certaines relations
microscopiques sur les interfaces nécessaires aux démonstrations

générales.

Ces équations de conservation macroscopiques sont appliquées dans

les sections suivantes @ la masse et & la quantité de mouvement.

(1) Voir Partie I - p. 15
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La relation entre vitesses massique et volumique globales est €tablie

dans une derniére section.

L'ensemble des trois équations générées dans cette Partie constitue

la description globale de 1a mécanique des écoulements multiphasiques.

Nous concluons en montrant les résultats acquis ou possibles de ces

équations.
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2. LES THEOREMES GENERAUX DE CONSERVATION

2.1 ETUDE DES INTERFACES ENTRE CONSTITUANTS

2.1.1 GEnéralités

L'étude des transferts sur les interfaces est extré&mement
importante Torsque 1'on considére des mélanges non homogénes de
constituants. Un interface est constitué par une zone ayant 1'é-
paisseur de plusieurs molécules. I1 ne s'agit donc pas d'une sur-
face ponctuelle. 11 est particuliérement difficile d'assimiler
1'interface & une telle surface lorsque les deux comstituants sont
deux phases d'une méme espéce chimique. Il n'y a en effet plus au-

cune discontinuité réelle des variables physiques mais un change-

ment progressif du libre parcours moyen.

L'étude de 1a zone interfaciale a 1'échelle moléculaire est
encore trés incompléte malgré de nombreux travaux (Aribert J.M. - 1970,
Slattery J.C. - 1967a - p. 109, Scriven L.E. - 1960 - p. 98). Les prin-
cipales difficultés viennent de 1'ignorance des propriétés physiques
des fluides dans cette zone. Pour se ramener @ une description micros-
copique, on peut utiliser un critére arbitraire pour définir une sur-
face ponctuelle équivalente 3 la zone interfaciale (HZIl T.L. - 1968 -
Ch. I). Cela ne simplifie pas le probléme car cette définition fait

intervenir des notions de mécanique statistique qui n'existent pas en

mécanique des milieux continus.
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Jans une étude a 1'échelle microscopique, 1'interface est as-
similé & * une surface de discontinuité pour certaines variables
physiques. Des théorémes de conservation peuvent alors &tre
écrits ( Kotchine N.E.-1925, C. Truesdell et R. Toupin- 1960-

Sect. 192 g 194).Ces théorémes sont utilisés dans cette théorie.

Seul Te théoréme de conservation de la masse est présen-
té dans la section 2.1. Les théoremes de conservation de la
quantité de mouvement et de 1'énergie sont présentés dans les

sections concernant ces variables.

2.1.2 Définition du taux de transfert de masse sur un interface.

Soit une réaction chimique ( ou un changement de phase)
ayant lieu sur un interface, écrit sous la forme générale clas-
sique:

o C] +oc26220c3C3+oc4C4
Soit W; la masse molaire de C;

La conservation de la masse s'écrit:

4
avec o, >0 a droite

o, < 0 @ gauche

[ 0‘1](2)=

-—

(2) Les crochets désignent la dimension de 1a variable.
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On définit les coefficients de réaction Vs
par: V= aiwik
oli k est une constante arbitraire de dimension M']M .

[/
MZ désignant l1a dimension "mole".

i=1
Soit dni le nombre de moles du constituant Ci échangées par

unité de surface.

On définit 1' quancement & de la réaction, par unité de surface

par:
i dz i=1,2,3,4
%5
bl =
[g] = L7 M

i dg _ 1 dg} o 11ldg
Wia?‘-o‘iwia‘f-ko‘iwi(k dt)-\’i(kdt
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On définit le tawr de tramsfert unitaire de masse ( par unité

de surface) g par:

[4]: Thia

J >0 si la réaction évolue vers la droite

J < 0 si la réaction évolue vers la gauche.

Avec les variables introduites, la masse de constituant i
échangée dans le temps dt sur la surface dS est donnée par:

wi dﬂi ds = viJ'dt ds

Dans la suite, chaque couple ordonné ( Ci’cj) de cons-
tituants est désigné par un indice k . Cet indice k sert
a identifier Ta réaction intervenant entre les constituants de
ce couple et varie de 1 & p [n(n—]) /2 ].

Exemple:

/
(1,d) k

1,2 1

- trois constituants 1,2,3 < p =3
1,3 2

2,3 3
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((i,3)
2,4 5
- quatre comnstituants 1,2,3,4 ¢ 3,4 6 P=6
1,4 3
L 2,3 4

Le taux de transfert Ik est positif dans le sens indiqué par
le couple 1i,j :

(1) > (2) dy >0 (2) » (1) 75 < 0.

L'indice k sert aussi & identifier les coefficients de réaction Vi

2.1.3 Définition de la vitesse d'un interface.

Un interface est une surface de discontinuité pour cer-
taines variables physiques. I1 n'existe pas de particules ma-
térielles 1iées a Tui que 1'on puisse utiliser pour définir phy-
siquement sa vitesse. La seule fagon de procéder est de définir
la vitesse mathématiquement. ( C. Truesdell et R. Toupin- 1960-
sect. 177)

Soit:

X = x (Ap Ay t) (1)
des équations paramétriques représentant la surface par rapport
au repére choisi dans (h). A et X, sont deux paramétres de la
surface. Pour A] et AZ fixés, 1'équation
X=X (Ay525,t)
définit Te mouvement d'un point et la vitesse:

— _3X

VISE | g = cste

AZ cste
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Malheureusement cette vitesse n'a aucune valeur intrinséque puis-
que le choix de 1a paramétrisation est arbitraire. Eliminant

A] et AZ entre les équations (1) , il vient 1a nouvelle équa-
tion de Ta surface:

f (x,t) = 0 (2)

indépendante de toute paramétrisation. Différencions (2)
par rapport au temps, il vient:

of =
- * Vegrad f = 0

Soit n Ta normale unité & la surface définie par:

ﬁ._ grad f
| grad ﬂ
Nous posons: 5F
v osyn=- 9t
n |grad f|

Toutes les vitesses de la surface ont donc 1a méme composante
normale Vi puisque d'aprés 1'expression précédente Vs comme
f, est indépendant de la paramétrisation choisie. Pour Tever
1'indétermination sur le signe de Vi due aux deux choix possi-
bles d'équations:

f(x,t) = 0

-f(x,t) = 0

nous définissons le vecteur vitesse normal appelé vitesse de

déplacement de la surface par:

V. =v
S n
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IT est donc possible de définir une vitesse de déplacement
qui soit une propriété intrinseque du mouvement de la surface.
IT existe par contre une infinité de possibilité de définition

de vitesses tangentielles.

Conservation de 1a masse sur un interface

Soit un interface entre deux constituants C] et C2 réagis-
sant entre eux suivant la réaction
3 %h
La réaction est caractérisée par les coefficients de réaction
\Z <0
Vj >0
et par le taux de transfert
J

Les masses de constituants €changées sont données par

dm] = v]Jd§dt

dm Jdsdt

2 =~ V2

dm] = - dm2

2.1.5 Approche empirique, cas de constituants incompressibles.

Considérons un cylindre muni d'un piston, contenant un

interface 512 horizontal et supposons J positif.
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" Désignons par V}et Vé Tes vitesses des
particules micrométriques de chaque
constituant, et par y]et Y, leur

masse volumiques respectives.

ler cas: piston immobile

(2) o V=0
' Vo, =N
2 Yo 21 La vitesse normale de 1'interface est.
-—— = — —— donnée par:
A —_ dm J —
v _ 1 1 = _ vi=n
S %7 a@mat M2z ™ 12

A

La vitesse des particules du constituant (2) est

o — e s e [ Gt iy s eman] l

J — donnée par:

—_— o J —
27 T V2 3

28me cas: piston animé d'une vitesse V}

Le constituant (1) étant incompressible,
il suffit (négligeant les effets de paroi)
de superposer la vitesse VH au cas précé-
dent pour obtenir:

vV o=V

o _ €—]'--___
s 1™V y1“12
- = J -
Yo = Vs “V2y, M2

I1 est trivial de vérifier ces relations

- dans le cas ol J est négatif.
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Nous fondant sur cette approche, nous établissons les re-

Tations:

<
11
<

(3)

<
1
<
1
<
=}

Ces formules peuvent &tre logiquement étendues au cas de =zonsti-
tuants compressibles et d'un interface de forme quelconque, en
affectant les variables V}, Vé, Yy et Yo a des particules micro-
métriques de part et d'autre d'une surface de discontinuité. Les
relations établies deviennent des relations Tocales sur un élé-
ment de surface d& & 1'échelle micrométrique. Cet Element

peut, en toute logique, &tre assimilé a un plan.

Les équations (143.1) s'écrivent dans le cas général

- - - v = _ J
v].n]Z S- n]2 \)-l, Y]

La notation Vg. ?HZ est redondante car Vg est déja un vecteur
normal a 1'interface, cependant elle est extrémement pratique

pour définir les signes sans ambiguiteé.
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2.1.6 Théoréme général de conservation sur un interface

Ce théoreme a été tout d'abord établi par N.E. Kotchine
(1926) puis repris dans une exposition plus moderne par C. Truesdell
et R. Toupin ( 1960- Sect 192-193). Enfin, J.C. Slattery (1967) a
montré son caractére approché a partir de considérations & 1'échelle

angstrométrique. Selon la formulation de C. Truesdell et R. Toupin,

[ya (v - V;).ﬁ]—[in] =0 (5)

a est une variable physique quelconque, in est une source super-

ce théoréme s'écrit:

ficielle pour la variable a . Les crochets désignent la différen-
ce entre les valeurs en deux points de part et d'autre d'une surfa-
ce de discontinuité quelconque, aprés qu'une direction de normale

ait été choisie. Appliqué 3 Ta masse, le théorgme (5)  devient:
[y (V=) .ﬁ} - 0
IT est facile de vérifier que les équations (3) satisfont cet-

te relation, en effet, multipliant par Y et additionnant, il vient:

Y VPN * Yo Voulay =t g Veepp = Yp Vgl v d(vp v vy) = 0

Nous savons d'autre part que:

Finalement

Y1 V1M T Y Vst T Y VpuMp b Yy Velyp B0

Soit:
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|
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2.2 Théordéme général de conservation en valeur partielle

Nous désignons par Vi(YfF) la partie de 7(X) occupée
par le constituant i a la date T . La surface de Vi(Yﬁf)
est Si(Yfr) de normale ﬁ} orientée vers 1'extérieur de v, et

formée de 1'union des surfaces Sfiy 511 et Sij ainsi définies:

- Sej est la partie de S; en contact avec le milieu poreux,

- Sy est la partie de 5; située dans leconstituant 1 ,

- Sij est 1'interface entre les constituant i et j, de
normale ﬁ}j orientée de i vers j.

Nous désignons par VT > ST etc ... Tes volumes et sur-
faces matériels, c'est-a-dire 1iés, dans le temps, aux par-
ticules du constituant i et qui coincident a Ta date t
avec Vi’ Si etc. Dans le volume f:, 1ié aux particules,

il n'y a pas de production ou de destruction du constituant
(1), mais peut &tre des sources superficielles G,q0U volu-

miques M, pour la variable physique 3.

Le théoréme du transport (C. Truesdell et R. Toupin - 1960~

Sect. 81) s'écrit, pour une variable scalaire a;

d N oa. n
a- dU: 1 - j — _— f —_—
dt ¢n1 P do 4 J ai Vi'nij + j?] ai.vi
' vak o oy m
i i i #55;

Ny
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Utilisons les relations (4), il vient:

CLY - n — Jk — —
gt-—dv 4 fai Vs n1ds +J§] a1 <Vs_\)1k_1n1J) ij
m 7
Y S VAT
= fgald * f“aidv
sm 7
i i

La relation précédente est vraie a 1a date T, date a laquelle:

]
T}1=V1
5 = 5

Enfin, d'aprés la convention adoptée (3) a; est nul a 1'extérieur

de Vi

Finalement, i1 vient dans le cas d'une variable scalaire:

iq i# ij
n _ Jk _ R R _
§ a, i3 Vik v i3 ds  + Oai ds ¢ “a1dv
j=1 i
i . .
J# 51.3 5; 14

(3) Voir Partie I - p.
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et dans le cas d'une variable vectorielle:

9.4 représente une source superficielle pour la variable

a; autre que celle due a la création ou a la destruction de mas-

se de ponstitugnt 1 sur S5 (deja prise en compte dans les ter-
mes Gl des équations (7) et (8).

Etudions maintenant la dérivation partielle par rapport
oA,
au temps dans 1'espace EX . Par définition, 51%— est 1a limite

de Ta variation de la valeur partielle considérée lorsque la durée
tends vers zéro, X étant constant. Cette variation est, d'une
part causée par celle du champs ai(i}t), d'autre part causée

par la variation du domaine Vi(Y}1) contenu dans le macropoint

fixe ¥(X). Ce domaine est 1imité par des surfaces fixes S5

et S La seule frontiére mobile dans le temps est constituée

fi’

par les interfaces Sij'
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Sij(x’t + dt)

FIG. 3

Adoptant finalement 1a conception de C. Truesdell et
R. Toupin (1960- Sect. 81), %T- est Ta dérivation matérielle
dans 1e mouvement de particules fictives de vitesse nulle

sur Sii et Sfi et de vitesse vS sur Sij'

Soit, pour une variable scalaire:

3 - _ o R
3T J/;i(x,t) ds = Y ai(x,t) do + j§1
j#i

>
o’}
el o
<]
w
= |
-l o
.
o
0y

v7(X) vs (X)

Utilisant ce résultat dans 1'équation (7) ainsi que le théo-

(4)

réme de macroscopisation "~ i1 vient, pour une-variable scalaire:
9 . — n Ik
5t a1. do + Div a1.v1. do = JE] fa'i\)ik -{I- ds

7(X) 7(X) LA

LN

* jgmd8 ¥ j”aidv (9)

S v(X)

(4) Voir Partie I. - Equation (4).
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et pour une variable vectorielle:

7(X) v(X) sij
+ f?ai.ﬁi ds + fﬂm a5
S. 4 (10)

Ces deux équations permettent d'écrire les transformées dans

1'espace E des équations de conservation dans 1'espace Ex'

X
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2.3 Théoréme général de conservation en valeur globale.

I1 suffit d'effectuer 1a sommation sur 1'indice i ,

-

variant de 1 & n, respectivement des &quations (9) et (10).

I1 vient, pour une variable scalaire:

D n n -
5T b} a1 ds + Div § a% 1dv
i=1 izl
7(X) v(X)
n n Jk n
= T h) a.v., — dé + I ag ds
i=1 j=i 17k g i=1 —/f al
J#
Sij 31
n
i=1 a1
7(X)

ainsi qu'une équation analogue dans le cas d'une variable
vectorielle:

5 n _ n p— ~

EYi § a, do + Div -g vy do =
i=1 =1
1% v

n n f—_'—: Jk _ n [—

X z a: N,. v. — .n.. dé& + % o.. .n;, d&
i=1 j=1 174§ ik vy o id iz ai i

NE AN B 5
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3. COMSERVATION DE LA MASSE ET DE LA QUANTITE DE MOU-
VEMENT EN VALEURS PARTIELLES ET VALEUR GLOBALE.

3.1 CONSERVATINN DE LA MASSE EN VALEURS PARTIELLES

IT n'y a pas de sources superficielles o_. ou volu-

vi
miques “yi de masse pour le constituant i
En conséquence:
Oyi =0 , uYi =0
Le théoréme (9) s'écrit donc, en utilisant les

définitions de 1'Annexe et en divisant par le volume 7V du

macropoint:
oy . - 1 n
A T T I f\)1k Iy 42
j=1
J#H ij (13)

3.2 CONSERVATION DE LA MASSE EN VALEUR GLOBALE.

Utilisons 1'8quation (11) et Tes définitions de 1'Annexe

il vient:
5T . — n n -[‘ _
j# 5ij

L'intégrande du terme D1 est un scalaire, par conséquent:

S'ij Sji




Page 22

En perm ttant 1'ordre des sommations et en utilisant 1'indice
k défini p. 7, D1 peut s'écrire:

p -
D1 = E] J}vik + vjk) I ds

Par suite de la conservation de Ta masse sur les interfaces Sk’
ona (p.g):

Vi ij =0  k=1,2---n
Soit:
D1 =0
Finalement:
g&; ¢ Div TV =0 (14)

3.3 REMARQUE SUR LA NOTION OE VITESSE MASSIQUE GLOBALE

Nous montrons dans cette section que la vitesse globale
massique est, & chaque instant, la vitesse du barycentre du ma-
cropoint V . Cette démonstration est importante car elle éta-
blit Ta relation discutée précédemment (5) entre la
description eulérienne et la description lagrangienne au moins
sur des intervalles de temps suffisamment courts pour qu'aucune

dispersion n'ait eu lieu.

Pour simplifier considérablement le formalisme de cette
démonstration, il est fait appel & Ta notion d'intégrale de
Stieltjes (J. Bass - 1968 - p. 228), la masse étant considérée
comme une mesure dmi (J. Bass - 1968 - p. 279), nulle aux
points ol le constituant i n'existe pas.

(5) Voir Partie I - p. 10
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Calculons, a une date t , la vitesse du barycentre de la

phase i

R ‘s 5) .
Soit Xi le vecteur position du barycentre( du constituant i

et X Tle vecteur position du barycentre des n constituant 1§,

. s . m m
Nous désignons, comme dans la section 2.2, par V et S les
volume et surface confondues, a 1la date t, avec le macropoint

7 de surface &S.

Nous désignong par A la dérivée matérielle par rapport au temps

m
dans Te mouvement de V

Par définition du barycentre, nous avons:

et

Dérivons (15 et (16), i1 vient:

)
X, ‘/'dmi + X fimi z j;dmi + j; drh (H)
V' !

V'

(5) Cette notation ainsi que certaines autres, sont propres a

cette section.
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Sommons  (17) sur i et utilisons (18) , i1 vient:

m .
Le volume Vv  3tant matériel, sa masse totale reste constante

dans son mouvement donc:

Les transferts de masse dans V'’ entre les constituants ont

lieu sur les interfaces Sij'

Utilisant les propriétés des intégrales de Stieltjes, nous

pouvons écrire:
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La conservation de T1a masse sur les interfaces s'écrivant:
dih. + dh., = 0
1 J
le terme étudié est donc nul.
Finalement:

X

-l
nm~M-s
j— )
\~757‘\
=
-
11
-y
nmM~M=s
—— )
\‘ZZ‘“\
o
3
ey

La vitesse du barycentre est donc €gale a la vitesse globale

massique.

Ce résultat est intéressant car il €tablit une relation, pour
des durées suffisamment courtes, entre les descriptions eulé-
riennes et lagrangiennes. Le mouvement défini par les champs

globaux est "tangent" & chaque instant au mouvement des bary-

centres des macropoints.

L'équation (17) montre, au contraire, que la vitesse du
barycentre d'un constituant X, est différente de la vitesse
1
partielle massique par suite des variations de la masse totale

de ce constituant.

3.4  CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT EN VALEUR GLOBALE.

3.4.1 Définitions

La quantité de mouvement est Yiv}
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Nous notons ?% le tenseur de contrainte & 1'échelle

microscopique dans le constituant i

Nous posons également:

ai i

=
"
<
~~
—
W
g

ai

Nous définissons:

- la vitesse de diffusion globale magsique du constituant i

u; v, o- ] (20)

- la vitesse de diffusion globale volumique du constituant i

— % *

u = vs- v (21)

- le tenseur de contrainte partielle:

= . 1 T 0. u*
T ® v iy ar

14
Nous utilisons a Ta fois les vitesses de diffusion massique et

volumique pour définir Ta contrainte due aux mouvements relatifs

des constituants car, pour &tre physiquement homogéne a une con-

trainte, le tenseur v, U} U? doit faire intervenir le transfert

de quantité de mouvement yiﬁ} dde a la déformation du milieu G} .



Page 27.

Nous définissons le tenseur de contrainte globale par

=l
"
no~ s
-

) (23)
ji=1 !

Nous définissons enfin la force massique globale par:

—
—
|
—t
1
< |—
{\
-
—h|
—
o
<)

3.4.2 Relation sur le tenseur de contrainte global.

Développons 1'expression de T

=_ln = —_ - —
T = | 121 J/Ei S Y5 Vi V5ot Y Vs ) .

- Y ﬁ*] do

Utilisant les définitions de 1'Annexe, il vient:

n p— = e
- l];l .z] ][Ei -y, Vs vi:]dﬁ + TVV
]:

|

-+
—
<|

-
*
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Soit:

3.4.3 Calcul de 1'équation de conservation

lére étape

Utilisant le théoréme (12) avec les définitions (19)

décomposant S; en S Ses et les surfaces Sij et divisant par

Te volume |v| du macropoint, i1 vient:

5 n 1 o n 1 f =— .
T 151 YV| J[Yi V. do Y + Div I {?| Y; V5o Yy do =
14 14
z pX Y: Vs Moy V., — n..d + z t
_l—V—l- i=] J:] 1 1 1] ik Y'l 1] I I J=-| 1
Jj#i Sij j#i i
1 n T = 4 10 T = 4~ . 1 7
- ]VI {: f ; n1 ds + ['"[ § f i .n1. dé ¢ |V| E:
i=1 i=1 5 i=1
ii fi 14
(25)
. . L (7)
Nous pouvons appliquer le théoréme de macroscopisation au terme

D3 et utiliser les définitions de 1'Annexe (22) et (23), i1 vient:

(7) Voir Partie I - Equation (4).
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DI ¥ D2 + D4 + TF

Utilisons maintenant la relation (242.1):

5-$-rv - Div {?-rV_V - Dl +D2+D4+TF
Soit
-53.} IV + Div TVV = Div T +« Dl +D2 +D4 +TF

3.4.4 Conservation de la quantité de mouvement sur un interface.

Etudions les termes D1 et DZ2.

;] noon — I —
D1 + D2 = YV’ iE] j§1 J/fyi Vs ij Vi §:- “13 ds
J#i 51 5
n = _
CwL fti Ny ¢
S'ij

Nous pouvons utiliser la numérotation k des interfaces:
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Les relations (4) peuvent &tre introduites dans cette équa-

tion, il vient:

Vi My oMy Ty i"ioMg T Y
Soit:
p = — — — —
D1 & Dz=|—l kg £ . ij " Y (vs - v1) i 1]
Sy

- [ tj BT (vS - Vj) Ny 5 Vj] ds

Le théoréme de Kotchine (5) appliqué & la quantité de mouvement

s'écrit:

ol ik représente une source superficielle pour la quantité de

mouvement.
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Les termes facilement identifiables dans Tk sont la force résul-

tante due aux contraintes dans chacun des fluides:

i nij + tj' nij

et une force normale due & la tension superficielle:

o
k —

2 =— n..

Rk iJ

9 est une grandeur positive représentant
la tension superficielle cinématique du couple Ci’ Cj‘
, Rk est le rayon de courbure moyen (4.J. MeConnell
p. 211) de 1'interface.
Rk >0 dans le cas de 1a concavité du coté

du constituant i

Rk >0 dans le cas contraire.

Finalement:

- _ T - .= = % = =
i = 'ti' nij ¥ tj' nij + 2-]: nij + i K
Soit:
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Cette équation est semblable a 1'équation (7.9) de J.C. Slat-
tery (1967a) compte tenu du terme D1 de son équation
(7.7). Le contenu du terme TT; a fait 1'objet de recherches
approfondies dans les derniéres années. On peut en particulier
citer L.E. Sceriven (1960), J.C. Slattery (Fev. 1967) et la re-

marquable synthése effectuée par J.M. Aribert (1970).

Les deux premiers auteurs s'inspirant probablement de la con-
ception de 7. Young (1855) donnent & 1'interface une individu-
alité et des caractéristiques analogues a celles d'une membra-
ne. Ils proposent de faire intervenir les composantes super-
ficielles des vitesses et des tenseurs de contrainte (4.J.
McConnel p. 166 & 168) et de définir un comportement newtonien
caractérisé par un coefficient "x"de viscosité superficielle

de dilatation et ¢ de viscosité superficielle de glissement.
Bien que trés intéressante et certainement réaliste, cette con-
ception ne peut pas &tre utilisée d'une part a cause de la com-
plexité des calculs, d'autre part, et principalement, a cause de

1'absence de résultats expérimentaux concernant les viscosités

superficielles.

L'étude de J.M. Aribert (1970) est beaucoup plus compléte que les

précédentes et traite le probléme des interfaces sans des aspects

trés divers:

- théoriques Tinéaires et non-linéaires en partant d'écou-

lement avec potentiel.
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- physico-chimiques incluant les problémes de mouillabilité
et d'hysteresis.

- expérimentales avec diverses analogies Hele Shaw.

Les conclusions de cette étude sont extrémement importantes pour
la compréhension des phénoménes mais ne fournissent pas de ré-

sultats directement utilisables pour exprimer ?I' . Dans 1'état
actuel des connaissances, il ne semble pas possible d'écrire une
équation précise de conservation de la quantité de mouvement sur

un interface. Nous négligeons donc le terme'T[ .

Ceci revient & formuler 1'hypothése suivante:

HYT: La tension superficielle o est indépendante du mouvement

-

et égale a sa valeur statique. Les contraintes dues aux visco-
sités superficielles des interfaces sont négligeables devant les

contraintes dues @ la tension superficielle.
Finalement:

Dl +D2 = & 3
v

2.4.5 Calcul de 1'équation de conservation. Etape finale.

L'équation (25) s'écrit donc:
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Nous utilisons la relation (14) et le théoréme:

Div TVV =VDivIV+TV.Grad V

et nous désignons par:

(o34

%T~= T V. Grad

Ta dérivation massique globale par rapport au temps ( ol dérivée
selon le mouvement de la masse).

Nous obtenons la forme finale de 1'équation cherchée:

R S O S-S (26)
Wl_k:] k 1J
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4. RELATION ENTRE VITESSES MASSIQUE

ET VOLUMIQUE GLOBALES

4.1 EXPRESSION REELLE DE L'EXPANSION GLOBALE

Nous définissons la porosité par:

n
T L

Nous avons montré dans 1'Annexe la relation suivante:

L — 1 n - —
* -
Div V 7| 121 ‘/f vy-n, ds

Ce terme exprime 1'expansion réelle rapportée a 1'unité de volume

du macropoint V du volume matériel Vi

Pour obtenir le taux glZobal d'expansion des comstituants dans le
macropoint Vv, i1 faut d'une part tenir compte de la variation de

N dans Ta direction de V* soit:
V* . Grad N
I1 faut d'autre part déduire de cette expression le taux de pro-

duction de volume dU au changement de phase, soit:

I_V—I k= (27)

MO
—_
-
_|_< -
1
S
.
e,
~
o
n
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Vérifions le signe de la relation précédente:

- Supposons o positif; d'aprés la convention adoptée dans le para-

graphe 2.1.2, il y a production du constituant j.

- supposons:
1. 1
Yj Y3

Avec cette hypothése, la création du constituant j a partir

du constituant 1 entrafne une production de volume positive.

Nous constatons que le terme (27) est alors positif.

Nous écrivons finalement 1'expression réelle du taux d'expansion

global

o o Yoy s
E =Div V* - V*. Grad N - &, 3¢ |——d g, d5  (28)
r 7] k=1 Y3 Yj
Sk

4.2 EXPRESSION EQUIVALENTE DE L'EXPANSION GLOBALE

Nous €tablissons maintenant une nouvelle expression EC de 1'ex-
pansion. Cette expression n'est pas réelle dans Ta mesure oili elle
ne fait pas intervenir la déformation réelle du milieu mais les
variations de masse et de saturation des constituants dans le
cropoint. D'aprés la définition, T peut varier pour deux causes:
1) parce que certains constituants sont des gaz et subissant des

compressions ou des détentes,
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2) parce qu'un constituant est remplacé par un comstituant adjacent

dans le volume engendré par le déplacement de 1'interface entre

eux.

On doit isoler le phénoméne 1) du phénoméne 2) dans la variation de
' pour exprimer Ec‘

Nous posons donc:

1 oT o - =
E - T [--B—T + kz.] f(’y_l —YJ) VS. n1j dS]

c
—
Sk
En utilisant 1'équation (14), i1 vient:
E=D1‘erz Gradl“-g 1 (y:-v:) v_. n,. ds (29)
c r k=1 i '3t st g
Sk
4.3 RELATION FINALE
Nous égalons Er et Ec’ il vient:
—_ _ i p Ys—Ys
Div V*—DivV=¥.GradF—l]ﬂ z L) ds
k=1 YiYj
Sk
1 P - —
t L (Yi'Yj) Vg Ny d& + V*, Grad N (30)
k=1
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Nous pouvons aussi écrire 1'équation (30) sous la forme:

— — P Yi=Ys
k=1 i']
5k

p - _
+ kE] [(Yi - Yj) Vg Ny d§ - V*. Grad T
Sk

+ T V*. Grad N (31)
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5. CONCLUSION

Nous avons utilisé Ta méthode de macroscopisation proposée dans
la partie I pour générer les équations de la mécanique des flui-

des multiphasiques en milieux poreux, a savoir:
- 1'équation de conservation de la masse globale (Eq. 14),

- 1'8quation de conservation de la quantité de mouvement

globale (Eq. 26)

Nous avons également généré une relation entre les vitesses
globales, massique et volumique. (Nous avions montré en effet

dans la Partie I, la nécessité d'une telle relation.)

Afin de faire le point sur les résultats acquis, nous allons
utiliser les notions de thermodynamique des processus irréver-
sibles pour interpréter grosso modo 1'équation de conservation

de la quantité de mouvement globale (Eq. 26).

Nous décomposons T en une pression hydrostatique et un

déviateur de contrainte

=l
"
l
o
=l
+
=i

avec

et

(tr. désigne la trace)
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Nous négligeons 1'accélération dans le mouvement de la masse

globale devant les autres termes.

IT vient:

Sl
1

- Grad P - Div rF

LI f? Fodse 2 b K § o dg=o
+ - .o N S + + N.. s =
vl 52 it 7l = R, 1]

Bien que 1'étude thermodynamique ne soit pas encore faite, il
est logique de relier le terme de frottement G4 & la vitesse
massique globale par une relation phénoménologique (de Groot

S.R. et Mazur P. ch. J:

- soit linéaire:

fi (33)

Une relation phénoménologique classique relie D au gradient

de la vitesse massique globale. Grad V.
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=

Le terme G2 donne donc naissance a un Laplacien, méme dans

une théorije Tinéaire.

Ayant négligé 1'accélération, nous négligeons également cette

. éme
dérivée du 2 ordre.

Finalement dans le cas d'un fluide unique et en 1'absence de
forces de masse TIF , 1'équation (32) conduit directement a:
V= -+ Gradp
1

qui n'est autre que la loi de Darcy.

-

L'équation (33) donne naissance & la relation:

2 w2 1
- E;' Vo = - K Grad P

v
Cette relation a souvent &té utilisée (Streeter V.L. - 1961 =~
Sect. 16.4, Polubarinova - Kockina - 1952 - p. 17) pour rendre

compte des déviations de Ta loi de Darcy. Elle trouve ici une

justification logique.

Le terme G5 apparait dans le cas d'un écoulement @ plusieurs
constituants. I1 montre que Ta description de Darcy (frottement)
n'est pas suffisante pour décrire Te phénoméne. La dynamique

des interfaces intervient directement dans 1'Eéquation du mouve-

ment en valeur globale. Cette remarque a déja été faite par de

nombreux auteurs ( voir Scheidegger A.E. p. 215-218 ) a partir
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de résultats d'expériences. Il ne semble cependant pas que des
théories aient montré clairement 1'influence de ces interfaces sur
1'écoulement moyen. On se contente en général d'utiliser la no-
tion de perméabilité relative pour englober 1'ensemble des phéno-

ménes.

Nous pensons que la théorie proposée conduit @ une meilleure com-
préhension des écoulements multiphasiques en milieux poreux. Cette
compréhension ne sera compléte que lorsque les équations de thermo-

dynamique auront été écrites a 1'échelle macroscopique.
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