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RESUME

Les objectifs de ce travail intitulé "La modélisation stochastique des étiages et de leurs
durées en vue de I'analyse du risque" sont les suivants:

o la modélisation, selon I'approche des processus ponctuels non stationnaires,
des occurrences et des durées des surplus et des étiages;

. la construction et l'évaluation de ces modèles sur differentes rivières; et

. la définition et la quantification d'indices de risque basés sur les durées
d'étiage.

Ce document comprend 9 chapitres. Après I'introduction du chapitre l, nous effectuons au
chapitre 2 une revue bibliographique exhaustive des travaux reliés à la modélisation des
étiages. Au chapitre 3, nous résumons les éléments de la théorie des processus ponctuels
nécessaires à notre recherche. Les processus ponctuels retenus sont le processus de Poisson
non homogène (PNH), le processus de renouvellement non homogène (RNH), le processus
de Poisson non homogène conditionnel (PNHC), et le processus autoexcité (AE).

Nous développons au chapitre 4 une méthode d'estimation bayésienne semi-paramétrique de
la fonction d'intensité d'un processus de Poisson non homogène. Nous comparons cette
méthode avec la méthode paramétrique du maximum de vraisemblance (MV) sur des
données simulées ainsi que sur des données de précipitations observées sur la station
française de Bar-sur-Seine. La méthode bayésienne donne des résultats comparables à la
méthode du MV sans avoir à spécifier a priori la forme paramétrée de la fonction d'intensité.

Au chapitre 5, nous développons une méthodologie pour la modélisation des séries alternées
de surplus et d'étiage. Cette méthodologie est suffrsamment générale pour s'appliquer à toute
série alternée de deux états. Plus particulièrement, nous proposons des modèles basés sur les
PNHC qui incorporent les précipitations et les températures joumalières dans la formulation
des fonctions d'intensité.

Au chapitre 6, nous construisons, appliquons, et évaluons les processus non stationnaires de
PNH, RNH et PNHC sur 10 rivières canadiennes et une rivière françaisel. Les étiages sont
définis à partir de deux seuils correspondant aux 10è'" et 25è'" quantiles, c'est-à-dire les

I Nous utilisons les données joumalières des rivières suivantes: Pigeon, Magnetawan Nord, Black, Missinaibi, et Turtle en
Ontario, Upper Humber à Terre Neuve, Harricana au Québec, Bow et Athabasca en Albertq Sprague au Manitob4 et Bar-
sur-Seine en France. Les débits moyens joumaliers de ces rivières, de superficie entre 321 km2 et74600 km2, varient entre
1.6 m3ls et 442 m3/s.
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débits dépassés 90Yo et 75oÂ du temps respectivement. Nous constatons que les modèles
simples de PNH, RNH, et PNHC sont adéquats pour modéliser les occurrences de surplus et
d'étiage dans la plupart des cas.

Au chapitre 7, Nous avons développé pour les PNH, RNH et PNHC les indices de risque
suivants: I,(x,u), la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u dure plus de x jours;
Ir(x,u), la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u se termine étant donné qu'il a
déjà duré x jours; Ir(y,u), la probabilité d'entrer en étiage sur I'intervalle (u,u+y) étant donné
qu'on est entré en surplus à I'instant u;Io(z,u),la probabilité d'entrer à nouveau en étiage sur
(u, u+z) étant donné qu'on est entré en étiage à I'instant u; et Ir(x,u), la probabilité d'être en
étiage au temps t:x*u étant donné que le dernier étiage a débuté à I'instant u. Nous avons
quantifié ces indices pour des données réelles afin d'illustrer leur applicabilité. Les résultats
présentés au chapitre 7 sont plutôt de nature exploratoire.

Nous concluons au chapitre 8 en résumant les motivations de ce travail, les objectifs, la
démarche suivie, les résultats obtenus, les contributions ainsi que des avenues de recherche
pour des travaux futurs.
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I.. INTRODUCTION

1.1 Problématique de recherche
La croissance continue de la population mondiale et I'augmentation du niveau de vie dans

certaines parties de la planète exercent une pression de plus en plus forte sur la demande

quantitative et qualitative de la ressource hydrique, nécessitant ainsi une gestion plus

adéquate.

Afin d'assurer une gestion efficace des ressources, il est nécessaire d'avoir des outils (1) de

modélisation statistique et de simulation des étiages (faibles débits) qui tiennent compte de

leur caractère non stationnaire, et (2) qui permettent la quantification des risques par des

indices de performance dans un cadre d'analyse du risque.

1.1.1 La modélisation statistique des étiages

La connaissance des propriétés statistiques des étiages est essentielle pour la conception des

politiques de gestion et de contrôle des ressources hydriques. L'information concernant les

faibles débits est utilisée pour déterminer les débits réservés, planifier les débits de

régulation, analyser les impacts environnementaux et économiques, modéliser la qualité, et

améliorer le niveau général de compréhension des systèmes naturels et régularisés. Pourtant,

d'après Dracup (1986), l'étude des sécheresses en termes de durée, d'intensité (volume de

déficit moyen), et de sévérité (volume de déficit total) est I'un des aspects les plus négligés

en hydrologie, et les articles scientifiques reliés aux crues sont 6 fois plus nombreux que

ceux reliés aux sécheresses.

La majorité des études de modélisation statistique des étiages ont porté sur la distribution

des valeurs minimales annuelles des débits moyens joumaliers, ou sur le minimum annuel

du débit moyen sur m jours, Q.. Pourtant, à I'inverse d'une crue qui est un phénomène

spectaculaire de durée souvent négligeable et dont I'impact est dû surtout à son intensité, un

étiage constitue un phénomène qui perdure et dont I'impact est dû surtout à la durée des

faibles débits. Il s'avère alors impératif de développer des modèles d'étiages dont la variable

principale est la durée du déficit. Ces modèles devront tenir compte de la non-stationnarité

du phénomène, et en particulier de son effet saisonnier.
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La plupart des techniques de modélisation des étiages, telles que I'analyse des débits, ne

tiennent pas compte des durées et émettent des hypothèses trop simplifiées de stationnarité.

L'analyse des séquences permet d'obtenir les lois des durées pour des processus de débits

très simples Y,, où les variables Y, sont indépendantes, distribuées selon une loi normale, ou

au plus un processus autorégressif simple. Peu de distributions ont été obtenues pour des

modèles Y, plus réalistes, tels que des processus stochastiques non stationnaires périodiques.

La modélisation des états surplus-étiage par des processus markoviens n'est pas appropriée

pour les dépendances à long terme, et la prise en compte de I'effet saisonnier passe par une

subdivision de I'année, ce qui augmente le nombre des paramètres à estimer et implique un

certain arbitraire dans la division.

L'approche des processus ponctuels est prometteuse car elle permet la caractérisation et la

simulation des étiages tout en tenant compte de la non-stationnarité du phénomène. En

général, les processus de type renouvellement sont appropriés lorsqu'on veut étudier les

intervalles entre les événements. Toutefois, ils ne peuvent être utilisés s'il existe une

structure de dépendance complexe entre ces intervalles. Nous émettons et voulons vérifier

l'hypothèse qu'un processus de Poisson non homogène conditionnel pourrait s'avérer un

modèle pertinent puisque les étiages sont conditionnés par des processus stochastiques

externes tels que les précipitations et que leur structure de dépendance a une origine

physique. En pratique, nous faisons I'hypothèse que les processus stochastiques externes

sont connus.

1.1.2 L'analyse du risque
L'analyse du risque peut aider à la prise de décision en avenir incertain en fournissant des

critères à optimiser dans un problème de décision. On identifie deux volets: le premier est

l'évaluation du risque qui consiste à identifier les facteurs de risque et à les estimer, et le

deuxième consiste à I'accepter et à le gérer. Le risque a été défini classiquement comme la

probabilité de dépassement d'un seuil critique. Toutefois, cette définition du risque n'est pas

suffisante pour bien décrire l'événement (étiage) et en cerner les impacts possibles, et il est

préferable de définir le risque par des indices de risque. Ces indices peuvent servir à juger et

à comparer plusieurs politiques de gestion dans un contexte de prise de décision multicritère

puisque les projets de gestion des ressources en eau visent généralement à combler plusieurs
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objectifs souvent non commensurables et conflicfuels, certains à caractère quantitatif,

d'autres à caractère qualitatif.

1.2 Objectifs de recherche
Le but de cette recherche est l'évaluation des processus ponctuels pour modéliser les

occurrences et les durées des étiages et des surplus afin de caractériser et quantifier les

risques qui en découlent, tout en tenant compte de la non-stationnarité du phénomène. Dans

ce travail, un étiage n'est pas interprété au sens physique de période où le ruissellement est

nul (Dub et Dzubak, 1960), mais plutôt comme un déficit défini par rapport à un seuil. Un

cours d'eau peut alors être considéré comme un système à deux états, un état satisfaisant

(surplus), et un état non-satisfaisant (déficit, étiage); I'incident indésirable (passage à l'état

de déficit) se produit lorsque le débit descend en dessous d'un seuil critique donné.

L'étude des étiages peut être abordée soit comme un événement aléatoire dont on cherche à

connaître la loi de probabilité, soit comme un événement naturel dont on cherche à

connaître le processus physique; la première approche est adoptée dans ce travail. Trois

étapes principales sont identifiées:

o la modélisation, selon I'approche des processus ponctuels non stationnaires,

des occurrences et des durées des surplus et des étiages;

. la construction et l'évaluation de ces modèles sur différentes rivières; et

o la définition et la quantification d'indices de risque basés sur les durées

d'étiage.

Notre démarche d'analyse du risque s'inscrit dans le cadre de l'évaluation du risque. La

gestion du risque n'est pas abordée directement dans ce travail. Nous cherchons plutôt à

faire un lien entre I'hydrologie statistique qui consiste à évaluer des probabilités

d'occurrence d'événements tels que les crues ou les sécheresses (risque hydrologique) et

leur gestion, et ce, en fournissant des mesures de risque pour quantifier les impacts de ces

événements. Ces mesures pourraient être optimisées lors de l'élaboration de politique de

gestion des ressources hydriques.



La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

Les objectifs plus particuliers de cette recherche sont les suivants:

o la présentation d'une revue des travaux reliés à la modélisation des étiages et

des sécheresses:

. le développement d'une méthode d'estimation bayésienne de I'intensité d'un

processus de Poisson non homogène;

. l'évaluation des processus de Poisson non homogènes (PNH) et des

processus de renouvellement non homogènes (RNH) corlme modèles

d'occurrence de déficit et de surplus sur des rivières présentant des étiages

d'hiver et dont les bassins versants sont de differentes dimensions. Cette

évaluation est effectuée à partir des débits journaliers de plusieurs rivières

canadiennes et d'une rivière française. Cette étude permettra de juger si les

modèles développés par North (1981) pour des rivières françaises sont

applicables au Canada, et ce compte tenu des conditions climatiques et

géologiques du pays;

. la construction de modèles d'occurrence d'étiage et de surplus ainsi que leurs

durées à I'aide de processus de Poisson non homogènes conditionnels

(PNHC) qui font intervenir des variables explicatives telles que les

précipitations et la température;

. l'évaluation des modèles PNHC sur les rivières pour lesquelles ni le PNH ni

le RNH ne sont adéquats; et

. la définition et la quantification d'indices de risque reliés aux durées des

étiages pour les processus PNH, RNH et PNHC.

1.3 Plan de la thèse
En premier lieu, cette thèse se veut une synthèse des travaux effectués sur la modélisation

des sécheresses et des étiages. Une revue bibliographique permet de présenter au chapitre 2
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un résumé des travaux pertinents à notre étude et de faire le point sur les diverses approches

à l'étude des sécheresses et des étiages. Les principaux outils mathématiques utilisés

provenant de la théorie des processus stochastiques sont présentés au chapitre 3. Puisque le

PNH est souvent utilisé cofilme modèle d'occurrence des précipitations, des crues, et des

étiages, une méthode d'estimation bayésienne de la fonction d'intensité d'un PNH est

développée au chapitre 4. Elle est comparée à la méthode d'estimation par le maximum de

vraisemblance polr un PNH simulé et pour des données réelles de précipitations sur la

station française de Bar-sur-Seine. La méthodologie de construction et d'évaluation des

modèles d'occurrence préconisée dans notre étude est présentée au chapitre 5. Ce chapitre

décrit la définition d'un événement, les processus appliqués, les méthodes d'estimation des

paramètres et d'homogénéisation du processus, le calcul de f incertitude, ainsi que les tests

de séries d'événements utilisés afin de vérifier I'adéquation des processus ponctuels

proposés. Le chapitre 6 présente les résultats de I'application de ces processus à un ensemble

de rivières canadiennes et à une rivière française ainsi que I'analyse de sensibilité. Le

chapitre 7, de nature plutôt exploratoire, propose des indices de risque reliés aux durées des

étiages. Ces indices sont quantifiés analytiquement pour les PNH, RNH, et PNHC, et

évalués sur des données réelles de débits. Le chapitre 8 présente la conclusion et les

perspectives futures de recherche.
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2. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Cette revue bibliographique comporte deux volets principaux: le premier est relié à la

modélisation des étiages, et le deuxième à l'analyse du risque.

Avant d'entreprendre une revue des travaux en modélisation des étiages, il est important de

faire le point sur la différence entre la sécheresse (droughf), et les étiages (low flows) car ces

termes sont souvent confondus dans les publications, et il existe un manque d'uniformité au

niveau de la terminologie. Le thème de la sécheresse est abordé dans la section 2.1 et celui

des étiages dans la section 2.2. Par la suite, nous présentons les principales approches de

modélisation des étiages (section 2.3), les indicateurs de sécheresse (2.4), les indicateurs

d'étiage (2.5),le risque et I'incertitude (2.6), et finalement I'analyse du risque (2.7).

2.1 La sécheresse
La sécheresse diffère des autres sources de risques naturels en plusieurs points.

Premièrement, c'est un phénomène qui s'installe lentement et ses effets s'accumulent

pendant une longue période de temps. Deuxièmement, ses impacts sont moins

spectaculaires que les dommages résultant d'un tremblement de terre ou d'une inondation

par exemple. Troisièmement, I'absence d'une définition précise et universellement acceptée

ajoute à la confusion reliée à I'existence ou non d'une sécheresse, et lorsqu'elle existe, à sa

sévérité.

Comment définir une sécheresse? La sécheresse est un concept très vaste qui touche

plusieurs disciplines et dont le domaine de recherche inclut les sciences sociales, les

sciences naturelles et le génie. Il n'existe pas de définition universellement acceptée de la

sécheresse. Elle dépend du point de vue du domaine affecté (météorologie, hydrologie,

géographie, développement des ressources, agriculture, industrie, production

hydroélectrique, alimentation en eau, navigation, activités récréatives, etc.). Un gestionnaire

des ressources hydriques conçoit la sécheresse comme un problème d'offre et de demande.

Un géophysicien a un point de vue incluant la climatologie, la météorologie, I'hydrologie et

la limnologie. Pour un fermier, la sécheresse est une fonction de I'humidité du sol et du type
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spécifique de culture. D'autres perçoivent la sécheresse selon son impact sur les activités

humaines et institutionnelles.

Beaucoup de désaccord existe autour des occurrences de sécheresse: Wilhite et Glantz

(1987) décrivent la situation au nord-est du Brésil au milieu des années 1980, où les

scientifiques et les gestionnaires suggéraient que la région avait été victime d'une sécheresse

de cinq ans, assertion réfutée par les météorologues brésiliens pour qui seulement deux des

cinq années pouvaient être classées cofllme sèches. Des conflits similaires eurent lieu en

Australie en 1984 entre le bureau de la météorologie et le département d'agriculture. Les

définitions des événements de sécheresse sont fortement reliées à la climatologie et à la

géologie de I'endroit. Par exemple, à Bali, une sécheresse est une absence de pluie pendant

six jours consécutifs, tandis qu'en Libye c'est I'absence de pluie pendant deux ans.

La sécheresse est un phénomène de régions de fortes précipitations pluvieuses aussi bien

que de régions à faibles précipitations. La sévérité est difficile à déterminer, car elle dépend

de la durée, de I'intensité, de l'étendue géographique ainsi que de la pression des activités

humaines et de la végétation sur la ressource disponible de la région. Il est important de

distinguer la sécheresse et I'aridité, bien que les deux soient caractérisées par un manque

d'eau. L'aridité est une condition climatique permanente. La sécheresse est une condition

extrême spatio-temporelle. L'occurrence des sécheresses est due aux variations inhérentes à

la circulation atmosphérique, et peut dépendre de facteurs tels que le transport de poussières

volcaniques ou de poussières dans I'air.

Plusieurs définitions spécifiques ont été avancées pour identifier, caractériser et classifier

les sécheresses (Dracup,l99l). Ces définitions sont basées sur les conditions hydrologiques

et climatologiques (Russel et al., 1970),les effets sur l'humidité du sol (Palmer, 1965), la

production agricole (Bidwell, 1972), et I'activité économique (Millan, 1972). Wilhite (1982)

définit la sécheresse comme une singularité climatique impliquant un manque de

précipitations suffisant pour affecter la production des cultures. Kebaili-Bargaoui (1990)

présente douze définitions de sécheresse météorologique répertoriées dans trois travaux. En

résumé, on peut parler de sécheresse météorologique lorsque la précipitation est sous la

normale pour une période prolongée; la sécheresse hydrologique est reliée à une période

prolongée de bas débits, de bas niveaux des eaux de surface ou encore des eaux
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souterraines; la sécheresse agricole a lieu lorsque fhumidité du sol est déficiente et

insuffisante pour supporter les cultures; la sécheresse écologique est un manque d'eau

causant un stress aux écosystèmes et affectant la faune et la flore. Dans un contexte

économique et social, on tient compte de I'offre et de la demande et de I'impact de la

sécheresse sur I'activité économique. Beran et Rodier (1985) ont décrit six aspects possibles

de la sécheresse hydrologique exprimés en termes du volume total ruisselé, du débit

minimum instantané, et sur une période donnée, du niveau maximum de la rivière, et du

niveau minimum de I'aquifère. En général,la sécheresse est synonyme de pénurie ou de

rareté d'eau pendant une période de temps prolongée sur un espace géographique

significatif. Elle est caractérisée par des précipitations faibles qui persistent dans le temps,

etlou des températures élevées causant une évapotranspiration élevée. Toutefois, I'usage

excessif de la ressource dans un contexte de précipitations normales peut aussi causer un

déficit hydrique.

Parmi toutes les définitions de sécheresse, une définition objective et assez flexible ayant

émergé est celle avancée par Yevjevich (1967) et reliée à la théorie des séquences, une

branche de I'analyse statistique des séries chronologiques. À partir de la série temporelle

{l} d'une variable aléatoire définissant la sécheresse telle que la précipitation, la fonte de

neige, I'infiltration, I'humidité du sol, les niveaux de la nappe phréatique, on étudie les

variables aléatoires décrivant la sécheresse, définies à I'aide d'un seuil xo, telles que la durée

n du déficit (RL) et le volume du déficit (RS,). Ces variables sont illustrées sur la frgure 2.1.

Figure 2.1:La définition des variables décrivant la sécheresse
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Au lieu d'utiliser un seuil fixe xo afin de définir les déficits et les surplus, Y, peut être aussi

définie cornme la différence entre la série temporelle de I'offre et la série temporelle de la

demande, telle que présentée sur la figttre 2.2.

Débit

Figure 2.2:Dé{rnition de I à partir de I'offre et de la demande

Les sécheresses diffèrent entre elle selon quatre caractéristiques essentielles: I'origine,

I'intensité, la durée et l'étendue spatiale. Les conditions de sécheresse peuvent varier

substantiellement dans I'espace et dans le temps en fonction de I'irrégularité spatio-

temporelle, de la distribution des pluies, et de I'hétérogénéité des réponses hydrologiques

des bassins affectés. I1 est essentiel de définir ce qu'on veut exactement étudier à propos des

sécheresses et les caractéristiques climatologiques et hydrologiques auxquelles on veut

accorder une importance. Dans ce contexte, la sécheresse n'est pas une entité définissable

mais plutôt un événement qui a des attributs ou des conséquences (Beran et Rodier, 1985).

Contrairement aux crues qui peuvent être quantifiées et mesurées, elles ont plutôt des

connotations qualitatives.

Pour ce qui a trait à la prédiction des sécheresses, on peut citer deux approches majeures:

o le développement de relations statistiques entre les variables prédites et

certaines variables explicatives par le biais de méthodes telles que la

corrélation et la régression, I'analyse en composantes principales, I'analyse

factorielle; et
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o I'utilisation de I'information contenue dans des données historiques afin de

prédire le futur, par des processus markoviens par exemple.

2.1.1 Une définition méthodologique de la sécheresse

Afin de définir le type de sécheresse étudié, Dracup et al. (1980a) suggèrent de considérer

un ensemble de définitions en réponse aux questions suivantes qui affectent la taille de

l'échantillon, la corrélation, la sévérité, la magnitude, et la durée:

Est-ce que I'intérêt principal est dans les précipitations (sécheresse

météorologique), les débits (sécheresse hydrologique), ou I'humidité du sol

(sécheresse agricole)?

Quelle est I'unité de temps considérée (iour, mois, saison, année)?

Comment distinguer analytiquement les sécheresses des autres événements

de la série chronologique?

Comment tient-on compte de I'aspect régional des sécheresses?

2.1.1.1 Le type de déficit étudié

Le déficit peut être relié au débit, à la précipitation, à I'humidité du sol ou à toute

combinaison de ces trois aspects. La nature du cycle hydrologique indique que les périodes

de faibles précipitations, de faibles débits et de faible humidité du sol sont intimement

reliées. La précipitation est un des intrants du système et les débits constituent un des

extrants.

2.1.1.2 L'unité de temps

La deuxième étape est de déterminer I'unité de temps à considérer. Ce choix dépend du but

pour lequel l'étude a été entreprise. La tailLe des données historiques disponibles joue un

rôle dans ce choix, et la corrélation des événements est différente selon le pas de temps

choisi. La plupart des études ont utilisé des données annuelles.

2.1.1.3 Le seuil de dépassement

Une méthode par laquelle les événements de sécheresse sont identifiés est nécessaire. Le

concept de seuil est très présent lors de I'analyse des séquences. Il existe plusieurs façons de

choisir ce seuil, mais en général, c'est une mesure de la tendance centrale de l'échantillon.

l l
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Les seuils utilisés sont souvent la moyenne, la médiane, ou encore des quantiles entre .1 et

.5. Ce seuil peut aussi être le maximum des minima annuels, la moyenne des minima

annuels, ou encore défini selon un critère économique d'offre et de demande (Ozga-

Zielinska,l9S9). En combinant la notion de seuil de dépassement avec la notion d'unité de

temps du paragraphe précédent, Dracup et al. (1980a) ont défini quatre catégories

d'événements hydrologiques tels qu'illustrées sur la figure 2.3.

Seuil de dépassement

Moyenne
ou médiane

Unité de temps

Jours Mois Années

Figure 2.3: Classification des événements hydrologiques (adaptée de Dracup et a|.,1980a)

2.1.1.4 La régionalisation

L'analyse régionale est souhaitable car les sécheresses sont foncièrement un phénomène

régional. Leur étendue spatiale devrait être considérée, surtout en raison de la petite taille

des échantillons généralement disponibles. Cet aspect n'est pas traité en détail dans cette

revue bibliographique. Nous présentons toutefois à la section 2.7.2.1les travaux de Correia

et al.(1991) reliés aux indices de risque régionaux.

2.2 Les étiages
La sécheresse des cours d'eau est une faiblesse des débits de rivières, dites à l'étiage. Cette

sécheresse est due soit à la sécheresse atmosphérique, soit à la sécheresse du sol, soit à la

sécheresse souterraine.
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Un étiage peut être la conséquence d'une sécheresse hydrologique, mais à I'inverse de celle-

ci, il n'est pas généralement considéré comme un événement exceptionnel. On dit qu'un

conrs d'eau est à l'étiage lorsqu'il y a faiblesse des débits. L'étiage est une notion aux

multiples aspects: il peut être une période de I'année, un volume d'eau, un faible débit, ou

une durée. Dans la pratique, chacun de ces aspects est décrit par un indicateur précis. Les

étiages sont définis sur une base saisonnière et ils sont reliés au cycle solaire annuel et à ses

effets climatiques locaux. Un étiage dure habituellement quelques journées ou quelques

semaines.

L'étude des faibles débits est reliée au traitement statistique et à la compréhension du

développement physique des débits à un point d'une rivière à court terme, ce qui contraste

avec l'étude des sécheresses qui inclut la description des précipitations, des débits de

rivières, de I'humidité du sol et des eaux souterraines pendant une saison, plusieurs saisons

ou plusieurs années et ce, en tenant compte de l'étendue spatiale du phénomène. Les

principales caractéristiques numériques attachées aux faibles débits sont: le débit minimum

moyen sur m jours consécutifs Q., les dates des occulrences, et la fréquence du phénomène.

Cette demière peut être déterminée de plusieurs façons, soit par un tri simple, soit par une

probabilité empirique de non-dépassement, soit par une analyse statistique plus rigoureuse

de tous les minima annuels, soit par des méthodes alternatives qui expriment les

probabilités par des périodes de retour (Beran et Rodier, 1985). Une autre caractéristique

des étiages est le taux auquel le débit tarit en I'absence de pluie, exprimé par la courbe de

tarissement. Cette courbe peut être diffrcile à déterminer dans le cas d'un cours d'eau régulé.

La courbe de tarissement varie avec les saisons, et sa définition dans les pays nordiques est

difficile à cause des effets du gel et du dégel.

2.3 La modélisation des sécheresses hydrologiques et des
étiages
I1 existe deux approches à la modélisation des sécheresses hydrologiques et des étiages,

I'approche déterministe et I'approche stochastique. Cette dernière approche est réaliste vue

la nature aléatoire des débits des rivières et des facteurs météorologiques qui les

conditionnent (Bernier, 1965), et elle est adoptée dans ce travail. On peut identifier deux

grandes classes d'approches stochastiques:

l 3



1 4 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

. l'étude fréquentielle du minimum annuel des débits journaliers et du
minimum annuel de la moyenne mobile sur m jours des débits journaliers,

Q. par les lois statistiques; et

r I'analyse des durées par les processus stochastiques.

Cette revue de littérature présente un survol des deux classes ainsi que des indicateurs de
sécheresse et des indices de performance reliés au risque. La distinction n'étant pas faite
entre étiage et sécheresse dans les travaux résumés, nous reprendrons ici les expressions
utilisées par les divers auteurs pour décrire le déficit hydrique.

2.3.1 L'analyse fréquentielle des faibles débits

La plupart des études d'analyse de fréquence ont pour objet d'assigner à des valeurs de débit
une fréquence cumulative exprimée en quantiles, soit directement par des fonctions de
répartition empiriques, soit après ajustement par des distributions théoriques. Ceci permet le

calcul des débits d'étiage critiques X, correspondant à une certaine période de retour T,

définie comme étant le temps moyen (calculé sur une très longue période) entre deux
occurences d'étiages. Ces travaux ont surtout porté sur l'étude du minimum annuel du débit
journalier où les données hydrologiques sont supposées indépendantes et identiquement
distribuées. Il est aussi d'usage d'analyser le minimum annuel du débit moyen sur m jours

consécutifs, m étant souvent 7,10,30, 60, 90, ou 120 jours, et d'adopter comme débit
critique un débit m jours ayant une période de retour de T ans. Le débit critique le plus

utilisé en Amérique du Nord est le Qr,,o qui correspond au minimum annuel lissé sur 7 jours,

ayant une période de retour de l0 ans. Riggs (1972) décrit la procédure à suiwe afin
d'obtenir les caractéristiques fréquentielles des débits d'étiage. Plusieurs lois combinées à
diverses méthodes d'estimation des paramètres ont été utilisées en hydrologie statistique.

Loganathan et al. (1986) classent ces approches en quatre catégories. Les trois premières

catégories appartiennent aux modèles dits de boîte noire et n'incorporent pas I'aspect
physique du processus hydrologique: (1) la méthode de transformation, où les données
originales sont normalisées et la loi normale est appliquée, (2) la distribution hypothétique,
où une loi est ajustée directement aux données, (3) la distribution empirique, où les données
sont ordonnées et tracées selon une formule de probabilité empirique (plotting position) qui
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est utilisée pour estimer les probabilités de dépassement, et (4) les méthodes de probabilité à

base physique qui utilisent les relations hydrologiques et des distributions hypothétiques des

variables aléatoires hydrologiques indépendantes afin d'obtenir les distributions des

variables hydrologiques dépendantes. Bemier (1964) a ainsi obtenu la loi de probabilité du

débit minimum annuel en utilisant les précipitations et la courbe de tarissement.

L'expression de cette loi est formellement celle de la théorie des valeurs extrêmes de

Gumbel.

Gumbel (1954) a été le premier à appliquer la théorie des valeurs extrêmes aux événements

de sécheresse et en particulier la loi de Weibull au débit minimum annuel. Cette approche

ne tient pas compte des durées ni des volumes des défrcits. Dans ce cas, on fait I'hypothèse

que la distribution initiale des débits est limitée à gauche. La loi de Weibull est à trois

paramètres: un paramètre de forme, un paramètre d'échelle, et un paramètre de position e.

L'estimation doit être telle que â est inferieur au plus faible débit minimum observé.

Matalas (1963) a effectué une étude de comparaison de quatre distributions théoriques

asymétriques à trois paramètres, ayant une limite inférieure: la loi de Gumbel, la loi

lognormale à trois paramètres (LN3), la loi de Pearson type 3 , et la loi de Pearson type 5. Il

en a conclu que la loi de Gumbel et la loi de Pearson type 3 s'appliquent mieux aux débits

minima annuels de 34 cours d'eau étudiés lorsque la méthode d'estimation est la méthode

des moments, et ce, selon deux critères: la limite inferieure estimée ne doit pas être

inferieure à la limite observée, et la relation entre le coefficient d'asymétrie et le coefficient

d'aplatissement de la distribution théorique doit ressembler à cette même relation présente

dans les données observées.

Joseph (1970) a comparé cinq distributions: la loi Gamma, la loi lognormale à deux

paramètres (LN2), la loi normale, et la loi de Weibull appliquées au minimum annuel de la

moyenne mobile sur 14 jours des débits journaliers et ce, pour 37 stations de mesure dont

les données sont supposées indépendantes. L'année hydrologique commence le 1"'avril, la

méthode d'estimation est la méthode du maximum de vraisemblance (MV). Il en a conclu

que la loi Gamma, suivie de la loi de Weibull, et de la loi LN2 sont les plus adéquates. Les

critères de comparaison utilisés par cet auteur sont le test d'ajustement du Khi-deux, et la

comparaison des relations des coefficients d'asymétrie et d'aplatissement.

l 5
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Condie et Nix (1975) ont appliqué la loi de Pearson type 3, la loi de Pearson type 5, la loi de

Weibull, et la loi LN3 à I'analyse des faibles débits de 38 rivières canadiennes. Les débits
journaliers minimaux sont utilisés, et afin d'assurer I'indépendance, I'année débute le 1"'
juin. Les paramètres sont estimés par la méthode du MV et la méthode des moments. La loi

de Weibull est la plus adéquate (estimation par le MV), suivie par la loi de Weibull

(estimation par la méthode du plus faible débit observé). La loi est rejetée si la limite

inferieure estimée est supérieure au plus faible débit minimum observé. Un avantage de la

loi de V/eibull est qu'elle peut représenter des données qui ont un coefficient d'asymétrie

négatif.

Au Québec, Hoang (1978) a trouvé que la loi log Pearson type 3 (LP3) s'applique le mieux

aux minima annuels des débits journaliers pour I'ensemble de toutes les stations de mesure

de la province de Québec. Raynal-Villasenor et Douriet-Cardenas (1987) ont recommandé

l'usage de la loi GEV pour I'analyse de fréquence des débits minimaux annuels dans le nord-

ouest du Mexique.

Tasker (1987) a utilisé la méthode du bootstrap (rééchantillonnage dans les distributions

empiriques observées) afin d'estimer Q, pour les périodes de retour de 10 ans et de 20 ans.

Les méthodes basées sur une distribution hypothétique telle que la loi de Weibull ou la loi

LP3, donnent une erreur quadratique moyenne plus faible que les méthodes basées sur une

distribution empirique.

Nathan et McMahon (1990) ont étudié les méthodes d'estimation des paramètres de la loi de

Weibull pour le débit minimum annuel ainsi que pour les débits Q., ffi : 1,7,15, 30, 60,

120,183,284. Ils ont recommandé I'utilisation de plus d'une méthode surtout pour les petits

échantillons. Récemment, Adamczyk (1992) a effectué une analyse de fréquence non

paramétrique des débits Q., où h: 3, 14,2I,28.

Le tableau 2.1 résume les travaux reliés à I'analyse de fréquence des faibles débits. Les lois

utilisées sont présentées à I'annexe 2.
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Loi Variable Réference

Weibull Minimum annuel Gumbel, 1954

Gumbel Minimum annuel Matalas, 1963

Approche physique (Gumbel) Minimum annuel Bernier. 1964

Gamma.lWeibull. LN2 Qro Joseph, 1970

Weibull Minimum annuel Condie et Nix. 1975

LP3 Minimum annuel Hoang, 1978

LP3. Weibull Qr Tasker, 1987

GEV Minimum annuel Villasenor et Douriet, 1987

Weibull Q., ff i = 10,30,60,90,120 Nathan et McMahon, 1990

Approche non paramétrique Q-, m:3,14,21,28 Adarncrvk,1992

Tableau 2.1: Résumé des lois appliquées aux débits d'étiage

La plupart des études décrites dans cette section utilisent des séries de minima annuels et

n'utilisent donc qu'une valeur de débit faible par année. Ainsi, des débits plus faibles que

certains minima annuels ne sont pas inclus dans la série car ils correspondent au deuxième

débit plus faible de leur année même s'ils sont plus bas que certains minima provenant

d'autres années. Afin de pallier ce problème, et pour tenter d'augmenter l'information

utilisable dans une série, I'approche de la série partielle est utilisée, où tous les débits en

deçà d'un certain seuil, habituellement le maximum des débits minima annuels, sont

conservés. Loganathan et al. (1986) ont appliqué la loi de Weibull à la série partielle des

minima annuels de débit.

Pour certains cours d'eau, les bas débits annuels sont corrélés parce que les niveaux

souterrains sont dépendants de la recharge de I'année précédente. Dans ces conditions, la

courbe de fréquence des bas débits est une description correcte de la distribution des bas

débits annuels, mais la dépendance présente dans les données hydrologiques analysées a un

effet sur l'évaluation des périodes de retour et crée un biais qui exagère ces périodes de

retour lorsque le coefficient d'autoconélation d'ordre 1 est supérieur à 0.2. Cette exagération

dépend de la structure de corrélation, de la taille de l'échantillon et de I'ordre de grandeur de

la dépendance, car la corrélation a un effet sur le tracé de courbe (Beran, 1979).
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2.3.2 L'analyse des durées et les processus stochastiques
Toute technique d'analyse de fréquence pour caractériser les bas débits dewait inclure leur

durée. Bien que le débit moyen sur une durée soit important, il est souvent nécessaire de

déterminer aussi la loi des durées pendant lesquelles le débit demeure faible. Le critère 7
jours 10 ans n'est pas pertinent pour toutes les applications. Dans une région donnée, ce

débit peut aller de moins de 0.1%o à 15% du débit moyen. Il faut donc utiliser d'autres

critères pour tenir compte des durées. Un outil couramment utilisé est la courbe de

fréquence cumulative débit-durée (figure 2.4), qui montre le pourcentage de temps durant

lequel certains débits sont dépassés pendant la période couverte par l'échantillon, sans

toutefois refléter si les périodes de faibles débits sont consécutives ou non. Cette courbe

correspond à la rivière identifiée au chapitre 6 comme étant St06. Cette courbe de durée ne

peut être considérée comme une courbe de probabilité à cause des dépendances en série et

de la variation saisonnière.

70

Pourcentage du temps le débiÎ est dépassé

st0650

40

30

150 200
débir m3/s

Figure 2.4:Exemple d'une courbe débit-durée

Une autre approche à I'analyse des durées des bas débits est basée sur les processus

stochastiques. Dans le cadre des processus stochastiques, on peut parler d'approche directe

(analytique) et d'approche indirecte (expérimentale) (Yevjevich et al., 1983). L'approche

indirecte (qui n'est pas décrite en détail dans cette revue bibliographique) consiste à obtenir
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un modèle des débits, à générer des données synthétiques et à étudier d'une façon empirique

certaines variables d'intérêt à partir des données synthétiques générées. L'approche directe

consiste à modéliser les événements de déficit ou les variables d'intérêt sans utiliser de

modèles de débit. Les processus aléatoires utilisés dans I'approche directe peuvent être

classés en deux grandes catégories basées sur une approche par seuil, selon la façon

d'introduire la composante aléatoire dans le modèle:

o le concept d'essai aléatoire est assigné à chaque intervalle unitaire de temps

At, et la modélisation est alors dite par états. Le résultat de I'essai correspond

à un des états du processus stochastique {X,} défini à partir des observations

hydrologiques {l} par le biais de seuils et d'intervalles. Le nombre des états

de {X} est fini et la théorie des séquences est souvent utilisée pour analyser

les paramètres de sécheresses lorsque {X,} est à deux états, surplus ou

déficit; et

o le concept d'essai aléatoire est assigné à I'occurrence de chaque événement de

sécheresse. On applique alors la théorie des processus stochastiques

ponctuels, où la sécheresse est considérée comme un événement rare,

caractérisé pæ son temps d'occurrence.

2.3.2.1 La théorie des séquences

Plusieurs définitions d'une séquence ont été proposées, mais la définition de Mood (1940)

est la plus utilisée et la plus appropriée: une séquence est une suite d'événements du même

type précédée et suivie par des événements différents (Guerrero-Salazar et Yevjevich,

1975). À partir d'un seuil x0 qui peut être fixe ou variable, une séquence négative (positive)

est une séquence d'observations en dessous (au-dessus) du seuil. Un processus à deux états

{X,} peut ainsi être défini par une variable de Bernoulli, où l'état 1 correspond au surplus, et

l'état 0 au déficit. La figure 2.5 illustre la définition de {X,} à partir de {Y,}. Lorsque le

processus {Y,} est indépendant, il en résulte que le processus des états {X,} est aussi

indépendant. Lorsque {Y,} n'est pas indépendant, on fait souvent I'hypothèse que {X,} est

un processus markovien d'ordre 1.

l 9
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Figure 2.5:La défrnition de X, à partir de Y,

Trois variables sont importantes pour étudier les sécheresses (figure 2.1):

. la durée définie par la longueur d'une séquence négative RL (variable

discrète);

la sévérité qui est la somme des déviations du seuil correspondant à une

séquence négative de longueur n, RSn (variable continue); et

I'intensité I" qui est le rapport RS,/RL.

L'objectif de I'analyse des séquences est de déterminer les distributions des variables RL,

RSn, et I" et celles de leurs valeurs extrêmes. Le calcul analytique est possible uniquement

pour des modèles de débits {Y,} simples stationnaires supposés indépendants ou

autorégressifs d'ordre 1. La chaîne de Markov à temps discret et à deux états a souvent été

choisie pour représenter le processus {X,} des états de déficit ou de surplus hydrologique,

définis à partir de la série continue de débits {Y,} à I'aide d'un seuil. D'après Millan (1973),

I'application de la chaîne de Markov discrète à deux états est acceptable pour des débits

générés par un processus autorégressif d'ordre I qui a un coefficient d'autocorrélation

d'ordre 1 inferieur à 0.5.

Mathier et al. (1992) ont étudié les débits mensuels en définissant les états de déficit et de

surplus à partir d'un seuil qui varie en fonction des mois. Le processus des états est une
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chaîne de Markov homogène discrète à deux états, les durées sont distribuées selon une loi

géométrique, et la sévérité du déficit suit une loi exponentielle. Les auteurs ont estimé les

quantiles et obtenu des intervalles de confiance pour la durée du déficit et pour sa sévérité.

Dracup et al. (1980b) ont étudié les caractéristiques statistiques des paramètres d'intensité,

de sévérité et de durée. Ils ont examiné la stationnarité, I'autocorrélation, la corrélation entre

les paramètres d'un même événement, et la corrélation croisée entre les paramètres de déficit

et les paramètres de surplus. Les données annuelles proviennent de sept cours d'eau

californiens aux climats semi-aride à humide, et le seuil de dépassement est le débit moyen.

Qualitativement, ils ont observé qu'une sévérité qui augmente implique une durée qui

diminue, qu'il n'y a pas de non-stationnarité (tendance linéaire) significative dans la sévérité,

et que I'intensité et la durée semblent non stationnaires. Ils ont constaté que la durée et

I'intensité sont les variables les moins corrélées et la durée et la sévérité le plus. Ces

caractéristiques de dépendance offrent un choix de méthodes de modélisation, soit en

utilisant l'hypothèse d'indépendance de la durée et de I'intensité, soit en utilisant I'hypothèse

de dépendance de la durée et de la sévérité. La première approche fut utilisée par Jackson

(1975) qui appliqua une chaîne de Markov à la durée et un modèle autorégressif à

I'intensité.

Chang et Stenson (1990) ont montré qu'il existe une forte corrélation entre la durée RL et la

sévérité RSn. Ces résultats sont confirmés par Bonacci (1993) qui a constaté que la

corrélation entre la durée et I'intensité est non significative, et que la corrélation entre

I'intensité et la sévérité existe, mais qu'elle est quand même plus faible que celle entre la

durée et la sévérité.

Deux approches sont utilisées lors de I'application de la théorie des séquences aux

problèmes hydrologiques, I'approche d'intégration et I'approche combinatoire. L'approche

d'intégration est reliée à des séquences d'une population infinie. L'approche combinatoire

traite les séquences dans un échantillon de longueur finie. Les solutions analytiques exactes

sont possibles lorsque les processus sont simples, et des approximations sont obtenues

lorsque les processus sont complexes. La distribution des durées est facile à obtenir lorsque

le processus de débits {Y,} est stationnaire, indépendant ou lorsque la structure de

dépendance est simple; I'estimation des durées est non fiable dans le cas non stationnaire, et

2 l
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on procède alors par simulation. Les durées ne dépendent pas de la distribution de {Y,}
lorsque les {Y,} sont indépendants. La distribution des déficits dépend de la distribution de

{Y,} et elle n'a pas de solution analytique générale.

2.3.2.1.1 L'approche d'intégration

Llamas et Siddiqui (1969) ont présenté les expressions pour la moyenne, la variance, et la

covariance des variables RL, RS" et In pour deux processus d'états {X,}: stationnaire

indépendant et markovien homogène dont le seuil xo est zéro. Ils ont aussi inclus une

approximation des distributions de RS" et de I" pour un processus indépendant lorsque les

débits {Y,} suivent une loi normale, ainsi que les moments de RSn et de In lorsque les {l}
suivent une loi Gamma.

Saldarriga et Yevjevich (1970) ont présenté les distributions du nombre de séquences, et la

probabilité qu'une séquence soit d'une longueur donnée pour un processus de débit

indépendant. La contribution principale de leur étude est I'expression générale de P(k, j*) la

probabilité des j premières séquences positives et des k premières séquences négatives, sous

la forme d'une intégrale multinormale, lorsque la série hydrologique {Y,} est stationnaire,

indépendante ou autorégressive normale d'ordre 1 avec un coefficient d'autocorrélation

inferieur à 0.4. Cette intégrale n'a pas de solution explicite dans le cas dépendant, mais des

approximations ont été obtenues, dans le cas où Y, et Y,*r suivent une loi normale bivariée,

par Chander et al. (1981).

Sen (1977) a obtenu, par une approche differente de celle de Downer et al. (1967), les deux

premiers moments de RS" pour un processus {l} indépendant, normal et lognormal, ainsi

que pour un processus {Y,} normal autorégressif d'ordre 1. Il a constaté que la corrélation

entre les observations successives augmente la moyenne et la variance des volumes de

surplus et de déficit.

2.3.2.1.2 L'approche combinatoire

Les distributions de la plus longue séquence RL,* (la période de sécheresse critique), et du

plus gros déficit correspondant RS,* dans un échantillon de longueur n sont diffrciles à

obtenir. Millan et Yevjevich (1971) ont obtenu les distributions de ces deux paramètres par

la simulation de processus de débits {l} stationnaires indépendants et autorégressifs
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d'ordre I normaux et non nornaux. Les propriétés de la longueur des séquences des

processus stationnaires sont indépendantes de la moyenne et de l'écart type, mais elles

dépendent du seuil xo et de I'asymétrie de la distribution des débits. Dans le cas des déficits,

leur ordre de grandeur est directement proportionnel à l'écart type des débits. La loi

lognormale s'applique le mieux aux fréquences empiriques de ces deux paramètres,

obtenues par simulation.

Millan (ï972) a obtenu la distribution exacte de la plus longue séquence dans un échantillon

de taille N, lorsque le processus des états {X} suit une chaîne de Markov stationnaire.

Sen (1980a) a obtenu par énumération la probabilité de la plus longue durée dans le cas

stationnaire, ce qui donne une expression exacte pour un processus d'états {X,} indépendant

et une expression approximative pour un processus d'états markovien d'ordre 1. Sen

(19S0c) a obtenu cette même expression selon une approche basée sur la théorie des

extrêmes d'un nombre aléatoire de variables aléatoires. Il a aussi présenté une expression

approximative pour la fonction de densité du déficit maximum basé sur les débits annuels,

où les durées et les déficits sont supposés indépendants.

Sen (1980b) a obtenu par énumération la distribution exacte de la plus longue durée dans un

échantillon de taille N, lorsque le processus de débits {Y,} est périodique, et lorsqu'il

correspond à un processus d'états {X,} markovien d'ordre 1 non homogène périodique.

Gûven (1933) a présenté une approche relativement simple pour I'estimation des

probabilités de la plus longue durée de sécheresse et du maximum de la somme des déficits

sur une période de longueur m. Des débits annuels sont utilisés pour définir une chaîne de

Markov discrète stationnaire {X,} à deux états. L'auteur a fait l'hypothèse que la somme des

déficits suit une loi Gamma à deux paramètres.

Moyé et al. (1988) ont appliqué la théorie des séquences à la prédiction des événements de

sécheresse polr un processus indépendant. Ils ont obtenu la probabilité d'avoir exactement i

séquences négatives de longueur k dans un échantillon de taille N, et pour une probabilité

de défaillance q, ils ont obtenu la moyenne du nombre de ces séquences et leur variance,

ainsi que I'estimation de la longueur moyenne d'une séquence. Ainsi, il est possible de
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déterminer I'espérance du nombre de sécheresses et I'espérance de la durée d'une sécheresse

dans les N prochaines années.

Sen (1990) a obtenu par énumération I'expression analytique de la probabilité de la plus

longue durée de sécheresse pour un nombre d'années, pour un seuil et pour des probabilités

de transition donnés, et ce pour une chaîne de Markov {X,} discrète homogène d'ordre 2 à

deux états. La plus longue durée de déficit et le plus grand déficit d'une sécheresse

historique pour une probabilité q que la demande dépasse I'offre, dépend de la distribution

de Y,, de la taille de l'échantillon N, et de la variation de l'échantillon des valeurs extrêmes

des variables décrivant la sécheresse.

Récemment, Moyé et Kapadia (1995) ont présenté la probabilité que les séquences

négatives soient de longueur comprise entre K et L, pour un échantillon de longueur N, et

pour une probabilité q de ressources inadéquates. Ils ont obtenu la loi des durées des

sécheresses extrêmes sur une échelle annuelle pour un processus stationnaire indépendant.

Les études par I'approche de la théorie des séquences présentées ci-dessus mettent I'accent

sur les paramètres de sécheresse extrême, et elles supposent gue g, la probabilité d'être dans

un état déficitaire est connue. Elles font souvent intervenir des processus stationnaires

valables surtout pour des données annuelles, négligeant ainsi la modélisation des données

journalières. Le tableau 2.2 présente un résumé des études des paramètres de sécheresse par

I'analyse des séquences.
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Processus Variable Réference

X, Stationn., indép., Markov I Moments de RL, RS,, I" (PD Llamas et Siddiqui, 1969

Y, Stationnaire, indép., AR(l) P(k-,i) (PD Saldaniga et Yevjevich, 1970

Y, Stationnaire, indép., AR(l) Moments RS" (PI) Sen,1977

Y, Stationnaire, indép., AR(l) RL,o, RS.* (EF)(sim.) Millan et Yevjevich, l97l

\ Stationnaire, Markov I RL.* (EF) Millan. 1972

X, Périodique, Markov I RL,_ (EF) Sen. 1980a

X, Stationn., indép, Markov I RL-",, RS-o appr. (EF) Sen. 1980b

X, Stationn., indép, Markov I RL.* (EF) Sen, 1980c

X, Stationnaire, Markov I RL_*, RS.* (EF) Gûven, 1983

X, Stationnaire, indép. nbr séq.de longueur K (EF) Moyé et a1.,1988

X, Stationnaire, Markov 2 RL.* (EF) Sen, 1990

X, Stationnaire, Markov I RL, RS. (PD Mathier et al.1992

X, Stationnaire, indép. RL (EF) Moyé et Kapadia-, 1995

EF: Échantillon Fini, approche d'intégration

PI: Population Infinie, approche combinatoire

Tableau 2.2: Résumé des travaux d'analyse de séquences

2.3.2.2 Les processus ponctuels

Les processus ponctuels sont basés sur la notion d'occurrence d'un événement. Dans le cas

des débits, un événement correspond par exemple, au changement d'état (de surplus à déficit

ou vice versa). Un processus ponctuel, obtenu à partir du processus continu de débits et d'un

seuil donné, est défini par les temps d'occurrence t, d'un événement e, tel que présenté sur la

ftgne2.6.

t, t; t;*,

Figure 2.6: Schéma d'un processus ponctuel
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Ainsi, le processus ponctuel des déficits est défini par le temps de passage de l'état de

surplus à l'état de déficit. L'avantage de cette approche par rapport à I'analyse des séquences

est qu'elle permet d'étudier des processus complexes, dépendants et non stationnaires. De

plus, elle permet la génération synthétique des temps d'occurrence d'événements. Les

processus ponctuels utilisés dans ce travail sont décrits au chapitre 3.

La plupart des méthodes statistiques proposées pour I'analyse des durées sont purement

empiriques, et North ( 1 98 I ) a été Ie premier à effectuer une analyse théorique des durées

d'étiage à partir de données journalières. Son approche pour modéliser les étiages sous

forme de processus intermittents tient compte de façon continue de I'effet saisonnier et de la

dépendance du temps (mémoire). L'étiage est défini comme un débit en dessous d'un seuil

fixe xo, et les modèles sont à deux états, étiage et surplus. Le processus ponctuel alterné de

surplus (type 1) et d'étiage (type 2) est défini par les temps d'occurrence des deux

événements, tel qu'illustré sur la figure 2.7. Pour reprendre la notation de North (1981), un

événement de type i correspond à la rupture de l'état i.

\c)

tt : temps d'occurrence de l'événement 1
t2 : temps d'occurrence de l'événement 2
Événement i : rupture de l'état i; i: 1,2

Figure 2.7:Défrnition du processus ponctuel alterné de surplus et d'étiage

[ État surplus I

ffi Étut étiage 2
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Deux modèles de ce processus altemé sont proposés par North (1981): le premier

correspond à deux processus de Poisson non homogènes sans mémoire obtenus lorsque

I'intensité Ài(t) est une fonction périodique, c'est-à-dire lorsque les taux d'occurrence

d'événement dépendent uniquement du temps:

x (t; = r, exp[r, sin(rot * e, )] , o) = 
ft,, 

- ,,, (2.r)

Le deuxième modèle est composé de deux processus de renouvellement non homogènes

avec mémoire limitée, où I'occurrence d'un événement à I'instant t dépend du temps écoulé

depuis le dernier événement qui eut lieu à I'instant u. L'intensité est q'1t-u,t;, otr l"i(t; est la

fonction périodique de l'équation 2.1, et g'(t-u) est I'intensité d'un processus de

renouvellement homogène :

,p ' ( t  -  u , t )  =  <p ' ( t  -  u) r  ( t )  , i :1 ,2

27

(2.2)

Après avoir estimé les fonctions d'intensité pour les deux types de modèles, I'auteur a

obtenu la loi des durées dans un état, la loi conjointe de la durée et du temps de

déclenchement, ainsi que la loi de la durée sur un intervalle donné. Ces deux modèles sont

décrits en détail au chapitre 5 et évalués sur des rivières canadiennes et une rivière française

au chapitre 6.

Lee et al. (1986) ont effectué une analyse de fréquence des durées des sécheresses

multiannuelles à I'aide des processus ponctuels de renouvellement. Une sécheresse a lieu

lorsque le débit moyen annuel est inferieur à un seuil donné. Leur but est de trouver la loi de

la durée de la sécheresse multiannuelle f(t). Considérant ces événements de sécheresse

comme un processus de renouvellement, ils ont utilisé les notions suivantes: t est la durée,

f(t) est la fonction de densité de la durée, R(t) est la probabilité que la durée dépasse t, et

h(t):f(t)/R(t) est le taux de rupture. On a alors:

R(t; = *n[- 
ir,,r,]:1- 

F(t)

r(t; = h(t)exp[- 
in,,,*]

(2.3)

(2.4)
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Ils ont cherché à ajuster une fonction h(t) à P[D = tld > t], la probabilité qu'une sécheresse

se termine après t années étant donné qu'elle a déjà duré au moins t années (le taux de
rupture d'une sécheresse de t années). Ce taux empirique est estimé à partir des données par

le nombre de sécheresses qui durent t années divisé par le nombre de sécheresses qui durent
plus de t années. Les auteurs ont conclu que la forme la plus adéquate pour représenter le

taux de rupture des sécheresses est la fonction logistique: h(t; =
1+ pexp(-qt)

Zelenhasic et Salvai (1987) ont analysé le processus intermittent des sécheresses de durée

inférieure à un an, à partir des débits journaliers et selon la théorie des valeurs extrêmes d'un

nombre aléatoire de variables aléatoires présentées par Todorovic (1970). Un événement de

sécheresse est défini pour chaque année à partir des débits joumaliers et d'un seuil. Une

sécheresse qui débute une année et se termine I'année suivante est associée à la première

année. Afin d'assurer I'indépendance des événements, des conditions d'écart au seuil et de

durée minimale entre événements sont imposées. Ces auteurs ont appliqué ainsi un

processus de Poisson non homogène à I'occurrence des événements de sécheresse. La loi

Gamma est alors la loi du temps d'occurrence de la iè'" sécheresse par rapport à un temps

d'origine arbitraire to, et la loi de Poisson est la loi du nombre de sécheresses dans un

intervalle de temps [0,t]. Les auteurs ont aussi déduit la distribution du plus gros déficit sur

un intervalle de temps lorsque les volumes de déficit sont indépendants et distribués selon

une loi de la famille Gamma. Cette approche est valable pour les 90è'" et 95è'" quantiles.

Chang (1989) a émis I'hypothèse que les sécheresses définies par le biais d'un seuil ont lieu

selon un processus de Poisson non homogène, et il a estimé une fonction d'intensité ayant

une forme périodique. L'auteur a constaté que les durées et les déficits sont fortement

corrélés pour tous les seuils de dépassement, cette corrélation étant plus forte pour les

faibles seuils.

Récemment, Madsen et Rosbjerg (1995) ont utilisé un processus de Poisson homogène pour

modéliser trois processus d'occurrence d'étiage. Le premier est défini à partir des débits

journaliers et d'un seuil correspondant au 90è*" quantile; le deuxième est défini à partir des

débits mensuels et d'un seuil variable correspondant au débit mensuel moyen; et le troisième

est défini à partir des débits annuels et d'un seuil correspondant au débit annuel médian.
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Dans le cas joumalier, un événement est défini (comme par Zelenhasic et Salvai (1987)) de

façon à assurer I'indépendance de ces événements. La loi géométrique est ajustée aux

durées. Le tableau 2.3 résume I'application des processus ponctuels aux étiages et

sécheresses.

Tableau 2.3: Résumé des processus ponctuels appliqués aux sécheresses et aux étiages

2.4 Les indicateurs de sécheresse
Plusieurs indicateurs de sécheresse, surtout de type météorologique, ont été développés et

utilisés (Yevjevich et al., 1983). Un indicateur de sécheresse est toute variable

hydrométéorologique ou toute fonction de ces variables dont les fluctuations peuvent

révéler la présence plus ou moins marquée de sécheresse. Un indicateur adéquat sert à

résumer et à transmettre f information concemant le phénomène et permet d'établir une base

quantitative pour évaluer I'intensité et la sévérité de la sécheresse. Nous présentons dans les

paragraphes qui suivent quelques indicateurs de sécheresse hydrologique.

Les principaux outils utilisés aux États-Unis sont I'indice de sévérité de sécheresse de

Palmer (Palmer, 1965), (Palmer Index, PI) (long terme) et I'indice d'humidité des cultures

(Palmer, 1968), (Culture Humidity Index, CMI) (court terme). Le PI combine I'information

sur les précipitations et sur la température et mesure la difference cumulative entre les

conditions normales et les conditions observées. C'est essentiellement un indice

météorologique mais qui est également utilisé comme meslue de la sécheresse
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Processus Variables Référence

Poisson alterné, et

renouvellement alterné non

homogènes

Durée, durée et temps de

déclenchement, durée à

I'intérieur d'un intervalle

North. 1981

Renouvellement homo gène Durée Lee et al.,1986

Poisson non homogène Nombre de sécheresses, et

temps de la iè'" dans [0,t]

Zelenhasic et Salvai.

1987

Poisson non homogène Chang, 1989

Poisson homogène Durée, volume de défrcit Madsen et Rosbjerg ,

t995



30 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

hydrologique. Le PI a été souvent critiqué au cours des années et ne s'applique pas aux

régions irriguées et aux régions où le ruissellement dû à la fonte de neige est prédominant.

Riggs (1979) a défini un indicateur de sécheresse hydrologique pour des sécheresses
saisonnières ainsi que des sécheresses pluriannuelles, basé sur la période de retour d'une
sécheresse. Cet indicateur a une forme régionale qui permet de caractériser plus
globalement les sécheresses dans des grandes régions.

Dezman et al. (1982) et Garen (1993) ont présenté un indice de sévérité de sécheresse pour

les eaux de surface du Colorado, le Surface Water-Supply Index (SWSD, qui incorpore

plusieurs composantes hydrologiques et climatologiques, et qui est complémentaire au PI.

Le SWSI est un indicateur de la disponibilité en eau sur un bassin donné, et il est formulé en

termes de la probabilité conjointe de non-dépassement du volume disponible et du débit

prédit sur une période de temps. Il prend des valeurs entre -4 et *4, un SWSI égal à -4 étarfi

un indicateur d'une sécheresse extrême. Le PI est valide au Colorado dans les zones

indépendantes des eaux des montagnes, tandis que le SV/SI est utile dans les régions qui

dépendent de la fonte des neiges pour la production d'eau et tient compte des probabilités de

non-dépassement du couvert neigeux, des précipitations et des composants des réservoirs.

Kendall et Dracup (1990) ont présenté un indice hydrologique de sécheresse Qlydrological
Drought Index, HDI) qui est formulé pour tenir compte de la durée et de I'intensité d'une

sécheresse. Pour une sécheresse qui dure d années, cet indice correspond à l'écart pondéré

entre le volume de déficit pendant d années et I'espérance de ce volume calculée à partir des

données historiques.

Un indice simple est I'hydraulicité d'une période donnée qui constitue le pourcentage de

débits par rapport à une moyenne à long terme de la même période. On peut ainsi diviser

I'hydraulicité en cinq classes: très sèche, sèche, normale, humide, très humide (Matalas,

1991) .

L'intensité et la durée peuvent être combinées en un indice en utilisant la longueur des

séquences, la somme des séquences, le volume du déficit, et les courbes de masse

résiduelles. D'autres indices développés par divers auteurs sont présentés par Dracup (1991),
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qui conclut qu'il faudrait développer un nouvel indice général qui serait applicable partout

aux États-unis.

2.5 Les indicateurs doétiage
Un indicateur d'étiage est un couple débit-durée (Q,D) qui caractérise le processus des

débits journaliers, I'un des termes étant fixé et I'autre variant dans le temps et pouvant être

probabilisé par I'ajustement d'une loi à ses valeurs observées. Il existe de nombreux

indicateurs d'étiage dont ceux présentés au tableau 2.4 panrrj- lesquels on choisit I'indicateur

le plus approprié aux besoins de I'utilisateur.

Tableau 2.4: Quelques indicateurs d'étiages (adapté de Miquel et Phien Bou Pha, 1979)

Miquel et Phien Bou Pha (1979) ont appliqué les lois normale, lognormale, et de Gumbel

aux indicateurs à durée fixée. Les indicateurs à débit fixés sont moins répandus et ces

3 l

Durée fixée

Indicateurs Définitions

o Débits classés (Q,D)

. Débits moyens mensuels (Q,i)

o Débits minima mensuels (Q,i)

o Débits moyen mobiles

minima (Q,D)

Débit dépassé D jours dans I'année

Débit moyen du ième mois

Débit minimum du ième mois

Moyenne mobile des débits de D
jours consécutifs la plus faible de

l'année

Débit fixé

o Durées classées annuelles

(Q,D)

Durées individualisées (Q,D)

Durées classées mensuelles

Durée totale dans I'année où le débit

estinférieuràQfixé

Durée pendant laquelle le débit reste

sans intemrption inferieur à Q fixé

Durées classées au niveau de chaque

mois
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auteurs leur ont appliqué la loi de Pearson type 3. La figure 2.8 présente un exemple

d'indicateur d'étiage à débit fixé.

g,

-ô
.c,
o

o

J  F  M  A  - l l , ,  
l J r  

^ l  
l , l .  

N  r
\ - l ' J ' f

I  r Durées individuotisées

I  de.débt  Q

I 
o Durde clossée de l'onnée = Somme des durées individuolisées de l'onnrie

Figure 2.8: Indicateur d'étiage à débit fixé (Miquel et Phien Bou Pha, 1978)

D' autres indicateurs d'étiage sont les suivants (C.T.G.R.E .F ., 197 9):

QME: débit du mois d'étiage, i.e. débit moyen du mois dont la moyenne

interannuelle est la plus faible, cette notion fixe la date de l'étiage dans

I'année;

QMNA: débit mensuel minimal annuel, i.e. minimum annuel des débits

moyens mensuels; ce débit peut correspondre, suivant les années, à des mois

differents; et

QCN": seuil minimal en dessous duquel les débits sont restés pendant n jours

consécutifs.



Chapihe 2, Revue bibliographique J J

2.6 Le risque et I'incertitude
Chacun de nous est assujetti à plusieurs types de risques quotidiennement, à la fois au

niveau individuel et comme membre de la société. Certains sont naturels comme par

exemple les étiages ou les ouragans, d'autres sont causés par les humains; certains sont hors

de notre contrôle et d'autres sont contrôlables.

Il existe une grande confusion dans le domaine des ressources de I'eau concernant la

différence entre I'incertitude, le risque, I'imprécision, I'erreur, le processus aléatoire et

stochastique. Tous ces aspects sont souvent regroupés sous le terme incertitude.

L'incertitude existe en I'absence d'information complète concernant le passé, le présent et le

futur. L'imprécision fait appel à la notion de "vague" où I'affirmation n'est pas en termes

exacts. L'erreur est une déviation d'une valeur correcte. Pour bien illustrer ces définitions,

considérons I'exemple suivant: supposons que la température à I'extérieur soit 25"C.

L'énoncé "il fait 25"C à I'extérieur" ne contient ni imprécision, ni incertitude ni erreur;

l'énoncé "il fait ertre 24C et 26C à I'extérieur" contient de I'imprécision mais pas

d'incertitude ni d'erreur; l'énoncé 'Je suis sûre à 75Yo q,t'il fait25"C à I'extérieur" contient de

I'incertitude mais pas d'imprécision ni d'erreur. Ces notions sont résumées au tableau 2.5.

Enoncé dans le cas où il fait 25" C Incertitude Imprécision Erreur

Il fait 25'C Non Non Non

Ilfait22"C Non Non Oui

Je suis sûre à 75Yo ql'ilfait22"C Oui Non Oui

Il fait ente24"C et26"C Non Oui Non

Je suis sûre à 75Yo qu'ilfait25"C Oui Non Non

Je suis sûre à 750Â qu'il fait entre 24"C et26"C Oui Oui Non

Il fait entre22"C et23"C Non Oui Oui

Je suis sûre à 75%o qu'il fait entre 22"C et23"C Oui Oui Oui

Tableau 2.5: Incertitude, imprécision et erreur
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L'aléatoire est une variation temporelle etlou spatiale imprévisible. Un processus est

aléatoire si, étant donnée I'information complète concernant le passé, il n'est pas possible de

prédire exactement le futur (Tumeo, 1993). Si un phénomène est aléatoire et complètement

imprévisible, il est chaotique. Par contre, si le phénomène est aléatoire de façon à ce qu'on

puisse identifier les probabilités de différents événements futurs, il est stochastique. La

stochasticité est un sous-ensemble de l'aléa. Ainsi, I'incertitude peut découler de I'aléatoire,

du stochastique, de I'erreur, de I'imprécision, mais n'est pas synonyme d'aucun de ces

termes.

2.6.1 Les définitions de I'incertitude
L'incertitude est le résultat de tout facteur causant la connaissance non parfaite ou partielle;

c'est une condition nécessaire mais non suffisante au risque. Plusieurs types d'incertitude

concernant un système peuvent être identifiés, dont un ou plusieurs seront prédominants

selon le problème étudié: les objectifs pouvant changer à long terme, les erreurs d'estimation

de paramètres, I'impossibilité de prédire le futur, la variation naturelle du phénomène, la

difficulté de quantifier certains objectifs, I'incertitude reliée au choix du modèle, et

I'incertitude qui découle de notre ignorance.

D'une façon générale, on peut classer I'incertitude dans le domaine des ressources en eau, en

trois grandes classes (Chow, 1979; Duckstein, 1979; Yen, 1989;): hydrologique,

technologique et stratéeique. L'incertitude hydrologique inclut I'incertitude naturelle

(incertitude de base, incertitude géophysique) reliée à la nature aléatoire du phénomène,

I'incertitude du modèle associée avec le cas où le modèle ne représente pas nécessairement

la réalité, I'incertitude informationnelle qui comprend deux volets: I'incertitude des

paramètres (échantillonnage), et I'incertitude économique reliée aux coûts réels, aux

bénéfices, à la démographie, à la demande, et à d'autres considérations économiques.

L'incertitude technologique est reliée aux diffrcultés de prédire l'état d'avancement futur des

sciences et technologies incluant les aspects techniques, structurels, et opérationnels. Elle

est due au futur incertain de nos calculs hydrologiques, géologiques et économiques.

L'incertitude stratégique inclut les considérations sociologiques, institutionnelles,

écologiques, et environnementales. Elle est due à notre incapacité de prédire les états futurs

du monde, par exemple, les attitudes culturelles face à l'écologie, I'incertitude politique et

institutionnelle. Ces notions sont classées au tableau 2.6.
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Incertitudes hydrologiques Incertitudes technologiques Incertitudes stratégiques

Naturelle, de mesure, du
modèle, des paramètres,
économique

Etat futur des sciences et
technologies

Considérations
sociologiques,
institutionnelles,
écologiques,
environnementales

Tableau 2.6: Résumé des incertitudes

2.6.2 Les définitions du risque
Le risque a deux composantes principales: L'existence possible de conséquences

indésirables et I'incertitude quant à I'occurrence de ces conséquences exprimée sous forme

de probabilité d'occurrence (Colson, 1985). Une décision est risquée parce que le résultat est

incertain. Plusieurs définitions du risque existent. Classiquement, il a été défini comme la

probabilité de dépassement d'un critère de conception ou d'un indice de performance.

Toutefois, nous retenons la définition de Kaplan et Garrick (1981):

Risque: Incertitude * Dommage

Le risque est alors une mesure de I'incertitude et de la sévérité des effets négatifs. C'est à la

fois la probabilité et la conséquence.

D'une façon générale, la différence entre le risque et l'incertitude est exprimée ainsi: le

risque inclut les situations où les résultats possibles peuvent être décrits par des distributions

de probabilité, tandis que I'incertitude englobe les situations où ces distributions ne peuvent

pas être élaborées. Cette définition est celle qu'on retrouve souvent en économie, où le

terme risque sous-entend une probabilité d'occurrence inférieure à 1, pour laquelle il existe

une estimation numérique, et I'incertitude sous-entend une probabilité d'occurrence

inférieure à 1 pour laquelle on n'a pas d'estimation. Ceci implique que le risque peut être

incorporé dans la modélisation mathématique des objectifs et du comportement du système,

tandis que I'incertitude est plutôt incorporée dans les modèles de jugement (interprétation,

raisonnement). Plusieurs statisticiens affirment que la difference entre le risque et

I'incertitude est au niveau d'événements qu'on peut répéter (risque) et ceux qu'on ne peut pas

(2.s)
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répéter (incertitude) (Moore, 1983). Dans un contexte bayésien de probabilité subjective,

cette difference ne tient plus.

2.7 L'analyse du risque
L'analyse du risque est un outil d'aide à la décision en avenir incertain. Traditionnellement,

I'analyse du risque est I'analyse de la probabilité de défaillance, où une défaillance survient

lorsque la performance d'un système n'est plus satisfaisante. Plus généralement, c'est le

processus qui établit une relation entre une action ou une situation et son impact, c'est une

alternative aux nonnes et standards traditionnellement utilisés. Le but de cette approche

n'est pas de savoir si un nombre critique a été dépassé, mais plutôt de découvrir quelles sont

les sources de risque et où se trouvent les plus grandes incertitudes. L'analyse du risque et sa

quantification peuvent foumir des données d'entrée à un problème de décision qui inclut

non seulement des risques mais aussi d'autres formes de coûts et de bénéfices.

L'analyse du risque est composée de deux volets principaux: le premier volet est l'évaluation

du risque qui consiste en I'identification du risque et son estimation. Le deuxième volet est

la gestion du risque qui comprend le contrôle du risque et son acceptation.

L'évaluation du risque implique I'identification de la source de péril, l'évaluation de la

source, l'évaluation de I'exposition à la source, l'évaluation des effets, et la politique

d'évaluation du risque. La gestion du risque tient compte des politiques publiques, des

mécanismes de réaction institutionnels ainsi que des solutions techniques conçues pour

réduire les risques à la sécurité, les risques économiques, et les risques à la santé. Lors de

l'évaluation du risque, I'analyste tente de répondre aux questions suivantes: quel événement

négatif peut survenir? Quelle est la probabilité qu'il survienne? Et, quelles en sont les

conséquences? Les réponses à ces questions aident I'analyste du risque à identifier, mesurer,

quantifier et évaluer les risques, leurs conséquences et leurs impacts (Haimes, l99I). La

gestion du risque inclut la caractérisation du risque, l'évaluation du coût, l'évaluation coût-

bénéfice ainsi que la considération de valeurs subjectives inhérentes à la perception du

risque, les contraintes légales et sociales, ainsi que la réalité politique (Diewald, 1989). La

gestion du risque tente de répondre aux questions suivantes: qu'est-ce qui peut être fait?

Quelles sont les options disponibles et les compromis associés en terme de coûts, risques et
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bénéfices? Et quels sont les impacts des décisions actuelles sur les options futures?

(Haimes, 1991). La figure 2.9 décnt les deux volets de I'analyse du risque.

Figure 2.9: Analyse du risque (adaptée de Rowe, 1988)

2.7.1 La modélisation de I'incertitude

Dans un contexte décisionnel, il est important de modéliser I'incertitude reliée aux états de

la nature avant d'appliquer les diverses méthodes d'optimisation. Les approches principales

à ce problème sont I'approche probabiliste (French, 1988), I'approche de Dempster-Shafer

(Dempster, 1968) et I'approche des ensembles flous (Bellman et Zadeh, 1970). Dans

I'approche probabiliste, I'incertitude modélisée par une distribution de probabilité, est

quantifiée par une valeur ponctuelle (nombre net). Dans la théorie de Dempster-Shafer,

I'incertitude est un degré de croyance associé à un intervalle. Dans la théorie des ensembles

flous, I'incertitude est un degré d'appartenance associé à un ensemble. Une autre approche

reliée à I'incertitude des données incomplètes est I'approche des ensembles grossiers (rough

sefs, Szladow and Ziarko,1993), un outil d'analyse de données ambiguës et imprécises, qui

. J I

Identilication du risque
Observer:
- Nouveaux risques
- Changements des paramètres
de risque

Estirnation du risque
Déterminer:
- Probabilité des occurrences
- Magnitude des conséquences

Contrôle du r isque
Déterminer:
- Degré de réduction du risque
- Possibilités d'éviter le risque

Acceptation du risque
Établir:
- Seuils de risque acceptable
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est souvent confondu avec les ensembles flous. L'approche considérée dans ce travail est

I'approche probabiliste.

2.7.1.1 L'approche probabiliste

Il existe plusieurs interprétations d'une probabilité, mais les deux principales sont la

probabilité fréquentielle (objective) et la probabilité subjective. L'approche fréquentielle

préconise qu'une probabilité ne peut avoir de sens que dans le contexte d'une expérience qui

peut être répétée. La probabilité d'un événement est alors sa fréquence d'occurrence relative.

L'approche subjective associe la probabilité avec la personne qui observe un système et non

avec le système lui-même. La probabilité représente alors le degré de croyance de

I'observateur que le système adoptera un certain état. L'approche bayésienne, qui consiste à

réviser des probabilités a priori pour formuler des probabilités a posteriori en utilisant le

théorème de Bayes et de I'information additionnelle est généralement associée avec la

probabilité subjective. L'effet de I'incertitude peut être étudié par une analyse de sensibilité

où on fait varier les états de la nature pour ensuite examiner I'impact de ces paramètres sur

la décision finale prise. Cette approche est adoptée dans ce travail afin d'analyser les effets

de I'incertitude sur I'adéquation des modèles d'occurrence d'étiage et de surplus.

2.7.2 La quantification du risque
Une des étapes de I'analyse du risque est la quantification du risque par des mesures. Le

risque hydrologique a été défini classiquement comme la probabilité d'occurrence

d'événements naturels extrêmes (Bobée et al., 1991). Toutefois, cette mesure n'est pas

suffisante pour tenir compte des diverses facettes du risque. D'autres mesures de

performance telles que la fiabilité, la résilience, et la vulnérabilité peuvent être utilisés

explicitement comme objectifs dans un processus de prise de décision multicritère. La

fiabilité est le complément du risque, la résilience est une estimation du temps moyen au

bout duquel le système retourne à un état satisfaisant, et la vulnérabilité mesure I'importance

moyenne d'un incident en termes des conséquences. Nous présentons des indices de

performance provenant dans les travaux de Abi-Zeid et Bobée (I99$; Parent et al., l99l;

Duckstein et al. l99l; et Hashimoto et aL.,1982. Coneia et al. (1991) ont appliqué certains

de ces indices au risque de sécheresse. Nous résumons leurs travaux dans le paragraphe

2.7.2.1
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Quelques indices reliés au risque et à la fiabilité (Duckstein et al.l99l)
. la fonction de survie R(J): P{système dans un état satisfaisant pendant (0,1)l

système dans un état satisfaisant à t :0);

. la disponibilité ponctuelle PA(J): cette quantité correspond à ce qui est

communément appelé la fiabilité: P{système dans un état satisfaisant au

temps t);
o la frabilité d'intervalle IR(t. t+0): P{système dans un état satisfaisant pendant

(t, t+0));
. la diseonibilité moyenne A*(t): la fraction de

système sera dans un état satisfaisant:

l t r
A."y(t)  =:  JPA(x)dxr À

temps moyenne que le

. la disponibilité conjointe JA(t" t+0): P{système dans un état satisfaisant à t et

à t+0);

le nombre moyen d'incidents dans (t*,t); et

la fiabilité de service S(x.t): P{système dans un état satisfaisant à t, ou de le

devenir entre t et t+x).

Quelques indices reliés à la résilience
. le temps moyen entre les incidents;
o la durée moyenne de séjour dans un état non satisfaisant; et

. la durée moyenne de séjour dans un état satisfaisant.

Quelques indices reliés à la vulnérabilité

Hashimoto (1980) a défini les indices de vulnérabilité suivants:

39

a

a

(2.6)

(2.7)
I'espérance de vulnérabilité maximum, V,:

V, = ls'e'
i

I'espérance de vulnérabilité moyenne, Vr:

I  t ' r t
\ / - i1 2 -  

I r '
i

(2.8)
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où si correspond aux impacts de chaque état non satisfaisant i, ei est la probabilité que si soit

le pire impact dans l'état i, et ni est la probabilité que le système soit dans l'état non

satisfaisant i.

Dans le cas d'un système représenté par une chaîne de Markov discrète stationnaire à deux

états, Hashimoto (1980) a déterminé les expressions de vulnérabilité Vr et Vr, de la

résilience comme étant I'inverse du temps moyen de séjour dans un état non satisfaisant, et

de la fiabilité comme étant la probabilité d'être dans un état satisfaisant.

2.7.2.1 Indices de performance reliés aux sécheresses régionales

Correia et al. (1991) ont défrni des indices de risque, de vulnérabilité et de résilience reliés

aux sécheresses hydrologiques dans un contexte local ainsi que régional, et ce en utilisant

des débits moyens annuels obtenus par génération de données synthétiques. Nous résumons

leur travail dans ce qui suit. Deux quantités sont importantes: le seuil critique de débit (t),

et la surface critique a". On dit qu'il y a sécheresse à une station k si le débit est inférieur au

seuil critique f(t). K(t):{k I X(t) < f(t)} est I'ensemble de ces stations.

La surface de déficit instantanée A,(t) est la surface affectée par la sécheresse. C'est la

somme des surfaces conespondant aux stations affectées. Pour une région donnée, ayant p

stations de mesure:

A,(t) = | aol",, ,(k) (2.e)
k=l

où ao est la surface associée à la station k et

. l't si le débit de la station k est inférieur au seuil critique f(t)
I*t,r(k): 

1o autrement\

D.(t) = I uuI*<,,(k)[fu1t; - Xo(t)]
k=l

D,(t), le déficit de surface, conespond à la somme pondérée des déficits associés aux

stations déficitaires, un déficit étant la différence entre le débit annuel Xu(t) et le seuil

critique fo(t):

(2.r0)
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Ces concepts sont illustrés sur la figure 2.10.

l i 6 a  j l l a . t  . h C  c , r l r c . l

l r r c l  l c . . t r a  ^ l

c r i  l i c . l

a a

( r i t i r q l

A 3

I

[ T T i  - , ^ r , o n , c c r r c r  d c l i c i l  -  c r t o
I ' ,  1 . a  c l  l i f r r  l !

A d  - o r c u g h t

A c  -  c r  i l i c . l

Figure 2.10: Illustration des concepts reliés à la sécheresse régionale (Correia et at. l99l)
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La durée d'une sécheresse L correspond à la durée pendant laquelle la surface de déficit

instantanée est supérieure à a", une surface critique donnée:

L : t"-to*I, telle que A.(to) > a", A.(to-l) ( a", A.(t") > a", et A.(t"+l) < a"(2.11)

D, le déficit de surface total. correspond à la somme des D,(t) intégrée sur la durée de la

sécheresse L, et I'intensité de sécheresse I est le rapport D/L. Les auteurs calcules les indices

décrits dans ce qui suit.

Indice de risque

Les auteurs ont adopté le risque hydrologique défini par la probabilité que le débit soit

inferieur au seuil critique. Ils ont quantifié le risque d'une sécheresse par la courbe de

fréquence des débits en dessous des seuils critiques pour diverses surfaces critiques.

Indice de résilience

Un excédent e(t) est la différence entre un débit supérieur au seuil critique de débit f(t) et un

niveau de récupération r(t). L'excédent cumulatif E(t'), calculé à partir de t", est la somme

des excédents e(t) dans [t",t']. La résilience est définie comme étant le temps de récupération

L:

t : MIN(t-t") telle que E(t)/D àcr. (2.t2)

où g, est un taux de récupération fixe représentant la fraction du déficit total qui devra être

comblée. Pour cq, a", (t) et r(t) donnés, il est alors possible d'étudier les propriétés

statistiques de la résilience t, et les auteurs ont présenté les distributions empiriques de Ç.

Indice de vulnérabilité
pour f(t) et a" donnés, la vulnérabilité peut être exprimée soit en terme du déficit D, soit en

terme de I'intensité I et les auteurs ont présenté les distribution empiriques de ces quantités.
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2.8 En résumé
Nous avons présenté dans cette revue bibliographique, avec différents degrés de détail, les

points suivants:

. les définitions des sécheresses et les définitions des étiage (sections 2.1 et

2.2);

o les techniques de modélisation des sécheresses et des étiages incluant

I'analyse fréquentielle, la théorie des séquences et les processus ponctuels

(section 2.3);

les indicateurs utilisés pour décrire quantitativement les sécheresses et les

étiages (sections 2.4 et2.5);

les définitions du risque et de I'incertitude (section 2.6); et

I'analyse du risque incluant la modélisation de I'incertitude, la quantification

du risque par des indices ainsi qu'une application de ces indices aux

sécheresses (section 2.7).

43
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3. LES PROCESSUS PONCTUELS

Nous présentons dans ce chapitre quelques notions de base reliées aux processus

stochastiques ponctuels ainsi que des tests relatifs à I'analyse des séries d'événements. Ces

notions sont nécessaires à la bonne compréhension des résultats obtenus aux chapitres 4,5,6

et 7. Les réferences principales utilisées dans ce chapitre sont: Cox et Lewis (1966), Snyder

(1975), et Cox et Isham (1980). Nous commençons par définir à la section 3.1 les processus

stochastiques, les processus ponctuels, la fonction d'intensité complète, la fonction

d'intensité conditionnelle, la probabilité de survie, la densité conjointe des temps

d'occurrence, la densité de l'échantillon, et la densité conditionnelle des temps d'occurrence.

Nous incluons ensuite à la section 3.2 des définitions reliées alrx processus de Poisson

homogène, de Poisson non homogène, de renouvellement homogène, doublement

stochastique et autoexcité. Nous définissons à la section 3.3 la stationnarité et

I'homogénéisation de processus. Finalement, nous décrivons à la section 3.4 des tests

statistiques appliqués aux séries d'événements.

3.1 Définitions générales
Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires {2,}, où le paramètre t

est défini sur un espace paramétrique, T. Le paramètre t représente généralement le tempsl;

il est défini sur l'échelle des réels non négatifs. Un processus ponctuel PP est un processus

stochastique dont la réalisation est une collection de points, chaque événement (point) e,

ayant une position t, bien définie dans le temps tel qu'illustré sur la figure 3.1. On dénote par

H, I'historique du processus au temps t, c'est-à-dire les positions de tous les points dans

I'intervalle (0,1]. Nous utiliserons la notation A pour désigner un intervalle (t',1"].

t : q = H,: {1,, tr, 1 ,.., t}

Figure 3.1:La réalisation d'un processus stochastique ponctuel

ej+l

J

I Pour les fins de cette étude, le paramètre t représentera le temps.
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Soient T,, Tr,...,1, les variables aléatoires coffespondant aux temps d'occurrence dlun

événement. Les intervalles entre les événements sont dénotés pil Xr, Xr,...,{ où {:!-!-r,
j>I. L'intervalle entre I'origine et le premier événement est X, (figure 3.2).

xr x2 x,
___> <_ _--> <_ \.,------*

Tr T2 T3 I  j * ,

Figure 3.2:La définition des intervalles dans un processus stochastique ponctuel

N est une mesure de dénombrement aléatoire et N, est un entier non négatif représentant le

nombre d'événements dans I'intervalle (0,1] tel qu'illustré sur la figure 3.3. N(A) est le

nombre d'événements dans I'intervalle A. Si A:U A, , et si les intervalles ,\ sont disjoints,
r

alors  N(A)=IN(A.) .

t2

e--- -À+
I * 

O-------*1"

Figure 3.3: Le nombre d'événements dans une union d'intervalles

Le lien entre le nombre d'événements et les intervalles s'exprime par la relation suivante:

A=4 uA,  =N(A)  - ) * l -J

P(N.>r):P(X*, Ss) (3.  1)
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Ainsi, nous ne retrouvons plus de r événements dans I'intervalle (0,s] que si et seulement si

le (r+1)è*" événement a lieu au plus tard au temps s (figure 3.4):

N.<r c>X,+Xr+...+\>s

47

(3.2)

N,

r

r-l

N ,

\ < r

)

I

xr
€

x2 X,
<---------------+

s 1 ,

Figure 3.4:Le lien entre le nombre d'événements et les intervalles

Un processus ponctuel, défini sur I'ensemble des réels R* non négatifs, et ne permettant pas

I'occurrence d'événements multiples simultanés, peut être spécifié mathématiquement de

trois façons:

. en fonction de la distribution conjointe du nombre des points N(A) sur un

intervalle A;

en fonction de la distribution conjointe des intervalles {X,} entre les points

successifs; ou

par le biais d'une fonction d'intensité complète, p(t;H,).

La frontière entre les processus stochastiques ponctuels et d'autres types de processus

stochastiques, tel que le processus de Markov n'est pas bien délimitée. Tout processus

stochastique ayant un nombre fini d'états peut être associé à un processus ponctuel, où un

événement de type i peut correspondre à la sortie de l'état i. Nous présentons dans les
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paragraphes qui suivent, certaines quantités importantes pour étudier les processus

ponctuels.

Définition 1: la fonction d'intensité complète

La fonction d'intensité complète p(t;H) est définie par:

p(t;H.) = li- 
P(N'.o' = tlH')

" o,S. At
Cette quantité correspond au taux moyen

d'autres mots, p(t;H,)Ât est la probabilité

(t,t+^t). Une fonction d'intensité typique est

(3.3)

instantané d'occu:rence d'un événement. En

instantanée d'un événement dans l'intervalle

présentée sur la figure 3.5.

N,

4
J

2
I

0

p(t)

0

Figure 3.5: Une fonction d'intensité typique (adaptée de Snyder, I975)

Définition 2: la fonction d'intensité conditionnelle

Dans certaines situations, il est utile d'examiner la probabilité instantanée d'un événement

dans I'intervalle (t,t+At], étant donné qu'un événement a eu lieu à I'origine. Cette probabilité

est la fonction d'intensité conditionnelle h(t):

p(0)

t ',t;!)
:

J ,

/
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h(t) =
P(N,,,*o, > olN-u,,o t o)

PT(î,N, = n) = e(N, : t l t = tr,T, = t2,...,I '  : tn)f{")tî)

^t
lim

ôr,^t+0*
(3.4)

DéIinition 3: la probabitité de survie

La probabilité de survie P(X"., t *1t,, t2,...,t" ) , illustrée sur la figure 3.6, est la probabilité

conditionnelle que \*,, l'intervalle entre le nu'" et le n+1è'" événement, soit plus grand ou

égal à x étant donnés t,, les temps d'occurrence des événements j, j:1,2,...,n.

Xn+r

t r L t, tn*,

Figure 3.6: Illustration des variables reliées à la probabilité de survie

DéIinition 4: la densité conjointe des temps dnoccurrence

P+")(î)=Pl,l'n..,.(t't2,..,tn) est la fonction de densité conjointe des n premiers temps

d'occurrence des événements donnés par T = (t,,t2,...,tn).

Délinition 5: la densité de loéchantillon

La densité de l'échantillon P(N"; 0< o< t) détermine la probabilité d'obtenir une réalisation

particulière d'un processus de n points sur [0,t), situés à l{j, j:I,...,n:

P(N";0 (  6 ç t )  = Pr( t ,N, = n)

x

ou:

(3.s)

(3.6)

Cette quantité joue un rôle important pour les problèmes d'inférence. Le symbole = signifie
"est approximativement égalà ". La figure 3.7 présente un exemple d'une réalisation d'un

processus poncfuel.
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/ ' : "

a a a

a a a

tr t n t

processus ponctuel (adaptée de Snyder, 1975)Figure 3.7:Unexemple d'une réalisation d'un

Définition 6: la densité conditionnelle des temps d'occurrence

La densité conditionnelle des temps d'occurrence P{")(ilN, = n) est définie par:

P+')(TlN, = n) - P ( N " ; O S o < t )

P(N, = n;
(3.7)

3.2 Définitions de quelques processus ponctuels
Un processus ponctuel PP est spécifié selon deux approches: soit à l'aide du nombre de

points N, dans un intervalle de temps (0,1], soit à I'aide des intervalles X, entre les points.

Pour un type de processus donné, une approche est habituellement plus simple que I'autre.

Nous présentons ci-dessous quelques processus ponctuels utiles dans la suite de ce travail: le

processus de Poisson homogène (PH), le processus de Poisson non homogène (PNH), le

processus de renouvellement homogène (RH), le processus de Poisson doublement

stochastique (PDS), et le processus autoexcité (AE).
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3.2.1 Le processus de Poisson homogène

Le processus de Poisson homogène (PH) est un choix classique en raison de sa simplicité. il

est caractérisé par une fonction d'intensité constante p(t;H,):h(t):p et par les hypothèses de

stationnarité, de non-multiplicité, et d'indépendance suivantes :

o la stationnarité implique que la probabilité d'occurrence d'un événement est

proportionnelle à la longueur d'un petit intervalle et indépendante du temps

d'occurrence de l'événement lui-même:

o la non-multiplicité implique que la probabilité de deux ou plusieurs

événements dans un petit intervalle (t,t+At] est négligeable;

o I'indépendance implique que le nombre d'événements dans un intervalle

donné est indépendant du nombre d'événements dans d'autres intervalles

disjoints. Ainsi, les probabilités ne dépendent pas de H,, c'est-à-dire que la

probabilité de trouver un point dans I'intervalle (t,t+Atl ne dépend pas du

nombre de points avant t ni du fait qu'il y ait eu ou non un point à t.

Un processus ponctuel PP est un processus de Poisson homogène de taux p constant si les

conditions suivantes sont vérifiées. Vt. At-+0+:

P {N.,*^: I lH, } :pAt+o(At)

P{Nt,*ÈllH,}:o(At)

donc P {N,,,*o,:01 H, } : I -pAt+o(Àt)
(3.8)

Le nombre de points dans un intervalle de longueur t est distribué selon une loi de Poisson

de moyenne pt. Les intervalles X,, Xr,...,4 entre les points successifs sont indépendants et

distribués selon une loi exponentielle à paramètre p: f;ç(x) = pe-Px. T,:X,+Xr+...*X, suit

une loi Erlang, dont la densité est:

5 1

e(t)=tHË (3.e)
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3.2.2 Le processus de Poisson non homogène
Le processus de Poisson non homogène (PNH) est une extension du processus de Poisson

homogène, où la fonction d'intensité p(t) est une fonction du temps. On a alors p(t):h(t). Les

hypothèses d'indépendance et de non-multiplicité des événements sont maintenues tandis

que I'hypothèse de stationnarité ne I'est plus. Le nombre d'événements N, est distribué selon

une loi de Poisson de paramètre iO(u)du. Les intervalles X, entre les points du PNH ne sont
0

plus indépendants, I'indépendance est plutôt conditionnelle à t,. Nous présentons au chapitre

4 une méthode d'estimation bayésienne semi-paramétrique de la fonction d'intensité p(t)

d'un PNH.

3.2.3 Le processus de renouvellement homogène
Un processus de Poisson dont les intervalles sont indépendants et distribués selon une loi
exponentielle, est généralisé à un processus de renouvellement homogène (RH) lorsque les

intervalles {X',Xr,...,Xi} sont indépendants et distribués selon une loi cofilmune arbitraire f.

L'intensité p(t,HJ d'un RH dépend uniquement de I'instant d'occurrence du demier

événement, donc p(t,H):p(t,t"). Or définit pour un RH la densité de renouvellement
d

rn(t):ËE(N(t)). C'est la probabilité d'un événement dans I'intervalle (t,t+Atl (pas

nécessairement le premier depuis I'origine). L'intensité conditionnelle h(t) correspond à m(t)

pour un RH ayant un événement à I'origine.

Une quantité importante pour le RH est le taux d'avarie (hazard rate) <p(x). q(x)Ât est la

probabilité d'occurrence d'un événement étant donné que le temps écoulé depuis le dernier

événement est x:

q(x):**w

g(x) est défini à partir de la densité des intervalles f comme suit:

(3.10)

q(x) =
r(x)

(3.  1 1)
I - F(x)
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où F(x): Jfla;aa . Le produit <p(t-t*,)At est la probabilité conditionnelle qu'un événement

survienne dans I'intervalle (t,t+^t] étant donné que le dernier événement est survenu à

I'instant t*, . La relation entre I'intensité et le taux d'avarie est: p(t,t*):g(ttN). Le taux de

rupture d'un PH, est q(x)=p. Pour un PNH, c'est <p(x,t):p(t). Fn:F*Fn-, est la convolution de

F et Fn-, telle que:

Fr:F*P(a): (3.r2)

3.2.4 Le processus de Poisson doublement stochastique

Le processus de Poisson doublement stochastique (PDS) est un processus dont I'intensité est

un processus aléatoire qui peut dépendre d'un processus d'information externe, lui-même

aléatoire, {!}. Étant donné le processus ponctuel, le processus d'intensité p(t,Y,) n'est pas

connu exactement. Toutefois, étant donné le processus externe{Y,=y,; t20}, le PDS devient

un processus de Poisson non homogène conditionnel (PNHC) de fonction d'intensité p(t,y,).

C'est ce cas spécial du PDS que nous utiliserons dans notre travail. On définit:

i ,  = E(p(t,v,)1N,, t1,t2,... , , . ,),N, ) I  et Î,(rr) = E(i, lN, = ") (3 .13)

I1 est en général très difficile, voire impossible de calculer Î,(tr) et 1,.

3.2.5 Le processus autoexcité
Le processus autoexcité (AE) est le processus le plus général présenté dans ce chapitre. Il est

obtenu à partir d'un processus de Poisson en permettant à I'intensité de dépendre du

processus ponctuel lui-même. Ainsi, le nombre d'événements \ passés et leurs temps

d'occurrence (tr,t,...,t*) peuvent influencer le nombre d'événements futurs et leurs temps

d'occurrence.

L'intensité d'un AE p(t,N,i t1,t2,...,t", ),t*, ( t ( t",*,, est un processus aléatoire ayant des

chemins connus, étant donnée I'historique du processus ponctuel H,. Le processus a une

mémoire m si le processus d'intensité dépend des m derniers événements. On définit

53
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f

J F(u - y)F(y)dy
-6

ô , ( * ,  ; t , t r , . . . , t N ,  ) =  e 1 p 1 t , N  i t t , t 2 , . . . , t N ,  ) l N , l  .
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Un PH a une mémoire d'ordre 0 et un RH a une mémoire d'ordre 1. Un processus a une

mémoire d'ordre m si et seulement si les temps d'occurrence des événements forment une

chaîne de Markov d'ordre m. Un PDS est caractérisé comme un processus autoexcité dont le

processus d'intensité est {i,; t > tr} , tel que défini dans la section 3.2.4.Le RNH est un AE

non homogène de mémoire d'ordre 1, et dont I'intensité dépend uniquement de I'instant t et
de I'instant d'occurrence du dernier événement t*,, tel que p(t,N,;11,12,...,1",):p(t,t*,),

t * ,  a t < t * , * , .

La figure 3.8 résume les relations entre ces processus.

Dépendance du temps t
Dépendance du temps x
ëcoulé depuis le dernier événement

Processus d'intensité
aléato ire dépendant d'un
processus externe Y,

Dépendance du temps t

Processus d'intensi Renouvellement non homogène
- intensité est fonction de x, le temps écoulé

depuis le demier événement et du temps t: p(t,x)
- événements dépendants

aléatoire dépendant de
I' histoire du processus

Processus d'intensité
aléatoire dépendant de
I'histoire du processus
ponctuel H,

Poisson homogène
- intensité est constante: p
- événements indépendants

Renouvellement homogène
- intensité est fonction de x, le temps écoulé
depuis le dernier événement: p(x)

- événements dépendants
- intervalles indépendants

Poisson non homogène
- intensité est fonction du temps t: p(t)
- événements indépendants
- intervalles conditionnellement

Processus de Poisson doublement stochastique
- intensité est un processus aléatoire: p(t,Y,)
- intensité est fonction d'un processus aléatoire externe Y.
- conditionnellement à Y,:y,, c'est un processus
de Poisson non homogène d'intensité p(t,yr)

Processus auto-excité
- intensité est un processus aléatoire: p(t,n,tr,t2,..,t )
- intensité dépend de I'histoire du processus [I,
- mémoire est m si la dépendance est des
m demiers événements

Figure 3.8: Schéma illustrant les relations entre certains processus ponctuels
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Les tableaux 3.1 et 3.2 présentent les quantités définies à la section 3.1 pour chacun des
processus. La variable o est une variable d'intégration correspondant aux temps
d'occurrence tr, ..., Ç.

Tableau 3.1: Certaines définitions reliées aux processus ponctuels PH, PNH et RH
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PH PNH RH

P(NJ: N

"_p,(pt),

n !
*o(- j rr'ru') (j or"ra') 

"

n !
F"(t)- F".r(t)

Ç(x) la densité des

intervalles X pe-p*
p(ro+x)exp[-'F"rl e1*1"*p[- i*r,'0,)

La probabilité de

survie

P(Xn*r>xltr,t2,...,tn)

g-p*
""0 [ 

'jk"*)
*o(- ier"x')

La densité

conjointe des temps

d'occurrence

P+")(T)
p" exp(-pt" )

llp(t,)exn[- l*",.,)

{,,,oûI(q,,,-,t

"{ Jo*"-à;x.o,,"J
la densité de
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p" exp(-pt) flo(t3)*o[- I*",0.,) ( 1 -F.(t))9(t)e(tz-tr). . . q(t"-t -,)
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conditionnelle des

temps d'occurrence

Pr(i lN, = n)

n !

t n
" r f i  -  p ( t i )

j = r  
J o ( " ) d u

P ( N " ; t o < o < t )

r(N, = n)
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Tableau 3.2: Certaines définitions reliées aux processus ponctuels AE et PDS
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3.3 La stationnarité des processus ponctuels
La stationnarité d'un processus ponctuel est définie soit en fonction des événements, soit en

fonction des intervalles. Ces deux définitions ne sont pas équivalentes.

Définition 7: la stationnarité en fonction des événements

La stationnarité en fonction des événements implique que la distribution du nombre

d'événements dans un intervalle fixe (t,, tJ est invariante suite à une translation, elle est la

même que dans (t,*., t *.1 Vs. La distribution conjointe des nombres d'événements dans les

intervalles (tr, t f , (tr, to] est invariante suite à une translation.

Une conséquence immédiate est que I'espérance du nombre d'événements dans un intervalle

ne dépend que de la longueur de I'intervalle et qu'elle est proportionnelle à sa longueur.

Définition 8: la stationnarité en fonction des intervalles

La stationnarité en fonction des intervalles implique que les intervalles X, entre les

événements ont la même distribution marginale F*(x). La distribution conjointe de k

intervalles entre événements est alors invariante suite à une translation.

Un processus peut soit débuter à un temps arbitraire, soit débuter à un événement arbitraire.

La difference entre les deux types de processus est illustrée sur la figure 3.9.

Origine:0

Origine : t,
Processus débutant à un événement arbitraire.
processus obsemé sur [t,,t)

57

[+r

Processus débutant à un temps arbitraire:
processus obsemé sur [0,t)

Figure 3.9: Un processus débutant à un temps arbitraire ou à un événement arbitraire
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La série d'événements commençant à un événement arbitraire n'est généralement pas

stationnaire dans le sens de la définition 7. De plus, les intervalles {4} peuvent être

stationnaires sans que la série d'événements le soit, comme par exemple dans un processus

de renouvellement débutant à un temps arbitraire où les intervalles sont indépendants et

identiquement distribués par définition. Le nombre d'événements par intervalle dépend alors

de la distance entre cet intervalle et l'origine (Cox et Lewis, 1966).

3.3.1 L'homogénéisation d?un processus ponctuel non homogène
En général, on peut homogénéiser un processus ponctuel PP d'intensité p(t;E), par la
transformation suivante :

I

t'= r(t, H, ) = JO(u, H" )du
0

(3.14)

Le processus obtenu PP', défini par les temps d'occurrence t!, est alors un processus de
Poisson homogène d'intensité 1. Toutefois, t est une fonction déterministe du temps si et

seulement si PP est un processus de Poisson non homogène. Dans les autres cas, p(t;H,) est

une fonction de H, et la transformation est alors aléatoire puisqu'elle dépend de la réalisation
particulière du processus (Cox et Isham, 1980).

3.3.2 L'homogénéisation du processus de Poisson non homogène

Supposons que PP soit un PNH. PP est complètement spécifié par I'intensité p(t) où
t

E(I.{,): Jp(u)du. Définissons une nouvelle variable t':c(t) appelée le temps opérationnel
0

telle que:
t
I

t': r(t) = J p(u)du, alors t(t):E(N,)
0

Puisque t(t) est continue et non décroissante, on

comme suit: pour s':t(s))0, s:"-t(s'):min(t",t0,...,tu)

figure 3.10.

(3.1s)

peut définir sa fonction inverse r-t(t')

telle que t(s)>s', tel qu'illustrée sur la
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t '

r( t)  = --.--_--.-*

t" tr

s :1_r(s,) {"

Figure 3.10: La définition de la fonction r-'(t'; (adaptée de North, 1931)

Le processus de dénombrement {Mr, t' >0} défini par M.':Nr'',,,, est un processus de Poisson

PP' dont I'espérance est:

E(M(t')):E[N"-'r,,r]:"("-t(t')):1. t' (3.16)

PP' est donc un processus de Poisson homogène d'intensité I en fonction de la nouvelle

variable de temps t', puisque cette transformation n'affecte pas la propriété d'indépendance

des événements.

t
r
J P(u)du
U

Pour homogénéiser en pratique, on constate que:

dt(t) dt Jp(u)ou dt
*  

= ;d tu .  , donc t= f r0 ( t ) (3.r7)

et pour de petits intervalles, on écrit Ât:p(t)At. Les intervalles x, dans PP sont soit

compressés soit étirés afin de devenir x', dans PP', tels qu'illustrés sur la figure 3.1 1 :

"l = 
{' 

p(u)du (3 .18)
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r(t) =
t
l'

J P(u)du
0

t '1*t
^X,, +

t "

Figure 3.11: L'homogénéisation d'un PNH (adaptée de North, 1981)

3.4 L'analyse des séries d'événements
Une série d'événements corespond à une réalisation d'un processus poncfuel. L'analyse des

séries d'événements permet de choisir un modèle (processus ponctuel) approprié pour le

phénomène observé. Elle permet de dégager les propriétés des intervalles et des

dénombrements avant de construire le modèle, et une fois le modèle choisi, elle permet de

tester son adéquation. Les techniques d'analyse des propriétés des dénombrements et des

intervalles présentées ici sont basées sur les travaux de Cox et Lewis (1966), et de Kawas

(1975). Ces méthodes graphiques et ces tests statistiques permettent de détecter les non-

homogénéités, et de vérifier les hypothèses d'un processus de renouvellement et d'un

processus de Poisson. Les précipitations enregistrées à la station française de Bar-sur-Seine

(195I-1977) sont utilisées af,rn d'illustrer I'usage des méthodes graphiques. La ftgttre 3.12

présente un sous-ensemble de ces précipitations (1951-1955). La série d'événements

analysée est définie par les temps d'occurrence des précipitations t, ou d'une façon

équivalente, par les intervalles entre les événements x,.
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400 600 800 1000 12æ 1400 1600 1800 2000
iour

Figure 3.12: Les précipitations sur Bar-sur-Seine, 1951-1955

3.4.1 L'analyse des tendances et de la périodicité

Nous commençons par présenter les méthodes d'analyse des séries d'événements pour

détecter les non-homogénéités.

3.4.1.1 Le graphique cumulatif

Le graphique cumulatif est le nombre de jours depuis le début de la période d'observation

jusqu'au jè'" événement en fonction de j. Sa pente correspond à I'inverse du taux moyen

d'occurrence. L'hypothèse d'homogénéité du processus est rejetée lorsque cette pente n'est

pas constante. La figure 3.13 illustre ce graphique pour les précipitations sur Bar-sur-Seine.

On en déduit que les données ne semblent pas homogènes puisque la pente de la droite n'est

pas constante.

3.4.1.2 La fonction de survie logarithmique empirique

Ce graphique est basé sur les intervalles ordonnés en ordre croissant, x;. Pour 
î 

Otot:ttî

de Poisson homogène, les x; suivent une loi exponentielle, et le graphique de h]1 - -+ |
I  n o  + l J
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en fonction de xi, où no est le nombre total d'événements, est une droite. Ceci ne semble pas

être le cas pour les précipitations sur Bar-sur-Seine (figure 3.14).

Numéro
d'événement

200 300 400 500 600 700
Jours au ième événement

Figure 3.13: Le graphique cumulatif des précipitations sur Bar-sur-Seine

- l

4

ln(l-i(q,+l

x x
x x

X A
x x

x x x x x x x

-5

-6

5

Figure 3.14:

l )

Xi

La fonction de survie logarithmique
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3.4.1.3 Le taux moyen journalier d'occurrence

Le taux moyen d'occurrence p(t) est estimé par l.(t), tel que:

n(t, t + t)À.( t )=T

3.4.1.4 Le spectre des dénombrements

Un spectre de dénombrements est défini par:
@

g. (r,r ) = J exp(iart)y(t)dt
0

où:y(t)=lg3*"(\I,-,\;\)

(3.re)

En commençant à un temps arbitraire et en prenant des intervalles disjoints de longueur t,

n(t,t+r) est le nombre d'événements dans I'intervalle (t,t+r]. 1",(t) est non biaisé lorsque la

stationnarité est vérifiée à I'intérieur de cet intervalle. Le graphique de î,.(t) en fonction du

temps permet de déceler les cyclicités etlou les tendances de ce taux. La figure 3.15 ne

semble pas montrer de tendance évidente mais on pourrait toutefois soupçonner I'existence

d'une saisonnalité annuelle.

I

0.9

0.8

0.7

0.6

n s^.(r)
0.4

0.3

0.2

0 .1

1s00 2000
t : jours

Figure 3.15: Le taux moyen joumalier d'occurrence de précipitation, t:30

(3.20)

(3.2r)
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Le périodogramme est I'estimateur du spectre des dénombrements défini par:

.  æ T  I  _  f  .  _ " _  l
g . (oo )= ; r rT l , o ,  où I . , :  

lA i ( r r l e )+B i ( r , l r ) J  Q .22 )

Ar(CIp)  = icos( t , r r ro) ,  e t  Br(oo) :  Ës in( t ,aro)  Q.23)
j=t j=l

, p2n
où roo : 

ï, 
p =I,2,..,n/2.Ici p, est dit I'indice de fréquence, T est I'horizon d'observation,

et t, est le temps d'arrivée de l'événement j.

Un spectre des dénombrements g.(w) non plat peut révéler des périodicités et une structure

de dépendance des dénombrements. Toutefois cette théorie est basée sur les processus

stationnaires. Une déviation d'un spectre plat (spectre d'un PH) peut donc être une déviation

d'un processus de Poisson. Le spectre d'un processus de Poisson d'intensité p, normé par nlp

lissé sur k périodes, et multiplié par 2k, est distribué selon une loi de y' à 2k degrés de

liberté. On voit sur la figure 3.16 que le spectre des précipitations diffère de celui d'un

processus de Poisson homogène.

Intervalle de confiance d'un
processus de Poisson homogène

Ê* (cù o

0 500 1000 1500 2000 2500
Indice de fréquence p

Figure 3.16: Le spectre des précipitations sur Bar-sur-Seine
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3.4.1.5 Le test de Cramér

En faisant I'hypothèse que le processus est poissonien d'intensité p(t):earbt, le test de

Cramér (1946) permet de déceler la présence d'une tendance dans I'intensité.

Hypothèses:

Ho: b:0 (intensité constante)

H,: b*0 (intensité dépend du temps)

\ ' *
L ' J
i=l

, où S - -r:-, est asymptotiquement
n

distribuée selon une loi N(0,1). Ho est rejetée à 5% si lul > 1.96.

3.4.1.6 L'homogénéité de la variance

Le test de I'homogénéité de la variance (test de Bartlett) (Kendall et Stuart, 1961) permet de

vérifier la stationnarité des intervalles, lorsqu'on suppose qu'ils proviennent de populations

normales. On groupe les intervalles entre les événements X, en k groupes de taille n,. ol est

la variance du k"'" groupe d'intervalles.

Hypothèses:
Ho: of = 62, =...= 6f,

H,: variance non homogène

Hoest re je téeaun iveaucrs iK>x?G- l ) ,oùK:+-X, (k -1) ,

t * 3 k - 3 1 à n  - ; l

Vi:&- l ,  -2 logL'= v logrt  - iv , logsf
i= l

'  1 + -  - , r  ,  I  n '  k
e t :  s l  = ; I ( x , i - x , ) ' ,  s t : ] I u , r , ' ,  v = I v i

vi  j= l  v  i=r  i= l

où x', est le jème intervalle du groupe i.

65

La statistique de Cramér définie parU =
s -  

t n
2

l-
J12"

(3.24)

(3.2s)
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3.4.1.7 Le spectre des intervalles - Test de tendance dans le périodogrâmme

On peut tester I'hypothèse d'homogénéité du processus (absence de,tendance dans le temps)

en utilisant l'estimateur du spectre des intervalles I"(rrro)=*lËX,ei'ol, ot n est le
L t v L r  I  i _ l  I

nombre d'intervalles.

Hvpothèses:
Ho: I"(rrlo) sont asymptotiquement indépendants et distribués selon une loi

exponentielle de moyenne * ,o'est la variance des intervalles X;)' 2 n

H,: In(rrro) présentent des tendances.

r  i  l - ( r o , )  t - ] O  - r -
Posons S=Il t" .  U- 

Ê, 
où r i  =I l"(rrr ,) ,  i :1,2,. . . ,L, L étant la part ie

entière de (n-l)12. U est alors distribuée selon une loi N(0,1) et Ho est rejetée à 5% si

lul>1.96.

3.4.2 L'indépendance des intervalles - Tests de renouvellement
3.4.2.1 La fonction d'autocorrélation

L'examen de la fonction d'autocorrélation des intervalles permet de déterminer si ces

demiers sont indépendants, donc si un processus de renouvellement est adéquat.

Hypothèses:

Ho: les intervalles sont indépendants (processus de renouvellement)

H,: les intervalles ne sont pas indépendants (le processus de renouvellement est

rejeté)

. Ï(", -x)(x*, -x)
La fonction d'autocorrélation est estimée par î, = 

" i=t" - F , o "
i=l

l n

X = l F x , .
n f i
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îr./n-J est distribuée asymptotiquement selon une loi N(0,1) et Ho est rejetée à 5Yo si

lîrJnL P1.96. Ce test est surtout valable pour un processus où la distribution des

intervalles est une loi normale.

3.4.2.2 Le périodogramme des intervalles - Tests ne dépendant pas de la distribution

Le périodogramme des intervalles normalisé peut être utilisé pour tester I'hypothèse

d'indépendance des intervalles, et donc d'un processus de renouvellement.

Hypothèses:

Ho: I"(rrlo) sont indépendants - un processus de renouvellement

Hr: I"(roo) sont dépendants - le processus de renouvellement est rejeté.

Il s'agit de vérifier I'adéquation de la loi uniforme sur (0,1) aux variables U(i) définies par
I

I l " ( r , )
U(i)=#-, i=I,2,..Lpar les test de Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson-Darling

l r ,1co,)
j=l

définis plus bas.

3.4.2.2.1 La statistique de Kolmogorov-Smirnov

Supposons qu'on ait un échantillon de taille n d'une variable aléatoire X dont la distribution

continue est F"(x). On veut tester I'adéquation d'une loi Fo donnée.

Hypothèses:

Ho: F*:Fo

H,: F**Fo

Considérons les variables U,:F"(X,), Ur:F*(Xr),...,Un:FxQq), telles que Xr< X2<...<X". U.
sont distribuées uniformément sur (0,1). Le problème est alors de tester si les points
observés u,:Fo(x,), ur:Fo(xr),...,%:Fo(\) divisent I'intervalle unitaire de façon aléatoire. On
calcule alors la statistique de Kolmogorov-Smimov Dn: max(D j, D" ) où:

67

Dt = p,?f(* - r,,", ù " ot : pp1(.,rX,) -+) (3.26)
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On rejette I'hypothèse Ho au niveau a si la valeur observée Dn est plus grande que 4," telle

que f[n" t 0","I = cr . Les valeurs de dqo sont données par des tables pour differents n et cr.

3.4.2.2.2 la statistique d'Anderson

Supposons qu'on ait un échantillon de taille n d'une variable aléatoire X dont la distribution

continue est F*(x). On veut tester I'adéquation d'une loi Fo donnée.

Hypothèses:

Ho: F*:Fo

Hr: FPeFo

La statistique d'Anderson Wj est définie par:

w2 : -r  -  :Ë {(zi  -  1) logu, + (zn-2i +t) log(l  -  u,)}
n = .

(3.27)

Sous I'hypothèse nulle Ho, cette statistique a une moyenne de 0 et une variance de 1. La

distribution asymptotique de cette statistique a été obtenue par Anderson et Darling (1952).

On rejette I'hypothèse Ho au niveau cr si la statistique calculée V( est plus grande que w],"
- -  r  "  , t 1

telle que P[*;." t W,il : o .

Les valeurs critiques des statistiques de Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson sont présentées

au tableau 3.3 pour n très grand.

Tableau 3.3: Les valeurs critiques des statistiques de K-S et d'Anderson

3.4.3 Tests du processus de Poisson
3.4.3.1 Le test conditionnel uniforme

On peut tester I'hypothèse d'un PH en utilisant les variables U,:t/T. Considérons t,, les temps

d'arrivée des événements, et supposons que le processus est PH. Étant donnés n événements

sur I'intervalle (0,T), tels que tr3t, <...Ç<L*,, Q1/T sont alors indépendants et distribués

Kolmogorov-Smimov Anderson

ct:.05 1 . 3 5 8 2.492

cr:. I t.628 3.857



Chapitre 3, Les processus ponctuels

selon une loi uniforme sur (0,1). On peut alors utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov et la

statistique d'Anderson afin de vérifier I'hypothèse d'un processus de Poisson homogène, en

examinant I'adéquation de la loi uniforme pour représenter la distribution des U,.

Hvpothèses:

Ho: U., sont indépendants distribués selon une loi uniforme sur (0,1) - un PH

H,: le PH est rejeté.

3.4.3.2 Le test d'adéquation de la loi exponentielle aux intervalles

Les intervalles X, d'un PH sont distribués selon une loi exponentielle. Le test de

Kolmogorov-Smirnov et la statistique d'Anderson peuvent être utilisés afin de vérifier cette

hypothèse.

Hypothèses:

Ho: 4 suivent une loi exponentielle - un PH

H,: le PH est rejeté.

De plus, un coefficient de variation des intervalles (le rapport de l'écart type à la moyenne)

different de 1 permet de conclure que les intervalles ne sont pas distribués selon une loi

exponentielle, dont l'écart type est égal à la moyenne.

69
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4. L'ESTIMATION
D'UN PROCESSUS

BAYÉSIENNE DE L'INTENSITÉ
DE POISSON NON HOMOCÈXN

Le processus de Poisson non homogène (PNH) est souvent utilisé pour la modélisation des

sécheresses et des étiages (North, 1981; Zelenhasic et Salvai, 1987; Chang, 1989; Madsen et

Rosbjerg, 1995). L'estimation de sa fonction d'intensité se fait habituellement par la

méthode du maximum de vraisemblance (MV) (Lewis, 1972; Kawas, 1975; North, 1981;

Konecny et Nachnebel, 1985; Nachtnebel et Konecny, 1987). Toutefois, cette méthode

d'estimation présente I'inconvénient que la forme de la fonction d'intensité doit être

postulée. Les auteurs supposent alors que la fonction d'intensité a la forme suivante:

[ q  /  \ 1  z n
À(t; = Êo expl IF, rin(irt + 00.:) l, r = -

L j=r J 365
(4.1)

Or, d'après Bernier (1981a), cette forme analytique n'est pas toujours réaliste, en hydrologie

notamment. Il propose alors d'estimer cette fonction selon une approche bayésienne semi-

paramétrique (BSP). Dans ce chapitre, nous présentons cette méthode, et nous développons

certains résultats analytiques que nous avons obtenus lorsque la structure de dépendance des

intensités moyennes est supposée circulaire. Nous décrivons ensuite la méthode du MV

ainsi que les calculs nécessaires pour obtenir les variances des estimateurs. Nous comparons

les résultats obtenus par ces deux méthodes en considérant un PNH simulé ainsi que des

données réelles de précipitation enregistrées à la station française de Bar-sur-Seine. Nous

coîrmençons par expliquer le principe de superposition qui est à la base de ces deux

méthodes d'estimation.

4.I Le principe de superposition
L'estimation bayésienne de I'intensité d'un PNH est basée sur la construction d'un processus

superposé: étant donné un processus de base PB observé pendant p périodes t (années), le

processus superposé PS est obtenu en ramenant les p flux de durées t (1 an) sur un même

intervalle de temps de durée t. La figure 4.1 illustre le concept d'un processus superposé.
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Le processus de base (PB) observé sur (0, T: pt), t: I année, d'intensité I(t)

.  P années 
t

Année I Année 2 Année p

Le processus superposé (PS ) sur (0, TS = r ), r : I année, d'intensité pî,(t)

I année

tr ti t !*' t T S

Figure 4.1:La superposition de processus

Si le processus de base PB est poissonien d'intensité l,(t), périodique de période t, alors le
processus superposé PS sera poissonien d'intensité pÀ(t). Sinon, pour p-+@, le processus PS

résultant de la superposition sera quand même poissonien (Çinlar, 1973; Bemier, 1981a).

4.2 L'estimation bayésienne de I'intensité d'un PNH
Le principe fondamental de la statistique bayésienne est formulé par Bernier (198lb) comme

suit:

Toutes les données nécessaires pour porter un jugement opérationnel sur un
paramètre 0 sont contenues dans B,(0) la densité de probabilité a posteriori de 0:

P"(e) = - r(Yle)b(o)
" 

J f(/e)b(e)de
(4.2)

o

où b(0) est la densité a priori de 0. Cette densité a priori est estimée préalablement à

et indépendamment de la prise en compte des observations y.

(/g) est la densité conditionnelle des observations. Elle est identique à la vraisemblance de

l'échantillon L(n,O).
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La fonction de vraisemblance

Nous commençons par présenter la fonction de waisemblance de l'échantillon, L(n,Â).

Considérons f intervalle [0,t]* séparé en K intervalles disjoints de longueur Â, tels que

I A, = r . Soit t, = + Jl,(u)au, l'intensité moyenne sur 4,, où l.(u) est l'intensité du
.  a i ^ i

processus de base PB.

Soit n, le nombre d'événements superposés sur Â,. Chaque q suit indépendamment des autres

nj une loi de Poisson de paramètre p),i telle que la vraisemblance conjointe pour les K

intervalles s'écrit:

r,(n,À) -.,.0(- 
Ërt,)US-, A = (r,,t,,..,t*) (4.3)

Posons 0,: Log (pli), et c une constante ne dépendant pas des 0'. Nous avons alors:

( r c r \
L(n,@) - """n[- 

]exn(o' 
). 

?"'e,.,J
(4.4)

L'estimation de i,(u) revient à estimer @:(0,,0r,...,0*). Dans ce travail, nous développons la

méthode d'estimation pour une matrice de covariance V circulaire (définie dans 4.2.1), et

nous appliquons c.ette approche à I'estimation de I'intensité dans les deux cas: la moyenne de

@, É:0r,, $2...,;1), connue et inconnue. Les hypothèses que nous posons sont développées

à la section 4.2.1.

4.2.1 Les hypothèses
L'estimation de @ :(0r, 02,..., 0) se fera selon I'approche bayésienne décrite dans Bernier

(l98la), basée sur les travaux de Leonard (1973,1978) qui propose d'estimer les 0' par les

valeurs modales de la distribution a posteriori B,(@). Les 0, sont alors la solution du

aB"(@)
système 

i f i -=0oi :1. .K.
Hypothèse 1: normalité de la densité a priori des paramètres 0,

Nous supposons que b(@) suit une loi N(É,V), où C:V est I'inverse de la matrice de

variance-covariance des 0,. La loi b(@) est donnée par:



74 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

*o(- it'- r)'.('- *D
b(@) = r (4.5)

où r est une constante. Une conséquence de cette hypothèse est que la densité a posteriori

B,(@) est:
( x K . \

P"(o)= sexn[ f  exp(o,,.  
Tn,e,J 

* b(@) (4.6)

Jd"ry)

où la constante s est choisie telle que Jg"{e;ae : t .
o

Hypothèse 2: modèle de dépendance circulaire

Afin d'estimer les valeurs de 0,, la matrice V doit être spécifiée pour tenir compte de la

structure de dépendance des 0,. Pour I'application aux processus périodiques, une hypothèse

naturelle est de choisir la distribution des 0, circulaire, c'est-à-dire, qu'il existe une

dépendance directe entre 0* et 0, en plus de la conélation d'ordre I entre 0, et 0,*,, i:1,K-1.

Posons gi : Oi-pi. Un modèle compatible avec I'hypothèse de dépendance circulaire est

(Bernier, 1981a):

*  = u(9, - ,  +  Q, . , )+ e,  ,  i :2 , . .K- l  (4-7)

g ,  = a ( g .  + q r ) * 1 1 ,  g r  = a ( e r - r  + g , ) + r *

où les K variables €i sont des variables aléatoires indépendantes normales d'espérance nulle

et de variance o2 constante. Posons h:l/o' ', @:[q,, g 2,.., e *], E:[e,,e 2,..,8rcf . Il faut alors

estimer a et h afin de connaître 0,.

Notre approche diffère de celle de Vernos (1982) qui a utilisé cette méthode d'estimation

afin d'estimer I'intensité d'un processus d'occurrence de crue. Il a supposé que V possédait

la propriété suivante: v,, = y2plj-'|, -1.p.1.

Hypothèse 3: p est connue

On suppose que la moyenne a priori de @, É:(!r,, pz...,FJ est connue.

Hypothèse 3': p est inconnue

On suppose que la moyenne a priori de @, É :(p,, lLz..'F) est inconnue, et que p,:po, où la

loi a priori de po est N(m,v2). Les hypothèses 3 et 3' sont mutuellement exclusives.
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Hypothèse 4: indépendance de a et de h et leurs densités

On suppose que a et h sont indépendants et que leurs densités a priori sont non informatives,

c'est-à-dire qu'elles ne contiennent pas d'information sur a et h, telles que b(alh):l et

b(h):l/h (Berger, 1985). Notons que ces lois sont impropres.

4.2.2 La méthodologie et lralgorithme d'estimation

La méthodologie d'estimation suivie s'appuie sur les étapes de calcul suivantes:

l. spécifier la matrice de variance-covariance V, et sa matrice inverse C;

2. estimer a,h, et @ lorsque p est connue; et

2'. estimer a, h, et @ lorsque p est inconnue.

Ces étapes sont décrites dans les paragraphes qui suivent.

Étape L: matrice de variance-covariance V

Il s'agit en premier lieu de spécifier V, la matrice de variance-covariance du système

gi:a(gi-ri gi*r)*ri, ainsi que son déterminant et sa matrice inverse C. Le système d'équations

(4.7) implique que:

Var(<p,):Vo, et que Cov(tp,, gi*:,oaJ:V;, Vi, Vj ii:l..f.

L'annexe 1 présente les calculs menant à la matrice V et à C:h*A2 où:

2az + l
- 2 a

a'

0

0

;

a'
- 2 a

- 2 a

2az + l
- 2 a

at

0

;

a'

- 2 a

a'

0

0

a'
- 2 a

2a2 +1

(4.8)

(4.e)
A t =

a ' 0
- 2 a  a '

2a2 +1 -2a

- 2 a

at

0 a 2

. 0

0 .

0 a 2

. 0

.  -2a

-2a 2a2 + l

a '  -2a

0

0

at

;

0

a'

0
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Le déterminant de la matrice V est (annexe 1):

det(V) - 
I

det(C) 
- 

hKldet A;2
(4.10)

et la densité a posteriori correspondante B"(a,h, @) est:

pn(a, h, @) "c b(@ la,h)* b(alh)* b(h) *L(n, @) (4.13)

où b(@ la,h) est la loi normale multivariée de moyenne È : (Fr, pz...,Fr. ) connue et de

matrice de variance-covariance V. Ceci implique que b(<D la,h) suit une loi N(0,V), où Q est

une constante et C:V-r:

(4 .1 l )

Étape 2: estimation de a, h, et @ lorsque I est connue
Nous développons dans cette section les estimateurs de a, h, et @ lorsque I est connue.

Suite aux hypothèses 1,2 et 3, la densité coniointe a priori bn(a, h, @) de a, h, et @ lorsque I
connue est:

bn(a, h, @) "c b(@ la,h)* b(alh)* b(h) (4.r2)

et que la densité a posteriori de (D est:

F"(a, h, <D).c b(<D,la,h;1"*ot'- iexp(ei + pr)*in,(,p, * rr, i (4.15)
h \ , _ , ' i î )

Afin d'estimer 0, par la solution a" 90Ja'h' ot 
a solution O" 4#9 = 0, et

h par ra sorution.. 

,J;Ë 

= "T;-'. ::;at suivanr (vemos, te82):

oùdet(A)={-ru..li[t*zu.o,(s"))-rufr(r*r""",(-*"_J)]

(4.r4)
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La coordonnée en 0, du mode conjoint de (0r,0) est égale à la valeur du mode de la

distribution conditionnelle de 0, pour Ùrfixé égal à la valeur en 0, du mode conjoint.

Étape 2.1: estimation de @

Les estimat"*, ô, sont les solutions dr 
ôÊ"(â'h'/t\

r système :ËÏ = 0, pour a et h fixés , ce qui

correspond au système: (Bemier, 1981a)
K

.6' = ,r,I ôu1ô, - u;)
j=1

Une approximation linéaire de la solution itérative de (a.16) à l'étape r est:

eôr*' _ .or[r + [ô1., 
_ ô;]]

ce qui donne en reportant (4.16) dans (4.17):

("ôi + e)ô1.' + I ô;ô1.' = "u'(ô; -t)* n, * iô;*,
J+t J=t

Le système d'équations (4.18) doit alors être résolu itérativement afin d'obtenir ô, .

Étape 2.2: estimation de a et de h

Posons W: det (A); nous avons alors det (V):h*W-2, et'

(4.16)

(4.r7)

(4.18)

l r \

Ê,(a, h, *, .. *1[- 
il'l*J

hJdet$/)

où <p, correspond à g;,no6 6 et:

=0,(a, h, to) æ *o(- j.'"r)nT-'* (o.tn)

(4.20)
, l( K \ r r I

@orco = nl l{za'+t)Iqî l-o"Is;ei*r +2a'\eie,. ,  I
L \  É  

' )  j = r  j = r  ' '  I
Posons P:(@rCO)/h; nous avons alors:
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Ê"(a, h, oy * e*p(- 9ni-'* (4.2r)

L'estimation de h pour a et (D fixés est obtenue par:

ap"(â,h,ô) _K-2(,+ ̂ _^( _ltlwl _!(nT f hÊ'\ " ")
ah 

= 
,  [n"*P[  2)  )  2\  

"*P[  
T)*)

où Ê = 
[[,r^' 

. ,)à r?) - +ai ô,ô,. , + 2à2â r,r",] 
(4'22)

et û = {- ru- . n(' * 2â*{g) - ru'Ti [' * ru*,(-*" - J)]
ô8, (â. h. o)" ' \ '  '  '  - f i  a f W * 0 , h + 0 i m p l i q u e n t q u e :

ô h  

- v r  v r

Ê: g.n)

l l<ru' + l)I0i I - aâI,0:,î,., + 2à2I0,0,., 1
L\ j=l / j=t j=t I

L'estimation de a pour h et (D fixés est donnée par:

ôF"(qh, ô) = f*[_ É"-.f_ E) -l] .Gy"*p[,_ +l +lô^ 
=LA[-t"*p[- 

2 )* )] \  \  '-) ô^ ) (4.24)
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r ' [ . + ^  *  s ^ ^  I  a w-;l+^Lq', - aZôiôi., + aa\Q:,î:., l* ï: o
'L  j= t  i=r  j=r  )  oa

Cette dernière équation doit être résolue pour a.

Étape 2.2': estimation de a, h, et @ lorsque I est inconnue

Lorsqu'on suppose p inconnue, la densité conjointe a priori est:

bn(a, h, @,po) "c b(@ la,h, po)* b(alh, pJ* b(hl po) *b(po)

et la densité a posteriori correspondante pn(a,h, @, po) est:

p"(a,h, @ ,po) æ b(@ la,h, [ro)* b(alh, pJ* b(hl po) *b(po)

Les valeurs modales ô, pour a, h, et po fixés, sont

ôB G.tr" O".ol
æ ,

(4.2s)

(4.26)

(4.27)

les solutions du système

L'estimateur de po tel que donné par la solution modale o. 
ôÊ"(â'-h'@'po) 

= 0, t'-+ æ est à
oVo

l'étape r (Bernier, 1981a):

K

Iôlô1.' K K K K

û l * r : - '==- ,  oùC,  = IC, : ,C ;  = ICû,  C. : I  IC i j  g .2B)
C j=1 i=r j=r j=l

En reportant l'équation (4.28) dans l'équation (4.18), on obtient pour a, h et po fixés:

f"u, * ô:ôlrel'-lu,.'.Ig+3'ô.*, -"ur(ôi -r)+n, (4.2s)
L  c :  l '  , u  c '  r  \

les estimateurs de h et de a sont donnés par les équations (4.23) et (4.25).
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L' algorithme d'estimation

L'algorithme d'estimation selon I'approche bayésienne semi-paramétrique de la fonction

d'intensité présenté sur la figure 4.2 se rapporte aux étapes 2 et2':

I. Initialiser @ (et 1to pour le cas où p est inconnue)

2. À l'étape'r:

a- calculer ôi = ôl - ûô

b. Résoudre l'équation (4.25) suivante pour obtenir à' :

r (  K  K  r  )  ^ r r /
- i l  o"Iô1 -+lô,ôi. ,  ++af.D;ô,.,  l**=0,2 [  F ' � ' �  F " " - )  d a

c. Obtenir È' par l'équation ft.23) suivante:
K - 2

h t =

(2à2 +r)Ioî - +a) ô1ô,.' + zà216 $ yz
j=l j=l j=l

d. calculer Ô' = ûÂ2

e. Si pest connue, résoudre le système d'équation (4'18) suivant:
K

("u' *el)ol. '  +)ô;ô1.' ='ôr(ôi -r)+ n; .àulu,

e'. Si p est inconnue, résoudre le système d'équation (4.29) suivant:

(  *  ô ' ô l  - ô l ' \  
A t A r  A t 2

I eui +:=:{---:.r- lôr.' + 2 
' '+- -, 

ôi' = "ol(e; - r)+ n,
\ C : ) F C '

et calculer frT' po, l'équation (4.28) suivante:

Ie lol.'
K  K  K K

Ot.t = -:=!, , où Ci. = 
àau, 

C.t = 
àC,:, 

t- = 
àrl"u

3. Répéter I et 2 jusqu'à ce que l'estimation soit jugée satisfaisante.

Figure 4.2:L'algorithme d'estimation BSP de la fonction d'intensité d'un PNH
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4.2.3 Quantification de I'incertitude sur lf intensité estimée par la méthode
BSP

Variance de ô,

Sous certaines conditions de dérivabilité de b(@) et de L(n,@) (fonctions positives et deux

fois dérivables, Berger, 1985), la loi a posteriori B" de @ est approximativement
|  ^  r ^  r - l \

N[O, [11n;l 
') 

, où les éléments (ij) de I(n), la matrice d'information de Fisher, sont définis

par:

îu{,,; : 
t d;rog(qn,or],=. (4.30)

Nous avons donc:

Î,,(t): exp(-ô,), Î,,(t) = 0, i * j,et var(ô,) = exp(-ô,)

â
Variance de À,

: 3

La matrice d'information de Fisher de 1", , I*( À, ), est obtenue

Puisque 0,:h( 1", ):log(p I, ) nous avons (Lehman, 1983):

I * (À, ) = I(h(Ir )Xh'(À, )) '
a â n

= I * (I,) : exP(log(PÀ') )(-!)'
PÀi

( " ,
' l

Â  ^ l  D  I=â I *(I,) = exp(o,)l 
ËGi I

l P - l\ p )
3 p '

+ I * ( I ' )= ; r (â j

â -  - - ,  .?.  exp(ô')  -  Î ,'+ var(À, ) = I *-' (1,) =' p - p

(4 .31)

partir de celle de 0,.

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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4.3 Méthode du maximum de vraisemblance
Nous présentons maintenant la méthode du maximum de vraisemblance (MV) pour

I'estimation de la fonction d'intensité À(t) d'un PNH. Considérons la fonction d'intensité
2nt

l,(t;: l"exp(ksin(# +0)) d'un PNH défini par les temps d'occurrence î = (t,t2,...,tn)
JO)

sur I'horizon (0,T). Nous voulons estimer les paramètres, À, k, et 0 par la méthode du MV.

Cette méthode consiste à optimiser la fonction de vraisemblance suivante (Lewis, 1972):

L(tj, I, k, 0): ;1r.1,,;""n[- i^,'r") (4.37)

L(tj, À, k, 0) : 
ç^*o[0,''(*. 

r)) *r[- 
i^*o(*,*(#. 

r)).")

(4.38)

Maximiser L(tj, r, k, 0) revient à maximiser LL(t,, À, k, e) : log(L(t,, r, k, e)) telle que:

LL(ti,l., k, e) : n rn(î.). i o,*[ *.t) 
- ̂ i"*(-'*(#. t))*

(4.3e)

Les estimateurs sont alors (voir annexe 1):

)," -

J*'(*.''(#.u))*
(4.40)

o =,*-'(f,) ,4= i "o , ( * ) ,e t  B=â ' t [ * ) (4.4r)

et ûest la solution de l'équation suivante:

1 p* ;  I , (k)- { A ' * B '  =
n Io(k)

(4.42)
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où: ro(k) = 
i*o(t,-(#. 

r))*

r,(k) = W = i*o(t,r"(#. u))'*(# * ô)a"

(4.43)

(4.44)

4.3.1 Quantification de I'incertitude sur lintensité estimée par la méthode

du MV

Posons F=(p,,pz,p:) où pr =?',pz =k,pr =0. La loi asymptotique des estimateurs du

MV, ô:(Î,  Ê, ô) est approximativement N(Ê,Î- ') ,où les éléments (r,s) ae Î( i , t<,ô)
T ^ - 1

^  |  A z  ,  r l

sont: Î.. = | 
-;:;tog((t,,F)) 

| (Lehman, 1983). La matrice de variance-covariance de-  
L d P , c P ,  

\  J ' l p = ô

Ë:(i, Ê, ô ; est Î-' (i,Ê,ô; t"tte que présentée à I'annexe l.

La variance ae Î1t; = Î.*p(k sin(T+ô)) est var(Î(t)) :I-'r,,*(Ë) tette que présentée à
JO)

I'annexe l.

4.4 Applications
Nous commençons par comparer à la section 4.4.l,les méthodes d'estimation BSP et du MV

snr un PNH généré par simulation selon I'algorithme de Ross (1990) décrit à I'annexe 4-Par

la suite, nous comparons ces méthodes sur des données réelles de précipitation enregistrées

sur la station française Bar-sur-Seine (4.4.2). Nous procéderons selon les deux hypothèses 3

et 3', c'est-à-dire, pour les cas où [ est connue et p est inconnue.

La comparaison sur un processus simulé fournit une évaluation plus juste des méthodes, car

les données simulées proviennent exactement par définition d'un PNH, ce qui n'est pas

nécessairement le cas des données observées, pour lesquelles le PNH est au mieux un

modèle approximatif.
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4.4.1 Méthode BSP appliquée à un processus simulé

La fonction d'intensité du PNH simulé utilisée pour l'étude est la suivante:

l.(t) =. 61 "xpfz sinlr,rt + 1)], rrr - 
L tL
36s G'4s)

Cette fonction est présentée sur la fisure 4.3.

À(t)

0.01

200 250
t: jour

Figure 4.3:La fonction d'intensité réelle

Le PNH est généré pour des périodes d'observation égales à 15 ans et à 55 ans, ce qui

correspond à 130 et à 460 événements respectivement. Les algorithmes de génération et

d'estimation pour I connue et I inconnue sont programmés en MAPLE.

Cas où [ est connue

Dans ce cas, tous les 0, sont initialisés à la même valeur correspondant au log du nombre

moyen d'événements observés sur I'horizon de génération du processus (15 ans ou 55 ans);

pr, est fixée égale à sa waie valeur, c'est-à-dire Que t-ri = 
* J^,ardt, où À(t) est la fonction
A i  

^ i

d'intensité réelle de l'équation (4.45), et où A, correspond à I'intervalle i. Les figures 4.4 et

4.5 présentent la comparaison entre la fonction d'intensité réelle et la fonction d'intensité

estimée en utilisant une discrétisation de I'année en 12 et 26 intervalles, et ce à partir de 15

ans et de 55 ans d'observations, pour É connue.
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Discretisation
+ 26 intervalles
* 12 intervalles

l.(t)

150 200 250
t = jour

Figure 4.4: Comparaison de la fonction d'intensité réelle et son estimation bayésienne,

période de génération 15 ans, É connue

0.08

0

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0
0 50 100 150 200 250 300 350 400

1 = jour

Figure 4.5: Comparaison de la fonction d'intensité réelle et son estimation bayésienne,
période de génération 55 ans, È connue

100

r(t)

Discrétisation
+ 26 intervalles
* 12 intervalles
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Cas où [ est inconnue

Dans ce cas, 0, est initialisé au log du nombre d'événements observés sur I'intervalle i ou à 0;

m, la moyenne a priori de po, est égale au log du nombre moyen d'événements observés. Les

figures 4.6 et 4.7 présentent la comparaison entre la fonction d'intensité réelle et la fonction

d'intensité estimée en utilisant une discrétisation de I'année en 12 et 26 intewalles. et ce à
partir de 15 ans et de 55 ans d'observations, pour É inconnue.

o 50 1oo lso 
tlo,I"' 

'uo 3oo 3so 4oo

Figure 4.6: Comparaison de la fonction d'intensité réelle et son estimation bayésienne,
période de génération 15 ans, É inconnue

o 50 1oo 150 
r'=orIu, 

tuo 3oo 3so 4oo

Figure 4.7: Comparaison de la fonction d'intensité réelle et son estimation bayésienne,
période de génération 55 ans, É inconnue

Discrétisation
+ 26 interyalles
* I 2 intewalles

Discréti sation
+ 26 intervalles
* 12 intervalles
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4.4.2 Comparaison de la méthode du MV et la méthode BSP, I inconnueo

pour les précipitations sur Bar-sur-Seine

Les deux méthodes d'estimation sont comparées en utilisant le processus d'occurrence des

précipitations enregistrées sur la station française de Bar-sur-Seine présentées au chapitre 3,

et pour lesquelles 27 awÉes de données joumalières sont disponibles. Puisqu'on ne peut

connaître avec certitude le processus sous-jacent, on suppose que dans le cas du BSP, I est

inconnue. Les résultats de I'estimation par le MV sont présentés au tableau 4.1.

î varlÎ; Ê var(k) e var(O )

.44 4x10-5 .05 4.8x10{ 1 .56 . 1 8

Tableau 4.1: Les estimateurs du MV pour les précipitations

La fonction d'intensité estimée est donc Î1t;=.44.*o(.OSsin(ff+156)). En utilisant le

résultat de I'annexe 4 nous avons:

var(I (t)):
-11828.2

(exp(-tsin(cot+e;))'(-2.6510-10-.001Îsin(rot+0)+10-6À1Êsin(rot+0)cos(cot+0)-10-'ÎÊcoslcot+el)

(4.46)
) n

où co:  3 ! - ,1 . r I . .365
4ô)

Les calculs montrent que pour t :1 ...365, var( Î (t)) est comprise entre .000041 et .000049.

On peut donc dire que cette variance est constante autour de 4x10-5. Les résultats de

I'estimation par le MV sont présentés sur la figure 4.8.

La méthode BSP avec I inconnue est ensuite utilisée pour estimer la fonction d'intensité du

processus de précipitations sur Bar-sur-Seine. L'année est découpée en 12 et en 30

intervalles. Dans les deux cas, la variance ae Î, est à peu près constante à .016. Les résultats

sont présentés sur les figures 4.9 et 4.10.
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Figure 4.8: Estimateur MV de I'intensité des précipitations (Bar-sur-Seine)
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Figure 4.9: Estimateur
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t=jour

B SP de I'intensité des précipitations (B ar- sur- S e ine), 12 intervalles



Chapitre 4, L'estimation bayésienne de I'intensité d'un processus de Poisson non homogène 89

* Estimateur bayésien
(30 intervalles)

Intenalle do confiance
de l 'estimateur bayésien

M V

300 350 400

Figure 4.10: Estimateur BSP de I'intensité des précipitations (Bar-sur-Seine), 30 intervalles

4.5 Discussion
4.5.1 Processus simulé
D'après les figures 4.4 à 4.7 qui présentent les estimateurs par la méthode BSP et la fonction

d'intensité réelle, il apparaît que la performance de cette méthode est satisfaisante. En

comparant les figures 4.4 et 4.6, 4.5 et 4.7, on vérifie que l'estimation est légèrement

meilleure lorsque I est supposée connue. De plus, il n'est pas surprenant de constater que

I'estimation est meilleure lorsqu'on dispose de 55 ans d'observations plutôt que de 15 ans.

Les résultats obtenus ont montré que les deux approches convergent après quatre à cinq

itérations. De plus, nous avons remarqué que les méthodes d'estimation sont peu sensibles

aux valeurs initiales de É (po, pour É inconnue). Quant à la discrétisation, I'utilisation de

26 intewalles ne conduit pas nécessairement à une meilleure estimation que 12 intervalles,

ce qui est probablement dû au faible nombre d'événements par intervalle, lorsque l'année est

divisée en26 intervalles. Le tableau 4.2 présente les variances moyennes des estimateurs de
Â
1,, . Ni le nombre d'intervalles considéré, ni I'hypothèse de la connaissance de la moyenne ne

semblent avoir d'incidence majeure sur la variance de I'estimateur. Par contre, la longueur de

la période de simulation a une influence très significative.

â
r i

a

Variance moyenne de 1,, par la méthode bayésienne

15 ans

p connue p rnconnue

12 intervalles 26 intervalles l2 intervalles 26 intervalles
1.5 xl0- ' 1.5 xl0- ' 1.4 xl0- ' 1.0 x10- '

55 ans 4. lx l0* 4 . lx l0* 3.8x10-o 3.8x10-"

Tableau 4.2:Les variances movennes de
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4.5.2 Processus de précipitations (Bar-sur-Seine)
La comparaison de la méthode du MV et de la méthode BSP sur les données réelles de

précipitations sur la station Bar-sur-Seine est moins aisée que pour le processus simulé, car

I'hypothèse d'un PNH peut ne pas être exacte. D'après les figures 4.8 à 4.10, on voit que la

méthode du MV donne une intensité presque constante autour de .44 tandis que la méthode

BSP est beaucoup moins lisse et reflète davantage le nombre d'événements observé. On

constate encore une fois pour I'estimation par la méthode BSP que le nombre d'intervalles

n'a pas tellement d'importance sur les résultats. La variance du MV (4x10{) est beaucoup

plus faible que celle de la méthode BSP (1.6x104). Cette difference dans les variances des

deux estimateurs peut paraître surprenante. Toutefois elle s'explique par le fait que

I'estimateur du MV ne contient pas d'incertitude sur le modèle, puisqu'on estime les

paramètres du modèle postulé et donc connu (la forme paramétrée de l"(t)). Dans ce cas,

I'incertitude provient principalement des données. Tandis que dans le cas de I'estimateur du

BSP, on doit tenir compte et de I'incertitude sur le modèle et de I'incertitude sur les données.

On ne compare donc pas deux méthodes d'estimation differentes mais bel et bien deux

modèles differents.

4.5.3 Conclusions
En conclusion, I'avantage principal de la méthode BSP, par rapport à la méthode du MV,

est qu'il n'est pas nécessaire de supposer, a priori, une forme complètement paramétrée de la

fonction d'intensité. Par contre, cette approche présente le désavantage d'avoir à découper le

temps en intervalles, n'estimant ainsi que des valeurs moyennes d'intensité. Son avantage
(  r t \

â "*pl/n,)
par rapport à la méthode conventionnelle non paramétrique où À, = -î- et

:-
ua4Î,) = ! concerne le cas où il y a des données manquantes, c'est-à-dire lorsque le

p

nombre d'événements est 0 pour un intervalle donné. Pour ce qui a trait à l'évaluation par

simulation de cette méthode, la répétition de I'expérience (réplicats) permettrait d'avoir une

idée de I'erreur d'échantillonnage, et un critère de proximité entre la fonction d'intensité

estimée et la courbe théorique serait utile pour étudier avec plus de rigueur I'impact du choix

des valeurs initiales et du nombre d'intervalles.



5. MÉTHODOLOGIE
D'ÉVALUATION DES

DE CONSTRUCTION ET
MODÈLES D'OCCURRENCE

Nous avons présenté au chapitre 4 une méthode d'estimation de I'intensité d'un PNH.
L'estimation, bien qu'importante, n'est qu'un aspect de la modélisation d'une série
d'événements. Nous développons dans ce chapitre la méthodologie globale que nous avons
suivie afin de construire et d'évaluer des modèles d'occurrence d'étiage et de surplus.

Une série d'événements est définie par les temps d'occurrence des événements et modélisée
par un processus ponctuel qui préserve les caractéristiques statistiques des données
observées. Afin d'obtenir ce modèle, on doit bien identifier le type d'événement dont on veut
modéliser I'occurrence, choisir un type de processus ponctuel, une fonction d'intensité, en
estimer les paramètres, et vérifier I'adéquation du modèle construit. Toutefois, il est
important de se rappeler que ce modèle n'est qu'une abstraction mathématique qui vise à
donner une approximation et qu'il ne décrit pas nécessairement le mécanisme physique sous-
jacent. Le but est d'obtenir un modèle représentatif, mais assez simple (parcimonieux et
facile à estimer) pour permettre I'analyse de systèmes dépendant du processus physique.

Le choix de méthodes statistiques pour évaluer les processus ponctuels complexes est
restreint à cause de la diffrculté de calcul des propriétés théoriques. La discrimination
empirique entre divers processus proposés peut s'avérer difficile lorsque leurs réalisations
sont semblables. Au lieu de baser notre choix sur des tests spécifiques, nous tendrons à
favoriser un type de processus qui aura les propriétés observées dans les données, qui sera le
plus parcimonieux et le plus simple à construire, et qui aura une justification théorique
suffisante. Nous vérifierons ensuite I'adéquation de ce processus par des tests statistiques et
nous effectuerons une analyse de sensibilité. La méthodologie suivie dans ce travail est
présentée autableau 5.1 et décrite dans ce qui suit.

Il est très important de souligner que la discussion aux chapitres 3 et 4 a porté sur les
processus ponctuels d'un seul type d'événement, et que dans ce qui suit, nous considérons
deux types d'événements: étiage et surplus.
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tapes de la modélisation d'une série d'événements

I. La définition d'un événement;

2. Le choix du type de processus et le choix de lafonction d'intensité;

3. L'estimation des paramètres de l'intensité, à partir des données qu'on veut modéliser;

4. La vérffication par des tests statistiques de l'adéquation du modèle atn données;

5. L'analyse de sensibilité.

Tableau 5.1: Étapes de la modélisation d'une série d'événements

5.1 La défïnition des événements
La première étape de I'analyse d'une série d'événements est I'identification et la définition de

l'événement en question. Nous avons dans le cadre de cette étude deux types d'événements

définis à partir du débit journalier et d'un seuil xo: l'événement de type surplus (1) est la

rupture de l'état de surplus (passage d'au-dessus du seuil en dessous du seuil), et l'événement

de type étiage (2) est la rupture de l'état d'étiage (passage d'en dessous du seuil au-dessus du

seuil). L'événement de type i,i:1,2 correspond donc à la sortie de l'état i, et à I'entrée dans

l'état k, i*k. x] est le jè" temps de séjour (durée) dans l'état i. t] est le temps d'arrivée du

jè'" événement de type i. Les temps d'occurrence des événements tl, t?, ttr, tl,.-.,ttt, tl,

définissent le processus alterné de surplus et d'étiage. Ce processus, illustré sur la figure 5.1,

est défini d'une manière équivalente par les durées dans chaque état: x21, Xrr' *r, *tr,..., *,

" t j '

Quant au seuil xo, celui-ci dépend de I'usage envisagé. I1 ne peut être défini d'une façon

absolue: il convient donc, pour les buts de cette étude de construire plusieurs séries

d'événements à partir de divers seuils. Nous utilisons en pratique deux seuils: le 25è*"

quantile, et le 10è'" quantile, c'est-à-dire, les débits dépassés 75oÂ et 90%o ùt temps

respectivement. À noter que nous utilisons aussi bien le terme étiage que le terme déficit.
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L t, to \;.
t2t tt, lr, ti

tt, Premier temps d'occurenee de l'événement I

t2, Premier temps d'occuruence de l'événement 2

tt, Deutcième temps d'occurrence de l'événement l

t2, Deuxième temps d'occurrence de l'événenent 2

tt, jème temps d'occurrence de l'évënement I

t, ième temps d'occutence de l'événement 2

xi, : jème durée dans l'état i
Événement i : sortie de l'état i: i = l. 2

Figure 5.1: Définition des temps d'occurrence des événements

Cette approche pour définir un événement ne permet pas de tenir compte des erreurs de

mesure associées aux données. On observe ainsi un grand nombre d'événements qui

génèrent des durées d'un jour, et dont l'écart du débit par rapport au seuil est très faible et

même zéro. Afin de pallier cette situation, nous acceptons comme événement les

changements d'état dont l'écart du débit par rapport au seuil est d'au moins 10olo.

5.2 La définition du processus alterné
L'existence de deux types de processus (surplus et étiages) qui alternent, peut être envisagée

de deux façons:

. nous avons un processus alterné de surplus et d'étiage défini par les temps

d 'occur rence t l ,  t f  , t ' r , t t r , . . . ,11 ,  t l  oupar lesduréesX21,Xr1 , * r ,x t r , . . . , x2 i ,

x1,. Il est composé de deux processus qui alternent, PAk k:1,2. Ces processus

t",
tr,

t t

t"

t r =
l . :

q =
t o =

2i-l

T , .  :
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sont définis par leurs durées respectives x\ (figure 5.2). La fonction

d'intensité correspondant au taux de rupture de l'état k est pk(t, H, ) . Elle est

conditionnelle à ce qu'on soit dans l'état k au temps t; ou

o nous avons deux processus ponctuels séparés:

* le processus de rupture des surplus Pt, défini par les temps
d'occurrence de l'événement 1, tl, tl, tl etc., et les intervalles entre

ces événements zl , z|r, etc. (figure 5.3); et

*, le processus de rupture des étiages P', défini pil, les temps
d'occurrence de l'événement 2, t?, t), t2, etc., et les intervalles entre

ces événements z! , z?r, etc. (figure 5.4).

Le processus al terné de surplus et  d 'ét iage composé du
processus de surplus PAI et  du processus d'ét iage PA2

\o

Figure 5.2:Le processus altemé de surplus et d'étiage

I  Surp lus  ( l )  PAr

ff i  Étiug" (2)PAz
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\()

Le processus de type 1 Pr

ot État surplus I

État etiagez

ttz tt,

Figure 5.3: Le processus de type I (rupture de l'état surplus)

Le processus de type2P2

État surplus 1

i Étatétiagel

ô f l r

' |  . :  - z  )

t2.'

t t ,

\q)

Pl c2

Figure 5.4:Le processus de type 2 (rupture de l'état étiage)

L'intensité du processus d'un seul type Pk correspondant au taux d'occurrence d'une rupture

de type k est pl(t,Ht). Elle est reliée à I'intensité conditionnelle pu1t,H,)par:

^ k r .  r ^  p l ( t , H , )
p*(t, H, ) = 

îËut 
(North, 1981), où p\0 est la probabilité d'être dans l'état k.

Nous adoptons dans ce travail la première approche qui consiste à définir un modèle pour le

processus alterné à partir des modèles des processus PAk. Le but de la modélisation de la

série d'étiage et de surplus par un processus alterné est d'obtenir:
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o la loi de Nf , le nombre d'événements de type k dans (0,t];ou d'une façon

équivalente,

o la loi du temps de séjour Xf dans l'état k, k+i car:

P[(Ni.. - Ni) > olr = t;] : efxi < "lr = t;] (5.  1)

où T est I'instant du dernier événement.

Afin d'obtenir ce modèle, on doit (tableau 5.2):

. spécifier si le processus alterné est composé de deux processus PAk de

Poisson non homogène (PNH), de renouvellement non homogène (RNH), de

Poisson non homogène conditionnel (PNHC), ou de tout autre

type/combinaison de processus ponctuels; et

. spécifier la forme de I'intensité du processus d'événements de type k,
pk(t;H,), telle que P[l événement de type k en (t, t+At] lprocessus est en

l'état i au temps t, k+i]: pult; H,; At.

Étapes de la définition du processus alterné

I. Le choix des types de processus ponctuel de PAt et PAz;

2. Le choix des fonctions d'intensité pt (t,Ht) et p2A,Hù.

Tableau 5.2: Etapes de la définition du processus alterné

Dans ce qui suit, nous décrivons les types de processus ponctuels qui sont appliqués et
évalués dans le cadre de ce travail.

5.2.1 Le processus de Poisson non homogène (PNH)

Le modèle PNH est le plus simple qu'on puisse imaginer pour des séries d'événements non
homogènes. Il a été utilisé par North (1981) afin de modéliser I'occurrence des événements
de rupture des étiages et des surplus. Il est sans mémoire, et il suppose que les événements
sont indépendants. Afin de tenir compte des saisonnalités, North (1981) propose f intensité
pk(t;H;:1t'(t), k: 1,2 suivante:
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rklt; = e"plpu + Ko sin(r,rt +ek)],, = 
#

On a alors:

,[(N:.. - Ni)] = r - "*n[-'Ï^-,",u,]

Le tableau 5.3 présente les hypothèses pour I'application d'un PNH.

Les hypothèses pour I'application d'un PNH

l. Absence de mémoire;

2. Indépendance des événements;

3. Les intensités sont périodiques;

4. Lesfonctions d'intensité ont laforme suivante, k:I,2:

pk(t;Ht) : l.k(t) = explpu + Ku sin(rot + ek)] , ': #

Tableau 5.3: Les hypothèses pour I'application d'un PNH

Une clarification quant à la définition d'un processus altemé s'impose: un processus de

Poisson alterné ne veut pas dire que Pr et P2 sont des processus de Poisson mais que PAt et

PA2 le sont. Les durées xl et xl de PAr et PA2, correspondent aux durées de deux processus

de Poisson dont les fonctions d'intensité sont respectivement ll1t; et 1,21t;. te processus Pr

dont I'intensité est ft (t) (P' d'intensité l,'.(t) ) ne peut être poissonien car les intervalles entre

les événements de type I (2) trpl-tl.; ((yrl), ne suivent pas une loi exponentielle puisqu'ils

correspondent à la somme de deux variables aléatoires x1.;*1*x2; (xti*1+x1*r).

5.2.2 Le processus de renouvellement non homogène (RNH)

Ce modèle est un peu plus complexe que le précédent, car il tient compte d'une mémoire

limitée. ll a été utilisé par North (19S1) afin de modéliser les étiages et les surplus. Il

suppose que I'occurrence d'un événement au temps t dépend non seulement de t mais aussi

du temps écoulé x : t-u depuis le demier événement (au temps u). On a alors, si le dernier

événement est de type i*k:

(s.2)

(s.3)

o[(l,i.. - Ni)u - .,] = t - *o[- 
"Jr-,, 

- u,t)dt] (5.4)
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Le modèle d'intensité po(t;Hù : <pk(t-u,t) proposé par North (1931) est un modèle

multiplicatif qui a la forme suivante:

pk(t;HJ:

otr l.k(t) = explpu

gu( t  -  u , t ) :  qu( t  -  u) Ik( t )

+ K, sin(cot + e, )l ., -- 2n
À  \  " t ) .  

3 6 5

(5.s)

On fait I'hypothèse que le coefficient de variation des durées dans l'état k est constant

(indépendant de I'effet saisonnier), et qu'il n'y a qu'un changement d'échelle avec la saison.

Ceci revient à dire que I'intensité gk(t-u,t) est égale au produit de I'intensité d'un processus

de renouvellement homogène qo(t-u) et d'une fonction périodique l,k(t) représentant le

paramètre de changement d'échelle telle que:

qu (t - u) = gk (x'k ), X'k = 
Ji,u 1t;at (5.6)

où x'k est la durée t-u homogénéisée et qk(x'k) est le taux de rupture du processus

homogénéisé. On suppose aussi que la loi des durées homogénéisées x'k est une loi Gamma

de moyenne unitaire égale à *" de variance égale à 5"0 ôo = ôu = 
+, ôl étant la

Pr. Pr. ok

variance estimée des durées homogénéisées x'*. Le tableau 5.4 présente les hypothèses pour

I'application d'un RNH.

Les hypothèses pour I'application du RNH

I. Une mémoire limitée;

2. L'occurrence d'un événement dépend du temps écoulé depuis le dernier événement;

3. Les cofficients de variation des durées sont constants dons le temps;

4. Il y a seulement un changement d'échelle avec la saison; et donc

5. Les fonctions d'intensité sont le produit de l'intensité d'un processus homogénéisé

gkqtl et d'une fonction de changement d'échelle )."k(t);
pu(t;HJ: qk(t - u,t):  gk(t - u)l"k(t)

l.k1t; = e*plpu + Ku sin(rot + ek)] ,, = 
#,

6. La loi des durées homogénéisées est une loi Gamma de moyenne unitaire.

Tableau 5.4: Les hypothèses pour I'application du RNH
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5.2.3 Le processus de Poisson non homogène conditionnel (PNHC)

Les processus présentés aux sections 5.2.1 et 5.2.2 sont plutôt de type boîte noire et ne

tiennent pas compte du processus physique sous-jacent. Sans aller jusqu'à construire un

modèle physique, il serait intéressant de tenir compte de manière explicite, dans la

formulation du processus ponctuel, de certaines variables explicatives qui influencent le

processus de débit et donc les processus de rupture de surplus et d'étiage. Nous proposons

d'utiliser un processus de Poisson non homogène conditionnel (PNHC) dont les processus

d'intensité pt(UH) et p2(t;H) sont fonction de certaines variables explicatives supposées

connues, telle que les précipitations et les températures.

Plusieurs facteurs physiques influencent l'écoulement tels que la capacité d'infiltration du sol

ainsi que l'épaisseur, la texture et la structure de la nappe aquifere, la géomorphologie, et le

degré d'incision du lit de la rivière (Boisvert, 1969). Toutefois, les variables les plus

importantes sont les précipitations, la température, et le pouvoir d'évaporation et

d'évapotranspiration. Nous avons retenu comme variables explicatives les précipitations et

les températures journalières. Puisque le gel de I'hiver supprime tous les apports sur le

bassin, nous tenons indirectement compte des températures, en ramenant les précipitations à

zéro lorsque la température est inférieure à -2"C.

Nous avons évalué dans le cadre de ce travail plusieurs fonctions d'intensité d'un PNHC, que

nous avons jugées insatisfaisantes suite à la démarche d'examen de leur adéquation qui est

présentée à la section 5.4. Ces fonctions sont décrites à I'annexe 5. Nous avons toutefois

retenu un modèle pour p'1q4) et un modèle pour p'(t;Hù qui font en sorte que le PNHC

représente généralement bien les données observées.

Modèle proposé pour pt(t;H1) du processus de rupture des surplus

L'étiage d'été se produit en I'absence de précipitations significatives durant une période

prolongée, alors que la rivière est alimentée par les ressources souterraines. En hiver, l'étiage

se produit lorsque les précipitations sont sous forme de neige. Il est donc raisonnable de

supposer une fonction d'intensité pour les événements de rupture de surplus (entrée en

déficit) qui soit fonction du nombre de jours sans précipitations.
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Dans le cadre de ce travail, nous définissons une journée sans précipitations par une absence
de précipitations ou par une température inférieure à -2"C. Nous proposons la forme
suivante pour ptlt;H):

pr(t,H,) : "rO[8, + K,nbjoursec(t). t, rtr(#J 
]

(s.7)

où rrr = *, "rnbjoursec(t) est le nombre de jours sans précipitations précédant t divisé par
3 6 s '

365.

Modèle proposé pour p'1t;H) du processus de rupture des étiages

L'alimentation des cours d'eau se fait instantanément par les chutes de pluie sur les surfaces

d'eau libre, par le ruissellement de surface avec un décalage, et par l'écoulement souterrain

avec un temps de réponse supérieur à celui des deux premières sources d'alimentation. Les

quantités de précipitations pluvieuses influencent donc directement le processus de sortie

d'un état de déficit. Nous proposons la forme suivante pour pt(t;H;:

p'(t, H, ) : exp(Krpnorm(t) + o, ) (s.8)
pnorm(t) est la hauteur de pluie tombée pendant les 90 jours précédant t normée par cette

I ptt tl
quantité maximale observée: --i{i*-f . Le tableau 5.5 présente les hypothèses pour

ry-[*--I,,t]*,
I'application d'un PNHC.



Les hypothèses pour I'application du PNHC

L Les processus d'intensité sontfonction de variables explicatives exogènes;

2. Les variables explicatives (supposées connues) sont les précipitations P(t) et la

température T(t) telles que:

- si T(t) < -2 alors P(t):0;

- nbjoursec(t) est le nombre des jours s< t tels que P(s):0, divisé par 365;
l:k=t

I ptttl
- pnorm(t):

ry"(-i,Jlkkt'
3. Les processus d'intensité ont laforme suivante:

o'(t, H,) = "*p[F, + K'nbjoursec(t). t, '*(#J

p2(t, H, ) = exp(Krpnorm(t) * or).
] '

Chapitre 5, Méthodologie de construction et d'évaluation des modèles d'occurrence t 0 l

Tableau 5.5: Les hypothèses pour l'application du PNHC

5.3 Estimation
5.3.1 Le processus de Poisson non homogène (PNH)

L'estimation de 1"1(t) et I2(t) peut s'effectuer soit directement à partir des temps d'occurrence

du processus alterné P, tl, t?, t'r, t'r, tt,, t], soit par I'estimation de pl1t,H,):Xt.(t) à

partir de tl , tl , tl et de p3 (t, H, ): 12. (t) à partir de tl , ttr , t?, et ce après la décomposition

de P en deux processus d'un seul type, Pr et P2. Dans le deuxième cas, on fait I'hypothèse

inexacte mais asymptotiquement vraie (Grigelionis, 1963) que les processus d'événements

d'un seul type Pt et P2 sont poissoniens. On peut ensuite utiliser la méthode bayésienne semi-

paramétrique (chapitre 4) ou la méthode du maximum de vraisemblance. Toutefois,

I'hypothèse de Pk poissonien est inexacte car les intervalles entre les événements de type k ne

suivent plus une loi de Poisson, mais plutôt une loi Gamma, puisqu'un intervalle correspond

à la somme de deux variables distribuées selon une loi exponentielle. En ce qui a trait à nos

données, nous avons confirmé le rejet de cette hypothèse à I'aide de tests d'adéquation dont

les résultats ne sont pas présentés ici.



102 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

Nous procédons dans ce travail à I'estimation de la fonction

méthode du maximum de vraisemblance. La fisure 5.5 décrit

et d'étiage observé.

l"k1t;, k:l,2, directement par la

un processus alterné de surplus

\O

t, \ t, to L,, \, Ç-, t" ç

t, = t', Premier temps d'occatence de I'événement l

\ 
-- tt, Premier temps d'occutence de I'événement 2

t, : t\, Detxième temps d'occurrence de I'evénement l

to : t2, Deucième temps d'occurrence de l'ëvénement 2

t"t-t-- ttt jème temps d'occurrence de l'événement I
t ,t : P, jème temps d'occutence de I'evénement 2

Çr: t'- dernier temps d'occurrence de I'événement l

t , : 3* dernier temps d'occurrence de l'ëvénement 2

t.r: fin de I'horizon d'obsemation

Evénement i : sortie de l'état i| i: l-2

Figure 5.5: Un processus alterné de surplus et d'étiage observé

Le logarithme de la waisemblance du processus altemé de Poisson non homogène qu'on doit

optimiser, étant donnés des formes paramétriques pour lklt;, k:1,2, les temps d'arrivées
observés t,: tl , t :tl , tr:t\, to:tl, t*r: tlrz , \,:t?,,r, et en supposant que le processus débute

et se termine dans l'état I s'écrit comme suit (Lewis, 1972; Kawas, 1975; North, 1981):

h L(t,; s = 1,...,,r) = i n ru (t, ) - i iru 1,r;a., -'iro'1.r;au (s.e)
s= l  t , - r  tn

où k:i, si I'on a en t, une rupture de l'état i et k'+i si I'on a en Ç une rupture de l'état i,i:1,2.

L'optimisation pouvant s'effectuer séparément pour i:1 eti:2, nous avons alors:
n/2 n/2  12 j  I r f

hI-l =)tni,'(trr,) - I Ji,'1";a" - Jl"'1";a"
j=2 , r j_, a

(s.10)
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n/2 nlz r2 j

lnt = f mr,1t,,) - I Jr'1";au
j=l j=l ,ri_,

ot l.k(t) = explgu + Ko sin(cot + ek)] , ̂  = 
*,ce 

qui donne:

n/2

ln Ll = I fr(".n[0, * K, sin(rotr,_, * 0, t)i - )

ntz tzj-r r, (5. 12)

- I J*o[g, * r, sin(cou + 0, )]du - J""o[p, + K, sin(oru + 0, )]du
j=2 ,rr_, rn

ln t = Ï t(*o[p, r K,sin(rrrt,, * e, t) 
- 

à,,i:.dg, 
+ K, sin(crru + 0, )]du

j=l

(5 .13 )

Il s'agit donc de trouver les valeurs des paramètres de F,, K,, 0,, et de Fr, Ç, 0r, qui

maximisent lnl-t et lnl-2 respectivement. Notons que nous n'avons pas inclus t, dans la

formulation de lnl.l, ce qui veut dire que nous n'avons pas tenu compte de I'intervalle entre

l'origine et le premier événement de type 1, et ce, parce que I'origine aété spécifiée d'une

façon arbitraire en fonction de la disponibilité des données. En dérivant lnl.l par rapport à p,,

K,,0,, nous obtenons le système d'équations suivant:

ôlnIJ - n7 
% "'; / ( 2nt \) 'l ( ( z.-.t \)

ôÊ 
='/2-exP(0r rà,,1 "*n[r, ""[# + e,))at- exP(Êr r,l"*o[*,''"[* + e,))at

ô l n i l  ( . 1 2 n t , , - ,  ^ )  A  , , h i '  ( ) n t  \  /  / ) - t  ) ) .
,K = )sin[ff *'')-L',"*o(u,),,1,ti"[#+e,J exn[r' sin[fr +e,))at

- .*p(B, )j, ̂(#* e,) *n(rc,,'"(# . r,)) *
(5.14)

( s . 11 )

# : K,f"".(iF. r,) - :l'"t0J

(  (znt . , ,  \ )

9 
"*o[.*'sin[ 3# *''))

E ( (znt" ,"  \ )"  -  exn[K, sin[  
3Ë 

*0,))

* ""0(",,r(#. r,)) - "*o(*,,'.,(*. r,))
En dérivant lnLz par rapport à9r,h,0, nous obtenons le système d'équations suivant:
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ôlnI]

ô9'

ôInI]

Y ' " ' t  ( - -  . ( 2 n t  ^ ) ) .=%-exp(Fz)E J ."p[r, ""[# +e,))at
i=l .

J  _  r t i - l

ôK,
= 
f '^(* . r,) -fop( B, ),'ï,,''(# . e, ) *p[ K,,i'(# . e,)) a,

W = oh*{#.,,) -ry#ù f f .-it, "(* . e')) - .{o "(? .',;1

(s.16)

1
Or E(<pk(x')) :a :1 car qo(rn) est le taux de rupture d'un processus de renouvellement

l-l

homogénéisé dont la loi des durée est une Gamma de moyenne p:l.

(5.1s)

Les valeurs des paramètres Ê,, K,, 0r, et 9r, Kr, 0r, qui maximisent lnl,r et 1nL2

respectivement sont obtenues en fixant les dérivées partielles à 0 et en résolvant les systèmes

d'équations 5.14 et 5.15. Toutefois, la résolution des systèmes d'équations ne peut se faire de

manière analytique. On doit alors utiliser une méthode numérique d'optimisation non

linéaire. La méthode utilisée dans ce travail est celle de Powell (Press et al.,1992). C'est une

méthode d'optimisation non linéaire qui ne nécessite pas de calcul de gradients et qui

transforme un problème multidimensionnel en une suite de problèmes unidimensionnels.

Les calculs d'optimisation sont effectués à I'aide du langage de programmation C.

5.3.2 Le processus de renouvellement non homogène (RNH)

En estimant les paramètres de l,k(t) à la section 5.3.1, nous estimons en fait un taux de

rupture moyen sur les n années observées puisque nous supposons que l,k(t) est une fonction

périodique et que lk(t+365*p):lu(t), p:l..n.

En appliquant cette méthode d'estimation (MV) aux taux de rupture du RNH nous pouvons

donc estimer E(gk(t-u,t)), où:

E(qo(t -,r,t))= E(<pu(x'u ))ru(r)
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Le taux de rupture moyen E(qo(t-rr,t))

d'échelle, Ik(t). L'estimation de E(<pk(ru,t))

décrite à la section 5.3.1 (North, 1981).

est donc égal au paramètre de changement

correspond alors à I'estimation l"k(t) telle que

5.3.3 Le processus de Poisson non homogène conditionnel (PNHC)

Les intensités du PNHC proposé dans ce travail sont elles-mêmes des processus aléatoires

puisqu'elles sont des fonctions de variables aléatoires, à savoir les précipitations et les

températures. Toutefois, nous supposons que les précipitations ainsi que les températures

sont des observations connues. La méthode d'estimation de la section 5.3.1 peut alors être

appliquée à I'estimation des intensités du PNHC. Il s'agit donc de trouver les valeurs d. Ft,

K,,0,, et Kr,0r, qui maximisent hl.r (5.18) et 1nL2 (5.19) respectivement.

lnil = f rn(o't,,,-,,H, ))- i 
"ip'1,1u),H,)du 

-.io'{,{u),t, ;0, (s.r7)
tst ,r",

ntz  n l2  t2 j

lnt =f f rpnorm(t2j ) + e2 - I l"*ptKrpnorm(u) + 0, )du
j=l j=l tzi-r

j=t

, ) l
I

a i -sin(2nt

36s

er

!4  r^  
Lt -ËJo' { t {u) ' " , ;ouln L '  = ) ln(O'( tz1,H 

Fr t , i_,

où: p2(t, H,) = e*p(Krpttorm(t) + 0r). Nous avons donc:

(s.re)

I  f  r-t \  I
où pr(t,H,) *""e1 B, + K,nbjoursec(t) + e, sin[ffJ 

| 
. No"r avons donc:

rnr.r =à[u,.*,4#@*

- 
; J *[F, + K, .rjçt!l) . 9u*3]* - i*'[0, * *, nuçt(e . *#3]*

(5 .18)

Les estimateurs de 0,, K,, 0,, et de Kr, 0, sont les solutions des systèmes d'équations (5.20)

et (5.21) respectivement. La méthode d'optimisation numérique utilisée est la même qu'à la

section 5.3.
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#=%-exp(Frrfj,',,j,.*o(*,no.loursec(t).e,ri"(?aruJ)a,
- exp(Fr li*o[","bjour sec(t) - e, ,i"(?AruJ)at

H 
= f nu;ou.rec(t(2* j -ù-be*e1p,)"Ï nbjoursec(t)"*o(*,r,oloursec(t)+0, rt(=r.J)"

-*p(B,) jnU;oursec(t)exp(",.r0;o.rr."c(t)+0,r*(ArrJ)*
f

(s.20)

'  n /  (zn t ' , - , \  ,  , l%" ' ' '  /a  ' \  /  (zæt \ ) l

#=Ê,'^lrT)-".0(B)Là,,1''"L-3.*o[*,noloursec(t)+0,""[#J.,)]

{' irtr(ry-\"*o[*,nojoursec(t)+t,rt"(?*rrJ)l
G '1" \36sl ' \

ôtnI] A %'i
: = ) pnorm(tri) -I Jnnorm(t)e*p(Krptto.tn(t) + er)dt

ôK, F i=rt,,_,

(s.2r)
ôlnIj n % "i

'% 
= 

; 
-I 

"lîo(*'Pnorm(t) 
+ e')at

5.3.4 Les variances des paramètres des fonctions d'intensité des PNH et
RIIH

Les variances des estimateurs par laméthode du MV, Ê, , R, , ô, , et l, (,), i:l,2,du PNH et

du RNH sont présentés dans I'annexe 3.

5.3.5 Les variances des paramètres des fonctions d'intensité du PNHC

Les variances des estimateurs par la méthode du MV, Ê,, R,, ô'(t,Hr) i:1,2, et ô, du

PNHC sont présentés dans I'annexe 6.
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5.4 Vérification de I'adéquation des modèles
La vérification de I'adéquation des modèles construits est une étape très importante dans

toute démarche de modélisation. Nous vérifierons par des tests graphiques et statistiques si

les processus PNH, RNH, et PNHC sont acceptables comme modèles pour PAt et PA2. Ces

tests sont appliqués aux durées homogénéisées et non homogénéisées, et non aux temps

d'occurrence. Le modèle altemé sera composé d'une combinaison de deux processus choisis

parmi les processus PNH, RNH, et PNHC. Tous les calculs de cette étape sont effectués

dans MATLAB.

Les tests statistiques étant applicables surtout sur des processus ponctuels homogènes, nous

devons en un premier lieu procéder à I'homogénéisation du processus observé. La

vérification de I'adéquation des modèles est effectuée en deux étapes comme cela est

présenté au tableau 5.6.

Etapes de la vérification de I'adéquation des modèles

l. L'homogénéisation du processus observé à l'aide des fonctions d'intensité estimées;

2. L'application de tests graphiques et statistiques aî,Dc durées homogénéisées et non

homogénéisées.

Tableau 5.6: Etapes de la vérification de I'adéquation des modèles

5.4.1 L'homogénéisation du processus observé

Suite à I'estimation des fonctions d'intensité des étiages et des surplus pk(t,H,) pour chacun

des processus PNH et PNHC, le processus altemé observé est homogénéisé en transformant

les durées dans l'état k:1,2 observées xf , en durées homogénéisées x'f comme suit:

*',' = 
fj,p'(u,Hu)du, xjr = 

f;-'p'1u,H";du (s.22)

L'homogénéisation, en pondérant les durées en fonction de l'époque de I'année où on se

situe, permet d'enlever la non-stationnarité. Lorsque le processus ponctuel proposé et sa

fonction d'intensité sont acceptables,le processus homogénéisé par l'équation (5.22) est alors
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un processus de Poisson homogène, d'intensité 1. C'est principalement cette propriété que
nous testerons afin de vérifier I'adéquation des modèles PNH et PNHC.

Pour ce qui est du processus RNH, I'homogénéisation par les fonctions I*(t) implique
seulement un changement d'horloge. Les durées homogénéisées xi' sont obtenues de la

façon suivante:

*'j' = 
f', 1,t1r'r;ar'r, *jt : f"-' It1.r;d,, (s.23)

Lorsque I'hypothèse d'un modèle RNH décrite à la section 5.2.2 est acceptable, le processus

homogénéisé est alors un processus de renouvellement dont les durées suivent une loi

Gamma de moyenne unitaire, de paramètres cru:pk:#, Ut étant la variance estimée

des durées homogénéisées x'f . C'est cette hypothèse que nous chercherons à vérifier par les

tests statistiques.

Il est à noter que les durées x'f seront différentes pour chacun des trois processus. Des tests

statistiques seront appliqués à ces durées afin de déterminer I'adéquation du processus
ponctuel correspondant.

5.4.2 L'application de tests graphiques
Une façon de vérifier I'adéquation des modèles PNH est de comparer la fonction de survie
logarithmique (3.4.1.2) des durées empiriques homogénéisées x'f à une droite de pente 1 (ce

qui correspond à la fonction de survie logarithmique d'un processus de Poisson homogène
d'intensité 1). On peut aussi comparer la fonction de survie logarithmique des durées
empiriques non homogénéisées xf et ln (l- F( xi ;; ori l-F(x) est définie par l'équation 5.25.

5.4.3 L'application de tests statistiques

Les tests statistiques présentés au chapitre 3 sont tout à fait adéquats pour une série

d'événements d'un seul type, c'est-à-dire une série d'étiage ou une série de déficit. Toutefois,
ils ne sauraient tous être appliqués à une série alternée de deux types d'événements. Les tests

s'appliquant à des intervalles ne sont pas adéquats car I'intervalle entre deux événements d'un
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môme type k, correspond dans le processus alterné à la somme de deux variables aléatoires:

la durée dans l'état i et la durée dans l'état k, i*k. Les tests basés sur les temps d'arrivée d'un

événement d'un type ne peuvent donc pas être utilisés pour les processus alternés. On peut

toutefois appliquer des tests basés sur les durées.

Dans ce travail, nous appliquons le test du périodogramme (3.4.2.2) pow tester

I'indépendance des durées homogénéisées x'|, et les statistiques de Kolmogorov-Smirnov

(3.4.2.2.1) et d'Anderson (3.4.2.2.2) afin de tester I'adéquation des loi exponentielle et

Gamma à *'T,ainsi que I'adéquation de la loi (5.25) aux durées non homogénéisées xf . Ces

tests sont appliqués aux durées x'l et x'] séparément. Il est possible de constater par

exemple que les durées de surplus d'une rivière donnée sont modélisables par PNH et que les

durées d'étiage de la même rivière sont modélisables par un RNH. Dans ce cas on aurait un

processus alterné hybride constitué de deux processus ponctuels de nature differente qui

alternent.

Le test du périodogramme appliqué aux durées x'l et x'l{fNH, RNH, PNHC)

Ce test (3.4.2.2) permet de tester I'indépendance des durées homogénéisées x'l et x']. Cette

hypothèse doit être vérifiée lorsque le processus altemé appliqué est acceptable. Ce test est

utilisé pour les trois modèles PNH, RNH, PNHC.

Hypothèses:
Ho: les durées homogénéisées x'| sont indépendantes et le processus en question

n'est pas rejeté automatiquement

H,: Ho est rejetée

Le test d'adéquation de la loi exponentielle aux durées x'l et x'f 1PNH, PNHC)

Ce test est utilisé pour les modèles PNH et PNHC. Si les durées homogénéisées suivent une

loi exponentielle de moyenne l, alors ces modèles ne sont pas rejetés.

Hypothèses:
Ho: x'f suivent une loi exponentielle de moyenne I

Hr: Ho est rejetée
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Le test d'adéquation de la loi Gamma aux durées (RNH)

Lorsque I'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées x'f n'est pas rejetée, un

RNH est acceptable. Ce test permet de vérifier si le processus de RNH particulier défini dans

notre étude est acceptable en vérifiant si les durées homogénéisées x'f de variance ôl

suivent une loi Gamma de moyenne unitaire et de paramètres:
I

cu = Pu = 
ô3 

(5.24)

Hyoothèses:

Ho: x'| suivent une loi Gamma de moyenne unitaire- RNH (section 5.2.2)

H,: le processus RNH est rejeté.

Le test dradéquation de la loi (5.25) aux durées non homogénéisés (PNH)

Ce test permet de vérifier I'adéquation du modèle PNH. Il est appliqué aux durées observées

non homogénéisées qui devraient suivre la loi (5.25) (North 1981) lorsque le modèle PNH

n'est pas rejeté. On devrait toutefois préciser que North (1981) a obtenu cette expression en

faisant I'hypothèse (forte) que le processus des étiages d'un seul type est PNH, ce qui ne s'est

pas vérifié dans notre cas.

(s.2s)

Hypothèses:

Ho: xf suivent laloi 5.25 - PNH

H,: PNH est rejeté.

L'application des tests aux trois modèles est résumée au tableau 5.7. La démarche pour

vérifier I'adéquation des modèles est résumée à la figure 5.6.

Ï^, r,,l oo[-'ï*,',a"]a,
1-F(x)=r[xo > x]: to

J ̂ ,'-(t)dt
0
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Tests Modèles

Fonction de survie logarithmique PNH

Indépendance de x'f PNH. RNH. PNHC

Adéquation de la loi exponentielle à x'f PNH, PNHC

Adéquation de la loi Gamma à x'f RNH

Adéquation de la loi 5.25 à xi PNH

Tableau 5.7:L'application des tests aux divers modèles

S les àtrées
sont indépendanres

Si les àrëes
lnmogâvisées
ræsonl W
idéperdantes

S l'hypothèse
rulle est rejetée

S l'lwothèse
est acceptëe

Si l'hypothèse mlle
est rejetée

Tests d'adéquation de
la loi exponentielle et de

la loi de
I'equation 5.25 aux

duées non
homogénéisées

Comparaison des
fonctions de survie

logarithmiques
empiriques et
theoriques des

durées
homogénéisees et

non homoçnéisées

Tests d'adequation de
laloi Gamma

de moyenne unitaire
aux dwées

homogénéisees

Constnrction du PNHC,
homogénéisation et

tests d'adequation de
la loi exponentielle aux
durées homogéneisees

Figure 5.6:Lavérification de I'adéquation des modèles



ll2 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

5.4.4 Simulation
Le modèle altemé construit pour les séries d'étiage et de surplus d'une rivière donnée, et

composé d'une combinaison de PNH, RNH, ou PNHC, peut être utilisé afin de simuler des

séries altemées de surplus et d'étiage. Cette simulation s'avère pratique pour I'analyse de

sensibilité ainsi que pour la quantification du risque par des indices tels que décrits au

chapitre 7.

En supposant que les paramètres estimés de la fonction d'intensité, 0,,R,, et ô, ,i:1,2,
suivent asymptotiquement une loi normale multivariée conditionnelle aux données, nous
pouvons générer des séries de paramètres F",, K",, 0", et des séries d'événements
correspondantes.

Pour chacun des états I ou 2 tel que le PNH ou le RNH est un modèle acceptable, nous

générons une série d. F,,R,, et 6,,i:I,2, en tirant dans une loi normale multivariée de

moyenne Ê, , R, , ô, et de matrice variance-covariance Î'-tt.ll" que définie à I'annexe 3. On

fait de même lorsque le PNHC s'applique à l'état 1, mais en utilisant la matrice variance-

covariance Ît-t tell" que définie à I'annexe 6. Pour ce qui est de I'application du PNHC à

l'état 2, on tire dans une loi normale bivariée de moyennes Ê2, Rr, et de variances et

covariance telle que définies à I'annexe 6. La combinaison de modèles PNH, RNH ou PNHC

correspondante est ensuite utilisée pour simuler la série d'événements.

L'algorithme de génération de n variables provenant d'une loi normale multivariée ainsi que

les procédures de génération d'un PNH, d'un RNH et d'un PNHC sont décrits à I'annexe 4. Il

est important de noter que la simulation du processus alterné doit se faire en simultané, c'est-

à-dire qu'on ne peut pas simuler une série d'événements pour chaque état séparément.

5.4.5 Analyse de sensibilité

Un test statistique sur les séries d'événements observées fournit une valeur de test que I'on
compare à un seuil afin d'accepter ou de rejeter le modèle proposé pour ces séries. Toutefois,
la série observée n'est qu'une réalisation possible du processus sous-jacent. Nous pouvons
générer, par simulation, d'autres réalisations possibles à I'aide des modèles construits. Sous
I'hypothèse de la validité de notre modèle, notre série initiale aurait donc pu être n'importe
laquelle de ces séries générées.
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Afin de tenir compte de I'incertifude sur les paramètres et de I'aléa propre au modèle

(incertitude hydrologique) nous effectuons une analyse de sensibilité en appliquant les tests

statistiques sur 100 séries générées et en calculant avec quelle fréquence le test en question

aurait rejeté l'hypothèse nulle. Cette analyse de sensibilité peut nous indiquer d'une fagon

qualitative l'effet de I'incertitude sur les modèles construits. La série générée est par la suite

homogénéisée à I'aide des paramètres fr,, Ii,, et ô, 1i:1,2 PNH, RNH, et i:l PNHC) et 0r,

f, pNffC) estimés à partir des données observées, et les tests statistiques pour le PNH, le

RNH ou le PNHC sont appliqués aux durées homogénéisées. Nous comptons ensuite le

nombre de fois que les tests rejettent I'hypothèse du PNH, RNH, ou PNHC. Cette procédure

est résumée au tableau 5.8.

Analyse de sensibilité

Pour chaque série d'événements observée

Pour ll:I:100

Pour chaque état i: i:1,2
- générer ptt,, Kt,, Att, à partir d'une loi normale multivariée ou 9r, K,

(PNHC)

- générer la série d'événements correspondante PNH, RNH, ou PNHC

- homogénéiser lo série générée par ô,, R, , et 6, ou Èz,kr1rtlnC1
- si le processus observé est de type PNH ou PNHC ffictuer les tests

suivants:

le test du périodogramme appliqué aux durées homogénéisées

Ie test d'adéquation de la loi exponentielle oux durées homogénéisées

- si le processus observé est de type RNH ffictuer les tests suivants:

le test du périodogramme appliqué oux durées homogénéisées

le test d'adéquation de la loi Gamma aux durées homogénéisées

- Compter le nombre de fois que chaque test reiette I'hypothèse nulle à 50%

Tableau 5.8: Analvse de sensibilité
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6. APPLICATIONS ET NÉSUT,TATS

Dans ce chapitre nous appliquons et évaluons les modèles PNH, RNH, et PNHC présentés
au chapitre 5 en considérant les données de 10 rivières canadiennes et d'une rivière française,
et ce à 2 seuils: les 25è'" et 10è'" quantiles (Qx et Q,o). Nous cornmençons par construire le
PNH. Si ce dernier n'est pas adéquat, nous tentons de modéliser la série par le RNH. Nous ne
construisons le PNHC que pour les rivières pour lesquelles ni le PNH ni le RNH ne sont
acceptables, et ce dans un souci de parcimonie. Nous passons ainsi du modèle le plus simple
au plus complexe.

Nous rappelons que la construction et l'évaluation des modèles comprennent (chapitre 5):

le choix du type de processus et le choix de la fonction d'intensité;

I'estimation des paramètres de I'intensité, à partir des données qu'on veut

modéliser;

la vérification par des tests statistiques de I'adéquation du modèle aux

données; et

I'analyse de sensibilité.

Nous présentons à la section 6.1 les données qui sont utilisées pour les applications. La
section 6.2 contient les résultats de I'estimation des intensités et la section 6.3 les résultats de
l'évaluation des PNH et RNH. La section 6.4 est dédiée à l'évaluation du PNHC. La section
6.5 contient I'analyse de sensibilité et les simulations. Finalement, nous concluons le
chapitre par la section 6.6.

6.1 Présentation des données
Les données canadiennes étudiées proviennent d'un réseau de stations de mesure identifiées
par Anderson et al. (1991) comme étant d'excellente qualité (figure 6.1). Ces bassins sont
nafurels, et plusieurs années de mesure sont disponibles. La rivière française analysée est la
Seine à la station de Bar-sur-Seine (figure 6.2).

o

a
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Figure 6.1: Les stations canadiennes (Andersonet aL.,1991)

Figure 6.2:Le bassin versant de la Seine à Bar-sur-Seine (Bemier,1964)
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Les données manquantes sont remplacées par les moyennes journalières correspondantes. Le

tableau 6.1 présente les stations étudiées, leurs débits moyens, les superficies des bassins,

ainsi que le nombre d'années de données journalières disponibles. Les courbes de débit

moyen mensuel des rivières du tableau 6.1 sont présentées à I'annexe 7. Les séries

d'événements d'étiage et de surplus caractérisées par leurs durées respectives {xti} et {xr1}

sont déterminées à partir des données joumalières de débit et des seuils Qzs et Qro comme

cela est décrit à la section 5.1.

Nom de la

rivière

Nom de la

station

Q moyen

(m3/s)

Bassin

Gm2)

Province/

Pays

Nombre

d'années

Pigeon sr06 (0244001) t4 . l 1 550 Ontario 67

MagnetawanN. st07 (02AA005) 5.6 321 Ontario 75

Black st08 (02EC002) 22 1520 Ontario 75

Upper Humber str4 (02YL001) 79.s 2110 T. Neuve 38

Missinaibi srls (04LJ001) 104.2 8940 Ontario 70

Harricana stl6 (04NA001) 59. I 3860 Québec 57

Bow stl8 (0588001) 39.3 2210 Alberta 80

Sprague stl9 (0soD031) r .6 455 Manitoba 4 l

Turtle st20 (05P8014) 36.7 4870 Ontario 58

Athabasca st22 (07BE001) 442 74600 Alberta 39

Seine Stse (Bar-sur-Seine) 78.6 2300 France 28

Tableau 6.1: Description des stations de mesure de débit

Le tableau 6.2 résume le nombre d'événements total (des 2 types) obtenu pour chaque rivière

et chaque seuil.

l t 7
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Seuil Q,. Seuil Q,o

Nom de la station

(Anderson et al.,l99l)

Débit m'ls Nombre

d'événements

Qtt

Débit m3/s Nombre

d'événements

Qto

st06 (02AA001) 3.4 236 2.38 1 1 8

st07 (02AA00s) 1.78 234 r.02 152

st08 (028C002) 4.81 278 2.28 206

stl4 (02YL001) 2r .5 320 t2 .1 150

stls (04LJ001) 20.7 198 1 3 . 1 98

st16 (04NA001) 25.5 178 1 8 . 1 1 1 0

stlS (0sBB00l) 8.9 300 7.5 212
stl9 (05OD031) .05 1 8 8 .03 130

st20 (0sP8014) 15.7 92 10.4 26
st22 (078800r) 1 1 3 108 80.3 52

Stse (Bar-sur-Seine) 2 l t20 1 0 90

Tableau 6.2: Description des événements aux stations colrespondant aux seuils Qzs et Q,o

6.2 Estimation de î,t(t) (PNH, RNH)
Nous commençons par estimer les paramètres des fonctions ?,"'(t), i:1,2 correspondant aux

intensités du PNH de la section 5.3.1 et aux fonctions de changement d'échelle du RNH de la

section 5.3.2. Nous rappelons que l'événement de type i correspond à la rupture de l'état i

(sortie de l'état i).

Les paramètres p,, Ê,,et ô, de la fonction périodique Ài1t;:e*p(F, +K, sin(art*e,)),

, = + sont estimés par la méthode du maximum de waisemblance pour chacune des
365

rivières. Les résultats pour le seuil Q, sont présentés aux tableaux 6.3 (étiages i:2) et 6.4
(surplus, i:1) et les résultats pour Q,o aux tableaux 6.5 (étiages i:2) et 6.6 (surplus, i:l).
St**(25) correspond aux données de la station St** obtenues en considérant le seuil Qrr, et



Station Q^ B' var( B, ) Kr var(R, ) ô , var(0, )

st06(25) -s.29 . 0 1 1 -.91 .02 1.06 .02

st07(2s) -5.29 .014 -1.64 .03 .91 .007

stO8(2s) -6.21 .04 -3.23 .07 .7L .002

st14(2s) -4.2 .006 - . t 4 .01 -.46 .75

strs(2s) -5.29 . 0 1 I .96 .03 1.08 .03

St16(2s) -5.29 .014 .95 .03 r.02 .03

st18(2s) -6.2 .05 2.9 .06 l . l .003

st19(2s) -4.82 .012 - .52. .02 .82 I

st20(25) -6.21 .04 -.93 .07 .99 .07

st22(2s) -6.9 . 1 7 -3.27 .22 . 1 6 .007

Stse(25) -5.1 1 .03 - 1 . 5 5 .06 .74 .02

Chapitre 6, Applications et résultats

51*x(10) à celles de la station St** obtenues en considérant le seuil Qro. Les graphiques des

fonctions empiriques lilt; et estimées par le MV ir(t) sont présentés à I'annexe 8.

Station Q- F, vd0z) K2 var( K, ) e2 var(ô, )

st06(25) -3.5 .008 .96 .025 6.36 .017

st07(25) -3.9 .01 - .53 .028 4.97 .06

stO8(2s) -3.9 .03 -.9 .028 5 . 1 .04

str4(25) -2.9 .006 .42 .0r6 3.36 . l  I

strs(2s) -3.9 .01 2.5 .09 4.93 .002

st16(25) -3.9 .01 2.21 .09 4.86 .003

str 8(2s) -1.02 .03 4.33 .084 4.05 .0006

srle(2s) -3.5 .01 t .2 l .03 6.35 .015

st20(25) -4.7 .06 -3.69 .26 3.56 .004

st22(2s) -.09 I 6.54 .42 5.91 .0006

Stse(25) -3.5 .03 -.71 .04 4.07 .08

Tableau 6.3: Les paramètres estimés ae f'1t;, seuil Qr, (Étiage)

l l 9

Tableau 6.4: Les paramètres estimés ae l,t1t;, seuil Qr, (Surplus)
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Station Q,o p, val(92) K2 var(Kr) 02 var(0, )

st06(10) -3.2r .02 .89 .06 6.32 .04
st07(10) -3.5 .04 -r.17 .08 5 . 1 7 .03
st08(10) -.82 . 1 0 3.22 .06 3 .9 . r4
st14(10) -2.81 .014 .29 .06 4.85 .48

stls(10) -3.5 .02 1 . 9 . 1 8 4.9 .006

str6(10) -3.21 .02 r .84 . 1 5 4.67 ,01

strs(10) -.82 .07 3.22 . 1 5 3.91 .002

stle(10) -2.99 .019 .65 .02 4.04 . 1 6

st20(10) -4.82 .43 -4.7 1 .09 3.49 .018

st22(10) 0.63 . 3 1 6.5 .97 5.84 .001

Stse(10) -2.s2 .09 1 . 1 .08 5.48 . 1 0

Tableau 6.5: Les paramètres estimés ae l,'1t;, seuil Q,o (Étiage)

Station Q,o B, vtr( F' ) Kr var(K, ) e1 varlô, )

st06(10) -6.21 .02 - .89 .04 1.22 .05

st07(r0) -7.26 . 1 0 -3.04 . 1 5 .81 .004

stO8(10) -6.9 . 1 6 2.89 .21 .97 .002

st14(10) -5 .1 .01 -.20 .02 2.43 .82
st l5(10) -6.2 .02 .55 .04 .84 . 1 4

st l6(10) -5.8 .02 .87 .04 .74 .04

strs(10) -6.90 .07 2.9 I .98 .004

st le(10) -5.52 .02 -.79 .04 -.24 .05

st20(10) -8 .1  I .35 - 1 . 9 .54 .63 .06

st22(10) -7.82 .37 -3 .1 .5 . t 2 .01

Stse(10) -7.26 .30 -3.6 .40 .63 .006

Tableau 6.6: Les paramètres estimés ae l,t1t;, seuil Q,o (Surplus)
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6.3 VérifTcation de I'adéquation des modèles (PNH' RNH)
L'étape qui suit I'estimation des paramètres de la fonction périodique î"'(t), i:1,2 est

I'homogénéisation des durées observées telle que décrite à la section 5.4.1. Suite à

I'homogénéisation, des tests d'adéquation sont effectués sur les durées homogénéisées. Afin

de pouvoir considérer le PNH ou le RNH, I'hypothèse d'indépendance des durées

homogénéisées ne doit pas être rejetée. Pour vérifier cette hypothèse, nous appliquons le test

du périodograûrme (5.4.3. I ).

Dans le cas du PNH, on vérifie si les durées homogénéisées indépendantes suivent une loi

exponentielle de paramètre 1. De plus, un test d'adéquation de l'équation 5.25 est appliqué

aux durées non homogénéisées. Ces deux tests permettent de déterminer le rejet ou

I'acceptation de I'hypothèse du PNH.

Lorsque I'hypothèse d'un PNH est rejetée sans pour autant rejeter I'hypothèse de

I'indépendance des durées homogénéisées, un test d'adéquation aux durées homogénéisées

de la loi Gamma de moyenne unitaire et de paramètres o, = pi = !, ,? étant la variance
o i

estimée des durées homogénéisées x'], permet de rejeter ou non le RNH. Si le RNH est aussi

rejeté, nous construisons alors et vérifions le PNHC. Tous les tests sont effectués à un niveau

de confiance cr:.05.

Les étapes décrites précédemment s'appliquent aux événements de type I et 2. Nous

présentons aux colonnes 2 et 3 des tableaux 6.7 (é*iage, i:2) et 6.8 (surplus, i:1) les

résultats du test du périodogramme qui permet de vérifier I'hypothèse de I'indépendance des

durées homogénéisées. Les colonnes 4 et 5 contiennent les résultats des tests de

Kolmogorov-Smimov (K-S) et d'Anderson afin de vérifier si les durées homogénéisées

suivent une loi exponentielle de paramètre 1 (PNH). La colonne 6 présente les résultats du

test d'adéquation de la loi des durées non homogénéisées d'un PNH (équation 5.25) aux

durées empiriques observées non homogénéisées. L'hypothèse nulle Ho est rejetée au niveau

de confiance o:.05 si le coefficient K-S calculé est supérieur à 1.358, et si le coeffrcient

d'Anderson ul est supérieur à 2.492. Les cellules en gris foncé indiquent le rejet de

I'hypothèse Ho au niveau a:.05.
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6.3.1 Les étiages: résultats du PNH

Test du périodogramme Test d'adéquation de

la loi exponentielle

Test d'adéquation de

laloi 5.25

Nom K-S \ l K-S \# K-S \ l

st06(2s) .58 .48 .98 .85 .52 .49

st07(2s) .96 1 . 1 6 .82 1.00 .92 1.06

stO8(2s) .99 1 .09 1.09 t .79

st14(2s) r .82 .85 r .08 .54 1 . 1 9

st18(2s) .85 .99 1 . 3 5 2.33

stle(2s) .54 . t 7 1 . 1 3 1 . 1 8 t .41

st20(25) .82 .46 1 .05 2 . 1 6

st22(2s) .63 .27 1 . 1 6

st06(10) .84 r.69 .93 .88 .91 t .27

st07(10) .67 .65 .60 .32 .43 .38

st08(10) r .35 2.07 .94 1 . 5 7

st14(10) .79 .71 .62 .87

st ls(10) .89 1 . 8 3 .74 .73

stl6(r0) .75 .97 .47 .30 1 . 1 9 1.62

st19(10) .84 .60 1 . 1 1 n a .70 . 5 1

st20(10) .99 1.33 .45 .24 .47 .30

st22(10) .67 .37 .73 .48 .69 .61

Tableau 6.7: Tests du PNH - i=2 (Étiage)

D'après le tableau 6.7,l'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées est rejetée

pour les stations 14(25),20(25),14(10), et se(10) par le test de K-S et /ou le test d'Anderson
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1ul;. f'hypothèse de l'adéquation de la loi exponentielle de moyenne unitaire aux durées

homogénéisées est rejetée par les tests de K-S eVou d'Anderson pour les stations 15(25),

16(25),22(25), se(25), l8(10), et se(10). L'hypothèse de I'adéquation de l'équation 5.25 aux

durées empiriques non homogénéisées est rejetée par les tests de K-S eVou d'Anderson pour

les stations 08(25), 15(25), 16(25), 18(25), 19(25), et se(25), 08(10), 15(10), 18(10), et

se(10). D'après les résultats des tests, on peut conclure que I'hypothèse d'un PNH est tout à

fait acceptable pour modéliser les étiages aux stations 06(25), 07(25), 06(10), 07(10),

l 6(1 0), 1 9(1 0), 20(1 0), et 22(10).

Le PNH et le RNH sont rejetés pour les stations 20(25),14(10), et se(10). Cette décision est

motivée par le fait que l'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées est rejetée.

L'hypothèse d'un PNH est rejetée pour les stations 15(25),16(25), se(25), et 18(10).

Puisque les tests d'adéquation de loi exponentielle et de l'équation 5.25 présentent des

résultats contradictoires quant à I'adéquation d'un PNH aux étiages des stations 08(25),

18(25), 19(25),08(10), et 15(10), il est difficile de conclure à l'acceptation ou au rejet du

modèle. Afin d'avoir plus d'information, nous comparons sur les figures 6.3 à 6.8 les

fonctions de survie logarithmiques (3.4.1.2) des durées empiriques non homogénéisées et

des durées théoriques non conditionnelles d'un PNH (équation 5.25). De plus, sur les figures

6.9 à6.13, nous présentons les fonctions de survie logarithmiques des durées empiriques

homogénéisées par rapport à la droite représentant la fonction de survie logarithmique d'un

PH. Ces graphiques sont aussi présentés sur les figures 6.14 à 6.15 pour la station 14(25)

pour laquelle I'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées est rejetée par le test de

K-S.

t23
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On voit sur les figures 6.3, 6.5, 6.7 et 6.8 que les fonctions de survie logarithmiques des
durées empiriques non homogénéisées des étiages des stations 08(25), 18(25), 08(10), et
15(10) ne correspondent pas à ln(l-F(x)) où l-F(x) est donnée par l'équation 5.25. De plus,

les fonctions de survie logarithmiques des durées empiriques homogénéisées des étiages de
ces stations (figures 6.9, 6.11, 6.13, et 6.14) ne correspondent pas à la fonction de survie
logarithmique d'un processus de Poisson homogène d'intensité 1 (droite de pente 1). On
conclut donc que le PNH n'est un modèle adéquat pour représenter les étiages des stations
08(25),  18(25),08(10),  et  15(10).

En examinant les figures 6.4,6.6,6.10, et 6.12, nous concluons que le PNH est adéquat pour

modéliser les étiages des stations 14(25) et 19(25).
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6.3.2 Les surplus: résultats du PNH

Test du périodogramme Test d'adéquation de

la loi exponentielle

Test d'adéquation de

la loi 5.25

Nom K-S # K-S \ l K-S \ l

st06(25)
stO7(2s) .72 .82 .95 1 . 3 5 1.04 r .63

stO8(25) 1 . 3 5 2.04 r.22 1.95 1 . 3 1 r .78

stl4(2s) .82 .72 t .27 2.39

st16(2s)
stls(25) t .39 2 . t6 .79 1.09

st19(2s) 1.09 t .92

st20(2s) .97 r.04 1.27 t . 4 1 t .28 r .67

st22(2s) .71 .70 .58 .57 1 . 1 3 .88

st06(10) I . 1 6 .97

st07(10) .63 .42 .61 .48 .76 .49

st08(10)
st14(10) .82 r .29 .82 1.28

stls(10) .42 .46 .52 .29 .69 .36

stl6(10) .47 .42 .70 t . t 4 .89 .90

st22(10) .85 1 . 1 1 . 1 8 1.89

Tableau 6.8: Tests du PNH - i:l (Surplus)

D'après le tableau 6.8, l'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées est rejetée

pour les stations 16(25),18(25), se(25), et 14(10) par le test de K-S et /ou le test d'Anderson.
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L'hypothèse de l'adéquation de la loi exponentielle de moyenne unitaire aux durées
homogénéisées est rejetée par les tests de K-S etlou d'Anderson pour les stations 06(25),
15(25), 16(25), 19(25), se(25), 06(10), 08(10), 18(10), 19(10), 20(10), et se(I0).
L'hypothèse d'adéquation de l'équation 5.25 aux durées empiriques non homogénéisées est
rejetée par les tests de K-S eVou d'Anderson pour les stations 06(25), 14(25), 15(25),
16(25),19(25), se(25),06(10),08(10), 18(10), l9(10),20(10), 22(10), et se(l0).

D'après les résultats des tests, on peut conclure que l'hypothèse d'un PNH est tout à fait
acceptable pour modéliser les surplus aux stations 07(25),08(25), 20(25),22(25),07(10),
15(10),  et  16(10).

Le PNH et le RNH sont rejetés pour les stations 16(25), 18(25), se(25), et 14(10). Cette

décision est motivée par le fait que I'hypothèse d'indépendance des durées homogénéisées

est rejetée. L'hypothèse d'un PNH est rejetée pour les stations 06(25), 15(25), 19(25),

06(10), 08(10), 18(10), 19(10), 20(10), et se(l0).

Puisque les tests d'adéquation de loi exponentielle et de l'équation 5.25 présentent des

résultats contradictoires quant à l'adéquation d'un PNH aux surplus des stations 14(25), et

22(10), il est difficile de conclure à I'adéquation ou au rejet du modèle. Afin d'avoir plus

d'information, nous comparons sur les figures 6.15 et 6.16 les fonctions de survie

logarithmiques des durées empiriques non homogénéisées et des durées théoriques non

conditionnelles d'un PNH (équation 5.25). De plus, sur les figures 6.17 et 6.18, nous

présentons les fonctions de survie logarithmiques des durées empiriques homogénéisées par

rapport à la droite représentant la fonction de survie logarithmique de variables

exponentielles. Ces figures nous indiquent que le PNH est inadéquat pour modéliser le

surplus de la station 14(25), et qu'il est acceptable pour les surplus de22(10).
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6.3.3 Vérification de I'adéquation du RNH

Lorsque I'hypothèse du PNH est rejetée sans pour autant rejeter l'hypothèse d'indépendance
des durées homogénéisées, un test d'adéquation aux durées homogénéisées de la loi Gamma,

de moyenn" 5:1 et de variance + est effectué. Ceci permet de vérifier l'adéquation du
Pi  P i -

RNH. Nous rappelons que cri est I'inverse de ôf ,la variance des durées homogénéisées

dans l 'état i :1.2.

6.3.4 Les étiages: résultats du RNH
Les résultats de I'adéquation d'un RNH aux étiages des stations 08(25), 15(25), 16(25),

l8(25), 22(25), se(25), 08(10), 15(10), et 18(10) sont présentés au tableau6.9. On en conclut

que le RNH pour lequel les durées d'étiage suivent une loi Gamma de moyenne unitaire et

de paramètres cr,2 =p2:*, ,i étant la variance estimée des durées homogénéisées x',2,

est adéquat pour les étiages des stations 08(25), 15(25), 16(25), se(25), 08(10), 15(10), et

18(10) et qu'il est rejeté pour les étiages de 18(25) et22(25).

Test de la loi Gamma moyenne unitaire - Étiage

Station a 2 = P z K-S \ l

stO8(25) .9106 .89 1.0

stls(25) 1.86 .48 .36

st16(2s) r .36 1 . 1 1 2.03

st18(2s)
st22(2s)
Stse(25) .50 .84 r.07
st08(10) .69 1 . 0 t .43

stls(10) t . 4 l .40 .22

st18(10) .75 1.03 t .23

Tableau 6.9: Test d'adéquation de la loi Gamma aux durées homogénéisées - i:2 (Etiage)

1 3 5
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En résumé, d'autres modèles doivent être développés pour les étiages des stations 20(25),
14(10), 18(25), 22(25), et se(l0) puisque ni le RNH ni le PNH ne sont adéquats pour celles-
ci.

6.3.5 Les surplus: résultats du RNH
Les résultats de I'adéquation d'un RNH aux surplus des stations 06(25), 14(25), 15(25),
19(25),06(10),08(10), 18(10), l9(10),20(10), et se(10) sontprésentés autableau 6.10. On
en conclut que le RNH pour lequel les durées de surplus suivent une loi Gamma de moyenne

unitaire et de paramètres or : pr = 
#, 

ôi étant la variance estimée des durées

homogénéisées x'], est adéquat pour les stations 06(25),15(25),06(10), 19(10), et se(l0).

Test de la loi Gamma moyenne unitaire - Sumlus

Station 0 r  = P r K.S vl

st06(25) .56 .95 1.06

strs(25) 2.28 .48 .36

st06(10) .59 .95 r.02

st le(10) .37 1 . 3 2.3

Stse(10) "41 .83 .93

Tableau 6.10: Test d'adéquation de la loi Gamma aux durées homogénéisées - i:l (Surplus)

En résumé, d'autres modèles doivent être développés pour représenter les surplus des

stations 14(25), 16(25),18(25), 19(25), se(25), 08(10), l4(10), 18(10), et 20(10) puisque ni

le RNH ni le PNH ne sont adéquats.



Chapitre 6, Applications et résultats

6.4 Résumé des résultats du PNH et du RNH
Les résultats nous indiquent que le PNH et le RNH ne sont pas adéquats pour toutes les

rivières étudiées. Sur les 22 rivières/seuils étudiés, le PNH est adéquat pour modéliser les

étiages de 10 stations et les surplus de 8 stations. Le RNH est adéquat pour modéliser les

étiages de 7 stations et les surplus de 5 stations. D'autres modèles doivent donc être

développés pour les étiages des stations 18(25), 20(25),22(25), 14(10), et se(10) et les

surplus des stations 14(25), 16(25),18(25), 19(25), se(25), 08(10), 14(10), 18(10), et 20(10).

Nous proposons donc d'évaluer le PNHC (i:I,2) présenté à la section 5.2.3.

6.5 Vérification de I'adéquation du PNHC
Nous rappelons que nous appliquons le PNHC uniquement aux étiages/surplus des stations

pour lesquelles ni le PNH ni le RNH ne sont adéquats. Afin de construire le PNHC décrit

dans la section 5.2.3, il est nécessaire d'obtenir des données journalières de température et de

précipitations. Nous avons pu le faire pour les rivières canadiennes du tableau 6.11. Le

PNHC ne sera donc pas appliqué aux surplus de St16 ni aux étiages de St22 vu la non-

disponibilité des données météorologiques. Bien que les températures ne soient pas

disponibles pour la Seine, nous avons quand même tenté d'y ajuster le PNHC en tenant

compte seulement des précipitations.

Données météorologiques disponibles

(températures et précipitations)

Station Nombre d'années

st08 (02EC002) s2 (re39-r990)
st14 (02YL001) 37 (res4-ree0)
str5 (04LJ001) 24 (1967-1990)

stl8 (0s88001) 6r (1e30-1990)

str9 (05oD031) 4r  (1941-198r )

st20 (078E001) s4 (r92r-r974)

t37

Tableau 6.1 1: Stations canadiennes utilisées pour l'évaluation des PNHC



138 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

6.5.1 Les étiages: résultats du
Le tableau 6.12 présente pour i:2,

5.3.2, ainsi que leurs variances.

PNHC
les paramètres de I'intensité du PNHC estimés selon

Station Ê2 var( Ii2 ) 62 varlô')

st14(10) 1.05 .264 -3.07 .033

stl 8(25) 3.98 3.82 -3.98 .012

st20(25) -.64 t .2 l -4.68 .04

Stse(10) 9.96 2.59 -6.45 .40

Tableau 6.I2:Lesparamètres estimés de p2(t,Ht)- PNHC

Le tableau 6.13 présente les résultats du test du périodogramme ainsi que le test d'adéquation
de la loi exponentielle de paramètre 1, appliqués aux durées homogénéisées du PNHC pour

i:2. On constate que ce modèle est adéquat pour modéliser les étiages des stations 18(25),
14(10) et 20(10). Il ne I'est pas pour modéliser les étiages de se(10). Ceci peut s'expliquer
par le fait que nous n'avions pas les données de tempérafure, et que nous n'en avons donc pas
pu en tenir compte dans la formulation de ô'(t,H,).

6.5.2 Les surplus: résultats du PNHC
Le tableau 6.14 présente pour i:1, les paramètres de

5.3.2, ainsi que leurs variances. On note que var(Ê,)

08(10) et 20(10).

I'intensité du PNHC estimés selon

est élevée pour les stations se(25),

Test du périodogramme Test d'adéquation de la

loi exponentielle

st14(10)
st18(25)

Stse(10)
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Station P' vtr( Êr ) R, var (Ê, ) ô , var(0, )

str4(25) -4.46 .01 6.96 t .2 -.44 .017

strs(2s) -6.57 .07 5.50 1.08 -2.29 .08

stre(2s) -4.79 .01 .225 .67 -.42 .02

Stse(25) -5.04 .030 21.06 83.5 -1 .03 .037

st08(10) -5.76 .052 -5.8 2 ï .43 - 1 . 8 .07

st14(10) -5 .51 .025 7.86 t .97 -.32 .042

str 8(10) -6.9 .067 6.60 .75 -t.44 .057

st20(r0) -7.49 1.23 -3.2 10.09 -1 .95 .39

Tableau 6.14: Les paramètres estimés de pt(t,Ht)- PNHC

Le tableau 6.15 présente les résultats du test du périodogramme ainsi que le test d'adéquation

de la loi exponentielle de paramètre 1, appliqués aux durées homogénéisées du PNHC pour

i: l .

Test du périodogramme

Test

d'adéquation de

la loi

exponentielle

Nom K-S \lf K-S t f

stl4(2s) .67 .43 .89 r . t 4
strs(2s)1.09 2. r3 .93 .75

str9(2s) .96 1 . 5 9

st08(10) .72 .63
st14(10) 1 . 2 2.4 .67 .54

st18(10) .97 r.23 t .2 l 2.05

st20(10) .73 .34

Tableau 6.15: Tests du PNHC - i:l (Surplus)
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On constate que ce modèle est adéquat pour les surplus des stations 14(25),18(25), 14(10) et
18(10). Il ne I'est pas pour les surplus des stations 19(25), se(25), 08(10), et de 20(10).

Dans le cas de St19(25) on remarque sur la figure 6.19 que les temps d'arrivée des
événements de type 1 sont distribués partout sur I'année contrairement à, par exemple,
StlS(25) et St14(10) (figures 6.22 et 6.23 ) où ces occurrences sont confinées à des périodes

spécifiques. Ceci est aussi wai pour la station se(25) (figure 6.20). De plus, nous ne
disposions pas de données de température pour cette station et nous n'avons donc pas pu en
tenir compte. Pour ce qui est de St08(10), on remarque la présence d'une donnée singulière
(outlier) (figure 6.21) ce qui peut expliquer la forte variance de R,. Dans le cas de St20(10),

le mauvais ajustement est probablement dû au faible nombre d'événements observés (13)

(frgure 6.22) ce qui explique la forte variance de Ê, .
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Figure 6.19: Temps d'arrivée dans I'année des événements de rupture de surplus - Stl9(25)
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Figure 6.20: Temps d'arrivée dans I'année des événements de rupture de surplus - Stse(25)
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Figure 6.21: Temps d'arrivée dans I'année des événements de rupture de surplus - St08(10)
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Figure 6.22:Temps d'arrivée dans I'année des événements de rupture de surplus - StlS(25)
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Figure 6.24:Temps d'arrivée dans I'année des événements de rupture de surplus - St20(10)

Le tableau 6.16 présente une synthèse des résultats obtenus. Nous notons que le PNH

s'applique aux étiages de 10 et aux surplus de 8 stations. Le RNH s'applique aux étiages de 7

et aux surplus de 5 stations, et le PNHC s'applique aux étiages de 3 et aux surplus de 4

stations. Nous n'avons pas pu construire un modèle adéquat pour les étiages de Stse(I0) ni

pour les surplus de St19(25), Stse(25), St08(10) et St20(10) pour les raisons évoquées ci

haut. La non-disponibilité (N/D) de données météorologiques ne nous a pas permis de

développer un modèle pour les étiages deSt22(25) ni pour les surplus de Stl6(25).

t2

l0

,100150
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Les modèles adéquats

Station Étiages Surplus

st06(2s) PNH RNH

st07(25) PNH PNH

stO8(2s) RNH PNH

stl4(2s) PNH PNHC

stl s(25) RNH RNH

st16(25) RNH

sr18(2s) PNHC PNHC

sr19(2s) PNH

st20(2s) PNHC PNH

sa2Qs) PNH

Stse(25) RNH

st06(10) PNH RNH

st07(10) PNH PNH

stO8(10) RNH

stl4(r0) PNHC PNHC

st l5(10) RNH PNH

stl6(10) PNH PNH

st18(10) RNH PNHC

st le(10) PNH RNH

st20(10) PNH

st22(10) PNH PNH

Stse(l0) RNH

Tableau 6.16: Svnthèse des résultats

6.6 Analyse de sensibilité et simulation
Nous avons effectué I'analyse de sensibilité pour les étiages et les surplus de chaque
rivière/seuil pour lesquels un modèle s'est avéré adéquat (tableaux 6.17 et 6.18).
Normalement, le processus alterné dewait être généré en simultané. Pour les rivières où nous
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n'avions un modèle adéquat que pour un seul des deux états, nous avons supposé un PNH

pour l'état non modélisable pour les fins de simulation et d'analyse de sensibilité.

Tableau 6.17: Analyse de sensibilité - i:2 (Etiage)

Nombre de fois où le test reiette I'hypothèse nulle, a:.05

Test du périodogramme

Test d'adéquation

de la loi

exponentielle

Test d'adéquation de

la loi Gamma

Nom K-S tr? K-S \rÊ K-S \ l

st06(25) (PNH) 2 4 4 9

st07(2s) GNH) 2 4 27 3 1

sr08(2s) (RNH) J 4 38 40

stl4(25) (PNH) 4 2 5 l 4

strs(2s) (RNH) 8 l 4 5 1 59

stl6(25) (RNH) 8 t 0 a a
J J 39

stlS(25) 7 7 54 73

stle(2s) (PNH) 5 J 1 5 1 8

st20(2s) a
J 4 6 7

Stse(25) (RNH) I I 1 0 1 5

st06(10) (PNH) 4 5 1 0 1 5

st07(10) (PNH) 6 4 27 32

st08(10) (RNH) a
J J 46 58

stl4(10) a
J

a
J 3 8 59

st1500) (RNH) 6 4 25 22

st16(10) (PNH) J ) 32 32

stl8(10) (RNH) 6 7 57 65

str900) æNH) 2 4 I4 I 4

st2200) (PNH) 2 a
J 49 74
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Nombre de fois où le test rejette I'hypothèse nulle, o:.05

Test du périodogramme Test d'adéquation

de la loi

exponentielle

Test d'adéquation

de la loi Gamma

Nom K-S \ r K-S vf K-S \ f

st06(2s) (RNH) 4 4 1 l t 6
st07(25) (PNH) 9 6 23 24
st08(25) (PNH) 4 J 46 52

stl4(2s) (PNHC) 4 3 l 7 27

stl5(25) (RNH) 4 8 3 5 J J

stl8(25) (PNHC) 2 6 66 66

st20(25) (PNH) 0 2 6 6

sa2Qs) (PNH) a
J 5 52 59

sr06(r0) (RNH) J 4 7 t 2
st07(10) (PNH) 4 4 5 l 54

st14(10) (PNHC) I 0 8 1 84

stls(r0) (PNH) a
J 3 T6 T7

stl6(10) (PNH) 7 7 l 7 20
stl8(10) (PNHC) 4 J 1 1 13

stle(l0) (RNH) J 4 4 8

st22(10) (PNH) I I 3 8 55

Stse(I0) (RNH) 2 6 48 54

Tableau 6.18: Analyse de sensibilité - i:l (Surplus)

Nous n'avons pas réussi à effectuer I'analyse de sensibilité pour St20(10) à cause du faible
nombre d'événements généré par simulation. Les résultats de I'analyse de sensibilité basée
sur 100 séries de paramètres générés nous indiquent que lorsque le PNH est adéquat, il
semble l'être pour un grand nombre de réalisations de processus. Ceci est moins wai du
PNHC qui semble sensible à I'incertitude.
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Les modèles construits peuvent servir pour générer des processus alternés tels

I'annexe 4. À titre d'illustration, nous présentons sur les figures 6.25 à 6.28 des

série altemée de surplus/étiage simulée et observée sur l0 ans: St07(25)

st08(25) (PNH/RNH), St l 4(25)(PNHC/PNH), St 1 s (25)GNTyRNH).

1500

que décrits à

exemples de

(PNH/PNH),

500 1000 1500 2w 2500 3000 3500
. . Jqur

La série alternée-dd surplus/étiage simulée

état

2000
Jour

Figure 6.25: Des séries de surplus/étiage simulées et observées à St07(25) (PNHÆNH)

5m 1000 1500 2m 25w 3000 3500

La série alternéeJ8e%urplus/étiage simulée

2000 2sæ
Jour

21000

st08(2s) (PNH/RNH)

La série alternée de surplus/étiage obser",ee

La série alternée de surplus/étiage observée

Figure 6.26: Des séries de surplus/étiage simulées et observées à
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état

état

2W
Jour

Figure 6.27:Des séries de surplus/étiage simulées et observées à St14(25) (PNHC/PNH)

état

La série alternée de surplus/étiage observée

stl

1000 1500 2000 2sffi 3000 3500
, . Jour

La série alternée-dd surnlus/étiase simulée

1500 2W
Jour

La série alternée de surplus/étiage observée

Figure 6.28: Des séries de surplus/étiage simulées et observées à Stl5(25) (RNFilRNH)
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De plus, nous présentons sur les figures 6.29 à 6.32 les histogrammes de durées d'étiage

observées et simulées pour les stations St06(25XPNH), St08(25XRNH), et StI4(10)(PNHC),

et les histograrnmes de durées de surplus observées et simulées pour Stl4(10) (PNHC). Les

comparaison entre les données simulées et les données observées sont à titre qualitatif

seulement.
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Figure 6.29: Histogramme des durées d'étiage observées et simulées à St06(25)- PNH
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Figure 6.30: Histogramme des durées d'étiage observées et simulées à St08(25)- RNH
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Figure 6.31: Histogramme des durées d'étiage observées et simulées à St14(10)- PNHC
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Figure 6.32: Histogramme des durées de surplus observées et simulées à Stl4(10)- PNHC
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6.7 Conclusions
Un de nos sous-objectifs était d'évaluer le PNH et le RNH sur les rivières canadiennes afin
de voir si ces modèles sont acceptables en la présence d'étiages d'hiver et de comparer nos
résultats avec cetrx de North (19S1). Nous avons utilisé les données joumalières des rivières
suivantes: Pigeon, Magnetawan Nord, Black, Missinaibi, et Turtle en Ontario, Upper
Humber à Terre Neuve, Ha:ricana au Québec, Bow et Athabasca en Alberta, Sprague au
Manitoba, et Bar-sur-Seine en France. Le débit moyen journalier variait entre 1.6 m3/s et 442
m3/s, et la superficie du bassin variait entre 321 Lorf et74600 km2. Nous avons défini les
étiages à partir des seuils correspondant aux 10è'" et 25è'" quantiles, c'est-à-dire les débits
dépassés 90 et75Yo du temps respectivement.

Nous avons constaté I'adéquation du PNH comme modèle d'occurrence de surplus ou
d'étiage pour 18 séries (rivières/seuils), et celle du RNH pour 12 séries (rivières/seuils). Ces
résultats sont assez surprenants compte tenu de la simplicité relative de ces modèles. Ils
appuient toutefois les résultats de North (1931) qui a appliqué le PNH et le RNH à 17
rivières, à un seuil correspondant au 95è'" quantile. Il a constaté que le PNH est acceptable
pour les petites rivières de plaines n'ayant pas d'étiage d'hiver (11 rivières sur l7). Cette
conclusion ne semble pas s'appliquer aux rivières que nous avons étudiées puisque toutes
nos rivières canadiennes présentaient des étiages d'hiver. Dans le cas de North (1981), le
RNH semblait adéquat pour les 5 autres rivières, et aucun modèle n'était acceptable pour la
17è'" rivière. Les surfaces des bassins étudiés variaient entre 0.5 et 65 km2, et un bassin de
165 km2 est considéré comme grand. Le débit moyen variait entre .01 et 3.16 m3/s.

Afin de tenir compte des deux étiages (été et hiver) nous avons tenté d'ajuster un modèle que
nous appellerons PNH2, qui correspond au modèle PNH avec la difference que la fonction
d'intensité a la forme suivante: (2 harmoniques). Ce modèle s'avéra adéquat pour une des 7
séries que nous n'avons pas réussi à modéliser, à savoir les surplus de Stl6(25). Les
difficultés de modéliser les 6 autres séries proviennent surtout du fait que les temps
d'occurrence des événements sont répartis un peu partout sur I'année.

Nous avons développé et appliqué le PNHC uniquement pour les rivières pour lesquelles ni
le RNH ni le PNH n'était acceptable, et ce, dans un souci de parcimonie et de simplicité.
Pour ce faire, nous avons dû essayer plusieurs types de fonctions d'intensité présentées à

l 5 t
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I'annexe 5. Nous avons trouvé que le PNHC était adéquat pour les étiages de 3 des 4 séries

(rivières/seuils) considérées et pour les surplus de 4 des 8 séries (rivières/seuils) que nous

avons tenté de modéliser.

Suite à nos travaux et à ceux de North (1981), il s'avère que des processus ponctuels assez

simples tels que le PNH et le RNH peuvent être utilisés pour modéliser en pratique les

occu11ence des étiages et des surplus. Pour les cas où ces processus ne sont pas adéquats, on

peut appliquer le PNHC que nous avons proposé. Ce modèle est parcimonieux (deux

paramètres pour les étiages et trois paramètres pour les surplus). Il suppose toutefois la

disponibilité de données météorologiques joumalières. L'approche altemée est nécessaire si

on veut tenir compte des durées des étiages, ce qui est une variable importante. Tous les

modè|es présentés peuvent être utilisés pour générer par simulation des séries de surplus et

d'étiage.

Nous avons remarqué que l'adéquation des modèles d'étiage et de surplus variaient en

fonction du seuil pour la plupart des rivières (6 sur 11 pour les étiages et 6 sur 1l pour les

surplus, mais pas les mêmes six rivières). Ceci illustre la grande influence du seuil sur le

type de modèle qui sera adéquat, d'où I'impossibilité de conclure à un modèle "universel". Le

même modèle d'occurrence s'appliquait et aux occtlrrences de surplus et aux occurrences des

étiages pour 7 des 22 rivières/seuils. Nous n'avons pas réussi à dégager une classification

associant un type de rivière à un type de modèle en fonction de la situation géographique, ou

du débit moyen. ou de la surface du bassin, ou du nombre d'événements.

Les résultats que nous avons présentés ont été obtenus en utilisant un seuil de confiance

a:.05. Afin de vérifier la robustesse de nos résultats, nous présentons à I'annexe 9 les

résultats des tests statistiques pour cr:.01.

En résumé, nous constatons que des modèles basés sur des processus ponctuels relativement

simples, sont tout à fait adéquats pour modéliser les occurrences des étiages et des surplus

tout en tenant compte de la non-stationnarité du phénomène. Retenons cependant I'influence

du choix du seuil sur les résultats.



7. QUANTIFICATION DU RISQUE

Un des objectifs de ce travail est de faire le lien entre l'hydrologie statistique et I'hydrologie

opérationnelle. Nous atteindrons ce but en calculant des indices de risque basés sur les

durées des étiages à partir des modèles d'occurrence développés. En pratique, les indices de

risque proposés peuvent être utilisés comme critères à optimiser lors de l'élaboration de

politiques de gestion des ressources en eau. Il est important de noter que les résultats

présentés dans ce chapitre sont plutôt de nature exploratoire et s'inscrivent dans un cadre

d'évaluation et de quantification du risque.

Dans ce travail, nous considérons une rivière comme un système hydrique qui peut être dans

un état non satisfaisant (étiage, débit en dessous d'un seuil) ou dans un état satisfaisant

(surplus, débit au-dessus du seuil). X est la durée d'étiage, Y est la durée de surplus, et Z est

I'intervalle entre deux débuts d'étiage. Notre approche consiste à définir pour le PNH, le

RNH, et le PNHC, cinq indices de risque basés sur les questions suivantes:

. Ir(x,u): quelle est la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u dure

plus de x jours, P(X>xlT:u)?

. Iz(x,u): quelle est la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u se

termine étant donné qu'il a déjà duré x jours, P(X:x I X >x, T:uX

. Is(y,u): quelle est la probabilité d'entrer en étiage sur I'intervalle (u,u+y) étant

donné qu'on est entré en surplus à I'instant u, P(Y < yl T:u)?

. Iq(z,u): quelle est la probabilité d'entrer à nouveau en étiage sur (u, u+z) étant

donné qu'on est entré en étiage à I'instant u,P(Z < zl T:u):D(zl T:u)?

. Is(x,u): quelle est la probabilité d'être en étiage au temps t étant donné que le

dernier étiage a débuté à I'instant u, Pr(u+xl T:uX
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Nous présentons dans les paragraphes qui suivent les expressions analytiques de ces indices.
Afin d'illustrer leur applicabilité, nous les évaluons pour les stations décrites au tableau 7.1,

et ce pour des durées d'étiage (X) et de surplus (Y), ainsi que des intervalles entre deux

étiages (Z), entre I et 365 jours. Le PNH et le RNH sont des processus périodiques de
période 365 jours (ce qui n'est pas le cas du PNHC). Les dates d'occurrence du demier
événement u, (2 janvier pour le PNH, 30 avril pour le RNH) ont été choisies au hasard. Une

hypothèse du PNHC développé est que les précipitations et les températures qui

conditionnent I'intensité sont connues. C'est pour cette raison que nous avons dû spécifier
une date exacte pour u, le dernier événement du PNHC. Ceci explique la notation differente
pour u (PNHC) de la notation pour u (PNH et RNH). Nous avons choisi arbitrairement
d'utiliser les données observées au7ll2l43 pour le PNHC.

Tableau 7.1 : Stations pour lesquelles les indices de risque sont calculés

Nous rappelons que pour le PNHC, les précipitations sont fixées à 0 lorsque la température

est inferieure à -2. La variable nbjoursec(t) est le nombre de jours sans précipitation

précédant t divisé par 365. La variable pnorm(t) est la hauteur de pluie tombée pendant les

90 jours précédant t normée par cette quantité maximale observée:
kk=t

Iptt  t l
pnorm(t):

Les résultats que nous présentons sont obtenus à I'aide de MATLAB et MAPLE. Dans le cas

des PNH et RNH, les intégrales sont estimées par des algorithmes d'intégration numérique.

Dans le cas du PNHC, les intégrales des équations 7.5 et 7.14 sont obtenues par

approximation en sommant sur la variable d'intégration a, et ce entre les bomes d'intégration.

Station Modèle

étiage

Modèle

surplus

Paramètres étiages

F, K2 02 9z

Paramètres surplus

B, K, 0,  o,

Date du dernier

événement

sr07(2s) PNH PNH -3.9 -.53 4.97 -5.29 -1.64 .91 2/01

srls(2s) RNH RNH -3.9 2.5 4.93 1.86 -5.29 .96 1.08 2.28 30/04

stl 8(2s) PNHC PNHC 3.98 -3.98 -6.57 5.50 -2.29 7l12/43
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7.1. La loi des durées d'étiageo l1(xru)
Le premier indice proposé I,(x,u), est la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u,

dure plus de x jours: P(X>xlT:u). Il est calculé étant donné I'historique du processus et

I'instant d'occurrence u du dernier étiage. Cette quantité est (équations 5.1, 5.3):
( u + x \

I , (x,u):  p(xtxlT=.r,H")-"*pl  -  !o ' (aH")dal Q.D
\ u

où p'(t,H,) est f intensité du processus de rupture des étiages dans le processus alterné, à

I'instant t.

PNH

Dans le cas du PNH, o'(a, H") = exp(F, + K, sin(r,ru + er)). I'(x,u) est donc:

p(xtxlr=.,)=.*o[-"1"*o(B, +K,sin(or"*e,))al (7.2)'  
\  ;  

'  ' '  
)

2n
où rrr = 

ft.lr{*,Zjanvier) 
est présenté sur la figure 7.1 en fonction de la durée x pour la

station St07(25). On y voit que la probabilité d'étiage de longue durée diminue lorsque la

longueur de la durée x augmente.

0 5 0
jmviu

300 350 400
décembre

P(X> xl T=2 janvier)

Figure 7 .l: Ir(x,2janvier):P(X>xlT:2 janvier) en fonction de x - PNH (St07(25)
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RNH

Dans le cas du RNH, p ' (a,H"):qt(u-.r ,u) :çr1x')À2(a),  où " '= i r '1. ,0;U' ,0,

r'(.r) = exp(F, + K, sin(r,ru + er)), et où <p(x') est le taux de rupture d'un RH aonti", durées

x' suivent une loi Gamma de paramètres o:p. Or cp(x') est (Ross, 1985):

q(x ' )  = (7.3)

f "*p-,'(r * lo-'0,
I,(x,u) est donc:

courbe de probabilité des durées x s'estompe beaucoup plus rapidement que lr(x,2janvier)

pour St07(25). Ceci s'explique par le fait qu'un étiage qui a débuté le 30 avril (figure 7.2) a

moins de chance de se poursuivre qu'un étiage qui a débuté le 2 janvier (figure 7.1) puisque

le printemps est une saison qui présente beaucoup de précipitations pluvieuses.

0
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0.7
P(X>xl T=30 awil)

0

0.5

0.4

0 .3
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0 . 1

0
1 5 0 200

X

350
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Figure 7 .2: lr(x,30 avril) :P(X>xlT:3O avril) en fonction de x - RNH (St15(25)
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PNHC

Dans le cas du PNHC, p'(t,H,) aepena uniquement de la quantité de pluie tombée les 90

jours précédant t mesurée par pnonn(t). La figure 7.3 présente pnorm(t) pour t enfte le 7

décembre 1943 et le début décembrel944 (n et u+365).

0.8

0.7

pnorm(7/12/43+x)

0

0.5

0.3

0.2

0 .1

0 5 0
7/12143

100 150 200 250 300
x

350 400
7/12/44

Figure 7.3 : pnorm(t), t:7 I l2l 43+x)) Stl 8

Pour le PNHC O'(a,U")= exp(Kzpnorm(a)+er).I,(x,u) est donc:

p(x t xl T = .r, H" ) 
- .-p[- 

'J"*o(*ronorm(a) 
. e, )a")

Nous avons calculé lr(x,7112143) pour Stl8(25). Les résultats sont présentés sur la ftgure 7 .4.

On y voit que la probabilité que l'étiage dépasse une durée x d'autour 200 jours est nulle, ce

qui s'explique par le fait que la valeur de pnorm(7112143+x) s'accroît rapidement autour de

x:200 (figure 7.3).

(7.s)
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0.

0.
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P(X>xl T=7/r2/43)
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0
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7n2t43 x 7/12144

Figure 7.4:Ir(x,7112143):P(X>xlT: 7112143, en fonction de x - PNHC (Stl8(25)

7.2 La probabilité qutun étiage se termine, I2(xru)
Le deuxième indice de risque que nous proposons Ir(x,u), est la probabilité de sortir d'un

étiage qui a déjà duré x unités de temps, étant donné qu'il a corlmencé à I'instant u,

P(X:xlX>x,T:u). C'est la probabilité de rupture d'un étiage donnée par:

Ir(x,u): P(X:xlX>x, T=u) : p2(x+u,H**JÂt (7.6)

Puisque nous utilisons des données journalières dont le pas de temps At est 1 jour, Ir(x,u)
correspond au taux de rupture des étiages:

Ir(x,u): p2(x+u,H**u)

PNH

Dans le cas du PNH,IT(x,u) est:

(7.7)
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P(X:xlX>x, T:u) : 121u+x) :exp(F, + K, sin(or(u + x) * er)) (7.8)

Nous présentons lr(x,2janvier) pour la station St07(25), sur la figure 7.5. Cette fonction

correspond à la probabilité qu'un étiage qui a débuté:��ura2janvier et qui a duré x jours se

termine immédiatement. On voit que la probabilité de rupture des étiages décroît rapidement

durant I'hiver (étiage d'hiver). Cette fonction peut être utilisée pour obtenir Ir(x,u'), pour tout

u' entre l/01 et 3lll2, car le taux de rupture est périodique de période 365 jours. De plus, il

dépend uniquement de I'instant où I'on se trouve, et non du temps écoulé depuis le demier

événement. Il suffit donc, pour obtenir Ir(x,u'), pour tout u' entre 1/01 et 3lll2, de décaler la

fonction de la figure 7.5 par u-u' jours vers la droite.

X=xlXàx, T:2 janvier)

0.01
0

janvier
150 200 250 300 350 400

x décembre

Figure 7 .5: lr(x,2 janvier): P(X:x I Xàx, T:2 janvier) en fonction de x - PNH (St07(25)

RNH

Dans le cas du RNH, Ir(x,u) est:
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où 1,2(u+x) :exp(F, + K, sin(ro(u + x) * er)) . Nous présentons lr(x,30 avril) pour la station

Stl5(25) sur la figure 7.6. Ony voit que la probabilité de rupture augmente assez rapidement
au printemps. Cette fonction est périodique, mais dépend du temps écoulé depuis le dernier
événement. Nous ne pouvons donc pas utiliser la même fonction pour calculer lr(x,u') pour

tout u' entre 1/01 et3llI2, comme c'est le cas du PNH.

0.4

0. P(X:x I X> x, T:30 avril)

0.3

0.

0.2

0.  l5
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,"0", 
50 100 150 200 250 300 350 400

* avril

Figure 7 .6: lr(x,30 avril):P(X:x I X >x, T:30 avril) en fonction de x - RNH (Stl5(25)

PNHC

Pour le PNHC, Ir(x,u) dépend uniquement de pnorm(u+x). Cet indice est égalà:

P(X:x I  X>*,  T:u) :  p2(u + X,Hu**) :exp(Krpnorm(u+ x)+0r)  (7 .10)

Nous présentons sur la figure 7.7,Lr(x,7112143) pour la station St18(25). Cette courbe est

proportionnelle à celle de la figure 7.3. Il est clair que lr(x,u) est grand lorsque

pnorm(71I2143+x) est grand (autour de x:250).
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P(X:xlX2x,T:7112/43)
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Figure 7.1:Ir:P(X:x lX 2x,T:7112143) enfonction de x - PNHC (St18(25)

7.3 La probabilité d'entrer en étiage' Ir(you)
Le troisième indice proposé est Ir(y,u), la probabilité d'entrer en étiage sur (u,u*y), étant

donné qu'on est rentré en surplus à I'instant u (dernier événement). Il conespond à la

probabilité que la période de surplus dure au plus y jours:

I,(y,u): P(Y< yl T:u) : t-{vtyl T=r,,r1) =1-.,{-"Ïo,nnr*) (7.1 l)

PNH

Dans le cas du PNH, Ir(y,u) est:

(7.ï2)

Nous présentons lr(y,2janvier) sur la figure 7.8 pour la station St07(25). Il est clair que cet

indice augmente avec la durée de l'état surplus.

P(Y< yl r:u) -, - .l<0(-' 
lt.o(U, 

+ K, sin(r,ra . r, ))u")
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Figure 7.8: Ir(y,u):P(Y <ylT:2janvier) en fonction de y - PNH (St07(25)

RNH

Dans le cas du RNH, Ir(y,u) est:

P(Y < yl T:u):1-exp (7.r3)

100 150 200 250 300 350 400
y décembre

"*p(8, + r, rin(ru + e,)) ,

f*0"|.'.Ë.*j

où l.r(a):exp(F, +K,sin(ro(a)+e,)). Nous présentons sur la figure 7.91r(y,30 avril) pour

St15(25). On voit que la courbe s'accroît moins rapidement que sur la figure 7.8. La

probabilité de rentrer en étiage est plus faible 200 jours après le 30 avril (figure 7.9,fin

novembre) que 200 jours après le 2 janvier (figure 7.8, début juillet). Ceci s'explique par le

fait que les pluies d'automne viennent alimenter les débits de rivière.
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Figure 7.9:Ir(y,30 awil):p(Y < yl T:30 avril) en fonction de y - RNH (St15(25))

PNHC

Dans le cas du PNHC, Ir(y,u) est fonction du nombre de jour sans précipitations,

nbjoursec(u+y) présenté sur la figure 7.1 1. Ir(y,u) est:

' *J  (  (2æa\ )
P(Y < yl T:u) J "*p[0, + K,nbjoursec(a) + er sin[ 

*J Jda
(7.r4)

Nous présentons sur la figure 7.10, lr(y,7112143) pour St18(25). On remarque que la

probabilité d'entrer en étiage augmente rapidement sur I'intervalle y:(0,50) et devient stable

autour de y:110, ce qui correspond au temps t:u*y, où la variable nbjoursec(t) qui

conditionne pt(u + y,H,) , fait un bond vers le haut.
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Figure 7.10: Ir(y, 7ll2l43):P(Y < yl T:7112143) en fonction de y - PNHC (Stl8(25)
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Figure 7.11: nbjoursec(t), t:7112143+y, Stl8

7.4 La probabilité d'un nouvel étiagerln(zru)
Les trois premiers indices de risque ont été calculés à partir des taux de rupture des étiages et

des surplus, pu(t,H,) k:1,2, du processus alterné. Nous présentons maintenant des indices

0
0 50 100 150 200 250 300 350 400
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de risque reliés aux processus d'un seul type. Nous référons le lecteur à la section 5.2 pour

un rappel de ces concepts.

Le quatrième indice de risque proposé lo(z,u), correspond à la probabilité de rentrer à

nouveau en étiage sur (u, u*z) sachant qu'on est y entré à I'instant u: P(Z<zlT:u). C'est la

probabilité qtue Z,l'intervalle entre 2 débuts d'étiages, soit plus faible qne z. Z est la somme

de deux variables aléatoires: la durée de l'étiage X et la durée du surplus Y telle qu'illustrée

sur la figure 7.12. Avant de calculer lo(z,u), il faut obtenir la densité de z, d(z,u).

Figure 7.12:Z, f intervalle entre2 débuts d'étiage

7.4.1 La densité des intervalles entre les débuts d'étiages

Nous commençons par calculer la densité de z, d(z). Supposons que les durées d'étiage x

aient une densité f(x), et les durées de surplus y aient une densité g(y). Alors, la densité de

z. x+y est fxg, la convolution de f et de g:

d(z): f*s(z): lf (z- y)g(y)dv
-;

Toutefois, dans notre cas x, V, et z sont non négatifs. On peut donc réécrire la convolution de

la façon suivante:
z
I

d(z): f*s(z): lf @ - y)e(y)dy
0

165

(7.1s)

[ Étut surplus I

(7.16)
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Puisque les processus sont non homogènes, les densités des intervalles d(z) doivent dépendre

du dernier instant d'occurrence. Nous calculerons donc d(z,u), la densité des intervalles entre

deux étiages, étant donné que le processus est rentré en étiage à I'instant u.

En pratique, on calcule numériquement la convolution discrète, pour z entre I et 365 de la

manière suivante:

a1z,u;:lf(z - k,u + k)g(k,u) (7.17)
k=0

Les densités des durées d'étiage et des durées de surplus sont des fonctions des intensités

comme suit (tableau 3.1):
( t + x \

f (x ,u) :p2(u+x;expl  -  [p '1u;aul  0.rg l
\ ; )
( u * v \

g(y,u) : pr (u + y; expl - Ip'(a)da | 12. u;
\ ;  )

PNH

Dans le cas du PNH, f(x,u) la densité des durées des étiages, et g(y,u) la densité des durées
de surplus étant donné que l'étiage (surplus) a débuté au temps u sont:

sin(ora. tr))u,

(7.20)

n('u + t,))0")

(7.2r)

K, si

I '  t+x

f(x,u) :exp(P, + K, sin(or(u + x) + e,))exnl - 
J"*o(p,

\ u

(  u+v

e(y,u) : "*p(F, + K, sin(ro(u + y) + e,))*n[- J"*p(8, *

f(x,u): <p'(x,r', * ")"*p[-'i*'(a,u + "rut

s(y,u): <p'(y, u * y;.*p[- 
"i*',u," 

* ")0,

* K ,

RNH

Dans le cas du RNH:

(7.22)

(7.23)
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""p(F, + K, sin(co(u + x)* e,))
où g ' (x,  u + x)  = , Ii(u+x):e"p(Ê, + K, sin(ro(u + x) * e,))

i : | ,2.

PNHC

Dans le cas du PNHC:
l ' u+* \

f(x,u): .*p(Krpnorm(u + x) + 0,)*ol - J.*p(rrpttorm(a) +e,)aa | <t.zl>- \  
. 1  

- '  
)

g(y,u): (7.24)

4o .u*c*æ(u+y).u *{ry) ]* I 4- +Kntiors(",.u *{#) F,

Calcul de In(zru)

Io(z,u),la probabilité de rentrer à nouveau en étiage sur (u, u+z) sachant qu'on est y entré à

I'instant u, correspond à:

Io(z,u):PQ,<zl T:u) :D(zl T:u): )d1i,,r1
i=0

Les figures 7 .t3, 7 .14, et 7 .15 présentent lo(2,2 janvier),Io(2,30 awil), et lo(z,7ll2l43) pour

St07(25) (PNH), Stl5(25) (RNH), et St18(25) (PNHC) respectivement. On y voit que cet

indice augmente plus rapidement pour St07(25) à partir de x:250. La probabilité de rentrer à

nouveau en étiage 300 jours après le 2 janvier (fin octobre) est plus grande que 300 jours

après le 30 avril (fin féwier) car dans le deuxième cas, on est probablement déjà en étiage.

Pour ce qui est de PNHC, cet indice est grand autour de z:100 jours, ce qui correspond à un

grand nbj oursec(7 1 121 43+z) (figure 7 .l I).

(7.2s)
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Figure 7 .13: Io(2,2 janvier):D(zlT:2janvier) en fonction de z - PNH (St07(25)
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7.5 La probabitité d'être en étiageo l5(x'u)
Le cinquième indice de risque que nous proposons Ir(x, u) est la probabilité d'être en étiage

au temps u+x étant donné qu'on y est rentré au temps u, P, (u + xlT = u). Cet indice

correspond à (North, 1981):

Ir(x, u): P, (" * xlT: u) =
p3(u + xl t= u)

(7.26)
p'(,, + xlT= u)

p'(tlT = u) est I'intensité de rupture des étiages à I'instant t dans le processus alterné, étant

donné qu'on est entré en étiage à I'instant u. Cette intensité est conditionnelle à ce qu'on soit

en étiage au temps t. p?(qT=u) est I'intensité de rupture des étiages au temps t dans le

processus d'un seul type, étant donné qu'on est entré en étiage à I'instant u. Cette quantité

n'est pas conditionnelle à ce que I'on soit en étiage au temps t. Il est possible d'obtenir la

probabilité d'être en surplus au temps u+x étant donné qu'on est entré en étiage au temps u,



170 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

P1(u+xlT:u):l- pr(" * xlt: u). Nous commençons

quantité est (tableau 3.1):

par calculer p3 (u + xlT: u) . Cette

p3(.r+xlT:"):#fr* (7.27)

Calcul de lr(xru)

Les figures 7.16,7.17 et 7.18 présentent Ir(x,u): Pr(r+xlT:.r) po.r St07(25) (PNH),

Stl5(25) (RNH), et Stl8(25) (PNHC) respectivement. Dans le cas du PNH, la probabilité

d'être en étiage est la plus forte au mois de janvier (étiage d'hiver qui se poursuit).

En examinant la figure 7.I7 on peut être surpris par la probabilité relativement faible d'être

en étiage tout de suite après le début de l'étiage. Or la courbe de probabilité présentée

correspond à un étiage qui débute un 30 avril, date à laquelle il y a normalement beaucoup

de précipitations pluvieuses, ce qui veut dire qu'un étiage débutant à cette dateJà, ne dure

pas longtemps. La probabilité d'être en étiage est la plus forte autour de 300 jours après le 30

avril, ce qui correspond à la fin féwier (étiage d'hiver).

Dans le cas du PNHC (figure 7.18), la probabilité d'être en étiage est la plus forte autour de

50 jours après le 7ll2l43 ce qui s'explique par les faibles valeurs de pnorm(t) autour de cette

date, (figure 7.7). On voit aussi que la probabilité d'être en étiage devient très faible autour

de 120 jours après le 7112143, date à laquelle la variable nbjoursec (figure 7.1l) devient elle

aussi très faible.
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Figure 7.16: Ir(x,2 janvier):Pr(x+2janvierl T:2 janvier) en fonction de x - PNH (St07(25)
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Figure 7.18: Ir(x, 7ll2l43):Pr(x+7112143,T:7112/43) en fonction de x - PNHC (Stl8(25)

7.6 Conclusions
Nous avons présenté dans ce chapitre cinq indices de risque reliés aux durées des étiages:

I,(x,u), la probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u dure plus que x jours; Ir(x,u), la

probabilité qu'un étiage qui a débuté à I'instant u se termine étant donné qu'il a déjà duré x

jours; Ir(y,u), la probabilité d'entrer en étiage sur I'intervalle (u,u+y) étant donné qu'on est

entré en surplus à I'instant u; lo(z,u),la probabilité d'entrer à nouveau en étiage sur (u, u+z)

sachant qu'on est entré en étiage à I'instant u; et Ir(x,u), la probabilité d'être en étiage au

temps t:ufx étant donné que le dernier étiage a débuté à I'instant u. En réference aux indices

de performance présentés à la section 2.7.2,I,(x,u) correspond à la fonction de survie, Ir(x,u)

correspond à une mesure de résilience, Ir(x,u), Io(x,u), et Ir(x,u) se rapportent à la définition

classique du risque hydrologique (probabilité d'une défaillance). En pratique, ces indices

peuvent servir d'objectifs à minimiser ou à maximiser lors de l'élaboration de politiques de

gestion des ressources en eau.

North (1981) a obtenu les expressions, non conditionnelles à I'instant d'occurrence du

dernier événement, de la loi des durées dans un état, la loi conjointe de la durée et de
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I'instant d'occurrence, ainsi que la loi de la durée sur un intervalle donné. Pour ce faire, il a

estimé \(u), la densité d'occurrence d'un événement dans le processus d'un type P', par

r /  \  I ' .(u)
h,(r) = !,-----j-:---r-,où À,'* (t) est la fonction d'intensité du processus d'un seul type. Il a dû

i

ll,'.(a)da
ô

faire I'hypothèse que le processus d'un seul type est poissonien. Or cette hypothèse est forte,

et ne s'est pas avérée acceptable pour les rivières que nous avons étudiées.

Nous avons obtenu les expressions analytiques des cinq indices de risque proposés pour les

trois types de processus développés dans ce travail: PNH, RNH, et PNHC. Afin d'illustrer

leur applicabilité, nous les avons calculés sur des données réelles. Bien que les occurrences

des étiages et des surplus soient modélisées par le même type de processus pour les trois

rivières étudiées, ces indices pourraient aussi bien être calculés pour des rivières où ces

modèles d'occurrence sont différents.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont à titre d'illustration afin de montrer comment les

modèles d'occurrence d'étiage et de surplus que nous avons développés dans ce travail

peuvent servir à I'ingénieur praticien. D'autres indices devraient être développés selon les

besoins des applications. Dans le cas où il serait diffrcile de calculer ces nouveaux indices

analytiquement, des séries synthétiques pourraient être générées par simulation à I'aide des

modèles développés et les indices de risque calculés empiriquement. De plus, il serait

intéressant d'affecter à ces indices des termes d'erreur reflétant I'incertitude reliée au choix

du modèle d'occurrence des étiages.

173
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8. CONCLUSION

8.L Motivation
La connaissance des caractéristiques statistiques extrêmes des rivières, plus particulièrement

celles des étiages, est essentielle pour la planification et la conception des politiques de

gestion et de contrôle des ressources hydriques. À f inverse d'une crue, qui est un phénomène

spectaculaire de durée souvent négligeable et dont I'impact est dû surtout à son intensité, un

étiage constitue un phénomène qui perdure et dont I'impact est dû surtout à la durée des

faibles débits. Il s'avère alors impératif de développer des modèles d'étiages dont la variable

principale est la durée du déficit.

La majorité des études statistiques concemant les sécheresses hydrologiques et les étiages

ont porté sur la distribution des valeurs minimales annuelles des débits moyens journaliers,

ou sur le minimum annuel du débit moyen sur m jours, Q*.De plus, la plupart des approches

de modélisation des étiages telles que I'analyse des débits ne tiennent pas compte des durées

et émettent des hypothèses simplificatrices de stationnarité. Ce travail a été motivé par le

besoin d'obtenir des modèles d'occurrence des étiages plus réalistes qui tiennent compte de

I'aspect non stationnaire du phénomène.

Par ce travail, nous avons cherché à faire le lien entre l'hydrologie statistique et la gestion

des ressources hydriques, en calculant des indices de risque basées sur les durées des étiages.

Ceci est motivé par le fait que la définition classique du risque hydrologique, la probabilité

de dépassement d'un seuil critique n'est pas suffisante pour bien juger et comparer des

politiques de gestion dans un cadre d'analyse de risque.

8.2 Objectifs
L'objectif principal de cette thèse était de construire des modèles pour les occurrences des

surplus et des étiages en tenant compte de I'aspect non stationnaire du phénomène.

L'approche privilégiée était celle des processus ponctuels. Le deuxième objectif était de

construire à partir de ces modèles des indices de risque reliés aux durées des étiages. Ces



176 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

indices pourraient servir lors de l'évaluation de politiques de gestion des ressources
hydriques. Nos objectifs ont été atteints tels que résumés dans les sections 8.3 et 8.4.

8.3 Démarche
Pour atteindre nos objectifs, nous avons effectué au chapitre 2 we revue bibliographique

exhaustive des approches reliées à la modélisation des étiages. Nous avons constaté que peu

de travaux ont été effectués pour les séries non stationnaires, et que ces travaux émettaient

des hypothèses trop simplificatrices. Par exemple, afin de tenir compte des saisonnalités, on

procède souvent par découpage de I'année, ce qui contient beaucoup d'arbitraire et augmente

le nombre des paramètres. De plus, lorsque les processus ponctuels sont utilisés pour la

modélisation des étiages à partir de données journalières, un événement est défini de façon à

assurer I'indépendance des occurrences et permettre I'utilisation d'un processus simple de

Poisson (Madsen et Rosbjerg (1995), Zelenhasic et Salvai (1987). Or nous croyons que ce

sont les modèles statistiques qui doivent se conformer à la réalité physique et non le

contraire.

Au chapitre 3, nous avons rassemblé et résumé à partir de plusieurs documents, les éléments

des processus ponctuels nécessaires à la compréhension de notre travail. Nous avons voulu

ainsi rendre ces notions complexes accessibles à I'ingénieur praticien.

Le processus de Poisson non homogène étant utilisé souvent en hydrologie, nous avons

développé au chapitre 4 une méthode d'estimation bayésienne semi-paramétrique basée sur

les travaux de Bernier (1981) et Leonard (1973,1978). Nous avons comparé cette méthode

avec la méthode du maximum de vraisemblance qui présuppose une forme paramétrique de

I'intensité. Nous avons aussi développé les variances des estimateurs en utilisant les résultats

asymptotiques (Berger, 1985). Nous avons appliqué les deux méthodes d'estimation sur un

processus simulé et sur un processus observé de précipitations sur la station française de

Bar-Sur-Seine.

Au chapitre 5, nous avons développé deux modèles existants: le PNH et le RNH. Le PNH

suppose I'indépendance des événements et une fonction d'intensité périodique qui dépend du

temps. Le RNH a une mémoire limitée et tient compte de I'instant où se trouve le processus

et du temps d'occurrence du dernier événement. De plus, nous avons proposé et évalué un
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nouveau modèle: le PNHC. Ce dernier est un modèle semi-physique où les fonctions

d'intensité sont conditionnées par des variables exogènes telles que la précipitations et les

températures. Les étapes que nous avons suivies afin de développer les modèles proposés

sont les suivantes:
o construire des séries d'étiage et de surplus à partir des débits joumaliers et des

seuils définis par les l0è" et 25è'" quantiles, l.e. les débits dépassés 90 et75%o

du temps respectivement;

. pour chacun des modèles PNH, RNH et PNHC, estimer les paramètres de la

fonction d'intensité par la méthode du maximum de vraisemblance;

o homosénéiser la série observée à I'aide de la fonction d'intensité estimée;

o vérifier I'adéquation du modèle à I'aide des tests statistiques; et

o effectuer une analyse de sensibilité basée sur la simulation de processus à

I'aide du modèle développé.

Nous avons évalué au chapitre 6 les trois modèles (PNH, RNH, PNHC) sur 10 rivières

canadiennes et une rivière française, et ce à deux seuils: Q, et Qro. Les rivières étudiées ont

des bassins variant de 300 à 75000 km2, et des débits entre 1 .6 et 442 m'/s. Notre approche

permet de considérer un modèle different pour les étiages et les surplus dans une même série

alternée.

La deuxième partie de ce travail consiste à obtenir des indices de risque qui peuvent servir

comme base d'évaluation et de comparaison de differentes politiques de gestion. Nous avons

développé pour les PNH, RNH et PNHC les indices suivants: Ir(x,u), la probabilité qu'un

étiage qui a débuté à I'instant u dure plus de x jours; Ir(x,u), la probabilité qu'un étiage qui a

débuté à I'instant u se termine étant donné qu'il a déjà duré x jours; Ir(y,u), la probabilité

d'entrer en étiage sur I'intervalle (u,u+y) étant donné qu'on est entré en surplus à I'instant u;

lo(z,u),la probabilité d'entrer à nouveau en étiage sur (u, u+z) étarfi donné qu'on est entré en

étiage à I'instant u; et lr(x,u), la probabilité d'être en étiage au temps t :u*x étant donné que

le dernier étiage a débuté à I'instant u. Nous avons quantifié ces indices pour des données
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réelles afin d'illustrer leur applicabilité. Les résultats présentés au chapitre 7 sont plutôt de

nature exploratoire.

8.4 Résumé des résultats
Nous avons constaté I'adéquation du PNH comme modèle d'occurrence de surplus ou

d'étiage pour 18 séries (rivières/seuils), et celle du RNH pour 12 séries (rivières/seuils) sur

44 séries considérées (22 étiages et22 surplus). Ces résultats sont assez surprenants compte

tenu de la simplicité relative de ces modèles.

Le PNHC, un modèle que nous avons proposé coîlme alternative au PNH et RNH, a été

appliqué sur les rivières ou ni le RNH ni le PNH n'était acceptable. Pour ce faire, nous avons

dû essayer plusieurs types de fonction d'intensité présentées à I'annexe 5. Nous avons trouvé

que le PNHC était adéquat pour les étiages de 3 des 4 séries (rivières/seuils) et pour les

surplus de 4 des 8 séries (rivières/seuils) que nous avons tenté de modéliser.

Suite à nos travaux et à ceux de North (1981), il s'avère que des processus ponctuels assez

simples tels que le PNH et le RNH peuvent être utilisés pour modéliser en pratique les

occurrence des étiages et des surplus. Pour les cas où ces processus ne sont pas adéquats, on

peut envisager le PNHC que nous avons proposé. Ce modèle est parcimonieux (2 paramètres

pour les étiages et 3 paramètres pour les surplus). Il suppose toutefois la disponibilité de

données météorologiques journalières. L'approche alternée est nécessaire si on veut tenir

compte des durées des étiages, qui est une variable importante. Tous nos modèles peuvent

être utilisés pour générer, par simulation, des séries de surplus et d'étiage.

Nous avons remarqué que I'adéquation des modèles d'étiage et de surplus varient en fonction

du seuil pour 6 des 1l rivières. Ceci illustre la grande influence du seuil sur le type de

modèle approprié, d'où I'impossibilité de conclure à un modèle "universel".

Quant à la méthode d'estimation bayésienne de I'intensité d'un PNH qui a été développée

dans ce travail, son avantage principal par rapport à la méthode du maximum de

vraisemblance, est qu'il n'est pas nécessaire de supposer, a priori, une forme complètement

paramétrée de la fonction d'intensité. Par contre, cette approche, moins efficiente, présente

le désavantage d'avoir à découper le temps en intervalles, n'estimant ainsi que des valeurs
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moyennes d'intensité. to" 
rulXu*"

paramétrique où î,=Y? et

par rapport à la méthode conventionnelle non

3

Â À ,
var(l,, ) = = est sa robustesse aux données

p

manquantes, l.e. lorsque le nombre d'événments est 0 pour un intervalle donné.

8.5 Contributions
Tels que résumés aux sections 8.3 et 8.4, nous avons atteint les objectifs que nous nous

sommes fixés pour ce travail. Notre contribution à la modélisation des étiages se situe à

differents niveaux:

. une revue de littérature exhaustive résumant les approches reliées à la

modélisation des étiages;

. une synthèse des éléments des processus ponctuels nécessaires pour

modéliser des séries d'événements, surtout au niveau des processus non

homogènes et des processus auto excités;

r le développement d'une méthode d'estimation bayésienne semi-paramétrique

pour I'estimation de la fonction d'intensité d'un PNH et la quantification des

variances des estimateurs:

. le développement des variances des estimateurs du maximum de

vraisemblance de la fonction d'intensité paramétrée pour un processus d'un

type et pour une série alternée;

o le développement d'une approche méthodologique pour la modélisation des

séries de surplus et d'étiage qui insiste sur la difference entre les processus

ponctuels alternés de deux types (étiage et surplus), et les processus ponctuels

d'un type (étiage ou surplus);

. I'application, l'évaluation, et la simulation des processus PNH et RNH pour

22 séries (rivières/seuils) ;
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o la construction de modèles pour les surplus et les étiages basés sur les

processus doublements stochastique (PNHC), dont les fonctions d'intensité

dépendent de variables exogènes;

I'application, l'évaluation, et la simulation du PNHC pour 12 séries
(rivières/seuils); et

le développement analytique et numérique d'indices de risque basés sur les
durées pour les processus de type PNH, RNH, et PNHC. Ce travail est
toutefois à titre exploratoire.

8.6 Travaux futurs
Plusieurs voies de recherche se présentent comme suite à ce travail. Premièrement, il serait

intéressant de tester I'applicabilité des modèles d'occurrence de surplus et d'étiage basés sur

le PNH, le RNH, et le PNHC sur plusieurs rivières ayant des caractéristiques differentes et

ce, à plusieurs seuils. Ceci permettrait d'associer des types de modèles à des classes de

rivières caractérisées par la superficie du bassin, la présence d'un étiage d'hiver, le débit

moyen, le seuil, etc.

Une des difficultés que nous avons rencontrées est la définition d'un événement. Afin de

tenir compte des effeurs de mesure et de conserver une certaine flexibilité, nous avons défini

un changement d'état lorsque l'écart du débit au seuil était de plus de l0%. il n'en demeure

pas moins que cette définition d'événement est rigide. Il serait intéressant d'étudier des seuils

flous qui permettent une transition graduelle entre les états et une appartenance partielle à un

état. De plus, il est important de bien comprendre I'impact du choix du seuil sur le modèle

retenu, car le seuil a une grande influence sur les résultats.

Nous avons développé le PNHC en supposant connues les variables exogènes: la

température et les précipitations. Afin d'étendre I'applicabilité du PNHC, il serait intéressant

de développer ces modèles à partir de modèles stochastiques des précipitations et des

températures et non des séries observées. Cette approche nous donnerait une plus grande

liberté prédictive, et le PNHC deviendrait en fait un processus doublement stochastique

(PDS).
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Pour ce qui est de la méthode d'estimation bayésienne que nous avons développée,

I'application à un grand nombre de situations réelles permettrait de déterminer si un gain

considérable est obtenu par rapport à d'autres méthodes non paramétriques. Pour ce qui a

trait à l'évaluation par simulation de cette méthode, la répétition de I'expérience (réplicats)

permettrait d'avoir une idée de I'erreur d'échantillonnage, et un critère de proximité entre la

fonction d'intensité estimée et la courbe théorique serait utile pour étudier avec plus de

rigueur I'impact du choix des valeurs initiales et du nombre d'intervalles. De plus, il existe

un pendant continu à cette méthode, présenté par Leonard (1978), qu'il serait intéressant

d'approfondir. L'approche continue foumit une estimation deux fois dérivable de la fonction

d'intensité. Cette estimation est obtenue en minimisant le log de la fonctionnelle de

vraisemblance postérieure à I'aide de techniques provenant du calcul de variation.

Les indices de risque obtenus I'ont été difficilement compte tenu des processus ponctuels

rendus complexes par la non-stationnarité. North (1981) a obtenu des résultats reliés à

I'analyse fréquentielle en supposant que le processus d'un type est poissonien. Cette

hypothèse, forte d'ailleurs, ne s'est pas vérifiée dans notre cas, et nous avons dû avoir recours

à des approximations numériques pour le calcul de convolutions. Il serait utile d'approfondir

ces calculs et d'affecter à ces indices des termes d'erreur reflétant I'incertitude reliée au choix

du modèle d'occurrence des étiages. D'un point de vue opérationnel, il faudra développer

d'autres indices de risque selon les besoins du praticien. De plus, on pourrait examiner la

possibilité d'utiliser ces indices pour définir des régions homogènes dans un contexte de

régionalisation.

Finalement, nous nous sommes concentrés dans ce travail sur les durées des étiages sans

aborder I'aspect des volumes de déficit. Il serait intéressant de combiner nos modèles avec

des modèles de volumes. Ceci permettrait de quantifier la sévérité des étiages. De plus, un

travail plus hydrologique basé sur les méthodes développées dans ce travail serait intéressant

et utile surtout, pour les ingénieurs praticiens.

l 8 l
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10. ANNEXE ESTIMATION BAYÉSIENNE DEt :

( r0.1)

' k*-t

. k._,

kK

k*_,

k*_,

k*_,

M _ ,  E :  [ t , ,  t z r . . ,  t r ] .

krkKk3k2

L'INTENSITE D'UN PNH

Cette annexe est reliée à I'estimation de la fonction d'intensité î"(t) d'un processus de Poisson

non homogène (PNH). Elle contient trois parties: la première présente la matrice de variance-

covariance des intensités moyennes qui rentre dans I'estimation bayésienne. La deuxième

partie calcule les estimateurs du MV. La troisième partie développe les variances de ces

estimateurs. Ces calculs se rapportent au chapitre 4. Afin d'éviter de trop alourdir le texte, nous

avons numéroté uniquement les équations importantes.

10.1 La matrice de variance-covariance V
La matrice de variance-covariance V des intensités moyennes discrètes g' ainsi que son

déterminant, sont nécessaires pour I'estimation bayésienne de la fonction d'intensité du PNH

du chapitre 4.Larelation circulaire entre les intensités *. =u(g,-, +g'.,)+e' implique que

Var(<p):Vo, et Cov(rp,,g*j,oar) :T Vi, i :1..K. La solution de ce système telle que les critères

de variances égales et de covariances du même ordre égales sont respectés s'écrit:

o u :

(D: M*E

k1

k K

k*-t

k*_,

k2 k3

kl  k2

kK kl  k2

Il s'agit d'obtenir M. Or, le système <p,= a(9,-, + 9i*,)+ e, s'écrit aussi de la manière suivante:
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O:a{.B*E (r0.2)
ou

B _

k * + k r + /

k*-, + k,

k._, + k*

k ,  + k ,

k ,  + k ,  k ,  + k o

k * + k r + /  k , + k ,

k*-,.* kr 

.

k ,  + k o

k,-, + k,*,

k ,  + k ,

k,_, + k,*,

k"-, + k,

k*_, + k,

k*_, + k*

k,_, + k,*,

k*  +k ,  +  /u

B est une matrice symmétrique et circulaire, chaque ligne est une permutation d'ordre 1 de la
ligne précédente.

(10.1) et  (10.2) =

a * B :  M = A*K:Er
|  - a  0

- a  I  - a

0  - a  1

.  0  - a

0

(10.3)

o ù  A =

0

0
- a

1
- a

0

0

0 0 0
- a  0

I  - a  0
- a  I  - a

a I

- a

0

0

0

;

0
- a

I

0 0
- a  0  0  0

- a  I

0  - a

r :  [k ,  k2 k* ] ,  e t  n ,  =  [ t  0  0 ] .

En utilisant l'équation A*K:E,, il est clair que M-r: A, car M*A:I. Nous obtenons ainsi, M

solution de 10.1 en fonction de A.

la
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Nous voulons maintenant calculer V et son inverse C. L'indépendance des {e'} implique que

V, la matrice de variance-covariance de (D, est V: (M*lr4r;*o2. C est donc:

C : V-r=, C: h*(M-t)2â C: h*A2 où

193

A 2 =

2a2 +7
- 2 a

a'

0

0

;

a'

- 2 a

- 2 a

2a2 +l
- 2 a

a'

0

;

a'

a ' o
-2a a '

2a2 +l  -2a

- 2 a

a'

0 a '

. 0

;

(10.4)

0  a '  -2a

. 0 a '

0

. . 0

.  -2a  a '
-2a  2a2 + l  -2a

at -2a 2a2 +l

(10.5)

0

0

a'

;

0

)
a-

0

Le déterminant de V

Nous avons que det(V): 
*;|Or. 

Or, A étant une matrice régulière circulante, son

déterminant est det(A)=11^, (Graybill, 1933). 1., sont les valeurs propres de A telles que
i=1

K-l

I, = I u, * ti , où les ro, sont les K racines de xK:l.
j=0

âo, &t,..,&r-r représentent les éléments de la première ligne de la matrice A. Nous avons alors,

compte tenu de la structure de A :

À i  = 1-  âo;  -  aof - t
K

et det(A) = ll(t - â0r - ar,lf').
i=1

En développant, on peut aussi écrire le déterminant de A sous la forme :
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det(a) : 
{- 

ru- . il(' * 2".o,(ry" )) -rulj['. r"."'(ËJ)] (r0 6)

Car:

det

r

I
I

=I

(A): 
a det (B*-,.*-r)* u(- a det B*-r**-, + (-1)**t a det T"-r*-r)

\- -/ 
+ (-l)*.t(-a)(- a det T*_r"*_, + (-l)**t a det B"-r*._r)

oùïL*^

- a  I  - a  0  0

0  - a  1  - a  0

.  0  - a  I  - a  0

0  1  - a

. 1

0  0  0  0  0  - a

B*tr =

1  - a  0  0  0
- a  1  - a  0  0  0

0  - a  |  - a  0
- a I - a 0

.  - a  |  - a

0  0  0  0  - a  1

et où det (r*J:(-a)K et det (B",*):ll[t.r"""r(#J)nuirtu. le déterminant d'une

matrice Bande BB*,* :

a o a r O 0 0

a 2 a o a l 0 0 0

0 a 2 a o a l 0

a z a o a r 0

. a 2 a o a l

0  0  0  0  a 2 a o

est (Graybill, 1983):

det (BBo/:n[u, * 2,$,a, cos(+J) (10.7)

10.2 L'estimation par la méthode MV des paramètres À,
k r e t 0

Considérons la fonction d'intensité À(t)=l,exp(ksr"(#+0)) d'un PNH défrni par les

temps d'occurrence i = (t1,t2,...,tn) sur I'horizon (0,T). Nous voulons estimer les
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paramètres de cette fonction, 1., k, et 0 par la méthode du MV. Cette méthode consiste à

optimiser la fonction de vraisemblance suivante (Lewis, 1972):

195

L(tplv, k, 0):

L(tj, À, k, 0):

fl r.1t,)exr[- i^,"t") (10.8)

( 1 0 . 1 1 )

g' *o[0,*[*.')) *'[- i^ *o(0,*(#.')).,

Les valeurs qui maximisent L(t;, 1", k, 0) sont les solutions du système des dérivées partielles

du premier ordre. Ceci revient à maximiser LL(t,, I, k, e): log(L(t,, I, k, 0)) où:

LL(tj, î., k, e) : nln(î.) * i ur*['*.e) - ii*o(*'*(#. t))*
j = r  \ Jo )  /  " o

(10.e)

Les dérivées partielles d'ordre I sont les suivantes:

ôLL n 1 ( (zm )).
; 

=; - 
loolk'i"[ 36s + eJJau

ôLL _ +L 
(2,*, ) :es ( (,.  ._(znt \\  \

æ - #^"ot#. 
r) -,;[*o[.o'*[# .')) -"*p(tsin(e)f

ôLL ;-  .  (znt ,  ^ ' )  ^ '1 .  (2n \  f  . (2nu, ^) ' ) , . .  

(10'10)

I =à'*[ * *r) -tJ't[Ë +eJ exn[ksin[ffi +e) )au

Posons:

B= Ë,t"(*r.r), A = â-{+J
or, T un multiple de 365 " ,t"(# * t) = sin(0) impliquent:

ôLL /
#=k(Acos(o)-Bsin(e))

ôLL n

ôx=o= i ' =m
Jexn[ksin[* +e))au
0
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En substituant la valeur de l, dans , nous obtenons:

ôLL

ôk 
= Bcos(0)+Asin(O)-

Posons:

Asin(O) =

n 1 ( 2 n u \ f ( z x u \ )
' - , * *  J ' ' " [  *  +  e ,J  exn[ks in [  r *  +  e  )  )au
Jexn[tsln[* +e))au"

ALL

ôk

ro(k): i*o(t,.(#.r))*

r,(k)=#=i*o(0,*(#.r))'i '(#*r)u" (r0 12)

alors, # 
=Bcos(o) + Asin(o) - rffi

# 
:0 + k(Acos(e) - Bsin(e)) = 0 => e = "r.t""(AB)

ô L L  ^  1 , *  r , ( k )
ôk 

= 0 + -(Bcos(O) + A sin(O)) = 
rr(,.)

(a )  B  A2

f-N
n{t + 

"z
+ Bcos(0) + A sin(O) : ,[B\ A'

I  r  -  I , (k )
+  - { A '  * B '  = : :

n  I o ( k )

k est donc la solution o. 1.51gt - I'(k) 
.

n  I , ( k ) '

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont:
a n

T  /  / ^' r  ( 1  . ( 2 n u  ^ ) ) .
Jexn[ksin[*  +e))au

^  / a \
0 :  tan- t l  :  I

\ B /

Êest la solution de

(1  0 .1  3 )

I  r -  - ;  I , ( k )- V A ' * B ' = : t - .
n  l o (k )
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Les variances des paramètres estimés par la méthode MV pour PNH d'un

seul type

Posons F=(p,,pz,ps) où pr =L,pz =k,pr =0. La loi asymptotique des estimateurs du

MV, ô:(Î, Ê, ô) est approximativement N(F,Î-t), où les éléments (r,s) de Î1Î,Ê,ô;

sont: î,. : 
[- tktog(ryt,,F))],=u,r.*an, 

re83).

var(Î ) :  Î- ' , ,

varlk; : î-t,

var(ô ): Î- 'r ,

La matrice de variance-covariance de ô =t i , û, ô )

Nous obtenons la matrice de Fisher Î (i, û,ô) suivante:

t97

i ,  =Ë

î,, = î,,: i,*(# * ô) *n *,r(# * ô)a"
î,,:î,,:#[*o(r,*(#.u)) -*n(r,i"ô)) (10 14)

î,, = îï,in'(#. r) *o(t,r(#. d)*
î,, =î,,= Bsinô - Acosô. t#[,t "(#. r) *o[*'*(#. e)) - sinô""p(r., "ô)]

î,, = BÊ cos ô + Æ sin ô . t # (* "",(# . u) *o(*,r"(# . e)) - "o, ê "*n(Ê,in ô))
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var(i): Î-rrr est: (10.15)
t -
|  +  nv"z æz F cos( t )  B + 4 ) " " /o3 n?,b s in( t ) ,a
' 

* 7go ?,,2 o/o3 n k"""(# ,, , * u) "ko/o4 - 73o hz o/;�æ cos( o) .Ë 
sin( t)

- + aZ sin(O)z rr2 + I a sin(O) rcz,4 cos(0) - 1460 a sin(O) rc À,o/o4 *kVo4

+ 1460 B s in(o)2 n ^ .  "k  
s in(o)  -  +ez cos(o)z nz + t4f ;oAcos(ô)  n À,o/o4 "ko/o4

- 14l;t*Acos(o) æ À sin(o) *& 
sin(o) - r::.3zzs j,2 ' 'o42 ("k"t '+12

+ 26l :45l_ I r2 0/o4 "ko/o4 s in(O) . 'b  
s in(o)  -  t33ZZ5À2 s in(O)2 (* r  = i "<e) ; ' )^ ,

/ (

f lzeæso 
n Lz o/o4 "ko/a4 sin( o) "'L 

sin( o)

'- 

z,664so voz ?r3 "ko/o4 sin( o) . 'h 
sin( o)

- Tgoo/ozz À.3 r, n."=[# r, , * u) "ka/o4 + 4 n ]uo/o3 nl,b sin(o),4

+ 7:,o n Lz o/o3r u."=[# rr, * ") "k 
o/o4 

- 73o n Lz o/ozn cos(o) .È 
sin(o)

+ 4 n ]uo/o3 nZ È cos(O) B -  4 næ2 s in(0)z æ2 + 146o 2,4 cos{0)  n } "Vo4 "kYo4

- L::.szzs n ?rz o/o42 ("k"t"+12 + B n Bsin( o) n2.4 cos( o)

- 1460 z B sin(o) n ?tî/o4 uko/o4 + 1460 a -a sin(o)z n ?, "k 
sin(o)

* r33zzs .,r3 o,rog("k"t"+12 - z664so o/oz ,.r3 "ksin(o) o/o4 "ko/o4

-  4 nA2 cos(o)2 nz -  L l r l tn  -4 cos(o)  zr  À s in(o)  .ks in(o)

+ 1460 o/oz À,2 "bo/o4 Ë s in(o)  n-  49/oz2 t2 nz Ëcos(o)  B

+ T3o yozz ?r3 æ cos( o) "Ë 
sin( o) - 4 o/oz2 hz na,L sin( o),4

- 1460 o/oz h.2 .b 
o/o4 

ocos( o ) r. + z664so o/oz ]"3 ,r"o ("u 
""o)t

- 1460 v,z ?,2.'L 
sin( o) 

B sin( ê) n - rsllzzs h3 o/os(.r *i"< el;z

+ z664so ^3 "k"/"4 o/o3 ek 
sin(o) 

+ 1460 o/oz ?v2.È 
sin(o), 

cos(o) a

+ 2664io vo2 ?,3 s in(o)  (* ' t  " i " te l ; '  -  , r=rr rz  À2 s in(o)  ' ( "n. i t to l ;z l
/

r  t  
- u )o /oL : : * i . t [ 5 f5ær r  

J

a/oz =: 
I'r., 

"n""t *

o/o3 :: l"r"r., "1ro/o7 *
I

{ t  \o / o 4 : : = i . [ # n t + e )
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varlÊ;-Î- lzz est: (10.16)

( ,  ,r- ( z ^) Iro/o4

[+  
"  "2  #cos (o )  B  +  4  n  n2Ès in (o ) ,4+  - /3o  nx  tu  ] r . " - [ #  n  t  +  8 )e * '

- ?30 nn ?ucos(t) *È 
sin( t j  -  , ,r=""s az ("k"t"+12

c \  , f

+ z664so ̂z .ko/o4 "È sin(o) _ tsszzs x, ("b sin(o))' 
I / |' ) /  

\

z664so n xz o/o4 "lts/o4 sin(o) "È 
sin(o) - 266450 o/oz ?r3 "ko/o4 sin(o) *F 

sin(o)

- 7go o/ozz ?'3* n ""=(# n r + o) "lro/o4 + 4 n j,, o/o3rr2 F "irrl 0; a

+-no n? ,2o /o3r ,  È" " {# r  r+  o )  * l cs /o4  -  730 n} ,2o /o3n cos(o)  *Ës in ( t )

+4  n? , ,vo3n2 Ècos(o)  B  -  4 ra  82  s in (g)2  n2+ 146o , , ,4  cos(o)  nk  o /o4  "ko /o4

- r:szzz,s o ?"2 o/o42 ("k 
"t"+1' 

+ g nB sin(o) n2,+ cos( Ê)

-  l4doruB s in (o)  n? , "vo4*k t /o4  +  1460ru .B s in (g)zn ; . r "k  
s in (o)

,
- Lggzzs î,3 o/o3(*u"'"o1' - z664sovoz t3 *Èsin(o) vo4 "ko/o4

- 4 n Az cos( o)2 n2 - L+don.4 cos( o) n À sin( o) *F 
sin( 8)

+ L46o o/oz ]r2 "ko/o4 B sin(Ê) n -  4o/o22 tz nz & cos(o) B

+ 730 voz2 îr3 æ cos( o) *È 
sin( o) - o o/o22 ]r2 rr2 F *irrl o;,a- 

.,

- 1460 o/oz ?'2 "ko/o4,4 cos(o) ?t + 266450 o/o2 î"3 on+(*bo/o4)-
,

-  1460 t /oz À.2*Fsin(8) "  " ioqe Jn- t33zz"s L3 ons("b sin(CI))-

+z664io ^3 "ko/o4 o/oi  ek 
sin(B)+ 

1460 o/oz,,rz " 'ksin(o),4cos(o)n

+ z664jo o/o2 h,3 sin(o) (*'r *i"{o))' - ,.rrrrs n },Zsin(0}2 (*r *i"{0))= I' )

( t  \o/or :: =t{# n;r + eJ

û/,'2:: 
I"r"t 

"uo/or *

o/oj :: lrrrr, "ko/ol *
I

( t  \o / o 4 ; : - t { # n t + s )



'  
( 10 .17 )var(O): I- ' : :  est: 

r

4 (n o/o3 - V,ZT t) t " t / [, 26645 0 n ],2 W+ "k 
o/o4 

sin( 0 ] .F 
sin( 0 )

- 2664i0 o/o2;r3 "ka/o4 sin(0).Fsin(0)

- 730 vozz tu3 n È r"{# r r + 0) *k 
o/o4 

* 4 n }u vol nl,L sin( 0) c

+ T3o n ]r2 o/o3 
( t

' n r.o*[# r t + 0J ebva4 - 730 n ],2 wsn cos(0) *'L sin(0)

+4 n j , .Vol n2#cos(0) B - 4 nBz sin(0)2 nZ + 1460 ia,4 cos(0) n],.o/o4 ekva{

- rsizzs n ],2 o/o42 (*k't'+12 -r B n Bsin( 0 ) n 2 e cos( 0 )
-  1460m8 s in{0)  nLt /o4*ko/o4 + 146ûru8 s in( t }2n ?"  "Ès in(0)

- Liizzi t3 ws("tu'+72 - 2d64i0 voz, h3*'k 
sin(0) o/o4 *ko/o4

- 4 nAx cos(0)2 n2 - 14do n,4 cos(0) r À sin(0) * 'hsin(0)

+ l4dû voz ?rz "ko/o4 B sin(0) n* 4o/ozz tz nL,hcos(0) B

+ 730 olozz ),"3 n cos(0) * 'L 
sin(0) - 4vozz ?,2 nLF sin(0i.4

- 14d0 o/o2 ?rz "ko/o4 ocos(0) 7r + 26d4i0 o/oz ?r3 'r*("t"t"+12

- 1460 o/oz?r|* 'hsin(O) B sin(0) n- r i3zzs ?r3 o/os(*'r*<el;z

+ 266450 ̂3 *ko/o4 0/o3 ek 
sin(0) 

+ 1460 Vo| ],2 "È 
sin(0)O 

cos(0) n

+ 2dd4j0 o/o2. ]u3sin(0) (*r*Uel;' - rrrrrrre À2 sin(0) '("u-it(o))tl
J

vor : : - * [#n ' *e)

voz:: loro, *u*' *
I

J

o/oj :: 
Iu,rt 

*kt/oL *

( t  \
vo4 : : - * [5 ;n t+a )
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La variance oe i1t; = Î e*p(Ê rin1ffi + ô;;

La propritée d'invariance de I'extimateur du MV assure qu'une fonction des estimateurs MV

est elle même un estimateur du MV (Ulmo et Bemier, lg73). i1t; peut donc être considérée

cofllme un estimateur du MV. Afin de calculer I'incertitude sur la fonction
^ 

' l*+

Î1t; = Îexplksin(# + ô)) a partir de la matrice d'information de Fisher I 1l",k,e;, nous
J65

définissons la transformation suivante :

-  .  , î  . 2 n t  ^ . .  -
€, = À exp(k sin(ffi + e)), 1z = k,€, = o

Nous avons alors:
2nt

pr = €r exp(-€z sin(*, + €r)), Pz = €z,P: : €:

La matrice d'information de Ë = (€r,Er,€r), I*(Ê ) est (Lehman, 1983):

r * (q) = Jr(FX' (10.18)

llao ll aD
où J=ll#ll, J.,=#.a I(F):I1À,k,O;est la matrice d'information de F. Nous

l loç' l l  oÇ,

obtenons:

*,="*p-(€,,' '(#.r,))

æ =-E,,*(# * q,) "'p- (r,'*(#..,))

# = -8,8,*'(# * 6,) ."p- [r,'*(# . *,))

+=0,+=0,9=l
oÇt oÇz oÇz

(10.re)

ôP ,  - n fu ,  - r f u r : o-:;-: U':;- = r>-71
o\r oÇz oÇt

J _

c - €, ,*(# + E,) .*p(- c) -E,4,."'(# + E,) .*p(- c)
0

I
I

0

0
0

c = oXp-[r,'*(#.r,))
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La matrice

variance de

de variance-covariance de B = (€, ,Er,lçr),
^ 2nt

1.(t; = r exp(k sin(ffi + 0)) est var( l,(t) ) : I-'

est I-t  * (€) = J'-t I-t(F)J-t .  La

t , ,  
*  (€ )  .

var( î,(t)) : (10.20)

[ .o  ^  " r . ,  nz  È  cos(ô)  B  L  4  L  vo3 nL ,b  s in (o) ,a

-+- 7zo 2r2 o/oz ,, u "..(# r, , * ") .ko/o4 - 73o L2 o/o3,, cos(o) *'b 
sin(o)

-  +  Bz  s in (o)2  nz  - rB .a  s in (ô)  r r2 ,4  cos(o)  -  t46o a  s in (o)  n  À .o /o4  "ko /o4

-f 1460 .B sin( o)z n 2" uk 
sin( o) * + a2 cos( ô)2 n2 +- t46o Acos( o) tt ?t o/o4 "ko/o4

- 14t;t .Acos(o) zl À sin(o) *tssin(o) - r3szzs hz o/o42(.k' t '+72

-f 2664so Lz o/or .ko/o4 sin(o) "È 
sin(o) - r33zzsÀz sin(o)2 ("* " i"{e);t l  

^t/
( c

tl f -*' "'.[# * , *,'Jl" 1
/  [ t"  

- ' -  ----\3o: 
/  

)  [  
zoo+so n ]r2 o/o4 "ko/o4 sin(o) " 'à 

sin(o)

- z664so o/o2 À.3 "b 
o/o4 

sin( t ) "È 
sin( o )

-'î3o o/oz2 ?"3 r, *- ".=(# r, r + o) .k 
o/o4 

-r 4 n À. o/o3 zrT,L sin(o),4

- r7 : ,o  n  Lzo /ozr ,  t " r * [# , , , *  " )  uko /o4  -  73o o  ]u2  o /osn  cos(o)  *ks in (o)

-ç 4 n X.Vo3 x2 F cos(O) B - 4 naz sin(O)2 n2 +- :r4f; tra.4 cos(O) tt  À.o/o4 " lco/o4

* tsszzs n ^2 qto42 (.1'"t'+72 -r I n B sin( o) æz A cos(o)

- 146t) rr.B sin(o) tr  À.o/o4 el€o/o4 -F 146t} zr a sin(o)z n ?.-.b 
sin(o)

- r33zzs L3 o/o3 (.k 
'L+12 

- z6,,4so o/oz À-3 "* 
sin( o ) o/o4 .k 

o/o4

-  4  n  Az  cos(  o )2  nz  -  t46on,4  cos(  o )  n  À  s in (  o )  "È  
s in (  o )

i -  t46o o /o7  À.2  . I ro /o4  Ë s in (o)  t t *  4o /oz2  L2  n2  Ècos(o) .a

- r 7 z o o / o z z  À " 3  n  c c s ( o )  " & s i n ( ê )  -  4 o / o z 2  h 2  n 2 , * s i n ( ê ) , 4

- 1460 o/oz À.2 .ko/o4 ,. .os(€) rt  -r ?664st o/ot 1,3 u.o(uu""o)t

- 1460 9to2 À.2 *â 
sin( o) 

B sin( ê) r. - Lszzzs L3 o/og ( "F 
tit'< e;;z

-r zr,f .4so ^3 .ko/o4 o/o3 ek 
sin( ê) 

+ 1460 o/oz À.2 *& 
sin( o), 

cos( o) n

- r z 6 6 4 s o o / o , . t 3  s i n ( o )  ( * * - * i " < e 1 ; '  - , t = r x  n

o/or ': "t'(# r, ' * e)

9/oz:: foro, .no'o'  *
I

o/oz :- f.r"rt "k9tol *
I

( t  \o/o4 :: *i'[:ËF n t + e)

Àz sin(o;z 1"* ",,'."r;"Jl



LL. ANNEXE 2: LES LOIS CITEES DANS LE TEXTB

Nous présentons dans cette annexe les lois mentionnées dans le texte.

La fonction Gamma (Chow et al.r 1988)

f(t; = 
f u'-'e-'du

La loi exponentielle (Chow et o1.,,1988)
f(x) : Ie-^*, de moyenne ll),'.

La loi Gamma à deux paramètres (Clarke,1994)

6p 
P*P-l 

"-cx
f(x) = 

??, 
de moyenne pla, etvaiance pla2.

La loi GEV (Clarke, 1994)
I  l -  r l

1{l-o(x-u)}* .*pl -{t-u(x-u)}* l ,  o, u, et k sont les paramètres d'échelle, de
al  cr ,  J  

^L 
L ct ,  J  l

position, et de forme respectivement.

La loi géométrique (Clarke, 1994)

f(x) - p(l-p)., de moyenn. 
1- p 

et var' 
1- p

- p 
tance 

oz 
'

La loi Gumbel (Clarke, 1994)
f(x)=o"*p[-a(x-u)-exp(-g(x-rr))],o et u sont les paramètres d'échelle et de

position respectivement.
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La loi lognormale 3 (Condie et Nix, 1975)

f(x)= ---l-------^-^l I [,-,.. "l
(x_a)o{2; ."p1-2oz[ ln(x-a)-* l  J,m 

et  o sont la moyenne et  l 'écart  type

respectivement, et a est un paramètre de position.

La loi Log Pearson 3 (Chow et o1.,1988)

f ( x ) =  
'  ( t - m \ o - '  / v - m )

xaf(b)\ a J 
".p-[t;j, y=log(x), m, b, et a sont les paramètres de

position, de forme, et d'échelle respectivement.

La loi normale (Chow et a1.,1988)

-  I  (  t * - u ) ' )
f(x) =;1ç*p[ , N(p,o').

La loi Pearson 3 (Condie et Nixo 1975)

r(x)= r [te)o-'-_^ [Lll)
af(b) \ u 

-J .*p- 
[-u J , 

ffi, b, et a sont les paramètres de position, de forme,

et d' échelle respectivement.

La loi Pearson 5 (Condie et Nix, 1975)

^ , \  |  ( * - m ) - ( u * t l  ( a  \f(x)= 
"ffUl(. " J 

"*p-[*__J, fr, b, et a sont les paramètres de position, de

forme, et d'échelle respectivement.

La loi de Poisson (Clarke,1994)
I*e-r

f(x): 
,.l , de moyenne I et variance I.
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La loi \ileibull (Clarke, 1994)

k ( x - u \ k - '  ( * - u ) u
f(x) = 

;(. " J 
op- [.-o J , o, u, et k sont les paramètres d'échelle, de position, et

de forme respectivement.

Le coefficient d'asymétrie (Clarke, 1994)

E(* - p)'
Ce coefficient est 

Ë 
pour une loi de moyenne p et de variance o2.

Le coefficient d'aplatisssement (Clarke' 1994)

E(x - p)o ,
Cecoef f ic ientestËpourunelo idemoyennepetdevar ianceo2.
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12. ANNEXE 3: LES VARIANCES DES PARAMÈTNNS
DES PNH ET RNH

Nous calculons dans ce qui suit la variance des estimat.*t p,, Ê.,, et ô, des fonctions

d'intensité des processus PNH et RNH qui font partie d'un processus alterné tels que définis

aux sections 5.2.1 et 5.2.2. Afin d'éviter de trop alourdir le texte, nous avons numéroté

uniquement les systèmes d'équations importants.

Posons pi  =(pir ,ptr ,p ' r )  où pir  =B,,  p ' ,  =Ki ,  p i r  =0, ,  i :1,2.  La lo i  asymptot ique des

estimateurs du MV, Ê', est approximativement N(ô',Î'-'), où les éléments (r,s) de

î'(F,,R,,ê,) sont î '- = [- :=j"Ll (Berger, 19s5). Nous avons donc:
L dP'.dP'. J6'=;,

var (Fr ) :  Î ' - ' , ,

var(R.,) :  Î ' - ' r ,

var (ô ,  ) :  Î ' - t '

En calculant les dérivées partielles du second ordre, nous obtenons la matrice d'information I

suivante, pour i:l:

a2 ].rr-r:
T l  _  _,, _ ôp?

exp(Fr ,(,f,' ,',,:!,"*o(*,,*(#. 
e,))4, * i*o(., ,.(#. t,)).,

(r2.2)

( r2. r )

îi,=îr,= ffi ="-r,u,,lf;i''"(#.e')"*n(r'""(ffi.''))* I
t . j'*(#.e,)*n(r,"'(ffi.',))0,j
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î,1, = î1, = -Ë# = "*p(p,)#

(  (znt . , ,  \ )
.1.*o[*,sin[ 3# *r,))
) '
1 ( (znt"," ))- - exR[K, sin[..# *r,))

* "*o(*, , ,"(*.  t ,))  - .*o(*,  . ' "(*.  t ,))

îi, = - W = f"*rru,,;i ""(# * r,)' .*o[ *,,r'(# . e,)) a,

+ exp(Fr,J"'(# *r,) .*o(*,,'"(#.e,))a.

.(2ntr,-, ) ( (zrct,,-, 
'))

îrl,=îi,=-#ry=-f *,(T#.r,).ry#@,y_'^';:"+e'.Jexn[K'sin[;fr 
+erJJ

" -sin[.#*e,)"*o[*,,*(iF.r,))

365exp(0,\(  .  (znt"
+ zn I sml 365 +e,)*o(*,,n(ff *e,)) -,i"(**e,).*n[r,,r(*.r,)))

î, ô'rnL' .. 4 . (znt,,-, ^ ) :ose*p(F,)., ë'" '( i#*u')*o[*'""(1#.t '))I ; , '  : -  
aq' 

=rr)sin[ 
r* j+'rJ +--f* 'à 

_."***. ,)*o[*,  r ,"(1#.r,))

.  365exp(B,,, ,  [* ' (**e') '*n(r ' ' " ' (*. t ' ))  I* 2n ^'[_*4**e,).*n(r,""4*.r)),J

Les calculs qui suivent sont effectués dans MAPLE où 0:Ê,, k: Ê',0:ê, , ,=ft,

t(i)1,tftfin, tn:Ç.À cause de I'incompatibilité entre MAPLE et le logiciel de traitement de

texte, les polices de caractères ne sont pas exactement pareilles pour toutes les équations.

Les variances des estimateurs sont:

var( F, ) : Ît-t,, : (r2.3)
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[u*t  0/o60/og+kaa/o6vo7+k.o*u"lct /os o/o4-k, 'vo6"bo/o9 o/oLS+kw2 *Fo/or6o/ot+k.o"Fo/or6vo7

+Èrrr "Ê o/o16 "b%5 o/o4- b a"F ozto "k""n ,ors -o/ol2 ,2 *zxt ro eF t/oll +?vol a "9 "k^t o/os

- zo/or* *F *F%9 %g - ("P)z vor02 -z ("F)2 o/ort "k%5 o/o5 + z("P)t o/oro "k%9 o/os

-  (-B) '(-rz"s;z o/osz +z ("8)2 "koro, uo, "ko/oe *n- ("8)t  (Jrnslz **) 
1("u(

-z"Fo/ol3k,r.2o/o126/og-z"Fo/orSkwo/ol2vol-2"Fo/orSkioo/olz"ko/o9oroo-zeFo/ol3o/ol4o/o:to

+ Zo/ot3("p)t ("k't' l1z o/o9 - eF k t*o/otiz "ko'o' ,roo- "F r ao/otz\ o/o7 - eF k az wtg2 vog

- %1 ("p)' o/or02 +z "F o/orr "buon orou - z "F o/or4 "ko/os 0/o6 - zo/or4 *kvos ("F)t u" ro

-v.],|(-P)t 0/o16+.F,h* vorz| "k"/o9 o/ols-"F** o/oli|o/o7*"9r ,'o/ol3| rko'on *r,

- "F t ao/orzz *ko/os ̂n - *F vov\ o/o6 - eF ("ths!z vo6 +o/orr b ao/o6vo7 +vorr k ao/o6 *b^' *o

-, /a("F)z o/o102 +zrF "ko/os "to 'o9 o/o6*z"ko/oS *È%9 ("P)2 0/o16+zo/or4"F*n ( .F)tz"ro

-("tws1z("P)t 0/o16-"F(j"t,,s12 0/o6+zo/orro/or."F"È%5 o/os-o/o1t ("F)t ("u"")' 'r"r '

- %3 ("P)2 (*k't,-s1z o/os| +o/ottp to *Ê o/or6va7 +o/orrp ro "F o/ot6 "ko/os o/o4 +o/otr k az o/o6o/o8

+voz krz "F vol6o/og - o/sll& ro .Ê uorc "k%9 vots - vo3 k .Do/o6 *ko/o9 %15 + zvolr o/oh "F mto

-vorr k . ,c/s6.ko'o'  ^r ,  +vorr r ,  ctz *F o/or6s/ot -("ru 's)z ("Ê)t  0/o16 -*r ,  ("Ê)t  ("k"/"s)z wsz

- 2o/orro/or a eF "b*n oron *zo/o1 ("8)t "ko'ot o/os "bo'o' o/og +zvo3("F)t "ko'ot oro, "k"ot oron

-, /$("P)2("k ' t"s1z o/o92-r*rr("F)t  o/oro"ko/o'o/os+o/ciprrr"F vot6"k%5o/o4

-o/o3 kr "F mte "bo'on oror, +zo/o3%t ol eF "ko'ot oro, +o/o3 kr "Ê ozote o/o7 +zo/orz "bo/os (.F)t mro

i Zo/orz(.p)t (.*z"s;z o/os - zaÂ3 o/oL, *F "È%9 o/o9 - z%3 ("p)2 vorl "ko/os vos

-2o/orz"r%9 ("P)2 vorc-zo/orz**'t '9 ("F)z *k*t *, *zo/orz.r"ro("F)' "h*t,ro,

-zo/or3.r%5 ("P)2 "bo'o'ron-vono/orz ' '2-zo/orz"k%5 ("F)z "k*n oron+zo/or3,7o1a("F)z "7o1g

+ zvsrs%l4 ("8)z "ko'o' oro, - zo/ot3'lrv("F)z "k"o' oron* z "F o/oti b .'votz "k'/o9 o/ots

-zeFo/or3 "ko/olyor <o- r,o/or., eb%9("p)t "bo/os ^, +?.6/or3(.p)t ("t't"s)z ,r,,

*zoÂrz"z"r+(.F)2%10- zo/or3.*%9("8)2 o/oto+zefro/otz"bo'o'ororco+zeF vo!3"ko/o9o/ot, '

- z "9 o/orzo/or4%r to - "F k *2 vorzz o/og- e "F o/orz rko/os zor to - zo/ot1*tu ("F)' "k*n oro,

+Lo/or3**%5 ("F)2 o/or0+zo/orz(-F)t ("1'Ns7z o/o9*zr,r("F1'o/oro*k%9 o/o9*zo/o3s/orr "Fzoro

+ Zt/or]("P)t o/o!0 "h%9 vo9 +o/o3 k a2 o/o6v'. +o/q3 k ao/o6o/o'r *vo3 k ao/o6 "ko'o' oron -v"s v"tz *z))
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è / \
Yol :  )cos(o l t r , - ,  *0)

J = l

oÂ2: sin(olu+O)
tfin

Yo3: Jexp(t<sin(r'ru + e))du
tn

Yo4: cos(ro tfin+0)

Yo5 : sin (co tfin+O)
n

i tri-r

%a : 2{ J "*n(tsin(rou + e))sin(cou + 0)'du
i= ' ,

t 7  i - ,

1

Yo7: f "*p(tsin(<,rt,,-, +e)).o.(rtz:-, +0)-""p(r.sin(r,rt,,-, *e))"or(rtr;-, +0)- i -  ' \  \

n
) \

%o8= Lsin(r,rtr,-, *e)
i= ' ,

%o9: sin (rrl ç+0)

't '2j-l

l a f t

%rr : > J exp(t<sin(r,ru + 0))du
j=2 ,ri_,

tfin
l toÂ12: 
Jexp(t sin(ou + O))sin(c'ru + 0)du

t n

n

Yol 4 : i "*o( t sin(r,rt r,-, . t)) - "*p( r. sin(<ot,,-, + e))
É ' \ \

%iol5: cos(rrl t"+0)
tfin

L
%o16 = 

J exp(tsin(r,ru + 0))sin(oru + e)'du
t n

va4Êt; : Ît-'zz: (12.4)

:
oÂ10: 

f "*p(trin(r,,,-, +e))sin(r,rt, i-, +0)-"*p(rrin(at,j-,*e))rin(rt,,-, *0)
. � - \ \
n

i rzj-r
É t l t

%B : > J exp(tsin(aru + O))sin(c,ru + O)du
j=2 ,r:_,

n
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lrrt*tt%g+È{n o/or\voTtlc,ovorl"ko/ost/o4-k,oo/orl"bo/o9o/oLS*krl.zt/oio/ot*k.oo/o3oh7

+kao/o3"ko'o'or*-kao/o3"bo'onororr-"Fo/or42-z"Fo/or4"k* '*z"Fo/or4"kvo9 -*F("t ' " l "s1z

* z "F ,ko'os "ko/o9 -*Ê (.r 'as;z)/  (  r  "F o/o' i  k az o/orzo/ot -  2*Ê yors b ao/orzvoT

-z"Fo/oL3bao/orz"b* ror * -zeFo/o l3oÂt4o/o1 , .+zo /o t3 ( .P) ' ( -u* ' ) ' r " r - .F r .o  , /oL32" to /osvo l

- .Fkoo o/otz\o/o7-.0k*2 o/o! j2vog-%11(*p)2 von|+zeFva+"ko'o'orou-zeFo/ol4"bo'otorou

- za/or4 *t'u's ("F)z o/o16 - vor42(.F)2 z"re * .F l r o/,r22 "ko/o9 %r5 - eF k <tvor3l o/o7

+eÊÈol , /or32"ko/o9%r5-eÊ lr , ,o/orz|"ko'o 'oroo-"Fo/oL42vo6-eF("tu 's1z 0/o6+volrk, ,0/o60/o7

+o/orrkuo/r6"bo/oj  o/A-D/; ,( .Ê)2,2"192 *zrF "bo/os "ko'o'orou*rrko/os "k ' /"g ("F)z u"te

+z%rr*r%e (*F)2 onte -("ko/on)t (-u)t %16- e\(*ru't1z 0/o6*zo/o1rvorr *Ê.F%5 ms

-%11(.p)2 (Jv"s!z o/os|-,/o3("p)t(.u*t) '"r"r '+%rrb,,.Fmro i/ol*o/orrlr,>.Ê o/o16"bo/o|o/o+

+%rl k a2 o/s6o/og +To3 k az "9 ,/o160/o8 - i/ollr ro *F o/o16 "k%9 o/o]S - o/o3 k wo/o6 "ko/o9 oro$

+ zo/orr%r or eF yor. - 6/on b ao/o6 "k^' oror, +o/orr k a2 "F o/or1otog -("ko/oS;t ç.0)t *ru

-r"rr(ro)t (*rm\z,/og2*Lt/orrt/or*"F"ko'o'vo9rz"/"n("f i)z "bo'o'oror"ko'onoron

+zo/o3(rp)2*È%5 o/os"ko/oeo/oe-o/oi(-p)t(r**n)'r,n,-zvort(.F)2mro "k"o'^,

*o/o3k<n"Fo/116"ko'ot or*-o/o3k,i�"9o/o16"bo'o9 ^tr+Zoh3mt roeF "ko'ot oror+o/oikrt"Fo/o16o/o7

* 2 o/orz.& %5 ( rF)t o/or0 * z% I z ( *P)2 ( *r 
ms;z o/os - z s/o3 t/E!* *F .È 

%9 
*n

- z%3(.F)z z"ro "ko'o' oro, -zt/orz"kv's ("P)z o/o!0- 2olorz "ko/o9 ("F)' "k^t "r",

+rt/ortu;+("Flz "ko/os ^,-zo/ot3.r*t (.Ê)t "b*n oron-o/,ttvotl  aZ

*zo/orz.È%5 (.F)2 "k"on oror*zo/or3vù4(r|)z vorl.lzo/oL3o/or4(*F)' "ko'ot oro,

-zo/or3%t4(*B)l *hoton ^r*z"Fo/orik.o.o/orz"ko'o9 o/orr-z"Fo/or3"ko'ot oror, '

- zoÂr3.&%e (*p)2 "ko'ou oro, +to/oL3(-p)t (*u* s)z 
Ns +z%Lzlr,r+ (rF)z r"ro

- z%l3.rz"l (.Ê)2 vor! *z *F o/orz "kYon ororol + z eF o/or3 "ko/o9%1 ro - z eF o/orzo/or4vor a

- .F F 12 o/orzr o/og - z eF o/orz. "ko'ot oro, a - zo/orz*ro ("F)' "bo'o' oron + zoÂr3 "b'/'5 ("F)z ̂ ro

*zo/orz( .p) t ( . r * , ) ' ,nntzo/o3(*0) tmro "bo 'onoronrzo/ ' .yoroeÊmro 
\

+zo/o]r(*9)tmro "b*t oron+o/o3k.o2o/o6vo!to/o3k,l.0/o60/o7*r/o3b,o0/o6"ko'o'or*-otosolol2 ,o2)
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var( ô, ) : Ît-'r, : (r2.s)
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(uottu,a*.Fmtt i/or6*0/o3%6+eF o/oii/sr6-"Fo/o132-zeFo/,ti%rz-eFu,tzz)*z 
fl

-2"9o/oL3ku2r/olz%g-z.Fml3 ka%Lr%i-zr1o/orSkao/orz"k*toroo-ze9o/or3o/or4o/ola

+z%ti( .Ê) ' ( -u*n) ' ,n - .Frr  o/ ,132,ko/os' /o4-eFkwo/,rr \ ' /o ' t -eFka2o/or32o/og

- %l l (.P)2 o/rraz + z ,F o/or4 "ko'o' orou - z ,9 oÂ14 ,ko'ot orou - z'/o!4 *k%t (*F)' ,rru

-o/rr42(.Ê)zmro*.Fr* o/orz2rko/o9%li-eF kao/orilvoi+eFkao/or3|"ko'o'oro$

- ,F r * o/o!22 ,ko/os o/o4 - eF o/or42 o/o6- .F (*u *t) 0/o6 *t/olL k wt/r6o/o7 *D/orr k uo/o6 ,ko'o' oroo

-%3 (rF)z o/or02 +zrF rko/'s ,ko'o'orou+zrk%|rr%g (rF)z 0/o16*zo/or4"ko/'9(.F)zmre

-("ru't1z (*Ê)2 mro - *F (.u*n)' ,rou *z'/sr.o/ot* *F .r*5 s/os -o/o\r(-P)t (.n* t)' ,,r'

- %3 (-p)2 (.rms)? yos2 +,/orlu ro *F o/o160/o7 *o/on ,L ar eF o/116 rk'/os %4 +%rL k az o/o6o/o8

+o/o3 k a2 rF mlo o/s8 -o/or\r ol eF o/o16 ,k'/o9 vors - o/o3 k wî/o6 ,b"" orofi t 2o/orlozol o eF oato

- %11 l ro o/o6 "kYo9 o/oLj *o/orr k wz "g%16 %B - (-r 
ms;z ("F)z v,to- %11 (*p)2 (rb',')' "r,n,

- ro/o1'%r r,: eF ,k,o, ̂ , *ri/oy (.F;t .u*' o/rs ,ko/o9 o/o9 +2%3 (.p)2 "ko'ot ,ro, *ko/o9 ^,

-,/,3(r|)z (-rml)z o/o9z - zu,tt(r|)z ,/,r0 ,ko/os o/os *oh3k or *F o/o16 rk'/os o/o4

- o/o3 k u "F o/o16 "ko'on oror, + r,%3%r to eF ,ko/os nor+ %3 ,L rrl ,F vorcvol + zo/ol| rko/'S (*Ê)2 mro

*zo/orz(.p)t (.u*s)z ms - zo/o3xr o: eF "bo'on oro, -zt/oi(.F)z mro ,ks/o' *,

-zo/oïz.F%g (.p)z oÂ10-2o/orrrko/o9(.F)t.È*' s/t5 +zo/orzo/oa4(*F)2.r%5 xs
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En calculant les dérivées partielles du second ordre, nous obtenons la matrice d'information I
suivante, pour i:2:

î',, = 
W=exp(Êz ,f ,'r,'j,"*o(*,*"(#*e,))a,

î1, = î1, - - fW= exp(Fz rf,"!,,'(#. e,) *p[*,,i'(ffi . e,))a,
ôK2ôP2 j=r tzr-r

Îfl = Îr', = ô2lnI: = "*p$)#

( (2nt., ))

##"*ol.*'sin[ 'f *t'))

t-*o[* ,,,^(T#.r,))
ffirôF'

îî = -W- =f"*p(p,,:i*"(# *r,)' ""0(*,,.(#. r,))* (t2 6)

( z n t . , ) f ( z n t . , ) )

î,,, = î1, = - 
## 

= -f *,(** r,) - yfr'lsin [ç1 + e z J exn[ Kz s in ['f + e z J J' 2n ? -""(T'o.e,)*o(t,"^(+#.t,))

( 2 n t r ,  ^ )  ( , .  . ( 2 n t r ,  ^ ) )

î1, = -w : K,9*(* * e,) * ryK,1cos[ç; 
+ ozJ exn[Kz sin[ç; * s' ) )

- *.[iF. r,) *o[*,*(ïF.',))

Les calculs qui suivent sont effectués dans MAPLE où F:Êr, k: Êr,0:ôr, ^=ft,

t(j)1,tÊ{fin, tn:tn. Les variances des estimateurs sont:
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0 1

0 0

La variance de 1'1t;

Nous utilisons les mêmes résultats qu'à I'annexe I afin d'obtenir la variance ae f (t). Posons

(i' = exp($, + Ê,smfffi + ô,;;,6', = Ê,,(', = ô,. Nous avons alors:

p i l  =  l n ( ( i r  ) -E ' r r t r (# *€ ' , ) ,  p i2  = \ i z ,p i ,  =  € i ,

La variance de I, 1t; = exp(ôr + r, sm(3 + ô, )) est I'-',,, * 1{' ; petrman, 1983), où
JO)

I '-t*(Ë') = Ji '-r1r-t1pi;Ji-t est la matrice de variance-covariance de dt = (8", ltr,Ett).

I '(F'): Î '  (Ê,, It,,ô, ) est la matrice d'information de Fi et Ji,, = $ est:
Ol ' r

;, -,*(# * €,,) - e', "o,(ffi * €',)
J i = 0

1

(12.10)

Pour le calcul de var(Îr(t)), B:Ê,, k: Êr, 0:ô,, 0): *,r}<,,, tf:tf in, tn{, etoÂl à'  "  365'  " '

0/o16 sont telles que définies à la page 210 de cette annexe. Pour le calcul de var(Îr(t)),

F:Êr, k: û, , o :ô, , , = 
#, 

tû)-j, tÈtfin, et tnd.

varl Î'1t;; : (l2.rr)
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f " t t '  "âsin(to u -ço) 

du

i : 1 - t ( z j * L l

(
I

_ l
t

o/ol

o/o2

o/o3

o/o4

o/oS



13. ANNEXE 4: ALGORITHMES DE SIMULATION

Nous présentons dans cette annexe les algorithmes de simulation utilisés au chapitre 6.

Génération drune loi normale multivariée

L'algorithme utilisé pour la génération de n variables X, provenant d'une loi normale

multivariée de moyenne É=(pr,,1"rr,..,p")et de matrice de variance covariance X est le

suivant (Law et Kelton, 1991):

Générer Zr, ..,2n, n variables provenant d'une loi N(0,1)

Pour i: 1,..û, poser Xi: $i*çi:Z:, tel que X:CC..

Les algorithmes pour simuler des variables uniforme, exponentielle, Gamma, et normale

sont ceux fournis dans MATLAB.

Génération dfun PNH (horizon spécifié)

L'algorithme de simulation d'un processus de Poisson non homogène d'intensité I(t) sur un

horizon de k années, et dont les temps d'arrivée sont tarriv(s) est le suivant:

tt:O;

Pour i:l à k

Pourj: l à 365

tt::tt+l

Générer u une variable uniforme sur (0,1)

Si u < l,O alors nouvel événement et tarriv(nouvel événement): tt

fin

fin

fin

Génération drun R1\lH (nombre d'événements spécifié)

L'algorithme de génération d'un processus de renouvellement non homogène défini par les

temps d'arrivée taniv(s), composé de nbev événements, d'intensité p(t,H,): ç(x)î,(t) où <p(x)

est le taux de rupture d'un processus de renouvellement homogène dont les durées x suivent

a

a
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une loi Gamma de moyenne unitaire : 9et de variance égale à +, et où À(t) est une
p p '

fonction de changement d'échelle est:

taniv(l):1;

Pour i:l:nbev

Générer y une variable Gamma de moyenne unitaire et de paramètres o = p
taniv(i+l)

Résoudre pour tarriv(i+l): Ji,1u;au 1
taniv(i)

fin

Génération d'un PNHC (horizon spécifié)
L'algorithme de simulation d'un processus de Poisson non homogène conditionnel défini par

les temps d'arrivée taniv(s) sur un horizon de longueur tfin, d'intensité p(t,H,):f(PE(t)), étant

donné le processus externe PE, est le suivant:

tt:0;

Pour i:l:tfin

tt::tt+1

Générer u une variable uniforme sur (0,1)

Si u < p(i,H) alors nouvel événement et ta:riv(nouvel événement): tt

fin

fin

Ceci revient à générer un processus de Poisson non homogène dont la fonction d'intensité

dépend d'un processus exteme PE(t).

Génération df une série alternée
Nous avons présenté les algorithmes de génération de processus PNH, RNH, et PNHC d'un

seul type. Ces algorithmes doivent être utilisés simultanément pour générer une série

alternée. Dans cette situation, nous avons deux types de tarriv (tarrivl, ettarriv2) et deux

types d'intensité (p,(t,F{,) et pr(t,H,)).
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Il est en général aisé de générer un processus alterné composé d'une combinaision de

PNH/PNHC en utilisant ces algorithmes. Toutefois, il est plus diffrcile de générer une

combinaison RNFV(PNH,PNHC) car la génération de RNH se fait en fonction d'un nombre

spécifié d'événements, tandis que la génération de PNH et PNHC se fait sur un horizon

spécifié. Lorsqu'on doit générer un processus altemé RNH avec PNHC ou PNH, la

génération du PNHC ou PNH se fait selon I'algorithme basé sur les durées présenté dans ce

qui suit.

Génération d'un PNH ou drun PNHC (durées)

La génération d'un PNH ou RNH basée sur les durée peut être effectuée en générant des

variables exponentielles de paramètre I et en effectuant I'inverse d'une homogénéisation à

I'aide de la fonction d'intensité p(u, HJ. Dans le cas d'un PNH, p(u, H") : I(t). L'algorithme

pour générer dur(s), s: 1..nbev, est le suivant:

taniv(l):l;

Pour i:l:nbev

Générer e une variable exponentielle de paramètre 1
taniv(i+l)

Résoudre pourtarriv(i+l): Jn(.t,U,)a.t:t
tmiv(i)

dur(i):tarriv(i)-taniv(i- 1 )
fin



224 La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque



14. ANNEXE 5: MODÈrnS DE pt(t;H) POUR LE PNHC

Lors du développement du PNHC comme modèle d'occurrence de surplus, nous avons

essayé sans succès plusieurs modèles pour I'intensité des surplus p'(t;H,) Ces modèles sont

les suivants:

pt(t, H, ) = exp[K, sin(rot * e,)]

pr (t, H, ) = .*p[K, sin(rot + 0' )]exp(cr' ) / pnorm(t)

pr (t, H, ) = explKrpnorm(t) + sin(r'rt * e, )]

pt (t, H, ) : exp[r,pnorm(t) sin(tt * e, )]

Pt (t, H, ) = exP[K,Pnorm(t) + o, ]

p'(t, H, ) = explKr sin(art * 0' )] 
* nbjour sec(t)

p'(t, H, ) = explKr sin(rot + e' )]exp(nbjow sec(t))

pr (t, H, ) = "*p[r, sin(rot + e' )]nbjour sec(t) exp(o, )

Pt (t, H, ) = exP[cr, + K,nbjour sec(t)]

p' (t, H, ) = ("*p[o, + K,nbjour sec(t)])''

pt(t, H, ) = exp[cr, + K,nbjour sec(t) + 0, ]
pt(t, H, ) = expfcr, + Kr(nbjoursec(t) * er)]

où P(t) est la quantité de précipitations au temps t, P(t) étant égale à zéro si la température

est inférieure à -2 C, nbjoursec(t) est le nombre de jours s< t tels que P(s):0 divisé par 365,
kA=t

Ip t t t  l
et pnorm(t): ,  pow t7n:7,30, et 90.-nn-l

'"r(J5*')
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15. ANNEXE 6: LES VARIANCES DES PARAMÈTNES
DU PNHC

Nous calculons dans ce qui suit les variances des estimateurs B,, K,, et 0,, estimés par la

méthode du MV pour le PNHC des surplus. Posons Ét = (pt,,ptr,ptr) où

prr =F'pr2 =K1,pls =0r . La loi asymptotique des estimateurs du MV, ôt, est

approximativement N(Ê' , Ît-t ) , où les éléments (r,s) de Ît ( Ê, , R, ,ô, ) sont

f  a '  . l
1'* : | - ;j-, lnil | (Berger, 1985). Nous avons donc:

L oP'oP ' Jp,=u'

var(ô,) :  Î ' - ' , ,

var(Ii,): Î '- 'r,

var(êr ) : Î'-'r,

Les dérivées partielles du deuxième ordre sont:

îi, = - ô' ln il =9"'[n rou + jrlu;ou' l l  -  
ôrg, ts2 ,r j_, 

.  
rn

Î1|, = Îi, = -+Y- =f"'in Soursec(u)f(u)du + jnbjoursec(u)f(u)du
d"F,K, "Fr 

rrt_, 
" 

,n

âr âr ô2lnl- ]  ë ' i '  .  (2r"\  "L /rcu\
Î1, =Î1, =-:* = ) | sinl :f lr lupu+ lsin[if lr lu;ouô'P,0,  "Fr" l_,  \365/ '  ;  \365l  ' ' �

îL = - 4t Y = T 
"inoSoursec(u)2 

f(u)du *'jnoSourrrc(u)'�f(u)du' 2 2 -  
ô r K r ,  

- H r , . ,  
t n

î',, =î',,= -ffi = 
,9- ,',,,J,nbjoursec(u)r,"(4gruJ 

f(u)du +lnu;or.rr(")r,"(?gruJ r(u)du

î:, = -W= 
É,:i,'"( #)' r(u)du . ï,'(P.J' 

r1u;ou
( ^ . (zæu\)

où f(u) :.*p[0, + K,nbjoursec(u)+e, sin[ffiJ . oans ce qui suit, B:Ê,, k: Ê', e :ô,,

) r
, = 

#, 
t(i):tj, tf:tfin, tn:Ç, et nbjourlul est nbjoursec(u).

(1s.r )

(rs.2)
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var (pr ) :  Î t - " , :  (15 .3)
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- J
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o,/o2 :- e Lu J

t -o/o3 t :  
)  

nbJourrur9t"2 du

u.n ,- "Ï- u)2 -z.z

1
; n

<-  f t ( 2 j -  r )
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-  J  
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' - : ' " ' < " - t 7

+.
"r"* ,: )- 1"" 

- ".ro,ou

' - : " t ' < " - t '

êf
o.e .: I nbiour. -.,2 

o/o2 du
J  . ' t

u.ro ,: ' ] '1r^r@ u) o/oz du

1

? '  7t(21- rS
" r . t r , -  )  |  nb jou . -  -zuozau4 l  -  

L u l
j : 2  " t ( 2 j - 2 )

, -
\ -  r t ( 2 j _  1 )

w . t Z : : , 7  . l  s i n ( @ u ) ô / o z d u
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var( R, ): ît-t rr:
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var(ô, ) :  Î t - t r r :  (15.5)
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La variance deô'(t,H,)

Nous utilisons les mêmes résultats qu'à I'annexe I afin d'obtenir la variance de pr(t, H,; .

.  (  ̂  / r - r \ \
Posons (', = exp[B, + Ê,nbjoursec(t) + ô, sin[ftJ 

),1', 
= R,,€', = ôr . Nous avons alors:

p l l  =  ln ( ( r r ) -€ rznb jour ( t ) -€ ' r t * (#J ,  p t2 : \ tz ,p r r  =  f , ' ,

Lavariancede pr(t,H,): "*o[ô,+R,nbjoursec(t).U,rt(#) I 
"rttLer'rnan, 1e83):

(1s.6)

(15.7)

où lr-r*(Ét) -;1r-r I t-t(Ft)Jt- l  est la matrice de variance-covariance d" €t = ((t, ,{tr,€tr),

I'(D'): Î' (Ê,, R,,ô, ) est la matrice d'information de F', J' = ll@lll. Jr"" = 4r.t,r n r",- l la€" l l ' "  "  -  ôE',

var( Pl(t,  H, ) ) : I t-tr, ,  * (Et)

- nbjoursec(t)
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I
- l

Ç r
0

0

. ( znt.1- ttn(:os./
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1

(1s.8)
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Pour ce qui est de la fonction d'intensité des étiages du PNHC,

p'(t, H, ) = exp(Krpnorm(t) + 0, ) , la loi asymptotique des estimateurs du MV Êt :( Ê2 , ê2 ),

est approximativement ,u(ô',î'-'),où î',. =l-#Ottil , (Lehman, 1983) où:
L Op-,Op-. lo,_;,

iz  -  -ôzlnl ]  +4 " i
t i '  = - 

a'K:= à,,I:nott '(u)exp(K'pnorm(u) 
+0')du

î?, =î1, = -{!!= i'iono*(u)exp(K,pnorm(u) + 0, )du-tz zt AK2A02 ".rr 
rrl,i

a 2 t  , 2  n l 2  
1 2 j -

î2 - -o- , 'L; =I f.*p(Krpnorm(u)+or)du'22 - 
ôr0, Fr ,r j_,

La matrice de variance-covariance est Ît-ttelle que:

var( Ii') : Î,1-':
g ' i
| ,,le*n(K, 

nnorm(u) + o, )du

(1  s .1  0)

(1  5 .1  r )

! ' ipnor,n,1u)exp(K,pnorm(u)+0,)du i i.*plr,pnorm(u)+0,)du-Ï['Ïo*r,n,u)exp(Krpnorm(uy+e,ydul
j= t  t r i - ,  J= ,  r : i r  j= l  

\ t rF r  )

covl Ê.t , ô' ) : î'r,-' : (rs.r2)
î12 '2j

- I. J**"{") odrrenon(u)+0, )du
Ft hît

nlz rri nl2 l,r- *r( \

i in *"'t"le{K,prcnm(u;+e,)dui ioq",*orotg+e,;ar-il Ïet-(")"dÇpnurn(u)+e,)dul
J=l t;, :=r ri, j=t \,;, )

varlô'):ÎL-': ( l  s .1  3)
î12 r2L

I Jpno*' (u) e{Krpnonr( u) + o, )du
j=l 

hi-r

ntz , rL  n /2  t rL  n tz (  \ ;  
) '

Irl*o*',u)exp(Krpnonrlu) 
+0, )du 

P,,1"**,*o*u) 
+0, )du -l[rlnnonttul"*ntKrpnon(u) +0, )df
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La variance de ô'�(t)
Calculons var( p'�(t) ) : I'-t,,, * (E) . Posons: pr:Kz, pz: 0r, et

€r = exp(Krpnorm(t) + 0, ), Ez = 0r. Nous avons alors:

l n E ,  - 8 "
P, = 

; rorn 6 
'Pz = 1z (15'14)

La matrice d'information de € = (€,, \r) ,ft(É) est 12 * (Ê) = J2I21p;J2' (Lehman, 1983) où
" A D

J2., = 
f 

"t Î'(P) :Î' 1kr,6; est la matrice d'information de p. Nous avons:

I  t  - r  I
J2 = 

| 
pnorm(t)exp(Krpnorm(t)+0r) pnorm(t) 

|
L 0 1 l

( 1  5 . 1  5 )

et donc:

var(p' �( t)) : I" '  *(g):  (15.16)
- t7  r2 i
Ë a

) J exp(Krpnorm(u) + 0, )du * pnorm2(t) * (exp(Krpnorm(t) + e, )'�
Fl  t " . ,

n/2 t2i  ntz t2L (  atz- t t1 
) '

I,,l:non"',u)exp(K,pnorm(u) 
+0, )du l,,JexptK,pnorm(u)+0, r" 

1à,,1,0*rm(u)exp(K,pnorm(u) 
+e, )duJ



16. ANNEXE 7: LES NÉNTTS MOYENS MENSUELS

Nous présentons dans cette annexe les débits moyens mensuels des rivières étudiées. Le

mois I correspond à janvier et le mois 12 à décembre.

Figure 16.1: Les débits moyens mensuels - St06

sCI7

4 6
Mois

Figure 16.2:Les débits moyens mensuels - St07

2 4 6 8 1 0 1 2
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Figure 16.3: Les débits moyens mensuels - St08
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l0 12
Ndois

Figure 16.4: Les débits moyens mensuels - Stl4
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Figure 16.5: Les débits moyens mensuels - Stl5
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Figure 16.6: Les débits moyens mensuels - Stl6
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Figure 16.7: Les débits moyens mensuels - StlS
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Figure 16.8: Les débits moyens mensuels - Stl9
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Figure 16.9: Les débits moyens mensuels - St20
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Figure 16.10: Les débits moyens mensuels - SA2
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Mois

Figure 16.11: Les débits moyens mensuels - Stse



17. ANNEXE 8: LES FONCTTONS ESTrMÉES ̂ ,t(t)

Nous présentons dans cette annexe les formes graphiques des fonctions de ?"'(t), i:I,2,

empiriques et estimées par la méthode du MV. Dans ce dernier cas, les paramètres sont

donnés aux tableaux 6.3 à 6.6. Lorsque le PNH est adéquat, cette fonction correspond à

I'intensité du processus, lorsque le RNH est adéquat, elle correspond à la fonction de

changement d'échelle, et elle n'a pas de signification lorsque ni le PNH ni le RNH ne sont

adéquats.

Afin d'approximer les fonctions empiriques À'(t), i:1,2 nous avons divisé I'année en 12

intervalles et calculé n', le nombre d'événements de type i observés sur I'intervalle j, i:1..12.

La quantité empirique À'(t) conespond à I'intensité joumalière moyenne sur 30 jours donnée

1lii

e* 30j; 
où p est le nombre d'années sur lesquelles le processus a été observé. Cette

approximation suppose que I'intensité est constante sur un intervalle de 30 jours.
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Figure 17.1: Les fonctions estimées par le mv X,2(t) et l,t(t) - St06(25)

0

0

i,,(0
0.01

r50 200 250 300 350 400
Jour

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Jour

Figure 17.2:Les fonctions empiriques I'�1t) et l.'(t) - St06(25)
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Figure 17.3: Les fonctions estimées 1219 et lt(t) - St07(25)
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Figure 17.4:Les fonctions empiriques À219 et Àt(t) - St07(25)
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Figure 17.5: Les fonctions estimées 1,21t; et I'(t) - St08(25)
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Figure 17.6: Les fonctions empiriques I2(t) et lt(t) - St08(25)
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Figure 17.7:Les fonctions estimées 1,21t; et Àt(t) - Stl4(25)
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Figure 17.8: Les fonctions empiriques 1,2(t) et X.t(t) - Stl4(25)



La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

150 zn 250 300 350
Jor-n

m
Jotn

Figure 17.9:Les fonctions estimées I2(t) et lt(t) - Stl5(25)
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Figure 17.10: Les fonctions empiriques À2(t) et 1,1(t) - Stl5(25)
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Figure 17.11: Les fonctions estimées i.2(t) et l.t(t) - Stl6(25)
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Figure 17.12: Les fonctions empiriques I2(t) et î"t(t) - Stl6(25)
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Figure 17.13: Les fonctions estimées 1.21t; et À.'(t) - Stl8(25)
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Figure 17 .14: Les fonctions empiriques î,2(t) et l,r(t) - Stl8(25)
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Figure 17.16: Les fonctions empiriques î,2(t) et lt(t) - Stl9(25)
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Figure 17.t7: Les fonctions estimées 1,21t; et X.t(t) - St20(25)

0

0

0.01

0.

50 100 150 
?00 

2s0 300 3s0 400
our

l.'(t)

0 50 100 150 200 250
Jour

300 350 400

0

0.01

Figure 17.18: Les fonctions empiriques 1,2(t) et l"t(t) - St20(25)
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Figure 17.19: Les fonctions estimées 1219 et À'(t) - St22(25)
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Figure 17.20: Les fonctions empiriques 1"21q et l.t(t) - St22(25)
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Figure 17.21: Les fonctions estimées l,t1t; et f.t(t) - Stse(25)
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Figure 17.22: Les fonctions empiriques 1.2(t) et Àt(t) - Stse(25)
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Figure 17.23: Les fonctions estimées À219 et f.'(t) - St06(10)
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Figure 17.24: Les fonctions empiriques 1,2(t) et l,r(t) - St06(10)



La modélisation stochastique des étiages et de leurs durées en vue de I'analyse du risque

sû7(r0)
+ktff/alledeccnfiare95%

150 m 2fl 3m 350
Jotr

Figure 17.25: Les fonctions estimées l,t1t; et l.t(t) - St07(10)
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Figure 17.26: Les fonctions empiriques I2(t) et l"t(t) - St07(10)
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Figure 17.21: Les fonctions estimées 1.219 et l.t(t) - St0S(10)
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Figure 17.28: Les fonctions empiriques I'�(t) et lt(t) - St0S(10)
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Figure 17.29: Les fonctions estimées 1,21t; et Xt(t) - St14(10)
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Figure 17.30: Les fonctions empiriques À2(t) et l.t(t) - St14(10)
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17.31: Les fonctions estimées i,2(t) et Àt(t) - St15(10)
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Figure 17.32: Les fonctions empiriques I2(t) et î"r(t) - Stl5(10)
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17.33: Les fonctions estimées 1,21t) et f.t(t) - Stl6(10)
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Figure 17.34: Les fonctions empiriques I2(t) et l"t(t) - Stl6(10)
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Figure 17.35: Les fonctions estimées I21q et f.t(t) - Stl8(10)
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Figure 17.36: Les fonctions empiriques X2(t) et À'(t) - Stl8(10)
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Figure 17.37: Les fonctions estimées À21t; et f.t(t) - Stl9(10)
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Figure 17.38: Les fonctions empiriques 1"2(t) et l.t(t) - St19(10)
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Figure 17.39: Les fonctions estimées i'6; et lt(t) - St20(10)
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Figure 17.40: Les fonctions empiriques î"2(t) et l"t(t) - St20(10)
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Figure 17.41: Les fonctions estimées I2(t) et f.t(t) - St22(10)
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Figure 17.42: Les fonctions empiriques I2(t) et i"t(t) - St22(10)
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Figure 17.43: Les fonctions estimées l,'�(t; et Àt(t) - Stse(I0)
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18. ANNBXE 9: NÉSULTATS À O:.01

Nous présenstons dans cette annexe les résultats de I'adéquation des modèles PNH, RNH, et

PNHC lorsqu'on considère le niveau de confiance o:.01. À ce niveau, les valeurs critiques

des statistiques de K-S et d'Anderson sont 1.62 et 3.85 respectivement.

En examinant les résultats du tableau 6.'l , on constate que le PNH, rejeté à cr:.05, serait

accepté à a:.01 comme modèle d'occurrence des étiages des stations suivantes: St08(25),

Sr18(25), St22(25), St08(10), St14(10), Stl5(10), et StlS(lO). Or I'examen des figures 6.3,

6.5,6.7,6.8,6.9,6.11,6.13, et 6.14 nous révèlent que le PNH n'est pas adéquat pour

modéliser les étiages de St08(25), StlS(25), St08(10), et Stl5(10). Les figures 18.1, 18.2,

18.5, et 18.6 nous confirment le rejet du PNH comme modèle d'occurrence des étiages de

StlS(l0) et SA2(25). Toutefois, le PNH semble acceptable pour modéliser les étiages de

Stl4(10) (figures 18.3 et 18.4).
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Figure 18.1: Les fonctions de survie logarithmiques des durées d'étiage empiriques non

homogénéisées et des durées théoriques d'un PNH, St22(25)
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Figure 18.5: Les fonctions de survie logarithmiques des durées d'étiage empiriques non

homogénéisées et des durées théoriques d'un PNH, Stl8(10)
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Figure 18.6: Les fonctions de survie logarithmiques des durées d'étiage empiriques

homogénéisées et des durées théoriques d'un PH, St18(10)

En examinant les résultats du tableau 6.8 sur I'adéquation du PNH comme modèle

d'occurrence des surplus, on constate que le PNH, rejeté à a:.05, serait accepté à a:.01 pour

modéliser les surplus des stations suivantes: St14(25) et St18(10). Or I'examen des figures

6.15 et 6.17 nous révèlent que le PNH n'est pas adéquat pour modéliser les surplus de

St14(25). Les figures 18.7 et 18.8 nous confirment le rejet du PNH comme modèle

d'occurrence des surplus de Stl8(10).
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Figure 18.7:Les fonctions de survie logarithmiques des durées de surplus empiriques non

homogénéisées et des durées théoriques d'un PNH, StlS(lO)
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Figure 18.8: Les fonctions de survie logarithmiques des durées de surplus empiriques

homogénéisées et des durées théoriques d'un PH, Stl8(10)

Les résultats de I'adéquation du RNH aux processus d'occurrence des étiages (tableau 6.9) et

du PNHC aux processus d'occurrence des surplus (tableau 6.15) demeurent inchangés pour

o:.01. Toutefois, à ce niveau de confiance, le RNH semble acceptable pour modéliser les

surplus de Stl4(25) (tableau 6.10) et le PNHC pour modéliser les étiages de Stse(I0)

(tableau 6.13).

Si le RNH est adéquat pour modéliser les surplus de Stl4(25), alors la fonction de survie

logarithmique des durées empiriques homogénéisées par la fonction d'intensité estimée

f.t (,), devrait correspondre à celle des durées provenant d'une loi Gamma de moyenne

unitaire et de paramètres ô, =ô, =#, oO ô? est la variance des durées de surplus

empiriques homogénéisées (égale à 1.08 pour St14(25). La figure 18.9 présente la

comparaison entre ces deux courbes. On en déduit qu'elles sont dissimilaires, et que

I'hypothèse du RNH comme modèle d'occurrence des surplus de Stl4(25) est rejetée.
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Figure 18.9: Les fonctions de survie logarithmiques des durées de surplus empiriques
homogénéisées (RNH) et des durées théoriques d'un RH, Stl4(25)

Si le PNHC est adéquat pour modéliser les étiages de Stse(l0), alors le processus obtenu
après homogénéisation par la fonction d'intensité du PNHC devrait être un PH (sections

3.3.1 et 3.3.2). Or la figur'e 18.10, sur laquelle on compare la fonction de survie empirique
des durées d'étiage homogénéisées par la fonction d'intensité du PNHC, et la fonction de
survie théorique d'un PH rejeffe le PNHC coîIme modèle pour les étiages de Stse(l0).
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Figure 18.10: Les fonctions de survie logarithmiques des durées d'étiage empiriques

homogénéisées (PNHC) et des durées théoriques d'un PH, Stse(I0)
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En résumé, les résultats de I'adéquation des modèles PNH, RNH et PNHC aux occurrences

des surplus et étiages des 22 stations (rivière/seuil) étudiées sont robustes par rapport au

niveau de confiance a choisi. Ces résultats sont les mêmes à cr:.01 qu'à a:.05 à I'exception

d'une station: les étiages de St14(10) (PNH).
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19. ANNEXE 10: LES COURBES NÉNTTS-DURÉES

Nous présentons dans cette annexe les courbes de fréquence cumulative débit-durée des

rivières étudiées. Ces courbes montrent le pourcentage de temps durant lequel certains débits

sont dépassés pendant la période couverte par l'échantillon.
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Figure 19.I:Lacourbe débit-durée - St06
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Fisure 19.2:Lacourbe débit-durée - St07
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Figure l9.3:Lacourbe débit-durée - St08
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Figure 19.4:Lacourbe débit-durée - Stl4
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Figure l9.S:Lacourbe débit-durée - Stl5
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Figure 19.7:Lacourbe débit-durée - Stl8
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Figure 19.8: La courbe débit-durée - Stl9
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Figure 19.9:Lacourbe débit-durée - St20
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Figure 19.11: La courbe débit-durée - Stse


