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1.0 PROBLEMATIQUE

Dans le cadre du projet «Développement d’outils et analyses statistiques des
occurrences/recurrences hydroclimatiques dans un contexte non stationnaire», un axe de
recherche vise a approfondir des concepts et méthodes statistiques afin d’étre en mesure

d’effectuer des analyses plus précises de 1’occurrence et de la récurrence des variables.

L’analyse fréquentielle ayant été identifiée comme étant un des principaux outils de
caractérisation statistique pour les travaux d’analyse des extrémes, il est important de continuer
les travaux de recherche dans ce domaine. C’est dans cette optique qu’un projet intitulé
« développement d’outils pour le choix de lois statistiques représentatives des variables

climatologiques et hydrologiques» a été proposé.

Le but de I’analyse fréquentielle est de trouver x,, la variable ou quantile de période de retour T,

de probabilité au non-dépassement p, ou T :—1——1——. On utilise des observations d’événements

extrémes passés afin d’estimer les probabilités futures d’occurrence. On doit, au préalable,
vérifier I’hypothese d’indépendance et d’identique distribution (i.i.d.) des observations. On

cherche ensuite & estimer les quantiles x, de période de retour T ou x,, de probabilité au non-

dépassement tel que : prob{X <x,} =1—%.

Pour ce faire, on sélectionne une loi statistique a partir de plusieurs modéles disponibles. La loi

selectionnée doit ensuite étre ajustée aux séries de mesures, et I’estimation du quantile x, par

une estimation ponctuelle x,. est alors donnée a partir de la loi ajustée.



2.0 OBJECTIFS GENERAUX DU PROJET

Ce projet vise a ¢élaborer, a partir des travaux réalisés par 1’équipe de la Chaire en Hydrologie
statistique de I’INRS-ETE, des méthodes de sélection et d’ajustement de lois statistiques
applicables dans un contexte d’analyse d’occurrence et de récurrence d’événements associés aux
changements climatiques. Les travaux envisagés vont porter principalement sur les méthédes de
sélection des lois statistiques ajustées aux séries d’observations de variables hydroclimatiques.
Les forces et les faiblesses de certaines de ces méthodes ont déja été soulignées (e.g. Klemes,
2000; Bernier, 1993 communication personnelle), mais une analyse critique et quantitative plus
complete est nécessaire dans un cadre pratique li€é aux changements climatiques. Nous

proposons donc d’entreprendre cette analyse.



3.0 OBJECTIFS DU RAPPORT D’ETAPE

Dans le premier rapport (El Adlouni et al., 2003), nous avons présenté en détail trois

diagrammes pour représenter les distributions utilisées en hydrologie : le diagramme des

moments, le diagramme(dl,é‘z) et le diagramme des L-moments. Ces trois diagrammes peuvent

étre utilisés comme des critéres graphiques pour le choix de la distribution qui s’ajuste le mieux
avec les données. Ceci est possible en comparant le point représentant 1’échantillon aux courbes
ou surfaces représentatives des distributions théoriques dans chacun de ces diagrammes. Au
cours de la derniere décennie, I'utilisation des L-moments a connu un grand essor, tant au niveau
du choix d’une distribution que de I’estimation des parametres de la distribution sélectionnée.
L’objectif de ce rapport d’étape est de fournir un guide pratique pour I’utilisation des L-
moments. Apres avoir rappelé la théorie des L-moments, nous présentons les différentes étapes
d’utilisation des L-moments soit pour I’estimation des parameétres ou bien pour le choix du
meilleur ajustement. La derniére partie de ce rapport sera consacrée a la construction des

intervalles de confiance pour les L-moments par Bootstrap paramétrique.



4.0 GUIDE PRATIQUE SUR LES L-MOMENTS

4.1 INTRODUCTION

Dans le présent rapport, les travaux portent sur I’emploi des L-moments pour 1’estimation
des parametres et aussi comme outil de choix du meilleur ajustement. La figure 1 présente un
exemple d’ajustement d’une série des débits maximums annuels. Deux distributions ont été
ajustées aux observations : la loi des valeurs extrémes généralisée (GEV) et la loi des fuites. On
rerriarque que plus la période de retour augmente, plus la différence entre les quantiles donnés
par chacun des deux modeles devient significative. Ainsi, la période de retour 100 ans est
associée A un débit maximum annuel de 500 m*/s dans le cas de ’ajustement avec la loi des
fuites, alors que le quantile associé a cette méme période de retour est de 600 m*/s avec la GEV
(figure 1). Cette différence est encore plus importante pour la période de retour de 1000 ans
(voir figure 1). Le choix du meilleur modéle dépend de (1) la distribution utilisée pour
I’ajustement et de (2) la méthode d’estimation des parametres. L’approche par les L-moments

peut étre utilisée pour effectuer ces deux étapes importantes.

Débit maximum annuel (m3/ s)

L
a2}
D

o o o o ]
Probabilités au non-dépassement (papier normal / Cunnane)

o
GHYFRAN

Figure1 : Comparaison de deux ajustements d’une série des débits maximums annuels par deux

distribution : la loi des valeurs extrémes généralisée (GEV) et la loi des fuites.



Tout d’abord nous rappelons la théorie de base des L-moments. Ensuite, nous présentons un
guide pratique pour I’estimation des parametres par les L-moments des distributions utilisées
pour I’ajuster un échantillon et quelques procédures basées sur le Bootstrap pour la construction
d’intervalles de confiance pour les L-moments ce qui permet d’obtenir une incertitude sur
I’estimation des débits de crue. Nous terminons par une conclusion générale et des travaux

futurs.

4.2 THEORIE DES L-MOMENTS

Soit une variable aléatoire X de fonction de distribution F, et soit X, , <X, <..<X,,

les statistiques d’ordre 7,2, ...,n pour un échantillon de taille n. Les L-moments de X sont définis

par:
4 =S 1 [r/; lj E(x,,.) r=12.. (1)
. r! = r—j
ot E()g;,):m [x{F@Y ™ - Feo) ™ aF (x).

E(X) est la moyenne de la variable aléatoire X.

Les premiers L-moments sont donnés par :

4 =E[X]= [xdF 2
A, =% E[X,,-X,,]= [x(F-1)dF 3)
/13=—3)1~E[X3:3—2X2:3+X1:3]= [x(6F? ~6F +1)aF @)
A, =% ElX,,-3X,,+3X,,~ X,,]= [x(0F*-30F? +12F ~1) aF (5)

A, est une mesure de dispersion de la variable X. Parmi les avantages des L-moments, on note
qu’ils existent si et seulement si E[X]<w et la distribution est bien caractérisée par ses L-

moments. Ce qui n’est pas le cas pour les moments ordinaires. Comme par exemple la loi de



Student (t) et la loi de Cauchy pour lesquelles les moments (classiques) d’ordre supérieur a 2

n’existent pas. Et donc, on ne peut pas les comparer a d’autres distributions.

I est toujours intéressant de standardiser les moments d’ordre supérieurs A, =3, pour qu’ils

soient indépendants de 1’unité de mesure de X. On définit alors les rapports des L-moments

(Hosking, 1990) :

7.=4.14,, r=3,4,.. | (6)

Une propriété intéressante des rapport des L-moments est qu’ils sont bornés ( |z,|<1), 7, est une

mesure d’asymétrie (L-asymétrie) et 7, est une mesure d’aplatissement (L-aplatissement).

4.3 ESTIMATEURS DES L-MOMENTS D UN ECHANTILLON

Pour un échantillon ordonné dans un ordre croissant, les estimateurs des L-moments

peuvent étre déduits de ceux des moments de probabilité pondérés (Greenwood et al., 1979).

Les moments de probabilité pondérés sont définis par :

p.=E{X[FO | ™
un simple estimateur de £, pour » 21 est :

b :li X, [1 _(_/':_9;3_5_)] (8

n

ou /-(-0.35)/n sont des estimateurs de F(Xj;) (Landwehr et al., 1979). b, est un estimateur

biaisé mais ’erreur moyenne quadratique des estimateurs des quantiles est faible par rapport a

P’autre estimateur sans biais donné ci-dessous ;



b,=n" ZXj 9

br:n’l L (]"1)(]"2)(1—7-))( (10)
Sh-Dr-2)..(n-r) '

On en déduit donc les estimateurs des quatre premiers L-moments (Hosking, 1990):

I, =b,, | | 11)
I, =2b —b,, (12)
I, =6b, —6b +b, (13)
1, = 20b, —30b, +12b, — b, . (14)

En divisant les L-moments d’ordre supérieur a 2 par la mesure de dispersion/,, on obtient les

. /
estimateurs des rapports des L-moments ¢, =l—’ r=34,...
2

En pratique, le coefficient du L-asymétrie (t3) et du L-aplatissement (t4) peuvent s’écrire d’une

maniére directe de la fagon suivante :

x
n Clx(l) + -

=) — " (15)

i=1 2

o (=0(-2) (=)

o a= n(n—l)(n—2) n(n—l)
et
. Ay =
= ——" (16)
i=1 2

b d 20 (DY) 0 ()6-2) o ()

n(n-1)(n-2)(n=3) "~ a(n-1)(n-2)  n(n-1)




et X étant la moyenne de I’échantillon.

Hosking et Wallis (1995) ont suggéré 1’utilisation des estimateurs sans biais. L’utilisation des
estimateurs basée sur la fonction de répartition empirique reste utile surtout dans le cas de

I’estimation régionale des quantiles de période de retour €levée.

4.4 ESTIMATION DES PARAMETRES PAR LES L-MOMENTS

L’estimation des parameétres par la méthode des L-moments est basée sur le méme
principe que celui des moments ordinaifes. Les estimateurs sont la solution d’un syste¢me
d’équations correspondant a 1’égalité entre les L-moments de 1’échantillon et ceux de la
distribution théorique a ajuster a 1’échantillon. Pour les distributions a trois parametres, le
systéme correspondant 4 ’estimation des paramétres, comporte trois équations indépendantes,
généralement on utilise 1’égalité entre les L-moments théoriques d’ordre 1 et 2 avec ceux de
I’échantillon. La troisieme équation est basée sur 1’égalité entre le coefficient du L-asymétrie de
I’échantillon et celui de la distribution. Dans le diagramme (L-Cs,; L-Ck), ceci équivaut a
considérer une projection en parallele avec l’axe des ordonnées du point représentant

1’échantillon sur la courbe de la distribution a ajuster (figure 2).



Diagramme des L-Moments
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Figure2 : Présentation des courbes théoriques de quelques distributions (Normale, Gumbel, Log-
Normale a 2 et &4 3 paramétres, la loi GEV, Pearson type Ill, Pareto généralisée ) sur le Diagramme

des L-moments.

Les ¢tapes de I’estimation des parametres par la méthode des L-moments peuvent se résumer de
la fagon suivante :
Algorithme d’estimation

1. Ordonner I’échantillon d’une maniére croissante x,, <...<x,
2. Calcul des estimateurs des moments de probabilité pondérés b,,5,,b, et b, (équations

9 et 10)

3. Calcul des trois premiers L-moments /;,7, et [,



4. En déduire le coefficient du L-asymétrie #, (Pour les distributions a trois paramétres,

on n’utilise que le coefficient de L-asymétrie, [équation 15])
5. Pour chaque distribution, on utilise I’expression des paramétres en fonction des L-
moments:
La résolution de ce systeme n’est pas explicite pour la majorité des distributions considérées

dans ce diagramme.

Par exemple, pour une loi GEV (Generalized Extreme Value) de fonction densité de probabilité :

x—
F(x)=exp| - (]— k————j (15)

o

ol k # ( est un paramétre de forme O un paramétre d’échelle et & un paramétre de position.

Les estimateurs des parametres par L-moments de la loi GEV sont données par :

 ~7.8590 ¢+ 2.9554 ¢2 ol o2 log2
3+, log3
G- Lk et E=l-d {1—r (1+1€)} Ik

Pour les distributions pour lesquelles on ne peut pas exprimer explicitement les paramétres en
fonction des L-moments, des approximations polynomiales sont données dans Hosking et Wallis
(1997).

4.5 UTILISATION DES L-MOMENTS

Les L-moments d’une variable aléatoire réelle X, existent si et seulement si X a une

espérance finie. La distribution peut étre caractérisée par les L-moments méme si certain des

10



moments ordinaires n’existent pas. Les avantages, des L-moments par rapport aux moments
classiques sont : 1) leur capacité de caractériser plusieurs distributions; 2) ils sont plus robustes a
la présence des horsains (valeurs singulieéres dans 1’échantillon) et 3) leurs estimateurs sont
moins biaisés et sont proches de leurs approximations asymptotiques par une loi normale. Un
exemple souplesse des L-moments est de permettre la caractérisation et 1’ajustement de certaines
distributions qui ne sont pas caractérisées par les moments classiques telles que la loi de Student
et la loi de Cauchy. Concemant le deuxieéme avantage cité ci-dessus, Bobée et Rasmussen
(1995) expliquent que, bien que cette faible sensibilité peut sembler souhaitable, il se peut que
ces estimateurs soient trop robustes. Si on accepte la prémisse que les valeurs des échantillons
donnant de I’information sur la queue de la distribution sont légitimes, c¢’est-a-dire qu’elles ne
sont pas des horsains, il est alors préférable de choisir une méthode d’estimation qui soit

suffisamment sensible pour refléter cette information.

Actuellement les L-moments ont remplacé les moments classiques pour caractériser les
distributions dans plusieurs domaines : [’analyse des ressources hydriques, les études
climatiques, I’astronomie et I’hydrologie. Méme s’il n’y a pas de test d’adéquation développé en
relation avec les L-moments, la distance entre I’échantillon et les courbes des différentes
distributions peut étre considérée comme une mesure de la qualité de I’ajustement (Onoz et

Bayazit, 1995).

4.6 INTERVALLES DE CONFIANCE DES L-MOMENTS

Les L-moments sont distribués asymptotiquement suivant une loi normale multivariée.
Cependant, la matrice de variance/covariance dépend de la distribution de la variable aléatoire.
Nous avons donc besoin de connaitre la loi de la variable étudiée pour construire les intervalles
de confiance. Puisque les L-moments sont distribués suivant une loi normale quand n tend vers

I’infini, nous pouvons utiliser I’expression des intervalles de confiance correspondant a une loi

11



normale. La construction des intervalles de confiance par Bootstrap donne de bons résultats
surtout pour les petits échantillons. Dans cette partie, nous présentons trois méthodes basées sur
le Bootstrap pour déterminer des intervalles de confiance pour les L-moments. La méthode du
Bootstrap, développée par Efron en 1979, est une méthode de ré-échantillonnage qui simule N
sous-échantillons de taille n a partir de la distribution ajusté a 1’échantillon observé, afin d’en

tirer toutes les propriétés de la statistique étudiée.
Les étapes de la méthode du Bootstrap peuvent étre résumées de la fé(;on suivante :

1. Ajustement d’une distribution F (de paramétre ) a 1’échantillon étudié (de taille n), on
obtient donc un estimateur & de 0,

2. Simulation de N échantillons de taille n & partir de F(6);

3. Ajustement de la distribution F aux N échantillons. On obtient donc 6,,...,8, estimateur
de 6;

4. A partir de cette série é,...,éN d’estimateurs, on peut tirer toutes les propriétés
statistiques sur le paramétre 4.

Exemple la variance par Bootstrap de 0 est:

2

—_ = = N —~ —_ —~
(.9,.—9) on 9:%2& est la moyenne de ..., 8, .

1 N
0-‘2 = —
6,B N_l P

On distingue trois méthodes pour la construction des intervalles de confiance par Bootstrap : la
méthode d’intervalle standard, la méthode du premier percentile et la méthode du deuxieme

percentile.

4.6.1 Méthode d’intervalle standard

Pour un paramétre d’intérét @, la méthode d’intervalle standard, qui suppose que la loi de
Pestimateur 6 est asymptotiquement normale permet de construire des intervalles de confiance

en utilisant 1’estimateur de 1’écart type par Bootstrap de 6. L’écart type par Bootstrap est 1’écart

12



type des N valeurs de la statistique & obtenues pour tous les sous-échantillons. Sous I’hypothése

de normalité, un intervalle de confiance de & peut s’écrire de la fagon suivante

~ a ~ N ’ : s 1 141
0—2,,,05,,0+2,,0;,,0u 6, est'estimateur de I’¢cart type par Bootstrap. Les conditions
nécessaires pour que cette méthode donne de bons résultats sont les suivantes :

(1) 6 doit étre distribué ‘approximativement suivant une loi normale, (2) @ doit étre un
estimateur non biaisé de & afin d’avoir des résultats fiables pour la valeur moyenne des sous-
échantillons simulés et (3) le ré-échantillonnage par Bootstrap doit donner une bonne

approximation deo. .. La derniére condition dépend surtout du nombre de sous-échantillons
pp 5.8 p

simulés. La méthode d’intervalle standard donne de bons résultats juste pour N=/00. D’autres

méthodes demandent plus de simulations.

4.6.2 Méthodes des premier et deuxiéme percentiles

Les méthodes du premier et deuxieme percentiles sont toutes les deux basées sur la
construction des intervalles de confiance par Bootstrap paramétrique, qui utilisent les percentiles
de la distribution « Bootstrapée » afin d’avoir une approximation des percentiles de la
distribution d’un estimateur. Contrairement a la méthode des intervalles standard, ces deux
méthodes ne font aucune hypothéese sur la distribution de I’estimateur. L’idée de base des deux
méthodes est presque la méme, sauf que la premiére utilise les percentiles obtenus pour les

estimateurs, alors que la seconde considere les erreurs d’estimation.

4.6.2.1 Méthode du premier percentile

Soit 9:,. ) v les estimateurs de @ correspondants aux sous-échantillons simulés par Bootstrap.

Apres avoir ordonné ces estimateurs, la méthode du premier percentile considére les deux

valeurs contenant la moyenne avec une probabilité de100 (1 - a) % .

4.6.2.2 Méthode du deuxiéme percentile
La méthode du deuxiéme percentile considére le méme ensemble d’estimateurs ordonné, et

calcul ’erreur entre les estimateurs par Bootstrap et I’estimateur donné par 1’échantillon de base

@ . On obtient donc N valeurs pour Perreur de 1’estimation, {8,. =0.-0 i=1...,N } qui seront

i

13



utilisées comme approximation de I’erreur de la distribution ded . A partir des N réalisations de

Ierreur, on détermine les deux quantiles &, ef & correspondants aux probabilités au non-
dépassement /2 et (1-a/2), respectivement. L’intervalle de confiance de & par la méthode

du  deuxiéme  percentile est O-¢,;0-¢ ce qui est équivalent a

Prob(20-6,<0<20-0;)=1-a.

4.6.3 Intervalles de confiance des rapports des L-moments

Dans le présent rapport nous présentons les résultats de la construction des intervalles de
confiance pour les coefficients du L-asymétrie et L-aplatissement, par Bootstrap en utilisant la

méthode de I’intervalle standard (cf. 4.6.1).

Pour illustrer 'idée de base de la construction des intervalles de confiance pas Bootstrap, la
figure 3 présente les estimateurs de L-Cs et de L-Ck pour un échantillon donné (Echant.), les
autres points correspondent a 50 sous-échantillons issus de la méme population que 1’échantillon
étudié. A partir des valeurs du L-Cs et L-Ck des sous-échantillons, on présente les intervalles de
confiances des deux rapports des L-moments par la méthode du premier percentile. Ceci
correspond sur le graphique aux deux intervalles qui encadrent les valeurs de L-Cs et L-Ck de

I’échantillon étudié.
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Diagramme des L-Moments
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Figure 3 : Hlustration de la méthode du premier percentile pour la construction des intervalles de

confiance par Bootstrap.

La figure 4 représente la variance de L-Cs (t3) pour les distributions GEV, Log-normale a 3
parametres (LN3) et Pearson type 3 (PIII) correspondante a un échantillon de taille n=50 et

différentes valeurs du L-asymétrie 7,. Le nombre de simulation considéré est N=1000. On

remarque que la loi du coefficient du L-asymétrie dépend de la distribution de la variable étudiée

et de la valeur de I’asymétrie.
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Variance de L-Cs en fonction de L-Cs
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Figure 4 : Variance de L-Cs de la loi GEV, LN3 et Plll pour un échantillon de taille n=50 (N =1000)

La figure 5, présente la variance de L-Ck (t4) pour des échantillons issus d’une loi LN3, en
fonction du coefficient L-Cs (t3) et la taille de 1’échantillon n. On constate que la distribution de
Iestimateur de 7, dépend de la taille de I’échantillon et de la valeur de I’asymétrie. Ces
résultats peuvent étre utilisés pour déterminer des intervalles de confiance pour L-C, L-Cy ou |

bien des estimateurs des quantiles obtenus par la méthode des L-moments.

Variance de t4 en fonction de t3 et de la taille de I'échantillon

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 5 : Variance de L-Ck de la loi LN3 en fonction de la taille de I'échantillon pour différentes

valeurs de L-Cs (simulation faite pour N = 10000)
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4.7 EXEMPLE ETUDIE

Dans cette exemple nous présentons une étude d’une série de débit de taille n

(figure6) afin d’illustrer les différentes méthodes décrites dans ce guide.
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Figure 6 : Série des débit maximums annuels

30

Pour estimer les L-moments de cette série, on applique I’algorithme d’estimation (cf. 4.4). Aprés

avoir ordonné¢ la série de données dans un ordre croissant, X, , <X, <..<X, _ (figure 7),
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Figure 7 : Observations ordonnées dans un ordre croissant

on calcule les estimateurs des moments de probabilités pondérés (b,,b,,b, et b,) donnés par les
équations (9) et (10) :
bo=982929 ; b;= 594412 ; b, = 44.1969 ; b3;=35.7001

Ensuite, on utilise les expressions (équations 11-14) des L-moments en fonction des b, (i = 0, 1,

2, 3). On obtient les résultats suivants :
l1=99.0418; 1;,=23.0971; 13=6.6035 ; [,=41136

Les estimateurs des rapports des L-moments (t3 et t4) peuvent, donc, étre calculés en utilisant les

) l . :
t, = - on obtient donc les valeurs suivantes :

formules suivantes : £, = =+,
lZ lZ

t3 = 02859 et t,=01781
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Avec ces valeurs de (t3 et t4), la série peut étre représentée dans le diagramme des L-moments

(figure 8).

Pour estimer les paramétres d’une distribution a trois parametres, on utilise un systéme de
trois équations indépendantes souvent celles de I, 1; et t3. Par exemple, pour la loi GEV on peut
calculer les estimateurs des parametres en utilisant les formules données au paragraphe 4.4. On

obtient alors les estimateurs suivants :

k=-02378  @=22.5894 & =783891

Diagramme des L-Moments
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Figure 8 : Point représentant de la série des données sur le diagramme des L-moments avec 100

échantillons obtenus par Bootstrap
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Comme nous I’avons mentionné au début de ce guide, ’approche par L-moments peut étre
utilisée comme test d’ajustement ou comme critére de sélection du meilleur ajustement. La
figure 8, ou I’on présente le point (t; ; t4) de la série étudiée dans le diagramme des L-moments
ainsi que 100 échantillons par Bootstrap obtenus par la loi GEV et la loi Pearson type 3 (PIII),
montre comment ce diagramme peut servir pour la comparaison de deux distributions. La
méthode la plus simple est de considérer les distances entre le point représentant de la série et les
courbes de chacune des distributions étudiées, ou bien a 1’aide des intervalles de confiance

obtenus par Bootstrap.
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5.0 CONCLUSION

Dans ce rapport, nous avons présenté un guide pratique pour 1’utilisation des L-moments.
La théorie des L-moments peut &tre utilisée aussi bien comme méthode d’estimation des
paramétres que pour la discrimination entre les distributions. Nous avons mis I’accent surtout
sur 1’utilisation des L-moments pour I’estimation des parameétres. La construction des intervalles
de confiance joue un rdle trés important dans toute analyse statistique. Les intervalles de
confiance permettent de quantifier ’erreur admissible a un certain niveau de confiance(l-a).
Les méthodes basées sur le Bootstrap permettent d’obtenir des intervalles de confiance plus
fiables, surtout dans le cas des échantillons de petite taille. Il serait intéressant de comparer les
différentes méthodes pour construire des intervalles de confiance, présentées dans ce rapport, a

partir de données simulées.
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