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RESUME

L'interpolation linéaire est 1'un des modes d‘'estimation des plus
utilisés pour générer dans la pratique des valeurs a une fréquence supé-
rieure a celle de la mesure d'une variable hydrologique; les caractéris-
tiques statistiques de cet estimateur non optimal sont &tudiées; on con-
sidere, en particulier, les coefficients d'autocorrélation et de la va-
riance de la moyenne de la série interpolée en fonction des mémes carac-
téristiques de la série de base; ces calculs sont effectués dans le cas
général d'une série de base quelconque et appliqués a quelques cas parti-
culiers simples tels que série de base indépendante, de faible persistan-
ce ou Markovienne d'ordre 1; quand cela est possible analytiquement, les
termes de bolit sont pris en compte et le biais introduit en les négli-
geant est estimé. Finalement, une évaluation quantitative globale est
effectuée en utilisant la notion de contenu en information.

MOTS-CLES

Interpolation linéaire / estimation statistique / variance /
autocovariance / coefficients d'autocorrélation / persistance



ABSTRACT

Iterated linear interpolation is one of the most common and practi-
cal estimating technique used to generate values at a frequency higher
than that of the measured hydrological variate. The statistical proper-
ties of this non-optimal estimator are studied in particular the vari-
ance, autocovariances, coefficients of autocorrelation and variance of
the mean of the interpolated series are calculated as functions of the
same caracteristics of the original series. The calculations are devel-
oped for the case of a general generating series and applied to some
simple cases as an independent series, a short-term persistent series and
a Markovian series of lag one. When analytically feasible, end-effects
are taken into account and the biases introduced by neglecting them are
estimated. Finally a quantitative evaluation is made, using the concept
of content of information.

KEYWORDS

Linear interpolation / statistical estimation / variance /
autocovariance / autocorrelation / coefficient / persistence

ii



TABLE DES MATIERES

PAGE

RESUME 5 5000020000000 000000000000 00000000000000000800000600O0O0COCC0CTS 1
ABSTRACT 0 000 000 0L 00 00N 0000 00000000000 EEELLBERNEORNOOSEIOOECETETE ii

TABLE DES MATIERES eeeeenccensesosocesosescncssssnsvocssscscnes iii
LISTE DES FIGURES eceesvoosescccssssssvscsscscsoscsanncacsscnoces vi
LISTE DES TABLEAUX ceeevescosscscssscncnnss secscttsssencsssnnnn vii
NOTATIONS ceevencoscesoosescsscosascnnsasn cesessaa cesssssescssees Viii
INTRODUCTION eoeeveccsscsccsscsccssssenasnse ceessessesssnessnnn 1
1. Conditions d'utilisation de 1'interpolation linéaire ...... 2

1.1 Définition de 1'interpolation 1in€aire eeeseescecscses 2

1.2 Deécomposition d'une série de temps seecececcccccscecss 3

1.3 Résolution en fréquence d'une série de mesures de
]Ongueur f.in’ie S0 & 5000080800000 s 00000 oo 00000000 oo 00000 4

1.4 Intérét de 1'interpolation 1in€aire seeeeecceeccccccens 5
2. Caractéeristiques générales d'une série interpolée ..eeeeee. 9

2.1 Définition de la série de base Xi et de la série
inter‘po]ée Yj 9 06 060900 00 ® 6 S 00 050000005 PSSO OSOOSLESNOESTDSPSES 9

2.2 Moyenne des Yj en fonction des caractéristiques de
]a Sér.ie Orig.ina]e GO 6 000000000 OO0 PSS SO N OO SON S SES PSS 10

iii



4.

5.

2.3 Variance des Yj en fonction des caractéristiques de
]a Sér‘ie origina]e ® 0 0000000000 HO OO OSSO OSSOSO EPSSSEDSTPSS

Y.2 I RN NN NN NN N NN EREEERE RN NN

2.3.1 Calcul de

ne~1==2

Jj=1
2.3.2 Ca]CU] de 72 s s 0000000000 se0e0sssscencssscene
2.4 COEffiCient de Variation 2000 5000000000000 TIIS

Autocovariances @ 1'0rdre £ eeececceccesccccoesscscsasccnsas

3.1 Calcul des sommes partielles seseesescscccccscscscssns

3.2 Ca]CU] dU terme en YQ e GO OLOISELIGEEOIINPNOOOCOIOESINESEOIEOSEOSEOOIOIEOCEES

P9 S 000000COGIOOLESIOIOOIRBIESEOOSEPOSISBSE

3.3 Calcul du terme Yj Yj+t
3.4 Cas particu]iers ® 0 & 90 08 PO OO D OO O OB O ST CE O PO L OO ENETSPOSISS
Coefficients d'autocorrélation d'ordre t seseescesccsasese

401 Généra]ités P02 00 0BV LPCCP PP 0CEOEPNRIOGEOIOOEOLESIOIOIEITOETPRTE

4,2 Coefficients d'autocorrélation de la série Yj aux
points de mesure de la série Xi D P

4.3 Cas d'une série Xi indépendante cecececescccsccccaes

Variance de la moyenne et contenu en information d'une série

interpO]ée 0000000000000 0000000000P0O0OROROEENINIRIREEIIRERRRISENIOTOSETS

iv

PAGE

11

12

13

20

23

24

29

29

40

45

45

47

50

57



5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

Concept de contenu en information eeceececcecccccncens

Calcul de var Y dans le cas G8NEral eeeseveccsscscass

Calcul de var Y dans quelques cas particuliers eeeee..
Décomposition du contenu en information eeeeescecscsces

Décomposition du contenu en information dans quelques
Cas particu]ier‘s ® O 0 0060000000 ® 6 6 00 05060000000 " OSSO PO

Séparation approximative des deux effetS eeeesscsccses

6. Synthése et perspectives d'applications ceeeeeccseecesccsss

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES secececcoessosoocscacccsccnne escene

ANNEXE 1

ANNEXE 2

ANNEXE 3

Identités concernant Tes nombres entiers ceeesecees

Identités concernant toute série de temps Xi ceee

-

Variance de la moyenne d'une série de Markov .....

PAGE

57

58

65

72

73

80

85

87

A-1



Figure

Figure

Figure

Figure

LISTE DES FIGURES

Exemple de séries de temps sujettes a interpo-

]ation 00000000 0LCEPSLOOCOEPPIPEDO00CIOIGESOESORROSEROOSOSTSEDS

Réductinn de variance induite par 1'interpolation
d'une série infinie (kK infini) ceevesscsscsccss

Comparaison des formes des autocorrélogrammes ..

Comparaison des contenus en information I,
d'une série de faible persistance 1 et d'une
série Markovienne 2 selon les valeurs de r;

(K = 20) eeeeneennesnssassossasasasasasncensaens

vi

PAGE

17

55

80



Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

5.1 :

5.2 :

6.1 :

6.2 :

LISTE DES TABLEAUX

Décomposition de la variance d'une série de

tempS © 060 0000000000008 0060000000s0c0s000 es s 0000

Evolution du rapport

R = (Cv)y _A(2p2+1) + r, (pZ-1)
Cv), p

Autocorrélogramme d'une série interpolée
]1néa‘irement L K B IR R BE BN BN BE BUCNE BN BN BN N SN RN B BN BY RE B N B RN BE B RN R NN B N )

Contenu en information I1 de la série de

base S8 0800000086060 008006200060080008000000000000000

Valeurs de I, selon k et p pour une série
de base ayant une persistance & court terme

rl * 0 ® 9 50002000 00800000000 00800080000080000000s0

Valeurs de I, selon k et p pour une série
de base ayant une persistance a court terme

rl * 0 S 000 6880800000 C00800006000600000000000000

Valeurs de I, selon k et p pour une série
de base Markovienne d'ordre 1 ceeececoccscess

Valeurs de I, selon k et p pour une série
de base Markovienne d'ordre 1 seececceccecsss

vii

PAGE

21

54

74

75

76

77

78



NOTATIONS

>}

~<|

var X

var Y

ACV(Y)

série de base

série interpolée

ot
o~

indice variant de 1

(k - 1)

[

indice variant de 1

P+1

entier relatif au pas de 1'interpolation, degré de 1la

partition

entier variant de 1

ur
o

somme des Xi

somme des Yj
moyenne des Xi

moyenne des Yj

variance des Xi

variance des Yj
autocovariance d'ordre t de

coefficient d'autocorrélation
série Xi

coefficient d'autocorrélation
série Xi

coefficient d'autocorrélation

viii

a serij .
1 erie YJ

d'ordre 1 de la
d'ordre 2 de la

d'ordre t de la série Yj



(suite)

(Cv)

(Cv)

borne de variation supérieure de 1'indice j

coefficient de variation de la série Xi

coefficient de variation de la série Yj

1X






INTRODUCTION

La plupart des développements théoriques récents en hydrologie ont
été axés sur les modéles de simulation de processus; il s'agit essentiel-
lement d'une optique prospective ou les résultats des recherches peuvent

€tre utilisés pour de la prévision a plus ou moins long terme.

Beaucoup moins d'efforts ont &té consacrés a des techniques ancien-
nes et trés largement utilisées comme 1'interpolation linéaire, mais qui

procédent & une évaluation rétrospective; la technique est alors utilisée

une fois les données acquises, soit pour compléter des valeurs absentes

ou réestimer des valeurs apparemment aberrantes; elle peut &tre aussi
utilisée pour fins d'interprétation ou pour le calcul d'autres quantités
dérivées; par exemple, 1'interpolation des concentrations est utilisée de
fagon classique pour le calcul de débits massiques ou de bilans, quand
les débits liquides sont disponibles a une fréquence plus élevée que

celle des échantillonnages de qualité.

Dans ce rapport, nous préciserons certaines régles d'utilisation de
la technique et nous effectuerons les calculs complets et exacts de la
variance et des coefficients d'autocorrélation d'une série interpolée
linéairement en évaluant 1'effet des termes de bout et 1'influence de la

persistance de la série originale.



1. Conditions d'utilisation de 1'interpolation linéaire

Le but du présent chapitre n'est pas d'établir en toute rigueur
mathématique la valeur de 1'interpolation linéaire comme estimateur de
réalisations non mesurées d'une série de temps selon la structure de
cette série, mais plutdot d'évaluer globalement les caractéristiques des
séries pour lesquelles cette opération est efficace en pratique, c'est-a-
dire qu‘elle réduit la perte d'information dans des opérations mathémati-

ques nécessitant un pas de temps plus faible que le pas de mesure.

1.1 Définition de 1'interpolation linéaire

Considérons un processus continu &(t); ce processus posséde des
réalisations a chaque instant, mais en pratique, les séries sont généra-
lement obtenues d@ partir de mesures effectuées @ des intervalles de temps
équidistants p pendant une durée P. I1 peut arriver, une fois les
données acquises, que 1'on soit intéressé d avoir une estimation de la
valeur prise par & 3a des pas de temps plus petits que p, par exemple &
une fraction de cet intervalle de mesure. Un des modes d'estimation des
valeurs désirées est 1'interpolation linéaire qui est une moyenne pondé-
rée des deux réalisations aux temps t, et t, entourant la réalisation a
estimer, on a, a un temps t':

(ty - t") & + (t' - t,) o,

o = T, - T, [1]

avec t2 - t1 = p

%, et ¢, @&tant les valeurs prises par la variable aux temps t, et t,

et ¢ la valeur de & estimée au temps t'.

tl



On doit noter que cette estimation ne fait appel qu'd 2 réalisa-
tions successives du processus et qu'il existe d'autres modes d'estima-
tion plus complexes faisant appel a davantage d'information comme les

polynomes orthogonaux ou les ajustements de fonctions (spline).

1.2 Décomposition d'une série de temps

Dans sa forme la plus générale, une série de temps de longueur indé-
finie peut se décomposer en:
+

Q( = R

t) ) P

(t t) ¥ "(t) [2]

ol R(t) représente la composante de tendance, P(t) Ta composante

périodique et n la composante stochastique ou purement aléatoire.
(

t)

Ces trois éléments étant indépendants, la composition des variances

est trés simple:
var & = var R + var P + var n [ 3]

On démontre par ailleurs que toute série périodique peut se décom-
poser de fagon unique en une somme de Séries trigonométriques construites
sur une fréquence fondamentale w:
21t

) Cj cos —— J+ ej [ 4]

_U
"
ne~18

J
2

Dans cette représentation var P =4 ¥ Cj
j=1



On peut noter ici une des difficultés pratiques inhérentes a 1'es-
timation des coefficients Cj et Oj a partir d'une série de longueur
finie: La série historique contient des nombres variables de cycles
reliés aux fréquences contenues, ce qui conduit a des précisions varia-
bles dans 1'identification des coefficients par la méthode des moindres
carrés par exemple. Comme on procéde généralement de fagon soustractive
et récurrente, & partir des basses fréquences en commencant par les
tendances, on introduit dans la série résiduelle toutes les incertitudes
d'ajustement des coefficients des séries de basse frequence, courtes en
nombre de cycles, ce qui rend trés aléatoires les résultats obtenus sur
les cycles de haute fréquence; on a méme montré que cette methode de
déconvolution peut introduire les fréquences absolument absentes de la

serie originale.

1.3 Résolution en fréquence d'une série de mesures

de longueur finije

On considére une série de longueur n , de mesures effectuees avec
un pas de temps p , pour une durée totale P =(n-1) p. Avec 1'in-
formation ainsi recueillie, que peut-on dire de la population-mére ¢(t)?
Du coté des basses frequences, il faut de 8 a 10 cycles pour confirmer

une périodicité, donc les frequences plus basses que
. _em  _ 207
“1 P/10 -T)p

ne peuvent etre distinguées des termes de tendances.



Du coté des hautes fréquences, la fréquence la plus @levée pour

laquelle 1'échantillon contient de 1'information est la fréquence dite de

. i . - o .
Nyquist w, = P ; les composantes harmoniques de fréquences supérieures

ne peuvent etre distinguées par les mesures des termes aléatoires. On
peut donc réécrire 1'équation [ 3 ] en fonction des fréquences de résolu-
tion de la série de mesures:

var & = [var R + var P,] + [var P,] + [var P, + var n] [ 5]

ou eP, représente les harmoniques de la population-mére de fréquences

inférieures a w,,
eP, les harmoniques de fréquences comprises entre w, et w,,
oP, les harmoniques de fréquences supérieures d w,,
ce qui s'écrit, avec les mémes indices:
var & = var &, + var ¢, + var &, [ 6]
Ces résultats apparaissent au tableau 1.

1.4 Intérét de 1'interpolation linéaire

Une interpolation 1inéaire est toujours possible mais elle présente
un intérét particulier quand les valeurs interpolées représentent des
meilleurs estimateurs de la série réelle (non mesurée aux pas de temps

intermédiaires) que les valeurs les plus probables de la totalité ou



Termes de Basse Haute Termes
tendance fréquence wy wy fréquence | aléatoires
201 1
var R var Py Ty p  Ver P, P var P, var n
var @, var o, var &,

Tableau 1: Deécomposition de la variance d'une série de temps.




d'une partie de la population-mére, c'est-a-dire des moyennes générales
ou Tocales. On note donc que la persistance de la série est un é&lément
favorable a3 1'usage de 1'interpolation linéaire. Intuitivement, on peut

dire que cet estimateur sera d'autant meilleur que le rapport

var &, + var o,

T sera proche de 1 ou que le rapport Yar %; sera faible..

var ¢

Compte tenu des difficultés pratiques a obtenir la décomposition réelle
des variances, 1'@valuation théorique de Ta précision de 1'estimateur
“interpolation linéaire" en fonction des valeurs de ce rapport, ne sera
pas poussée plus avant ici. La figure 1 met en évidence trois cas de
répartition des variances et les conséquences qui en découlent pour 1'in-

terpolation linéaire.
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Exemple de séries de temps sujettes a
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2. Caractéristiques générales d'une série interpolée

2.1 Définitions de la série de base Xi et de la série interpolée Yj

On considére une série Xi ol i varie de 1 d@ k; 1'intervalle entre
deux valeurs consécutives de la série X; est subdivisée en p intervalles
€gaux; on obtient ainsi par interpolation une série Yj ol j varie de 1 &
(k -1)p+1. Sip=1, onretrouve la série originale Xs - D'ol Te
schéma de définition:

= 1 2 3 4 5 i=Kk

Y.= 12 1 2041 3p4l Ap+1 = (k-1) p+l
; p p p p j=1(k-1) p
b b b b

Chaque élément de la série Yj s'écrit:

(p' = 1) Xspqg t (p-p" +1) X
R —— ! [ 7]

Y

ol i est un entier variant de 1 & k,
p' est un entier variant de 1 a p,

et p est un entier relatif au pas d'interpolation.

j varie donc de 1 & (k-1) p+ 1 et 1'on doit noter, pour la suite des
sommations que, pour i = k, p' ne prend que la valeur 1, ce qui

correspond au dernier &lément Y(k-l) p+1° X3 dans cette indiciation,

k et p sont des indices fixes, j, i et p' sont variables. Les relations

[B - 1] & [B - 4], développées en Annexe 2, s'appliquent a Ta série X;

commne a la série Yj .
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2.2 Moyenne des Y. en fonction des caractéristiques de la série
[

originale

k-1 1
S = ( % "y [(k-1) p+1]7
j=1 !

Y et X représentent les moyennes de la série interpolée et de la série
originale respectivement.

P
D'aprés [ 1 ] S =-% {10 1 (p-1) Xy + (p-p'+l) X;b+ X

D'aprés 1'@quation [A-1] de 1'Annexe 1, cette &quation s'écrit:

5= L2l (s xR0 s - g0} e x

En développant, il vient:

s =ps - 22 (x) + X,) [ 8]
— S 2ps - (p-1) (X+ Xk)
et L 25 ) R S § (TS )RR

2pkX - (p-1)(X; + X, )
T 5+ 1] [9]
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Cas particulier

Si on ne connait pas les valeurs de X; et X et que 1'on les estime

par la valeur la plus probable X, on obtient des estimations biaisées:

pour Xy = X, =X les @quations [ 8 ] et [ 9 ] deviennent:

X (pk -p+1)

w
"

v - 7 pk-p+]_=_
Y R S ER

2.3 Variance des Yj en fonction des caractéristiques de la série

originale

Notons var X et r, respectivement la variance et le coefficient

d'autocorrélation d'ordre 1 de la série X;is tels que définis a 1'Annexe 2:

Par définition, on a:

N
var Y = o % yo(Y.-Y)2 avec N = (k-1) p+ 1
= Y J'=1 J
ce qui s'écrit:
N —
I Y2 - [(k-1) p+1] V2
- J=1
var Y = K1) p

Nous allons &valuer successivement § Y2 et Y2:
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N
2.3.1 Calcul de ) Y.2
=1

D'aprés 1'équation [ 7 ]:

N ' k-1 ' K

j=1 Y p'=1

On note que les deux premiers termes constituent des sommcs

complétes a 1'exception du terme en X; et X d'aprés [B-1], pour les

termes carrés, [A-3] et [A-5] pour les sommations d'entiers et [B-2]

pour les termes produits, on a:

N
-1) p (2p-1 -
jzl V2 = (p g gz( R=1) [(k-1) var X + k X2 - X,2] +
+1) (2p+l _
p (p % é‘p ) [(k-l) var X + k X2 - sz] + sz +

: p6(g§-ll [r1 (k-1) var X + (k+1) X2 - T (X1 4 X )]

Cette expression introduit le coefficient d'autocorrélation r, de la

série Xi’ défini a 1'Annexe 2.
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L'expression précédente se développe:

y2-2p2-3p+1 L2p*2+3p+1

[(k-1) var X + k X2 - X;2]

Ih~12=

j=1 6 p b p

_ —_ 2_
(k-1) var X + k X2 + X.2] + X2 + B2 [¢ (k-1) var X
k 3p 1

K

+ (k+1) X2 - X (X3 + X,)]

ou, si 1'on sépare les termes centraux des termes de bolit:

N 2 2_
T v2=2B %L1y var X + k X2] + B [r (k-1) var X
j=1 3P P

_ (p-1) (2 p-1) (X{2 + X 2)

+ (k+1) X2] - X (Xg + X,) 57

2.3.2 Calcul de Y2

2 ps - (p-1) (Xp* X
2« (k-I) p + IJ?

- K
D'aprés [ 2 ] Y2 =

L, AP KTR -4 p kT (1) (X1 + X + (p-1)2 (Xy#K)?
e = TTRT 7+ 12
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N
Ces évaluations de J sz et de Y2 permettent 1'&tablissement de
J=1

la formule générale donnant la variance de Y:

r = 2 _—2_ — + - l“a

+ var X [3§E§}l +r) gfﬁé] [ 100 ]
— - 2_
X () [y B - v [ 10c ]
- {p-1) (2 p-1) p-1)2
557 kT 2 X - gy ey ey (k) [od ]

Exemple numérique

Pour mettre en évidence 1'ordre de grandeur des termes de 1'@quation
[ 10 ], les coefficients des 4 termes ont &té calculés dans le cas ol
k=1

00 p=5 e r;=207. Onaalors:

var Y = 0.004914 X2 + 0.90 var X

+

0.004913 X (X, + Xk)

0.002424 [X;2 + X, 2]

0.00001629 [X; + Xk]2
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On note d'abord que, pour une série longue (k trés grand), seule la
partie [ 10b ] de 1'&quation [ 10 ] subsiste quel que soit X .

En effet, pour k trés grand, [ 10a ] s'&crit:

2 2.
X1 B -1 = e [0 (kD)

et [ 10c ] et [ 10d ] ne contiennent que des termes en k-1 et k-2, qui

tendent donc vers zéro quand k croit.

Si, d'autre part, on suppose la série X; centrée (X = 0), ce qui ne

réduit pas la généralité des résultats, 1'équation [ 10 ] s'écrit:

2 p2+1 2-1 -1) {2 p-1
var Y = var X [—gﬂﬁg- +r g pl] - (p6 gé((kﬁl)) [X12 + X, 2]
(p-1)2
IS R (S

Cette variance peut se décomposer en 3 parties:

2+ . o e
a = %EBZL var X variance provenant d'une série infinie de

termes indépendants Xy

2. . )
b=r g—ﬁé var X variance provenant de la persistance d'une

série infinie Xn .
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(p-1)2 [X1+X2]2

Nous

1)
X2+ X 2] - gy s e 5 I

variance traduisant 1'effet des termes de boit.

allons examiner ces trois parties:

2
a: la fonction E§EE;l est une fonction monotone décroissante

de 1 (quand P = 1) a 2/3 (quand P est infini): 1la variance
d'une série interpolée a partir d'une série infinie (k infini)

de termes indépendants (r, = 0) est réduite aux 2/3 de la

variance de la série de base; la premiére condition (k infini)
rend la partie ¢ négligeable et la deuxiéme condition (série
Xi indépendante, r; trés faible) fait disparaitre la partie b.

2_
b: 1a fonction g—a% est une fonction monotone croissante de 0

(quand p = 1) a 1/3 (quand p devient infini).

On voit que si r, est proche de 1 (forte persistance de 1la
série de base) la perte de variance de la série interpolée a
partir d'une série infinie est trés faible, en effet a + b tend
vers 1 quand k augmente. Par contre, si r, est négatif, la
variance de la série interpolée peut &tre divisée jusqu'a un
facteur 3 par rapport a la série de base (si celle-ci est

infinie et que r, est proche de -1).

Ces résultats apparaissent & la figure 2.
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-6

-8

P degre de la partition

e \ 1.n4v”
l‘.ﬂllﬂd‘hn*m —_— — e e Iul,u
-

m w. 9 o 0 ~ L

VAR Y / VAR X

infinie ( k infini ) .

v, = coefficient d'autocorrélation de X;
Figure 2. Reduction de variance induite par l'interpolation d'une seérie
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c: on note d'abord que 1'effet des termes de bout est toujours
negatif, c'est-a-dire que 1'omission de ces termes surestime la

variance de la série interpolée. Nous allons évaluer ce biais:
Si k est grand et si p devient négligeable devant k, on a

k ~k-1 > p; si, d'autre part, on a k p >> 1, alors le déno-

minateur de la seconde fraction se simplifie:

4 (k-1) p [(k-1) p + 1] ~ 4 k2 p2

~ _1 _1 2
FeE 0z ¢ 02 - gl a2

Puisque k est grand, la deuxiéme fraction (en k=2) est alors
négligeable devant la premiére (en k~1!). Nous en évaluons

maintenant la valeur la plus probable:

D'aprés 1'équation [B-1] de 1'Annexe 2 ol X = O:

c = (p'l()5 ‘()Ekp'l) 2 « E(X2) ~ - (p‘lg ‘()Ekp"l) var X

On a démontré plus haut que, pour k grand, var Y se rédui-

sait & [ 10b ]:

2 2_
var Y = | 2 pp+1 +r -%—5%] var X [ 11 ]
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D'ol 1'évaluation du pourcentage de biais par rapport a la

variance totale introduite, en négligeant les effets de bout pour une

série de longueur k grande, de persistance r, et partitionnée en p

éléments équidistants:

_ _ (p-1) (2 p-1) 3 p?
B = - 2P 3 p2 ﬁ var X o [(2 pZ+1] + r (p%-1)] var X
- sy _ 100 -1) (2 p-1
d'od B (%) = = 172 pﬁgl))+(r1p(p2+l) [12 ]

Cette équation [ 12 ] se simplifie si 1'on considére que p est trés

grand devant 1:

By(%) ~ - K T ; cette expression varie de - Q% a 'E%Q

selon les valeurs de r;, ce qui indique la longueur k de la série X;

nécessaire pour limiter le biais sur la variance totale quand on néglige

les effets de bout dans 1'équation [ 10 ].

On peut aussi se demander pour quelles valeurs de r, et P, la quan-

tité B, constitue une borne supérieure du biais; pour cela, on effectue

le rapport-gz et 1'on contrdle s'il reste supérieur a +1:

B1
B, _ 2 (2 p%41) +r, (p%-1)
B, C7¥r, - D ey !

ce qui conduit @ 2 p + ryp-r;»> 0 ou r, > :%:%; comme cette condi-
. . .= . . _ =100 2
tion est toujours réalisée (Irll < 1), 1'expression B, = 7

1

constitue bien une borne supérieure du biais.
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2.4 Coefficient de variation

Nous avons vu précédemment que la partition d'une série Xj induit

une réduction de la variance de la série interpolée Yj (équation [ 10 1),

Ta moyenne Y restant stable (&quation [ 9 ]) aux effets de bolt prés; on
sait aussi qu'une mesure de la variabilité d'une série peut etre définie

par le coefficient de variation:

(Cv) = Gcart-type _ Yvariance

moyenne moyenne

Ce coefficient de variation pour la série interpolée Yj s'évalue en

fonction de la série de base X dans le cas ol k est grand (ce qui con-

duit & négliger les effets de bodt dans 1'équation [ 14 1), mais sans
hypothése sur X:

(Cv) =M_Q%= 2 p2+1 +r, (p2-1]| * 2kpX
y v 3 P? 2 (k-1) p + 1

d'ou en tenant compte du fait que k est grand:

(Vy o _(2p211) + v, (p2-1) 13 ]
COMN X ’

selon les valeurs de p et de r, , cette fonction varie de 1 a
1/~3 = 0.577 ; i1 y a donc toujours diminution du coefficient de

variation (Tableau 2).



f—

(Cv) 2 2.
Tableau 2: Evolution du rapport R = Rwl = V(Z P +1)pi/.§_’ (p%-1)

bad

3 Vv Vio/27 1| Y9+ 8r))/27

2 Yz Vare 1 (3 +r)/
Ve

V11/16 1 V(ll + 15 r,)/16

1/2
3/8

p2 + 2 2 p2+1
3P 5T 1 R
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3. Autocovariances d'ordre t

On écrit tout d'abord 1'équation [ B-4 ] pour la série Yj de

longueur N = (k-1) p + 1

AV(Y), = e LT (L vy Y.)

nous allons évaluer successivement les 3 parties de 1'équation [ 14 ]:

t (k-1)p+1
A=Y (7 Y.+ y Y.)
i=1 3 j=(k-1)pr2-t I

oW
1

-[(k-1)p+1+t] Y2

(k-l%p+1—t
C = 4 Yj Yj+t

on a:

AV(Y), = e p1+ — [A+B+C]
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3.1 Calcul des sommes partielles

D'aprés notre schéma de définition

Xy X2 A i+l Xme2
’ v ¢ >
V1 l : Ype1 |
| N | ! |
} p - | |
. —— ——
mp t'

t
Le calcul de 1'expression ) Yj s'effectue de la fagon suivante:
J=1

on poset = mp+tt' avec 1 < t' < p pour les valeurs de m telles que

O<m<k-2 et t' =1 quand m = k-1 . On a alors Y =

mp+l T “m+l
E mpEt' §p mpgt' mp+1 mp%t'
Y. = Y. = Y. + = Y. + Y. - Y
=19 1 9 T e 1 g 3 e

Le premier terme correspond & la somme des mp+l premiers Yj. , soit

d'aprés 1'équation [ 8 ]:

m+1)

m§+1 m+1 p-1
1 ¢

Yo=P T Xy -5 (Xp+ X
1
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Le deuxiéme terme correspond & une somme partielle:

t! t!
mp+t % (t7-1) Xpp- % (p-t7+1) Xpq tlet'-1
Yoy, = 5 = 25— X s
mp+1 J P m
2pt'-t'et'-1
* 2p Xm+1
Le troisiéme terme correspond au terme Xm+1 = Ymp+1 qui a été

compté dans chacune des sommes précédentes, donc une fois de trop.

- t=mp+tl ITH']. p"l tl.tl_l
don T vymp ) a - B o e Bl

L 2pt'-t'et'-1

2p X

- X

m+1 m+1

ce qui s'écrit aussi:

t=m§+t' m+1 p_l tl_l .
Yi=p % X = 5 (Kot X)) + 5 [(2e-t) X,

' X0l [ 15 ]
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La premiére partie de 1'&quation [ 15 ] correspond au cumul d'un
nombre entier d'intervalles, borne supérieure comprise, et la deuxiéme
partie correspond a la fraction d'intervalle restante qui disparait si
t' = 1.

Cas particuliers

. si t' =p Tles termes en Xm+1 disparaissent.
« pour m =0 1'expression se réduit a:

t"]. 1 1 _t"tl"l Ztl-tl’t"l
Xy + =5 [(2p-t') X) + t'Xp] = 55— X2 * < 75 X1

L'évaluation de 1a somme partielle des t = mp+t' derniers termes

s'effectue de la méme facon:

Xg-m-1 Ki-m Xk-3 Xy-1 Xk
A 4 [} X
H_’ L 4 ‘ 1 ) —o1
1 tl | 1 ] 1
|
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ona: X . = Y(k-l-m) p+1

(k-1)p+1 (k-1)p+1 (k-1-m)p+1 (k-1)p+1
) Y. = y Y.= Y Y. + ) Y.- Y(k-l—m) +1
(k-1)p+2-t ¥ (k-1-m)p+2-t' J (k-1-m)p+2-t' J (k-1-m)p+1 J P
le premier terme s'écrit: 2pt' - t'(t'-1) X s Erett-1 y
2p k-m 2p k-m-1
. . k p-1
le second terme s'écrit: p kgm X; - 5= (Xk-m + %)
le troisiéme terme s'écrit: Y(k-l-m)p+1 = Xeom
d'ot
(k‘%)p+1 E p-l
=p ¥ ox, -B=x, +x)
(k-T)p+2-t 3 o "2 “k-m k
t'-1 ' '
-—2?- [(2p-t ) Xk ITI+ t 'Xk_m_l] [ 16 ]
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d'ol 1'expression regroupée des sommes partielles A :

t (k=1)p+1
A=Y [7Y Y.+ .
j=1 3 j=(k-1)p+2-t 9

2pkX - (p-1) (X1¥X)
T T 2[RI ]

m+l k p-1
{p (3 X; + ) X;) - 5= Xy + Kot ¥ Xem ¥ Xk]
1 k~-m
tt-1

+

2p [(2p-t") Kie1 * Kpe) * Ko ¥ Xk-m-l)]}

Cette équation est valable pour:

t=mp+ t' avec 0 <m < k-2 1<t <p

k-1 on a t' =1

ou pour m

Cas particuliers:

|
ot

. pour m= k-1 et t'=

« pour m =0 on retrouve X; + Xk

[ 17 ]

, on vérifie que 1'on obtient deux fois
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3.2 Calcul du terme en Y2

D'aprés 1'équation [ 9 ], on a :

—2es - (p-1) (Xp + X)) 2pKX - (p-1) (Xp + X))

2 [(k-1)p+l] ) 2 [(k-1)p+1]
d'od B = - [(k-1)p+1+t] Y2 = - [(k-1)p+1+t] -
4p2k2X2 - 4kpX (p-1) (X1 + X, ) + (p-1)2 (X; + X )2 [18 ]
4 1(k-1)p+1}°
(k-1) p+l1-t
3.3 Calcul du terme jzl Yj Yj+t = C
j=(k-1)p+l-t
On cherche & évaluer la quantité C = y Y.Y... . Pour
321 jojt

calculer cette sommation, nous effectuons les 2 changements de variables
t =mp+t' et j=1p +1' , qui comparent les indices des termes au pas

p de 1'interpolation de la série originale Xi . I1 faut maintenant

calculer la borne supérieure de 1'indice j; Pour cela, on évalue les
termes réguliers et singuliers (de bofit) de la série t, puis on identi-

fie la série t = mp+t' est constituée de termes réguliers ol

0O<m<k-2 et 1 <t'<p; le terme singulier m=k-1 et t' =1 ne

peut etre atteint par Yj+t .
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La borne supérieure de j donne alors:

Imax = Tmax P ¥ Vinax = (k-1)p+1-t = (k-2-m)p+p+l-t'

La série j =‘p + 1' est donc constituée de termes réguliers ol

0<1 <k-3-m et 1 <1'<p et une série de termes singuliers ol

1 =%k-2-m et 1< 1' < p+l-t' .

Remarque importante: D'aprés les gammes de variations précédentes, on

note que la quantité [t' + 1'] peut varier de 2

a 2p.

L'expression initiale C peut donc s'écrire:

Yipe1t Y(em)petr41

1=k-3-m
+ ) Y

) DY .
1=0  1'=p-t'+2 1p+l (1+m+1)p+t +1'-p

Dans cette équation, k, p, m et t' sont fixes, 1 et 1' varient; la
premiére partie de 1'é@quation contient les termes singuliers et les
termes réguliers pour lesquels 2 < t'+1' < p+l . La deuxiéme partie de

1'équation correspond aux termes réguliers pour lequels
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p+2 < t'+1' < 2p

Cette séparation, en deux parties, correspond au fait que, pour un

décalage t fixé, les termes Yj+t correspondant a des Yj s Situés

entre deux Xi sont eux-mémes situés entre trois Xi .

1 2 n-1 n n+l
Calcul du premier terme C,
1=k§2-m ]'=p;t'+1
I1 faut évaluer Cl = ). Y v Y RN
120 1*:1 Tp+1" " (1+m)p+t'+1

Or, d'aprés [ 7 ]:

Y _ 07D Xppp + (p174) Xy
Tp+1' P

(1'+t'-1) X1+m+2 + (p-1'-t'-1) X

Y L= 1+m+1
(T+m) p+t ' +1 P
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D'ot 1'expression du produit:
- 1 1 ‘ 1
3! - p? 00 (-1) (1'+tt-1) X1+2 X1+m+2

+ (p=1"41) (p=1"-t"+1) X4 Xy4me

+ (171 (p=1"-t"+1) Xy Xyypa

+ (p-1'+1) (1'+t'-1) Xy4q Xqimen)

On remarque que ces sommes doubles sont indépendantes et peuvent

donc Etre séparées:
- 1 ] ] 1]
Crmpe [T, 07D (1) TXqp Xy * oo

Nous devons donc évaluer 4 termes:

$(1'.1) (1'+t'-1)

o
—
n

[o7)
#

o = 1 (p-1'+1) (p-1'-t'+1)

oY)
]

3 Y (1'-1) (p-1'-t'+1)

a, = ] (p-1'+1) (1'+t'-1)
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et ceci, pour 1' variant de 1 a p-t'+l . On développe chacune des ex-
pressions a,, a,, az et a, , puis on les ordonne en puissance de 1': 1'2,
1' et termes constants, et 1'on effectue les sommations en utilisant les
identités [A-1] et [A-3]:

a, = Y[1'2 + (t'-2) 1'+1-t']

a, = ) [1'2+ (t'-2p-2) 1' + (p+1) (p+1-t')]

ag = ) [-1'2+ (-t'+p+2) 1' - (p+l1-t')]

a, = § [-1'2+ (p+2-t") 1" + (p+1) (t'-1)]

Aprés sommation et réarrangement, il vient:

p-t'+1 ¢ p-t' « 2p+t'+l
6

a1=

_ p=t'+l . p-t' o 2p+t'+l
a2_ 6

_ p-t'+l « p-t' « p-t'-1
a3- 5

2, = P [(p-t'+2) (p-t'+3) + 6 (p+1) (t'-1)]
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N.B.: Ce méme résultat aurait pu @tre obtenu en effectuant le changement

de variable L' = p-t'+l et en sommant de 1 a L'.

Calcul du second terme C,:

1=k§3-m ;
I1 faut évaluer C, = , Y A L
2 120 1'epit'+2 1p+1 (1+m+1)p+t'+1'-p
Or, d'aprés [ 7 ]:
(1'-1) Xl4p * (p-1'+1) X141
Y]p+]l = p
(£'417-p-1) Xyyppg + (2p-t'-1041) Xy 0
Y(14me1) prtieriop = P
1 -~ 1 ] ] [}
d'od Cp = 52 22 ('-1(t'+1'-p-1) X0 Xi4me3
+ 17 (p-1'+1) (2p-t'-1"+1) X; 1 X{4men
+ 2 E (]"1) (Zp't"]'+1) X]+2 X]+m+2

+ 7 ) (p=1'+1) (t'+1'-p-1) X141 X]+m+3]

On remarque que les sommes doubles sont indépendantes et peuvent donc

etre séparées:

C, =

ol

2 %[ (]I_l) (t‘+]|_p_1) % X]+2 X]+m+3 t eee
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Nous devons donc évaluer 4 termes:

et ceci pour

s'ordonne en

Pour sommer ces

= 7 (1'-1) (2p-t'-1'+1)

1' variant de

puissances de

[A-12] de 1'Annexe 1 et

by

t'et'-1<[3p-(t'+1)]

I (1t-1)(t'+1'-p-1)

p-t'+2
’l ¥

6

t'et'-1e[3p-(t'+1)]

6

t'-1
3
A

. t'+1

Y (p-1'+1) (2p-t'-1'+1)

1 (p-1'+1) (t'+1'-p-1)

a

p 3

. [6p(p-t') + t'(1+t')]

Ce systeme se développe et

T [1°2-1" (p-t'+2) + (p-t'+1)]

J[1'2-1" (3p-t'+2) + (p+1) (2p-t'+1)]

) [—]'2 + 1' (2p-t'+2) - (2p—t'+1)]
[-1'2 410 (2p-t'+2) - (p+1) (p-t'+1)]

expressions, on utilise les identités [A-10], [A-11] et

aprés regroupement, on obtient:
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D'oli 1'expression générale de C =C, +C, = 7} Vi Y408

k-2-m
(p-t'+1)(p-t')(2p+t'+1) ]ZO X]+2 X]+m+2

2-m
(p-t'+1) (p-t') (2p+t'+l) § X
1=0

X

+

T+1 “1+m+l

k-2-m

2
Fp=tt) (pet) (pet's1) ] Xy X

+

k-2-m
(p-t'+1) [(p-t+2) (prt'43) + 6(p1)(E'-1)] T " Xpyy Xy

3
+t' (t'-1) (3p-(t'+1)) ) X X

1+2  "T+m+3

+

3
' (tf-1) (3p-(t'+41)) Z 141 Kremee

k=3-m
(t'-1) [6p(p-t') + t'(1+t")] ]Z

+

. K142 Meme2

-+

3
(t'-1) 8 (1) T Xy Xjemes

avec t' = t-mp

[19b,]

[19b,]

[19b,]

[19b, ]
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D'ol 1'expression compléte d'autocovariance d'ordre t de la série Y :

1

ACV(Y)t = TKCT) PP [A+B+C] t =mp+tt' O0<m<k-2+1<t'<p
m=k-1+1t'=1
Avec
2 pk X - (p-1) (X1+Xk) m+1 k
- - bl
A NSyl LR SRS I ST e S RS ALY
tl']. ] ]
togp 2] (gt Xeg) 87 (ot X pp) ] [17 ]
4 pZkZX2 - 4 p X (p-1) (X #X )+(p-1)2 (X +X,)?
B = -[(k-1)p+1+t] - ZI(k-1) p + 1J? [ 18 ]
C=0C, +C, [ 19 ]
1 k-2-m k-2-m
Cr=p Loy 120 X142 Xamez * 22 120 X141 Yamen
k-2-m k-2-m
ey ]Zo X142 Klamer * 2 120 X141 ¥lamsz]
1 k-3-m k-3-m
C, = 52 [by 120 X142 X14me3 * B2 120 Y41 Xamez
k-3-m k-3-m
by 1 %1e2 Xramez * Pu 2 K1aq Mrame]
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Avec a = a, = {p=t+1)(p-t')(2p+t'+1)
2, = B [(pt'42) (p-t'43) + 6(p+1) (t'-1)]
by = b, = t'(t'—1)£3p-(t'+1)l b, =.£L%l
b, = L=k ¢t (t'41)

On peut vérifier que pour p=1, on a alors X; =
ACV(X)t = ACV(Yt) en faisant p=1, ona t'=l 0 <
t=m+tl 1 <

En reportant dans A, B, C, on retrouve 1'expression de

en Annexe 2.

a, = (p-t'+1)(pgt')(p-t'-1)

[6p(p-t")+t'(1+t")]

. t
YJ e
m< k-1 .

¢ < k

ACV(X)t donnée
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L'8quation [19] peut se spécialiser pour m=0, m=1 et m>2 , en
regroupant les termes de méme puissance; on note que les coefficients a,
et a, sont egaux, de méme que b, et b, ; on a donc, en notant par ) les

sommes complétes:

e« m=0
1 k k-1 k-2
C = 2 Yj Yj+t = 52_ { 2a +b Z 2b +a +a 121X1Xi+1 + b z X X1+2
- (a1+b3) [X12+Xk2] - bl [Xl X2+ Xk_l Xk]}
. m=1
1 k k-1
C=7% Vi Vet = 52 -{a3'z X;2+ (2a) + b3)'z XiXi4
i=1 i=1
k-2 k-3
+ (2b, + a,) % X; Xi4p * by, % X; Xis3
- ag [X12 + X 2] - (a; + by) [XiXp + X-1% ]
- by [X1X3+Xk 2 k]}
e m > 2
1 k-m+1 k-m
¢=1 YJ Vieg = pZ “{as 121 X1X1+(m 1) * (22, + b3)121X1 Xim
k-m-1 k-m-2

- ag [NXpr Xoper Xid-(ay # bg) [X1 Xppq * Xeo X

- bl [X1Xm+2 + Xk_(m+1) Xk]}

[20a]

[20b]

[21a]

[21b]

[22a]

[22b]
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3.4 C(Cas particuliers

Cas d'une série centrée

Si on considére la série d'origine X; comne centrée (X=0), ce qui
ne réduit pas la généralité, on a toujours:

ACV(Y), = TE?TyéiT?f [A+B+C]

C reste inchangé (&quation [19]), mais A et B (&quations [17] et [18]) se
simplifient et donnent, dans les notations habituelles:

(p-1) (X1#X,) m+1 k

-1
e LD DXl - 5 Dk,

t'-1
2p

* Xk—m+ Xk] * [(2p-t*) (Xm+1 * Xk-m)

ttt (Kovp * Xy 1

et B' = 4{%;}%)p;$;ﬁl (p-1)2 (X, + X

k)2

Cas d'une série centrée et trés longue

Si, en plus d'étre centrée (X=0), la série X; est trés longue (k

trés grand), les deux premiers termes de 1'autocovariance A' et B' ,
qui sont en k-! , deviennent négligeables devant les termes de C ; les
termes de bolut de 1'@quation C disparaissent aussi, @ cause de la

présence du dénominateur en 1/[(k-1) p+l-t] ; i1 reste alors:
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1 1 k-m+1 k_m
ACV(Y)y ~ TRoT)peiot * 2 L%3 B B G T E U R L

k-m-1 k-m-2

m
tay +207) L XiXyypep * by L XgX

vy
i=1 jzp 1T

Avec ces hypothéses, 1'équation [10] et les &quations:

k
J %32 = (k-1) var X + k X2 [B-1]
i=1
k-t ot k
izlx1x1+t = ry ¢ (k-t) * var X + (k-t) X2 - X (} X+ k_g+1x1)[8-4]
(valable pour t > 0)
se simplifient et se réduisent a:
k .
1 X2 = (k-1) var X [23]
i=1
k-t
121 X; Xjpp = 1y » (k-t) var X avec t >0 [24]
2 2.
et Var Y = [233z+1 +r, p3p£] var X  (Bquation [11]) [25]

Autocovariances a 1'ordre t , lorsque X=0 et quand k est grand

P e T e e e e e e L L ]

Dans ces conditions, en substituant les &quations [23] et [24] dans

[20a], [21a] et [22a], on obtient:
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ACV Y)t -('k_)p+_1 pz var X [(26 +b ) (k-].)

+r, (2b, + ag+a,) (k-1) + r, b, (k-2)] [26]

1 var X [a, (k-1) + r, (2a, + by) (k-1)
ACv(Y 1 p+1 T 3 1 1 3

+r, (26, +a,) (k-2) + ry b, (k-3)] [27]

2

e m > 2

ACV(Y 2 var X [rm-l ag (k-(m-1))

P+1

o (2a; + by) (k-m) + L) (2b, + a,)
(k-(m+1)) + r_» b, (k-(m+2))] [28]

Cette formule générale, lorsqu'elle est appliquée pour m=1 conduit
d la formule précédente [27], sauf pour le coefficient de a, qui diffé-
re d'un facteur (k-1) & cause de 1'utilisation de la formule non biai-
sée & la variance. O0On peut remarquer que, lorsque m = k+2 , le coeffi-

cient de rot2 = Tk est nul, ce qui est cohérent avec la non-définition de
re - Bien que " n'existe pas, on peut donc conserver la forme générale

de 1'8quation [28] méme pour m = k-2 . D'une maniére générale, on a
t = mp+t' ; @ la limite m peut atteindre (k-2) et m ne peut donc
pas toujours etre négligé devant k systématiquement; cependant, quand

k est grand:
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« s m=0 on a t=t'<p
(k-1) p+1-t = kp et k-1 = k
d'otu
ACV(Y)y = Y8R [(2a) + by) + vy (2by + a5+ a,) + 1, b,] [29]
e s m=1 ona: t=p+t'

=
(qp]
P
——
-
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(—F
R
-D‘Al
[ mmman |
o
w
+
-
—
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Ny
[e7)
-
+
o
w
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+
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S
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w
o
=
—_
——
w
o
et

Le cas général m»2 peut poser plus de problémes; en remplagant t

par mp+t', on vérifie que 1'on a bien m<k-2 ;

H]

=~

. Dans le cas ol ﬁ'>>_l , alors (k-1-m) p-1-t' ~ kp , la formule

[28] se simplifie et devient:

ACV(Y)t =-%3 [a3 Poe1 * (2a, + by) rot (2b, +a,) il

tb, o] [31]
« Si la condition -% >> 1 n'est pas remplie, alors on doit

conserver la formule [28].
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4. Coefficients d'autocorrélation d'ordre t , lorsque X=0 et quand k

est grand

4.1 Géneéeralités

ACV(Y),

Par définition, on a Ry = ——— ; on substitue [25] dans [26],

[27] [28] ou [31], selon la valeur de -% :

R = i [(23L+ b:) tr, (2b1 + a, + aJL) + r, bnl [32]
top (2p%+1) + r, (p=-1)

vérification: Calculons R pour t' =0 et m = 0, donc pour t=0 :

- 2 2
2a, + b, = 2p (p+1)(25+1) 6p2 _ 2p (zg +1)
2p (p2-1
by =0 ag +a, = (2
b, = 0

On trouve donc R, =1 pour toute valeur de p, de r; et de r,.

Laz tr, (2&1 + b:) tr, §2b% ';' au) + r, bu] [33]
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« Si m»>»?2

Dans le cas o X =0, k est grand et 2 <m < k-2 , on a, d'aprés

1'équation [31]:

3 : o1 93 (k-m+1) + o (2a; + b,) (k=m)

R = TeTypen=t 1(2p%+1) + r; (p=-1) ]

. L (2b, + a,) (k-m-1) + LA b, (k-m-2)] (3]
[(2p%+1) + ry (p2-1)]
Si, de plus, .% >>1 , on a, d'aprés 1'8quation [28]:
. .3 agrp q+ (2a4b) v+ (2b) +a,) ro g+ b, v, (35]
top (2p#+1) + ry (p%-1)

On note que cette expression de Rt peut €tre considérée comme
générale pour tout m tel que G% >> 1), si on utilise la convention

habituelle de symétrie des autocorrélations:

r _=r - pour tout m # 0

et r. = +1

Cette convention permet de généraliser [34] pour m=0 et m=1.

Vérification: Si p=1 et t'=1, alors t=p+l , ona a;, = b; = 0, sauf

"mtl 3
4 T3 1

=r
m+l
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4.2 Coefficients d'autocorrélation de la série Yj aux points de mesure

de la série Xi

Le correlogramme de la série Yj étant une fonction continue, il

peut tre intéressant d'en déterminer la forme aux points de mesure de 1a

série X. . Pour cela, on pose t' =1 dans les &quations [19], [29],
[30] et [31]; dans tous ces cas by, =b, =by=b, =0 et
—g.= P p-l - ptl P p-1-p-2 =P o ptl . p+2
a4,7a,= 3 43" 6 a,= 6

Calculons Rt pour t = mp+l

« Si m=0 (t =1)

R.= R. = L 4p2-4+(2p2+4) r  _ 2p2-2 + (p2+2)r,
t- 7172 2p%+1 + rp (p?-1)7  2p%+l +(p%-1)r,
Cas particuliers: si p=1 Rp =1,
4+2r,
Si p+» o Ry +—5— =1
1 442r,

« S m=1 (t=p+1)

R o=p o1 p2-3p+2 + 1, (4p2-4)+r2 (p2+3p+2)

Cas particuliers: si p=1 R, =71,

1+4r1+r2

stpee Rpr1 T TEEE



-48-

e Si om>2 (t =mp + 1)

Dans le cas général, on a d'aprés 1'équation [34]:

3 rm-1 23 (k-m+1) + T (2a, + bjy) (k-m)
Rt B Rmp+1 = Tk-1-m)p [(2p2+1) + r; (p%-1)]
. L) (2b, +a,) (k-m-1) + L b, (k-m-1)
L(2p%+1) + ry (p%-1)

_ i 3 k-m+1 k-m

Ry = Rmp+1 ~ p[(2p%+1) + r, (p2-1)] [rm-l 83 kem-1 * "m (2a) + by) k-m-1
k-m-2
e (B17,) * N by gt

En remplagant les a; et les bi par leurs valeurs, il vient:

1 k-m+l (p-1)(p-2)

Rt B Rmp+1 T 12pZH) + r, (p%-1) [rm-l k-m-1 2
sr K2 (p1) (p-2) + v, (RHLRYE)) [36]
Exemples:
St p=1 Ro+1 = %' "mel ° gég RS |
ST P> Rmp+1 +'§%F1 [% m-1 EE%;% te "m E%%gT +'% rm+1]
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- lorsque k est pair, si par exemple -% = 2, on obtient:
- L - (p-1) (p-2)
R %-p+1) (257 ) + 1; (pZ-1) * Tn-T) [(m+1) 5 roe

torg e me 2 (p-1)(ptl) + vy iEill%Bigl]

. a la limite, m = k-2 on a:

R(k-2) p+l = (2p2+1)+y~11 p2=T) [% (p-1)(p-2) r'm_1+4(P'1)(P+1) "m

+

N =

(p+1)(p+2) 1) ]

Dans les cas plus particuliers 004% >> 1, on peut utiliser 1'eéqua-

tion [35], ce qui correspond au cas assez fréquent ol k est grand et ol
1'on s'intéresse aux valeurs de R pour les faibles valeurs de m (per-

sistance & court terme); on a alors:

a, r + (a; +a,) r

3 "m-1 ta,

m m+1

2p+l + ry (p?-1)

.3
R p

(p2-3p+2) r__, + (4p2-4) r_+ (p243p+2) r,
1 m-1 m m+1
2 2pe+l + ry (p*-1)

Exemples:

. si p=1 Rt _ R =

- st Re » =7+ 2r;
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4.3 Cas d'une série X; indépendante

Si la série X est indépendante r; =r, = r;g= ro=0,le
i

corrélogramme se simplifie:

ST n=0 R, =3 23, * by 4p3+ 2p(1-3t2) 43t (£21) pgq
alors t =t' et 1'on a t  p 2p¢tl 4p3+2p
Si m=1

_ 3 a, _ (2p-t) (2p-t+1)(2p-t-1)
alors t = t'+p et 1'on a Ry " p 7p%H T dp3+Zp [39]
Si m2>2 Rt =0

On note que pour p =t Tles deux fonctions prennent la méme valeur:

"

_p241 . , _ - .

R(t=p) = %EYiT . si m=290 1<t <p t = p peut etre atteint
si m=1 1<t <p t > p+tl ; par continuité

Te résultat est logique et montre que cette expression algébrique serait

inchangée méme avec d'autres conventions d'indices.

Si on appelle "mémoire d'un processus" le lag le plus faible pour
laquelle la fonction d'autocorrélation devient nulle, alors 1'interpola-
tion linéaire est un processus de mémoire (2p-1) et non 2p comme plu-

sieurs auteurs 1'indiquent (MEIJA, RODRIGEZ-ITURBE et DAWDY, 1972).

restée
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A partir des equations [38] et [39], on effectue des développements

limités en %-, si 1'on suppose p suffisamment grand pour que les puis-

sances inférieures soient négligeables:

- pour m=0,onal<tc<p et Rt peut s'é@crire:

(1-3t2) + 355 (£2-1)] [1 + ]!

1

7pZ

1 1.1 _ 1 .1 1y s
[1“'-2-52] —I-W'PW"'S(BS),dOU

3t

Re= 1-7 s [2-5(1-4)] [ 40 ]

Dans le cas particulier ou ‘%2 est négligeable devant 1 (t supé-
rieur 3 3 ou 4 par exemple), 1'@quation [40] se simplifie et devient
3 t2 t
Rt’!l--IFZ'[Z-E] [41]
- pour m=1,ona p<t<2p et Rt peut s'écrire, de 1a méme

facon:

8p3 - 12p2t + 6pt2 - 2p - t3 + t

R
t 3 L
4p (1 + 2p2)
i 3t 3t2-1  ti-t 1, 1 1
Ry = (2 e + 757 " 4p5) (1 - 7pZ + Ip® + € 055))
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_ 3t | 3t2-3 | 7t-t3 | -3t2+3 1
= 2 ~ + 757 + Xl + TpT + e (ps)
en se limitant aux termes en -%3
1 t t 1 t 7
Ry =7 [8 - 3e4e5 + 3°2'(5)2 (1- £2) - 05)3 (1 - 52)]

Si on considére les équations [40] et [48], c'est-3-dire le cas ol
p est grand et oi t est supérieur a 3 ou 4, on retrouve les résultats
obtenus par MEIJA et al (1972) pour le processus de lignes brisées

[Broken Line Process].

« pour m=0 0<t«<p
L 4p3 - 6pt2 + 3t3 _ 3 t2 _t
Rt Ap3 ‘1'1' 32[2 5]
= - 1
quand t = p Rt = Rp >
« pour m=1 0<t<2p
R . {2p-t) (4p2-4pt+t?) _ 1.1
t 4p3 4 P
. pour m>1 t>2p
Rt =0

On pote qu'il s'agit d'une forme affine qui n'est fonction que du
rapport-a =z

R(t,p)=1-%c2-(2-c) z <1
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R(t,p) =g+ (2-0)3 2>¢>1

|
[an)

R(t:p)" g > 2

Ce corrélogramme est calculé au tableau 3.

A la figure 3, la forme du corrélogramme a été tracée et comparée a
celle de deux processus classiques qui ont méme autocorrélation a 1'ordre 1

[R,.y = 0-25]:

Le processus markovien d'ordre 1:
p = (3¢

La moyenne mobile de portée -% dont le corrélogramme s'écrit

p=1-3—2- pour c<-§ et z =0 pourz;>-§.
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t
R (%) C"'b'
0 1
.1 0.986
.2 0.946
.3 0.885
4 0.808
.5 0.719
.6 0.622
o7 0.522
.8 0.422
.9 0.332
1.0 0.250
1.1 0.203
1.2 0.160
1.3 0.123
1.4 0.090
1.5 0.063
1.6 0.040
1.8 0.010
1.9 0.003
2 0
Tableau 3 : Autocorrélogramme d'une série interpolée

linéairement.



FIGURE 3 : Comparaison des formes des autocorrélogrammes

—— Série indépendante interpolée; oy = 1 - % £2 (2-z); pp=} (2-2)3; p3 = 0
- ~ =~ Moyenne mobile; p =1 - % ¢
-ev--+ SE&rie markovienne d'ordre 1 ; o = (4)°

_SS_
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5. Variance de la moyenne et contenu

en information d'une série interpolée

5.1 Concept de contenu en information

Le contenu en information I d'une série Z est un indice global
de la variabilité du phénoméne représenté par une série de temps; Pour
un échantillon constitué de réalisations indépendantes d'une variate
normale de variance o2 , la variance de la moyenne vaut ¢2/N ou N est
le nombre d'éléments de 1'échantillon. Cette variance est, en pratique,
estimée par s2/N ol s2 est la variance de 1'échantillon, considérée
comme un estimateur de o2 . Prenant une série normale formée d'eléments
indépendants comme référence, MATALAS et LANGBEIN (1962) définissent le
contenu en information I d'une série quelconque de taille N par le

rapport:
I = (o2/N) / var Z [42]

ol var Z représente la variance de la moyenne de la série &tudiée. On
peut en déduire un nombre effectif N' = NI d'observations; Ainsi, les
N observations sont équivalentes, en termes d'information, a N' obser-

vations indépendantes d'une variate normale de variance o2 .

BAYLEY et HAMMERSLEY (1946) ont exprimé la variance de la moyenne

d'une série formée d'élements non indépendants Zj , en fonction de la
variance var Z , de la longueur N et des coefficients d'autocorre-

lations Rt de la série etudiée:

var 7= 2142 7 (N-t) R [43]
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Pour une série indépendante (Rt = 0 pour t # 0), on retrouve bien

o?/N .

Dans le cas qui nous intéresse d'une série Y. interpolee a partir
J

d'une série X, , on a démontré [2.3] que pour une série X, centrée
(X = 0), de taille k assez grande, les termes de bolit sont négligeables

et 1'on a, d'aprés 1'equation [10]:

2 2.
var Y = [ngjl +r Egpi] var X [44]

Si 1'on combine les équations [43] et [44], on obtient:

1

N-
< _ var X 2p2+1 2.1 2
var ¥ = =g [ gpé + rl'E§BZ] [1 t N tzl (N-t) Rt] [45]

La taille de la série interpolée est N = (k-1) p+1 .

5.2 Calcul de var Y dans le cas général

Pour &valuer cette expression, on utilise 1'@quation générale [34]
relative a une série centrée (X = 0) et longue (k grand):

_ 3
Ry = k-1) pri-t °

roo1 23 (k-m+1)+ o (2a1+b3)(k—m)+rm+1(2b1+aq)(k-m-1)+rm+2 b 4(k-m-2)
(2p2+1) + r,; (p2-1)

Pour faciliter le calcul de var Y dans 1'@quation [45], on calcule
d'abord:
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N-1 (k=1)p
U= T (N-t)R = T [(k-1) p+l-t] R
t=1 t=1
En posant:
A(t',m) = e 2 (k-m+1) + L (2a1 + b3) (k-m)
troa (2b, + a,)(k-m-1) + Fos D3 (k-m-2)
B . (2p2+1) ; r, (p2-1)
N = (k-1) p+1 et t=mp+t'
A
. - (t',m)
on a alors: Rt = T(K-D) p+I-t]+B

V(tl’m) = z A(t',m) = BU = z [(k'l) p+1-t] 'B‘Rt

1'équation [45] devient:

v ar X r2p?+1 2-1 2
var Y = Y N [ gpl +r Egﬁz] [1 +'N U]

var X 2 Vy _ var X 2V
" Wt lrys - Wz B
kEZ
I1 faut donc évaluer: Vo A,
(t sm) m=0 t'=1 (t ,m)

On note que:

[46]
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- Tles coefficients a; et b; sont indépend