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AVANT-PROPOS

Ce texte s'appuie en grande partie sur la thése de L'Hermier des Plantes
(1976) qui traite de 1'analyse des tableaux a 3 indices. Ce travail qui
forme la base du présent rapport est cependant présenté dans une perspective

plus large et sous une forme aisément accessible pour 1'utilisateur.

De plus, un exemple simplifié est traité en detail au tome 2 pour bien
metire en évidence les diverses étapes de la méthode STATIS ("Structuration

des tableaux d trois indices de la Statistique").

Une notation plus homogéne et plus explicite que dans la thése de 1'Her-
mier des Plantes est proposée dans le présent document; cette notation est
cohérente avec celle proposée dans 1'ouvrage fondamental de Cailliez et Pagés

(1976): "Introduction a 1'analyse des données".

Pour faciliter une meilleure compréhension, les différents schéemas de
dualité associés aux difféerentes etapes de la méthode STATIS sont placés en

annexe.

On se référera 3 la thése de 1'Hermier (1976) pour les démonstrations de
théorémes propres a la méthode STATIS et a 1'ouvrage de Cailliez et Pagés

(1976) pour les résultats plus généraux propres a 1'analyse Tineaire.

La méthode est présentée par une optique descriptive seulement, faisant
essentiellement appel a la technique de 1'Analyse en Composantes Principales
(ACP).

ii



La présentation de la méthode dans une optique de prévision, faisant
alors appel aux techniques de 1'Analyse Canonique, de 1'Analyse Factorielle
Discriminante et de 1'Analyse Factorielle des Correspondances, fera 1'objet
de travaux ultérieurs. Il en sera de méme pour le traitement des données

complexes (au sens mathématique du terme) non inclu dans le présent document.

Ce travail a pu @tre accompli grace a une subvention de 1'INRS (Fonds du

président, CRSNG).
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La méthode STATIS

Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique

I.  INTRODUCTION

1. Objectif de la méthode

La méthode STATIS - Structuration des Tableaux A Trois Indices de
la Statistique - permet d'analyser des ensembles de données numériques
dits "a trois indices". Dans ces tableaux, un premier indice permet par
exemple d'identifier les individus qui font 1'objet de 1'étude, un se-
cond indice repére les variables qui ont &té observées sur ées individus
tandis que le troisiéme indice permet d'accéder a différentes situations
(ou différents instants) dans lesquelles ces variables ont été observées

sur ces individus.

Une autre terminologie, marquée par le développement incessant des
méthodes statistiques multidimensionnelles dans les sciences humaines,
est également employée pour désigner 1a nature de chacun des trois indi-

ces; a savoir,

- Tles individus sont encore appelés sujets, les variables sont aussi
des caractéres observés chez les sujets et les situations corres-
pondent a des juges qui ont observé les différents caractéres chez

les sujets en question.



Chacun des tableaux "individus x variables" (ou "sujets x carac-
téres") peut faire 1'objet d'ume analyse en composantes principales qui
permettra d'étudier les ressemblances des individus telles qu'elles ap-
paraissent dans ce tableau. La question qui demeure concerne 1'évolu-
tion des ressemblances des individus lorsqu'on passe d'un tableau a 1'au-
tre. La méthode STATIS propose une fagon d'aborder la comparaison de
plusieurs tableaux de données et définit une vision des individus qui
est un bon compromis entre les différentes visions proposées par les dif-

férents tableaux.

La particularité de la méthode STATIS consiste & trouver Te meilleur
compromis entre les différents tableaux correspondant aux différentes si-
tuations. En fait, ce compromis apparaissant sous la forme d'une matri-
ce sera non pas une moyenne arithmétique des différentes situations mais
ﬁne moyenne pondérée, i.e. une combinaison linéaire des différents tableaux.
Si toutes les situations conduisent & une vision voisine des individus
alors tous les "poids" sont sensiblement €gaux et le compromis est pro-
che de Ta moyenne arithmétique. Si, au contraire, a cdté d'un groupe
assez homogéne de situations, existent une ou deux situations dont les
visions sont trés particuliéres, les poids attachés a ces derniéres situ-
ations vont &tre trés faibles et les tableaux de données correspondants
n'interviendront pas dans la définition du compromis. En termes imagés,

le compromis recherche ce qui dans les visions est majoritaire; il néglige

les minorités éventuelles.



La factorisation canonique ou diagonalisation (recherche des va-
leurs propres et des vecteurs propres) de la matrice compromis fournit
la meilleure représentation des individus qui est encore appelée 1'intra-
structure de référence dans le cadre de 1a méthode STATIS. Toutes les
études ne justifient pas qu'on étudie cette intra-structure en détail..
IT reste dans tous les cas que la-projection de toutes les situations
peut &tre faite dans 1'espace du compromis (en fait sur les 2 ou 3 pre-
miers axes de cet espace) et qu'il est alors possible d'étudier les dif-
férences entre les visions de chacune des situations et celle du compro-

mis ou encore 1'évolution des visions d'une situation & 1'autre.

2. Présentation générale de STATIS

La méthode STATIS comprend cing (5) parties:

(1) 2a partir des données originales mx n x n oumx n x p, obtention

du cube standard S = _{Sk: nxn,k=1,2, ..., m} ol les

S, seront des matrices définies positives de produits scalaires;

k

(2) quantification de 1a proximité entre les m "juges" et obtention

de 1'inter-structure;

(3) obtention de 1'intra-structure pour chacun des m "juges" Sk et

obtention d'une intra-structure compromis (dite intra-structure

de référence);




(4) analyse des différen

"juge" et 1'intra-structure de référence;

ces entre 1'intra-structure pour chaque

(5) dans 1e cas ol m est le facteur "temps", on a une série

chronologique de tab

structures.

Schéma de STATIS

leaux: é&tude de 1'évolution des intra-

3.
Cubes de
dohnées
Proximités Cube gtandard:
de référence - proximités entre
entre sujets sujets
) Ly
Intra-structure Intraﬁﬁtructures
de référence f

\//

Analyse détaillée
des différences

et/ou (sel

|

Analyse détaillée
de 1'évolution

Y

Proximités
entre juges

\

Inter-structure

|

Analyse globale
des différences

on la nature des données) et/ou

|

Analyse globale
de 1'évolution




4.

Obtention des structures:

procédure générale

TABLEAUX DES DONNEES:

CUBE DES

PROXIMITES ENTRE INDIVIDUS:

X =

A =

T

ou A = Xy Xy (1)

{Ak:

{x: Ppxny k=1,.00, m}

nxn, k =

CUBE STANDARD: S = { Sk: nxn, k=71,0.., m}

ou

Tr (Sk - Ak)2 =

E = (Eg ) = (Tr (5,500

Coefficient RV:

mxm

factorisation
canonique (2)

Représentation "cano-
nique" des juges dans
Pn(n+1)/2

Réduction & R2 de Ta
représentation:
INTER-STRUCTURE

(1)

(2)

minimum, k =

Tr (SkSk.)
RV(k,k')s: —————
[Tr(sk)ZTr(Sk.)ZJZ

Mesure de la qualité de
1'approximation dans
1'intra-structure compro-
mis ou indication globale
de la distorsion due a Ta

L k' k
projection de ¥y  sur ¥y
(ou sur a, base du com-
promis)

Sy est une matrice définie positive:

Tosees M

er
1— ve

od 3} est le

teur propre de E

factorisation
canonique

I S
Repréesentation
“canonique" des

sujets dans R"
“vus" par le juge
compromis

Réduction a R2 de
la représentation:
INTRA-STRUCTURE
COMPROMIS

Ly}

La "transposée" de la matrice Z est désignée par ZT.

1, oo, m}

Représentation
"canonique" des

sujets Rpk cR"e
"vus" par le k=
Jjuge

Réduction a R
Ta reprgsenta-
tion: K= INTRA-
STRUCTURE

de

La "factorisation canonique" d'une matrice carrée consiste & "diagonaliser",

c'est-d-dire, a rechercher les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice.

Cette op@ration constitue une étape importante dans 1'analyse en composantes

principales.



II. LES TABLEAUX DE DONNEES

-

Les tableaux ou "cubes" de données a analyser peuvent &tre de plu-

sieurs types:

Cl: similariteés C5: ultramétriques
C2: dissimilarités C6: ordonnances, notations
C3: distance C7: profils

C4: produits scalaires

1. Cubes des proximités originales

Similarités et dissimilarités

Soient I une population de n sujets et K une population de m juges;

1={1,2, n} etK={1,2, m}

Si 1'application g: K x I x I —wI[r;, r;1C R qui, vk€K et V (i, i')
€ I x I, fait correspondre le réel akii' de 1'intervalle [kl, ro] vérifie les

deux axiomes:

(1) YkEKet V(i,i') € I x I: aK. . = ak

(2a) Vi€l et v k €
(2) K k k : : :
ii ="y et a%.in <A jrin=™==—> 1 est plus proche de i" que i';
ou bien
(2b) Vi€l etvkek:
k k

a .. =7r, et akﬁ,, < a

ii ., .ne==> 1 est moins proche de i" que i';

11




Alors les akii‘ sont des proximités entre les sujets, et 1'ensemble
C. = { A = (akii‘): nxn, k=1, ..., m}, est un cube de proximités
originales.

k

Définition 1: L'Elément a oy est la proximité donnée par le juge

k entre les sujets i et i'.

Définition 2: Si les axiomes (1) et (2a) sont vérifiés, alors les

proximités akii' mesurent des dissemblances entre les sujets et sont ap-

pelées dissimilarités; C2 = {Ak = (akii'): nxn, k=1, ..., m} oll Ak

est une matrice de dissimilarités.

Définition 3: Si les axiomes (1) et (2b) sont vérifids, alors les

proximités mesurent des ressemblances entre les sujets et sont appelées

similarités; C1 = {Ak = (akii'): nxny k=1, ..., m}.ou Ak est une
matrice de similarités.

Exemple. Cing (5) personnes donnent chacune des notes de ressem-
blance (ou de distance) a dix (10) hommes politiques. Les notes sont
comprises entre 0 et 100. On a donc m = 5 juges et n = 10 sujets; on
obtient 5 matrices 10 x 10.

e Si 0 indique T1a ressemblance maximum et 100 la ressemblance mini-

mum, alors on obtient des matrices de dissimilarité;

e si 0 indique 1a ressemblance minimum et 100 la ressemblance maxi-

mum, alors on a des matrices de similarité.

Distances. La distance entre sujets est une fonction d: I x I—=R

telle que:



v
o

(a) v(i,i")e (I x1), d (i, i")
(b) d(i,i') =0 &i i-=71"
(c) v(i,i")€ (1 X1),d i, i) =d (1" 1)

(d) vict, i'€l, vil, d(T, i) < d(i,i") + d(i", i')

Ainsi, une distance est une d1s%1m11ar1te au sens défini précédemment

(avec la propriété (d) en plus) L Ex.: iYEI x It i = iled(i,i') =

}
est une dissimilarité nulle. Ak = 1,...5 M }oD Ak = (d".

est une matrice de distances.

2. Cubes des proximités ca]cu]ées

‘

Produits scalaires

Rappel de la_définition: considérons 1'application g: R" x R" —L»R, telle

que (x, y) — g(x, y) qui a tout couple de vecteurs (x, y) contenu dans

1'espace vectoriel produit R" x R" associé le nombre (scalaire):

9(x, ¥) = 22| %5 4
i=1

alors

n
<X y> =9(x, y) = Z% X; ¥5  [< > produit scalaire]
1=

est le produit scalaire des vectFurs x et y. Il vérifie les propriétés

suivantes (bilinéarité):




(1) 9(xy + %50 ¥) = 9(x9019) + 9(x55 ¥)
(2) gla xp5 ) = ag(xys y)

(3) 9(xs vy + ¥p) = 9(xs ¥7) + 9(x5 ¥,)
(4) 9(x, ay) = ag(x, y).

Matrice de produits scalaires. Le produit scalaire sert a définir

=[: (x; - yi)z] i
1

Etant donné qu'une telle distance est une dissimilarité au sens dé-

. L n
des distances entre &léments de R.

[N

M:s

d(x, y) =l x-yll=0[<Xx-Y, X=-Yy>]

I
—-—

fini plus haut, les m matrices Ak: n x n peuvent &tre des matrices

de produits scalaires.

Exemple: matrice de covariance.

Ultramétriques (proximités...)

Une ultramétrigue (pour Te k€ juge) entre Tes sujets est une dissimi-
larité akii' (pour le k& juge) telle que:
k k

K o s
a ij! < max (a jime a .il.ill) , Yi, i', i"€l.
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C5 = {Ak: nxn, k=171,..4, m} ol Ak est la matrice des proximités

ou distances u]tramétrique§ entre les sujets pour le k& juge.

Exemple: Soient K 1'ensemble des méthodes de classification hiérar-

chique et I un ensemble den sujets classés par chacune des méthodes.

Considérons pour la k& méthode, la matrice des distances ultramétri-

k .,): nxn. Ses éléments vérifient:

ques entre les sujets est Ak =;(a i

k _ .k
(1) by = 2y
k - _ _
ai. =TS 0
(2a)
akii.’< ak1"i<====>m est plus proche de i' que i" (équivalent

- . e . . . e
3 une dissimilarité), ce qui s'assure par simple lecture du k= arbre du

dendrogramme :
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Ordonnances, notations

On a des ordonnances ou des jnotations quand chacun des m juges ordon-
ne les n sujets. On obtient alorls m vecteurs n: 1Txn (k=1,..., m) d'é-
lément n; correspondant & Ta note ou au rang du i€ sujet attribué par le

kg-juge; le cube de notations esﬁ 1'ensemble
C6 = { Nk: 1xn; k="1,..., m }.

Exemples

1. Chacun des m dégustateurs ordonne n marques de vin.

2. Chacun des m examens ordonne n étudiants.
(voir également L'Hermier 1976, p. 21-22).
Profils

Soient les ensembles I contehant n sujets, J contenant Py caractéres

ou variables et K contenant m juges.

(]

Soit X x n la matrice des mesures xkji du j* caractére faite par

k' Pk
le juge k sur le sujet i. L'ensemble

C7 = { Xk: P X nF k=1,..., m}




est appelé cube de profils.

Exemple. On mesure les p paramét

échantillons (sujets), et cela eg

Remarque. L'ensemble des ordonnd

k

06={N€Rn;k

-~

peut &tre assimilé & un cube de p

C7 = {Xk: P X N; k=T4...

ITI. LE CUBE STANDARD

1. Définition. Le cube standd

un cube de matrices de produits g

S = { Ak: n

12

res physico-chimiques de chacun des n

t répété pendant m jours consécutifs.
nces ou notations de n sujets par m juges
{Nk: 1xn; k=1,..., m}

rofils

1,...

2

,rn} tel que Py = 1, Yk

rd S de 1'analyse conjointe (STATIS) est

calaires:

xny k=1, ...

»m

Dans la méthode STATIS, chaque matrice doit &tre factorisée canonique-

ment (*) et le résultat de cette:

(*)

La "factorisation canonique

factorisation,visualisée. I1 est donc équi-

" ou "diagonalisation" d'une matrice carrée

consiste @ trouver les racines caractéristiques du polyndme associé,
c'est-a-dire les valeurs propres et vecteurs propres de cette matrice.
Cette opération constitue ume étape importante dans 1'analyse en com-
posantes principales (A.C.P.).
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valent de remplacer chaque matrice carrée Ak’ semi définie positive, par la
matrice carrée Sk’ définie positive, la plus proche au sens des moindres car-
rés généralisés avant la factorisation. On indiquera alors Tla qualité de

1'approximation ainsi réalisée.

Dans ces conditions, le cube standard de 1'analyse conjointe (STATIS) est

un ensemble de m matrices carrées Sk de produits scalaires, définies positives:

S = {Sk: nxn; k=171,..., m}.

2. Obtention du cube standard

Le graphique de la page suivante donne le schéma de 1'ensemble des
transformations qui permettent, & partir de données cubiques initiales,
d'obtenir le cube standard. Dans ce qui suit, on examine successivement

la signification des transformations 1 a 10.

Lt

Vd ~

t ] ) Ajout @ 1'ensemble I des sujets d'un é&lément appelé sujet-origine

qui recoit obligatoirement la m@me notation de la part de chaque juge de

1'ensemble K.

Le cube de notations C6 = {{Nk: T xng k=1,..., nl} devient le
cube des profils C7 :{-X ] xi(n + 1) k=1,..., nn} oll

k
Xk = ng our i =1, , N
11i i
et i
x§1 = ¢c: valeur comm%ne a tout juge k pour i = n + 1 {sujet-origine).

La justification de cette [transformation des données se trouve dans le
fait que deux notations Nk et Nk" qui ne diffeérent que par une permutation

circulaire des composantes, fournissent les mémes distances entre les sujets.
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Schéma de 1'ensemble des transformations

(::) désigne une transfcrmation nécessaire;

Légende: II + ddsigne une transformation facultative;

e ..

o IT1 . ddsigne une transformation €trangére & la méthode.

-

C6 Notations T
7~ ajout du
| ' 1) sujet origine
C7 profils * . ’
[
L é w—>indice de |
s t.3--  proximité i
|
€2 dissimila- : '
rités | :_4-'
o ' ' ? 4 Classification
dissimil. | higrarchique,
, = distances | | matrice des
C3 distances I ' distances ultra-
c i I métriques
données< ! = rgqtrjcg]de%‘
i ! Y issimilarités
cubiques C5 ultramétri- ,
ques |
C.proximi- < |
tés ]
Cl similariteé
matr. pro-
h é:)éduits $ca-
' Taires similarités
TORGERSON: zproduits
matr. distan- scalaires
7 )ce ou ultra- [ (centrés) (7
s métrique
/ \—9matr pro- t dui 4
pseudo- ‘duits scalai42macr. Produtys
C4 Sroduifc F/es centrés pcalaires cent
. k
scalaires approximation
—matr. définie
S cube standard - positive S, [
——L /
\ .]o.norma11sat1on

cube standard normalisé
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De plus, 1"interprétation est facilitée par le positionnement de ce
sujet-origine dans les intra-structures (Voir exemple de L'Hermier 1976,
p. 80-84).

-
1

21 Définition d'un indice de proximité.

Les indices les plus utilisés ont &té décrits par Gower (1971),

Ep. 857-8741.

'~- 1 - » - L] s - . .
{31 Meéthodes de classification hiérarchique fournissant chacune une

matrice de distances ultramétriques qui permet habituellement de cons-

truire la représentation arborescente.

(::) Une dissimilarité expérimentale est assimilée & une distance quel-

conque:
&Koo= df . . v, i'€l et kEK.

(::) Définition d'un produit scalaire qui permet de transformer un cube

de profils en un cube de proximités.

Etant donné un cube de profils C7 = {Xk: Py X 1 k=1,...,m }
(éventue11ement Py = 1, Yk = 1,..., m) et une forme quadratique Mk: P X Pyo
on définit une matrice des proximités calculées Ak = XTk Mk Xk a partir de
chaque matrice Xk et de la métrique correspondante Mk pour obtenir un cube

de proximités calculées (produits scalaires):
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A = { Ag:noxn; k=T1,.0.,m }.
Remarque. L'application Ak = XTk Mk Xk n'est autre que 1'application,
notée wk, du schéma de dualité associé a 1'ACP de 1a matrice des données
X (Voir annexe 3).
(6) Une similarité expérimentale est assimilée & un produit scalaire

quelconque.
(::) Transformation de Torgerson.

(Cf. Torgerson 1958, p. 257; Rao 1965, p. 259-358; Escoufier 1974, p. 3).
Soit C3 = { Dk: nxnyk=71,...,m }1'ensemb1e des matrices de distances
entre n sujets représentés dans un espace vectoriel de dimension finie
(ou C5). L'élément (i,j) de D, étant dkij, 1a tran;formation de Torgerson
donne 1'élément s?i d'une matrice Sk de produits scalaires des vecteurs

ayant pour origine le centre de gravité des sujets et pour extrémités les

points représentant les sujets:

k 1 & & Kk \? [k \? kK \? k 2

Remarque. Les transformations (5), (6) et (7) produisent des matrices qui ont
la forme de matrices de covariance. Cela est voulu car 1'analyse conjointe

(STATIS) consiste essentiellement & effectuer des ACP,i.e. des factorisations

-

canoniques. I1 reste a s'assurer que les matrices sur lesquelles on fera
des ACP sont définies positives. La transformation 9 est introduite & cette

fin.
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(};} Soit C4 = ‘{Ak: nxn; k= ],...,xn} ; chaque matrice de produits
;Ealaires Ak est remplacée par une matrice Bk: nxni(k=1,..., m) de
produits scalaires entre les n sujets de facon que les factorisations
canonique§ des Bk fournissent des représentations dans RPk qui soient

centrées de la méme maniére que les matrices issues de la transformation

de Torgerson.

Pour k = 1,..., m; i=1,,..,netf =1,..., n, on calcule

n n n

kK _ ok 1 K K . 1 K
b 5p = 34y n Z (a5 + @)tz i
=1 =1 £r=1

(::) Approximation, au sens des moindres carrés généralisés, de chaque

matrice Ak du cube de (pseudo) produits scalaires C4 ='{Ak: n x n;

k=1,..., nt}par une matrice définie positive Sk.

2

La matrice S, qui minimise Tr (Sk - Ak) est donnée (cf. Neil et

k
coll., 1973, théoréme 2, rappelé en annexes de L'Hermier, 1976, p. 92;

voir annexe 4 ci-aprés),par:

<n

; T : .
i
Sk = }E: Ak‘lg <1§ ) ; avec A; > 0

i=1
.i
k
~nulles AL et vecteurs propres normalisés X? ) de Ta matrice Ak tels que

S
X4 L

ol ), et X§ sont Tes n' premiers &léments propres (valeurs propres non
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La qualité de 1'approximatiagn est mesurée par le pourcentage

Tr (S

L'approximation est excellente larsque cette quantité est égale a zéro;

cela signifie que 1a matrice A, @tait déja définie positive.

k
P .
*10, Normalisation du cube standard: chaque matrice Sk est normalisée

. . x - 1 k
a 1'unité en divisant chacun de ses éléments S'E par:
i

I Sk“ Y || % _‘"Rn (ns1)/2

i(i-1) , o,

ol le vecteur est relié a 1a matrice Sk par la relation jM =

7L><

i=1,...,n3 2< 1.

oll 1a matrice est associée a 1'application M du schéma de dualité proposé

par L'Hermier (1976).

2)

T i 20 i
Sachant que: X, M Xk = Tr (Sk ), onm en déduit |i$k” = Tr (Sk

et le cube standard normalisé est donné par:

SN‘z{sk/"Sk" :nxn;k=1,...,m}.



19

IV. L'INTER-STRUCTURE

1. Définijtions

Représentation canonique

Soit X une population stattistique de n individus sur Tlesquels p ca-

ractéres ont été observés. On appelle représentation canonique {ou tri-

viale) la représentation des individus dans 1'espace E = RP des individus;
a deux éléments (individus, sujets) semblables de X on fait correspondre

deux &léments (points) de RP qui sont voisins.
Structure

Etant donnée une représentation canonique d'une population statisti-
que X dans Rp, on appelle structure toute: réduction a R2 de cette repreé-
sentation obtenue par projection orthogonale des points représentatifs
des individus sur un plan contenu dans 1'espace vectoriel RP,

Deux structures particuliéres seront considérées:

1'inter-structure:

C'est 1a structure obtenue a partir d'une représentation canoni-

que des juges.
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1'intra-structure:

C'est la structure obtenue & partir d'une représentation canoni-

que des sujets.

2. Calcul de l1a matrice des proximités entre juges

Soit le cube standard S = {ésk: nxn; k= 1,...,1n} . Si 1'on
!/

se place dans 1'espace R" (nt1)

des juges du schéma de dualité proposé
par L'Hermier (1976), un juge est représenté par le vecteur colonne X, .
construit a partir de 1a matrice symétrique Sk par 1'application, notée.

jiz,et définie par:

k _ k
X5, 7 Sig
il r -
K,
si bien que — _ K
k X21
i 1 . N
s, = (sK,) =| sk sk ex = (K )<
= \S =1 So1 522 ______ et A, = \X =
k il . k ie &51
k k k
k
L;ff--iff--fi? X320
— k
X33
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.k i e
ot x; est la "mesure résultante" ou "mesure produit” de Ta j§~var1ab1e

J;
il
(caractére) faite sur les individus i et £ par le kE juge.

La proximité entre deux juges Xk et:xk. dans R" (n+1)/2 est mesurée
par:
<X Xov > = XD MX, = <SS, > = Tr (S, S,,)
=X’ =k M k k' k®> “k'" Trace ~ k k'’

en employant 1'opérateur trace comme métrique. La matrice M: ih (n+1)/2 x

n (n +'1)/21, diagonale, est définie par

2sii<y
m. =

Jie lsiiz=2e

On en déduit Ta matrice E: m x m des proximités entre les m juges:

E = (Eger) = (Tr (s, sk.)>

Remarque. La mesure de la proximité entre deux juges peut &tre précisée
en montrant comment le schéma de dualité de L'Hermier (1976) est relié

aux m schémas classiques de 1'ACP (voir annexe 2).

Nature de la proximité entre juges

Lorsque nous avons recherché une équivalence entre tableaux des

données et opérateurs en analyse linéaire, nous avons établi 1'équiva-
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lence entre un tableau de données (Xk, M. D ) et 1'opérateur Uy- qui Tui

P K
est associé (par définition) et tel que:

Si 1'on choisit M, =1 et Mk = Dp =1 , 1a matrice associée a 1'opé-

k Pk n
rateur UX n'est autre que
k
_ T -
UXk = Xk Xk = Ak
Si 1'approximation de Ak par Sk est telle que Tr (Sk - Ak)2 =0, i1 s'en-
T

suit que 1'application Sk équivalente a 1'application Ak = Xk Mk Xk = wk:
F* —»F = R" est de rang maximum, égal & n [rang (Sk) = rang (Ak) =
dim (F) = n ou bien dim Ker (Sk) = dim Ker (Ak) = 0; voir également Cailliez

et Pagés 1976, p. 2451

Ainsi, chaque matrice Sk du cube standard peut donc &tre associée

a T'opérateur U lui-méme associé au tableau Xk obtenu par factorisa-

Ky

tion canonique de Sk.

En employant 1'opérateur trace comme métrique, la proximité entre

deux opérateurs, UX et UX » st mesurée par

s Uy > =Tr (S, S,.) = E

k k' kk'

Ainsi, 1a matrice E: m x m des proximités entre les juges dans R" (n+1)/2
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est identique a la matrice des proximités entre opérateurs associés aux
tableaux Xk obtenus par factorisation canonique des matrices Sk du cube

standard.

Remarque. Pour plus de détails, voir également Cailliez et Pagés 1976,
p. 478-479; Escoufier 1977, p. 127-128.

Si Xk désigne le tableau P XN obtenu par factorisation canonique
de Sk’ élément de S, on peut (par définition: cf.Escoufier 1973) asso-

cier a deux juges k et k' un coefficient RV, défini par:

<Y U

) = “ﬁuxt“ ;ﬂfuxk'”

et correspondant au cosinus de 1'angle entre les opérateurs UX et UX
k

RV (Xk, Xkl

kl

Si les matrices S], 52, cons Sm sont normalisées (normées de fagon

que IS I Tr = V'ﬂ%5k2)= 1, ¥k =1,..., m, alors la matrice E des

proximités entre les juges est une matrice de coefficients RV avec pour

éléments:

Ekkl =Tr (Sk Skl) = RV (Xk’ Xkl)‘

Equivalence entre deux juges~Sk et Sk'

a. Deux tableaux Xk et Xk' sont dits équivalents lorsque les opérateurs
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assSoOCiés ka et UXkl
teurs (de Hilbert-Schmidt):

sont a digtance nulle dans 1'espace R™ des opéra--

i UX - UX ‘}” = OQXk ~ Xkl
k k
- T Ty _c. | -
Remarque . UX = wk D = XI< Mk )Ck Dp Xk Xk = Sk. F—»F = R, espace
des proximités entre juges, Torsque M =1 etD =1
k Py p m

b. Si Sk et Sk' ont les mémes éléments propres, alors

2
d (U, ,U, )=0
Xk Xk'
Pour la démonstration de cette proposition, voir Escoufier 1975 [(ISEE),
p. 6-7)1]

C. UX = UX

>RV (xk, xk‘.) = 1.
k k'

La matrice E est définie positive

m
En effet, si on pose Q = > a, Sk pour tout vecteur a = (ak) > 0.¢ R,
k=1
on a
m m m m
2
QU= <2 a S, 2 a,S.>= 2 2 a a.<S,S.,
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Remarques. a. La matrice E n'est pas toujours définie positive (des
contre-exemples sont signalés). I1 reste & montrer sous quelle(s) con-

dition(s) Ta matrice E est définie positive.

m
b. La matrice Q regsemble & 1a matrice ry = 2 tl Sk ol
‘ k=1
jﬂ = (t;) > 0 est Te 187 vecteur propre de E, dont tous les éléments sont

de méme signe.

3. Représentation canonique deg juges (dans Rm)

Factorisation canonique de E

Soit E: m x m 1a matrice des proximités entre juges; E = (Ekk.)
= (Tr (Sk Sk.)); E (m x m):est une matrice réelle symétrique définie positi-
ve; et soit {rk, }k; k= Ty0ues mr 1'ensemble de ses éléments propres

te1S‘que{(§5)T‘§F = Ty et T > 0, Yk = 1..., m.

La matrice réelle t: m x my, ayant pour colonnes les vecteurs EF

normés a Ty minimise Tr (E - tTt)Z; elle vérifie donc 1'équation
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; , T1
lorsque (EE)T th o1 et T= ..

Pour cette démonstration, voir (L'Hermier 1976, [p. 31 et 921).

Représentation canonique

La matrice E est une matrice de produits scalaires entre m juges
(notés Xk; k=1,..., my ou Sk) représentés dans un espace vectoriel

isomorphe a R™,

L'expression E = t tT montre que, pour le choix de 1a métrique iden-

tité sur cet espace, N = Dp = Im; la matrice t:

1T .2 k m

b by ty s Y

: i | ‘

b | :
1,2 m 1,2 k m
t=(t,t,...t) = t, tho------ t, —----- t
m X m K vk ;k ik
1: ;2 :k :

m

t o ------ t ------ t

représente les coordonnées des m vecteurs lignes t (images des m juges)

dans Rm; la k& Tigne de t, d'éléments (t;, ti,..., tt) = Ek’ représente

les composantes du vecteur & image du k& Jjuge dans ngan(n+1)/2

(espace des juges) tandis que Te vecteur colonne EF représente les com-
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posantes des m juges sur le k&€ axe contenu dans R" (espace des proximités).
La représentation ainsi obtenue n'est définie qu'a un arrangement
prés des colonnes de t, ce qui correspond & un arrangement dans Ta numé-

rotation des axes de 1'espace R™,

4, Obtention de 1'inter-structure

La visualisation des proximités entre judes au moyen des représenta-
. - s bl B . .
tions planes est obtenue en réduisant a R~ la représentation canonique
précédente.

Le probléme de la représentation du nuage des juges dans RM cRn(n*])/2

-

étant analogue a celui de la représentation du nuage des individus (sujets)
dans E = RP ou du nuage des variables (caractéres) dans F = Rn, sa réso-
Tution sera obtenue de la méme facon en effectuant une ACP sur les données
correspondantes.

Ainsi, a partir de la représentation canonique t = (;}, t2,..., t™)

avec T] 2 To=2

> T (Tes vacteurs propres de E = (Ekk.) sont rangés
dans 1'ordre décroissant des valeurs propres), nous savons que la réduc-

2 de la configuration dans R™ 1a plus fidéle quant au respect des

tion a R
proximités entre éléments Sk représentés est la projection sur le premier

plan factoriel.

Etant donné que la variance mesure la dispersion du nuage de points,



28

la qualité de cette représentation réduite est mesurée par le pourcen-

tage de variance expliquée par les deux premiers facteurs a savoir:
m
(Tl + TZ) Z Tk
k=1

De méme, la seconde représentation plane, orthogonale a la premiére
est obtenue en projetant le nuage de points de R™ sur le second plan fac-

toriel défini par les axes principaux 1 et 3 qui expliquent:

(T-l>+ T )
3 9 de la variance totale

>
T, E
k=1 K

Cet ensemble de projections de 1a représentation canonique des juges
sur les plans factoriels successifs, orthogonaux et ordonnés selon le |
pourcentage de Ta variance expliquée visualise bien les proximités entre
juges (d'autant mieux que le nambre de plans pris en compte est &levé).

Cet ensemble est appelé 1'inter-structure.

Exemple: Visualisation du premier é]ément(jJ, j?) de 1'inter-structure

définissant 1e premier plan fagtoriel dans R™.

axe ractoriel 2
R™ cR n(n+1)/2

Jjuge k' Jjuge k espace des juges

origine tl axe factoriel 1
(centre de
gravité du
nuage des
juges)
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Remarque.

Dans le schéma de dualité proposé par L'Hermier (1976), 1'espace

(n+1)/2

des juges est R" , et un juge est représenté par gk, la k& colonne

de X: n(n+1)/2 x m.

Par contre, dans 1'inter-structure proposée aprés factorisation ca-

n(n+l}/2

nonique, les juges sont représentés dans 1'espace R" < R des juges.

Cela tient & 1'utilisation de la factorisation canonique qui réduit am la

, ‘ o n{n+1)/2
dimension de 1'espace inttial RM(N+1)/2. 4o fagon generale, K" c R (n+1)/2,

5. Référentiels

Etant donnée 1la matrice E: m x m des proximités entre juges associée

a 1'opérateur WDp du schéma de dualité proposé par L'Hermier (1976), la

diagonalisation de E fournit les é&léments propres

tels que
Ky _ k
WDp (E)"Tk'_t_
Définition -
On appelle k€ référentiel le vecteur de Rn(n+])/2 défini par:
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: rk

Sy s v
k=1

7(:7('
NES

ou t"t" = 8§, (Kronecker) et X , est la k& colonne de la matrice X

associée a 1'application X du schéma de dualité proposé par L'Hermier (1976).

P . .. e e . .
Remarque. Pour le schéma de dualité associé au k= vecteur référentiel, voir

1'annexe 5.

Propriétés
On montre que:

1. Le vecteur_gk est k& vecteur propre de 1'opérateur VM du schéma
de dualité proposé par L'Hermier (1976) avec (k = 1,..., m):
W *) = x, rk
Démonstration: Cf. L'Hermier (1976), [p. 141.

K m K 2 (
2. Le vecteur r maximise 2: < Xpo s > avec (k = 1,..., g3
B { K - M ] |

k'=1 N
q < m), sous la contrainte (_gk)T Ek = constante parmi les vecteurs

,» le maximum étant rﬁ pour«<(§F)T,§k> M= 1.

m
EF de 1a forme: 2 tk. X
k=1 KK

Démonstration: Cf. L'Hermier (1976), [p. 15].

3. {6, =T ek =To,m

Démonstration: Cf. L'Hermier (1976), [p. 161.
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Remarque. Des propriétés analogues aux précédentes peuvent &tre déduites
a partir des éléments Sk €ij(Rn) du cube standard S au lieu des éléments
Xk €ZR"Ln+])/2'auxquets ils correspondent dans 1'application Jjj,: jiz = li%:ll~-h£;

i=1,..., n; 4 < i (voir ci-dessous, ch. VII, 1) [Cf. L'Hermier (1976), p. 171.

Positionnement des référentiels (dans RM)

(n+1)/2

Aa . k n <
Les vecteurs référentiels r~ sont des vecteurs de R calculés

a partir des vecteurs propres Ek par la relation

Par conséquent, le vecteur Ek.représente le k& référentiel dans R”.

Etant donné que }F est Te k€ vecteur propre de 1'opérateur pr du schéma
tk)T EF

de dualité proposé par L'Hermier (1976) avec ( =1, il est aisé
de positionner r, dans R" sur le k& axe factoriel de 1'inter-structure &

une distance \[TE de 1'origine (centre de gravité du nuage des juges).
Exemple: Visualisation des deux premiers référentiels (rﬂ, r?) dans Tle
premier plan factoriel de 1'intear-structure

A .
axe[factoriel 2

m . ph(n+1)/2

Juge kj preférentiel 2 Juge k R
| espace d j
Gl r2 o A\ pace des juges
. \EE_:Z ’?&,e‘(.e(\
[ AT ¢ X
c.g. du "7 tl ri axe factoriel 1

nuage des Jjuges
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iéme

V. LAK INTRA-STRUCTURE

p
1. Représentation canonique des sujets (dans R k)

Factorisation canonique de Sk

Le cube standard S contient, pour chaque juge k (k = 1,..., m), la

matrice carrée n x n: Sk = Xl Xk des produits scalaires entre les n sujets.

Soit{xg, I§3 J=T,0.0, P < n} 1'ensemble des éléments propres de Sk
kT k j
tel N NEED
els que (yJ) X; Y

On sait que [Cf. L'Hermier 1976, p. 92, théoréme 21 si A, est une ma-

trice réelle symétrique et si Tr (Ak- Sk)2 est minimisée par rapport & une

. i oyl
matrice réelle Xk telle que Sk = Xk Xk’ alors

w
"
><

=X (9T Torsque (xj

k KyT i k ; ky\T

Torsque (XS)T Xg =1 et = .
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Représentation canonique

La matrice Sk est une matrice de produits scalaires entre n sujets

P
représentés dans un espace vectoriel isomorphe & R k.

L'expression Sk = yk y'k signifie que la représentation canonique

des sujets pour le kg-juge est définie par:

k k k k
1 Y T g "p,
t i J '
IR
Yk = (Yk k yk Yk ) = yk yk ----- yk. ----- yk
nx py =17 =2’ S " Py i iz 1 ' Pk
k k k
1 Yn2 7777 Yng 77777 ank

I < < . k /.
qui représente les coordonnées des n vecteurs lignes Y (images des n

L a1 e k k
k, d'éléments (yE], Y?Z""’ Yij""’ Yipk)

représente les composantes du vecteur k, image du 1§-sujet dans Rpk, tandis
X4

p
sujets) dans R k; 1a 19-1igne de vy = 1$,

que le vecteur colonne 15 représente les composantes des n sujets sur le

j& axe contenu dans RPK,

2. (QObtention de 1la 3 intra-structure

Pour tout juge k (k = 1, ..., m), considérons la représentation cano-

nique des sujets limitée aux Py (pk < n) éléments propres de Sk, de matrice:
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s r— k L C . k e
kk "3 Y1p,
| i [
- ! { ;
n i !
k _ k k k k kK k K
voE <l]’ Yp»> wre» lj’ e lpk)—; Yi Y]J mmm- Y1p
(kK
n X Py | ; !
| i L
k k k
Tn Tnj ank

et telle que _Aé z_xﬁ >, .. Aﬂ SRS kik 0.

L'ensemble des réductions a R2 de la configuration des sujets dans

p
R k, {(lﬁ, 1;), (lﬁ, lg),...},ordonnée selon un pourcentage décroissant

de la variance expliquée, est appelé la k€ intra-structure. La meilleure

représentation plane des sujets wvus par le kE juge au sens de la variance

maximum expliquée, est celle dans (15’ x;); on peut considérer d'autres plans

au besoin.

Exemple: Visualisation du premier élément (15, 15) de la k= intra-struc-

P
ture dans R ":

axe [|factoriel 2
p
sujet i’ R Kc R"
espace des
sujets
sujet 1
k
lzk
k axe factoriel 1
/V/ Xy

oriqgine
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_LES STRUCTURES

Structures et opérateurs

L'inter-structure, image de 1'es

Etant donnée 1'équivalence

rateur UX associé, la matrice E
k
structure, a pour (i,j)E &lément

U, et U

Xk Xkl
cube standard S.

Par conséquent la représe

associés respectivemeént aux tableaux X

q:ace des opérateurs

;

gentre un tableau de données Xk et 1'opé-
i m x m, factorisée pour obtenir 1'inter-
i]e produit scalaire entre les opérateurs

K et Xk" éléments du

+tation canonique des m juges obtenue peut

étre regardée comme une representat1on des m opérateurs UX dans un es-

pace contenant 1'espace des operéteurs.

définie par les référentiels rk &e 1'espace représenté (soit R

pour les &léments Xk’ soitP(R
a 1'espace des opérateurs positi
ce Xk’ ou plus exactement Sk, a

1976, p. 36 et 50 & 52J.

De ce fait, par exemple,

:
.

1K 2
Dans 1a base (r', r",..., r")

n(nt1)/2

'pour les €léments Sk), seul Ur] appartient

S U Cela découle du fait que la matri-

té ho1s1e définie positive. [Cf. L'Hermier

le cosinus de 1'angle de deux vecteurs re-

présentant des opérateurs (correépondant a des juges ou a des référentiels)

est égal au coefficient RV entre

ces deux opérateurs:

» U

>
K Xk' Tr

COS B 1 =
kk v

St

Cette propriété reste vraie, que

V(U , U ).

I I
K Tr Xk' Tr

le cube standard soit ou ne soit pas normalisé.
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X

La matrice Sk, associée a UX » factorisée canoniquement pour obtenir

, " .
la k§~représentation canonique des sujets, fournit le spectre {Aﬂ, l§§
J=T1,..., P <N } de 1'opérateur UX .
k

Les axes (Xg XS,) formant le plan (j, j') de la k& intra-structure

p
contenue dans R kc:Rn servent de repére pour la représentation des sujets

dans R2. L'expression:
Py
ey, 20
k k .k
j=1
donne Te pourcentage de la variance expliquée par ce plan, la variance
étant une mesure de Ta dispersion du nuage des sujets; cette dispersion

ne dépend pas du repére, mais seulement des distances entre sujets.

L'ensemble des plans formés par deux axes distincts et orthogonaux
(xg, lg') visualise la configuration des’sujets dans Rpk, Tes axes-repéres
étant les vecteurs propres de Sk. De plus, les plans sont ordonnés selon
le pourcentage de variance expliquée de sorte que 1'on puisse obtenir une
visualisation des sujets aussi précise qu'on le désire avec le moins de

plans possible.

Relations entre inter et intra-structures

Deux juges confondus dans 1'inter-structure, c'est-a-dire pour lesquels
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d2 (UX R UX .) = 0, correspondent, d'aprds 1'équivalence 2 (ci-dessus
mentioﬁnée,kCh. IV, 2) relative aux matrices Sk, a deux matrices Sk et Sk.
qui ont mémes éléments propres, ¢e qui signifie que les intra-structures

k et k' sont identiques. Autrement dit, Tes distances entre les sujets
sont les mémes, calculées a partir de Sk ou de Sk" ou encore, lorsque

Xk et Xk' sont connues, les analyses en composantes principales de ces

tableaux sont équivalentes.
C'est donc en termes de distances entre sujets voisins dans 1'intra-
structure qu'il faut interpréter la proximité de deux juges dans 1'inter-

structure.

2. Structures.et normalisation

Effet de 1a normalisation sur 1'inter-structure

Nous avons vu (ci-dessus, €h. IV, 2) que les &léments de la matrice E:

m x m des proximités entre les juges étaient, par définition ( Cf. Escoufier

1973):
<ka’ ‘ka>. Tr
Egr = Tr (S, ) = = RV (X» X
TR

Lorsque le cube standard S est normalisé, alors:

1S lpp =NTr (§)) =1, ¥k=1,..,m
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et

E = Tr (Sk Sk,) = RY (Xk, X

kkl kl)-

Deux juges qui appartiennent au plan (k, k') de 1'inter-structure se
trouvent sur le cercle de centre 1'origine (centre de gravité du nuage des

juges) et de rayon unité.

Les référentiels k et k', nprmalisés, sont sur ce cercle.

référentiel k'1 .

juge 1

référentiel k ‘ référentiel k
origine (c.g. du
nuage des juges)

avant normalisation aprés normalisation

R . Rn(n+1)/2

Espace des juges
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La proximité de deux juges apparaissant sur le cercle, 1 et 2 par exem-

ple, est exactement représentée:

cos By * RV (X],

X

).

La proximité de deux juges ne se trouvant pas sur le cercle, 2 et 4 par

exemple, n'est pas correctement représentée:

cos By # RV (Xzs X

4)'

Effet de 1a normalisation sur 1la k-g intra-structure

Les factorisations de S

. et Sk/llskllfournissent deux représentations

homothétiques (homothétie de centre 1'origine et de facteur-v I Sl

Par exemple, dans le premier plan factoriel de 1'intra-structure:

axef factoriel 2 axe Afactoriel 2
“p” #sujet i
R k Rpk sujet i
k k
X 3_2 A
sujet‘i' axeifactg;ie1 1 sujet i’ i% axe factoriel 1
ujet i" sujet i"

avant normalisation

aprés. normalisation

Ceci montre que deux juges colinéaires dans 1'inter-structure fournissent

deux intra-structures homothétiques.
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VIT L'INTRA-STRUCTURE .DE 'REFERENCE . { COMPROMIS)

Les m matrices Sk du cube standard S =-{Sk: nxn; k= 1,...rn} R
factorisées canoniquement, fournissent m représentations canoniques des

p
k (voir ci-dessus, Ch. IV, 5).

sujets: {‘yk: n X ps k=1,..., m}»dans R

Chaque représentation est décrite dans un systéme particulier d'axes

p

orthogonaux {lg; J=Tsc0s Py < n}contenus dans R k, les systémes d'axes
différent d'une représentation a 1'autre.

On cherche & comparer deux intra-structures, i.e., deux configurations
Eﬂa et ﬁ;] (nuages des n sujets fournis par les juges k et k') autrement
qu'en superposant les axes respectifs de chaque repére (1a superposition

directe ne constituant pas une bonne comparaison; [cf. L'Hermier (1976), p. 391.

On possé&de une intra-structure pour chaque juge et on voudrait une
seule intra-structure qui soit une espéce de compromis entre les juges.
L'intra-structure correspondant au kgvjuge est obtenue en effectuant une
factorisation canonique (ou ACP) sur la matrice Sk. On définit alors une
matrice compormis comme étant une combinaison linéaire des matrices Sk.
L'intra-structure compromis est obtenue en effectuant une factorisation

canonique (ou ACP) sur cette nouvelle matrice.

Remarque: Le juge de référence

Disposant de deux populations,
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- T'une de sujets sur laquelle est définie une proximité;

- 1'autre de juges qui définit cette proximité;

on fait 1'hypothé&se qu'il existe un "juge de référence" par rapport a
qui 1'analyse des différences, dans les proximités données, est intéres-
sante pour la compréhension de chaque jugement (i.e., la matrice de pro-

ximités d'un juge).

En général, ce juge de référence n'appartient pas a 1a population
des juges donnés,mais son jugement est construit & partir des jugements
de chacun des juges. (Le cas d'une matrice de référence a priori est
exclu ici). Cette non appartenance est traduite par les termes de “"ma-

trice (de jugement) hypothétique" ou simplement par "matrice de référence".

1. Définitions de la matrice de référence (compromis)

Définition 1

Etant donné le cube standard S = {Sk: nxn;k=1,..., m} et le pre-

mier vecteur propre ;} de E: m x m, d'élément (k, k') égal a Tr (Sk Sk.),

la matrice de référence (compromis) proposée par L'Hermier (1976) est:

m m
1 1 k 1 1 1 2 .o
il = = . = . . 3 €
r E;a tk Sk é;% tk STy t] 511. + t2 Sijit eees ¥ tm Sii'
nxn -
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r—fﬁ m T
1k 1
= Y sy Z e Sin
Y‘ :. : :
m m
1k 1 k
f\;] Y Spp T KZI Y Son
L -

désigne la kg-composante de ;} (voir ci-dessus,Ch. IV, 3).

Définition 2

. ra . ] P .k
Etant donné le premier vecteur référentiel r , défini antérieurement

(voir Ch. IV, 5), la matrice de référence r! est 1a matrice qui donne f} par

1'application j;, = —ii%lll— + Ly i=1,..

2.

Loy L.

Propriétés de la matrice de référence

Les définitions 1 et 2 de la matrice de ré&férence r] sont équiva-

lentes.

Pour les démonstrations, voir L'Hermier (1976) [p. 43].

Propriétés d'optimalité

m
La matrice r] maximise [< Sk" rJ > Tr ] parmi toute matrice
I___'I
rk de la forme:
m m
k _ k _ k _k
AEDIEAETE DDA
k'=1 o \k'=1
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. sous la contrainte Efk ;k = constante > 0, le maximum étant
1.1, 0 N
1 i = _
(12) pour t'° t =<t , 1t > Rn(n+1)72 = 1. Ainsi, r' est

meilleure combinaison ~1linéaire (dans un certain sens) des Sk.

Pour Ta démonstration, voir ci-dessus, Ch. IV, 4 et L'Hermier
(1976) Cpp 15-171.

La matrice r! est défipie positive

Pour ta-démonstration L'Hermier (1976) [pp. 44-45].

Bemarque: Ce résultat assure la qualité de 1'analyse des diffé-
rences faite en se servant du premier référentiel comme juge hypo-

thétique puisque 1a matrice r1 se factorise exactement.

3. Obtention de 1'intra-structure de référence

Considérons la factorisation canonique de r! (n x n):

Y‘lzaaT
1 n n n
_ T T
roo= gﬁA Ei £ Gp Bppr Appr
2=1 £=1 L'=1
ol ag > ap 2 >a >0 sont les valeurs propres de rl et 31> Byseens A

sont les vecteurs propres normalisés: gi a, = 1, ¥2=1,..., net A= “162

~

0

L3 factorisation canonique de ! fournit la représentation canonique de

-

référence 3 partir de laquelle egt obtenue 1'intra-structure de référence
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(ou intra-structure compromis). Cette dernidre est constituée de 1'ensem-
ble des projections sur les plans factoriels, définis par deux axes fac-
toriels 3, et 3prs contenus dans R" (espace compromis) et ordonnés selon

le pourcentage

d’;ﬂ,-"_ OLK,
n
Z %2
£2=1

de la variance expliquée. La meilleure représentation plane est celle dans
(gq, 52), au sens de la variance maximum expliquée. D'autres plans peuvent

étre considérés au besoin.

VIII. L'ANALYSE DES DIFFERENCES

1. Calcul des différences entre sujets

p
La k& représentation canonique des sujets dans R k est définie (voir

ci-dessus, Ch. IV, 5) par:

yk: n X pps k=T1,.0., m; P <N

oll {Aﬁ, xg; J=T,0.0, P <N } est 1'ensemble des é&léments propres de Sk.

p
La k& intra-structure replr*ésenteidansR*k (ou dans quelques plans) les n

sujets tels que vus par le k& juge.
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La représentation canonique de la matrice de référence (ou compromis)

est définie (voir ci-dessus, Ch. VII, 2) par:

a = (gq, L-PPRPR gﬂ)
nxn
ol {»aﬁ, a0 L=1,...5 q= n} d@st 1'ensemble des éléments propres de ri.
Les vecteurs propres 2, constituent une base dans 1'espace des variables RY - R".
L'intra-structure de référence (ou intra-structure compromis) représente aussi

dans R" (ou dans quelques plans) les n sujets tels que vus par un juge compro-

mis.

Les bases des deux espaces précédents sont évidemment différentes puis-
qu'elles sont définies par des vecteurs propres normalisés correspondant a

des matrices différentes.

|
les vecteurs propres de S normalisés a 1 en ordre décroissant des valeurs

La base de 1a k& intra-structure est donnée par Iﬁ, XE,..., XE > qui sont
k

propres. La base de 1'1ntra—str4cture de référence est 815 355--5 2, QUi

sont les vecteurs propres normalisés de r] a 1, en ordre décroissant des

valeurs propres.

k (n x 1) représente 1e'19-sujet dans 1la kg-intra—structure, alors

i Xs
S X;

on a:



46

Nous voulons représenter ce 1§-sujet (tel que vu par le kg’juge) dans

1'intra-structure de référence. Si ;E (n x 1) le représente, alors on a

n

Kk _ k .

z; = E 2ipg 3p s 17 Ts...s .
£=1

Le choix de 5§ est tel que:
ko kp2 ok kT (kK
lz: -x:||°= (z. -‘x.) (z. - x; ) soit minimum

Cela sera fait pour tout sujet i =1, 2,..., n tel que vu par chacun des

juges k =1, 2, ..., m.

2
On montre [Cf. L'Hermier (976), p. 40-421 que lig: - 5& I

p est mini-

mum lorsque:

Py
k k
2: Xij <Yy e
_ _J=1 _
Zip = =, . s g =1, s N
G0

Dans 1'espace de référence (ou espace compromis) Rn, le produit scalaire
k _ P . T
<Ags 3> = corrélation (gj, gﬂ) tandis que < a3 5 3 > = 1; d'ol

1'expression simplifiée de z?zz

Py

ko, k k -
Zip = :E:: X3 X Xy 2 = 15005

j=1 |



La matrice, ayant pour (j,gk)g-élément le terme < y?, a, > est

-
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identique 3 la matrice ayant pour (j, £)S &lément le terme

Xis Zp)

Par conséquent, le vecteur représentatif de tout sujet i (i
dans 1'espace compromis R" ( deg sujets) est donné par
. -1 -1
Z; X4 011 012 O3 °
(1 x n)} "~ Umxpw
en posant
Fvar (x])
oj; = diag [ Var (x.:)s d = Tseees pk] = |- var (52)
(P x Py ) | 0
oy, = diag [Var (ZZ)’ L=1,...,n ] = | var (gq)
(n x n) var (52
0
|
Cov (X4, 2,)----- Cov (x5 2,.)
oi2 = Cov (Zd’ Eﬁ) 3 17 =1 . ! 1° £n
(pkx«n) Cov (gpk, z])—--- Cov (gpk z,

La configuration Z: Py

"= Cor (ﬁj’ Zz)

1 )
la configuration X: P XN est?donnee par:

Tyeues 1)

x n des n sujets dans R" 1a plus proche de
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ou bien par:

X' avee oy = 03p
(n xp)

Rl

-1
2

7' = 0pp T.021.911

p
Par contre, dans 1'espace R k des sujets, chacune des représentations
canoniques yk: n X py des sujets jest exprimée dans le repére (base) de

la représentation de référence, encore appelé repére référentiel.

Dans ce cas la, on a

T .
022:(<_a_£s2£>)‘=a a:d1ag (Ot]_, 0L2,...,06)

n
(n x n)
ou encore
1/0‘1 0
_ _ ]/062
oo T _ (aT a) T diag (1/ay, 1/ags «vvy 1/a ) = “s.
4 0 Vo,
(n x n)
et
k k
dqq=-—-==- 4 Yqq==-=—- ¥
K k) . Tk _|M g /Py
21T \" &y 7)) 7 @ =1 | |
(nxp, ) (nxn) (nxp, ) | : : \
k k 4177 %nn AlY "np,
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d'ol 1'on en déduit la représentation canonique ak:

F
A S & ]

Ak’ _ I]] :.I'Il ']n

a = | : :
£k -k L _

(nxn) :a.l'l """ ?.I.ll """ :_ln » Yk = 1, ,» M

ik ‘K L
N R it T %an

Donc, tous les juges peuvent représenter tous les sujets dans 1'es-
pace du juge compromis. Si tous les sujets sont bien représentés dans
leur premier plan factoriel respectif, alors on peut visualiser dans le
plan (gq, gz) par exemple, les différences de représentation entre les

juges et entre le juge compromis.

2. Visualisation des différences

De la représentation canonique 5k (matrice ayant pour ig-1igne (551,
<k <k <K . ko .k k <k
8ips ++es 855iseees &), on extrait les plans (3;, 85), (8, &3), ... etc
de Ta k& intra-structure (k =1, ..., m) rapportée au repére référentiel

(_a_zs E;el ) .

On visualise simultanément autant de couples de plans qu'il est néces-

saire pour expliquer un pourcentpge de variance fixé a priori:

(Fgﬁ, §§ ) et (24’192)> puis ((gﬁ, §§) et (a;, 93)) ... etc.
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Exemple: Visualisation des différences entre sujets dans le premier cou-

ple de plans:

ﬁ a, (2% axe référentiel, Vy%)

-~

3 (ig-sujet dans 1a kg-intra-structure)

différence~ oi (i= sujet dans le référentiel)
3, (18C axe réféerentiel, v]%)
A
i" et 1

Ainsi, les différences de positionnement sont visualisées; les pour-

centages de variance expliquée par chaque axe, soit Vp pour le nuage de ré-

k
L

pondération globale et relative de 1'axe £ par le kg-juge:

férence et v, pour Te nuage du kg-juge, fournissent une indication sur la

= poids donné par le kg-juge a l'axe £

(‘v<‘ r‘v<7¢

(indication approximative)

3. Mesure de la qualité des représentations

Le coefficient RV

Dans 1a k& intra-structure, les n sujets forment un nuage de points dans
RPK.  Dans 1'intra-structure comPromis, ce nuage est aussi représenté dans R".

Les projections des nuages dans he repére référentiel introduisent des dis-
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torsions quant aux distances visualisées entre sujets. Le calcul du-coef-
ficient RV entre ces deux nuages donne une mesure de la qualité de 1'ap-
proximation dans 1'intra-structuve compromis .. Le coefficient RV entre

1'intra-structure de référence et la k& intra-structure est égal a:

1
Tr (a a Yk(yk%T) _TIr (Taa T8 _Ir (021" 012)

Faa | IS GOT e sk TR

RV (a, v¥)

Le coefficient RV n'indique jpas directement le pourcentage de variance
expliquée aprés projection; en effet, on peut trés bien avoir simultanément,
pour la k& intra-structure, un pourcentage vk égal avant et aprés projection
et RV (a, yk) # 1. Cela tient au fait que le coefficient RV mesure (par
rapport a 1'intra-structure de référence a) non seulement une variation dans
la disposition des sujets décrits dans la kg-intra-structure, mais aussi une

variation dans 1'orientation des axes de 1la kg-intra—structure.

Exemple: Visualisation des variations dans la disposition des sujets et dans

1'orientation des axes

3K ta .7 (i€ sujet dans 1a k& intra-structure)

{7

A (ig-sujet dans le référentiel)

I g _
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Dans la mesure oll o,; détermine la projection du nuage de points
relatifs aux n sujets dans Te sygtéme d'axes déduits de a et yk, le coef-

ficient RV entre 1'1ntra-structuwe de référence a et la kg-intra-structu—

re yk donne une indication globale de la distorsion due @ la projection

de yk sur a.

Cas particuliers

RV;&@,’YK)' 1 Torsque:

Zk = Xk’ c'est-a-dire a 3 yk; d'ol

051 = aT Yk - aT a = diag (015 Qpseers an), et comme

(o5,)7" = (a' a)7! = diag (Vays 1/ags..., 1/a.), alors
- -k k '

(052) ] 051 = In et a =v.

Z, = X, @ une permutation circulaire prés, i.e. une rotation ortho-

k k
gonale, prés des axes.

Pour la démonstration, voir L'Hermier (1976) [p. 48].

k

RV (a, v ) = 0 Tlorsque:

a =0, ce qui implique Sk =0, Yk = 1,..., m, car alors

E=0==>t =0 et rl = Q.
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y =0
Dans ces deux derniers cds, 1'analyse des différences est sans

intéraét.

Calcul du pourcentage de variance visualisée

Une indication nlus précise ide la distorsion est fournie en recal-
culant le pourcentage Vkﬂz,de variance expliquée par chaque plan (ai ;$ii)

de Ta kg-intra—structure‘aprés projection , correspondant au

(Vag
pourcentage de la variance expliquée avant projection).

IX. L'ANALYSE DES EVOLUTIONS

Lorsque le 3€ indice, k, du cube standard S = {Sk:

marque des époques dans le temps, c'est-a-dire, lorsque Sk représente le

nxn; k= 1,...,rn}

-

"point de vue" d'un juge a un ingtant donné et S, le "point de vue" de ce

méme juge & des instants différents, S est dit chronologique.

L'analyse des différences ddvient alors une analyse de 1'évolution des

intra-structures.

1. Détermination des intra-stchtures dans le référentiel (compromis)

Chaque représentation canonique yk: n X p, (k = 1,..., m) des sujets
dans chaque intra-structure est donc exprimée dans le repére référentiel ou

intra-structure compromis, comme il est fait dans 1'analyse des différences.
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On obtient m représentations canoniques ak: nxn(k=1,..., m) des su-

Jjets dans R" rapportées au méme repére référentiel.

2. Visualisation de 1'&volution

Les plans (£, £'), pris dans 1'ordre des pourcentages décroissants

de la variance expliquée, de toutes les intra-structures ‘{(gz, §{);

k=1,..., m} sont simultanément visualisés.

Le pourcentage de variance expliquée par chaque axe £ ou par chaque

k k

plan (£, £'), soit Vp OU Vy,, (k = 1,..., m), est alors donné pour les

m configurations.

Exemple: Positionnement, noté i du sujet i (i = 1,..., n) dans e plan

(§$, Eg) de 1a k& configuration (k = 1,..., m) et rapporté au premier plan

reférentiel (a;, a,).

A
D) (2% axe référentiel)

i

m
— a (15X axe reférentiel)
3

* e -
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Ainsi, dans 1'1ntra-structufe de référence (ou compromis),'chaque
sujet est représenté m fois, uneipour chaque instant. Lorsque la repré-
sentation peut se faire adéquatethent dans le premier plan factoriel de
référence (QJ, 32), on obtient alors une représentation visuelle de 1'8-

volution de chaque sujet.

3. Mesure de la qualité des représentations

Comme i1 est fait dans 1'analyse des différences, le coefficient
RV (a, yk) donne, pour chaque représentation canonique yk (k =1,..., m)

une indication globale de la distorsion due & la projection de y sur a.

k <k
E{s _ja__Kv

donnée par les pourcentages de la variance expliquée et visualisée par

La répartition de cette distorsion selon les plans ( ) est

les axes a; (£ =1,...,n; k =1,..., m) définissant ces plans.

X.  EXTENSIONS DE LA METHODE STATIS

1. Autres matrices de référence

Définition

La définition, donnée pour la premiére matrice de référence r!, peut

étre généralisée.
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Etant donnés les é&léments propres {Tks EF; k=T,..., m} ou spectre

de 1a matrice E: m x m d'élément Ekk' = Tr (Sk Sk.)ou Sk €ZS=={Sk: nxn;

k=1,..., mb.
f

1,..., m) peut &tre définie par:

Une k'S matrice de référence (k'

oll tt désigne 1a k& composante du vecteur propre EF (voir ci-dessus, €h. IV, 3).

Propriétés

k (k''=1,..., m) vérifient:

Toutes ces matrices r
la propriété d'optimalité (voir-ci-dessus, Ch. VII, les maximums
étant (rk.)2 respectivement.

rK est "matrice propre" de VoM qui applique f(Rn)___>f(Rn) dans

le schéma naturel [Cf. L'Hermier (1976), p. 131.

par contre, la propriété de définie-positivité (voir ci-dessus, Ch. VII,
1) n'est assurée que pour k' = 1, ce qui enléve quelque: peu.d'intéret
a ces matrices de référence r2,..., rf pour les analyses des diffé-

3 - . k!
rences ou de 1'évolution. Car pour ces analyses, les matrices r— ,
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k' = 2,..., m, doivent &tre rendues définies-positives; ce qui
a pour conséquence, outre 1'approximation, que la propriété d'op-
Al l

timalité n'est plus vérifiée par ces approximations rk ; on a

seulement:

De plus, rk ne sont plus "matrices propres" et, par conséquent,
il n'est plus possible de les positionner dans 1'inter-structure

(voir, ci-dessus, Ch. IV, 5). I1 faudrait faire appel a la tech-
nique déecrite par Gower (1968) pour réaliser correctement ce

positionnement.

2. Autres structures

Les structures (inter ou intra) proposées découlent des choix essen-

tiels suivants:
- des métriques M et N dans le schéma de dualité proposé;
- de 1'usage de la factorisation canonique (ou ACP).

-

3. Tableaux a q indices, 9 > 3

Lorsque 9 = 4, la donnée est un ensemble de cubes tels que:
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H’={S]“..,Sr}={5£:n Xnxm £ = 1”..,r};
un juge est un cube SZ{ nxnxm (£ =1,..., r) tandis qu'un sujet est
une matrice de produits scalaires entre matrices de proximités (ou de
profils) St nxn (k = 1,00, m)
L'inter-structure visualise les cubes S],..., s tandis que les

intra-structures sont les inter+structures issues de chacun des cubes.
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Al.  Schéma de dualité pour les analyses de données cubiques
Proposition

Soit Szz{Sk: nxn;k % Touuns m} le cube standard déduit des

données.

Sk g;;P(Rn), espace vect@rie] des formes quadratiques sur R",

(n+1)/2

Soit Xk, le vecteur-colonne de R" construit a partir de

Sk par 1'application, notée jii’ et définie par:

S11 0 |
S | . _ i (i-1 e _ ,
ﬁfr'%Z' Sp1 S92 et%z_ 5 +4£y i =1,...,n; £ <1,
531 °32 °33 o
xk
11
xk
avec 21
k
— — X
‘ 22
sk a "
11 X
B} _ |k P 1
S, 7 (sy,) = | 5 v22 et X (x5 )T | K
k y it |%32
s k
nf------ s x
n 33
- i .
| |
et x? est la "mesure-produitT de la jg-variable (caractere) faite sur
i2 ‘

les individus i et 2 par le Kg}juge.
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'Soit X: n (nt1)/2 x m, la mafrice qui admet Xk pour k€ colonne

m
———

- . n (nl)
X = DXy Xy vae Xy oon X 10 - ondnd) [:]:]____[;]
‘ X1X2 “m

Enfin, soit M: n (n+1)/2 x n (b+1)/2, la matrice de transformation dia-

gonale, définie par:

2 sii<k
. ?mj = ‘
Loy sii=u
B 0]
c'est-a~dire 2
1
2.
M= (m )= 2 n (ne1)/2
Jig 1

Le schéma de dualité proposé par L'Hermier (1976) est alors:

X
espace = R an+1)/2 | R™
des juges
M v W l Dp = Im (identité d'ordre m)
p Mntl)/2 > R" = espace des

proximités
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Propriété de ce schéma de dualité

La distance mesurée entre deux juges, Xk et Xk" vecteurs de Rn(n+])/2

est égale a la distance entre 1qs deux matrices, Sk et Sk' de S (Rn) cor-

-

respondant & ces vecteurs, lorsqu'on prend la métrique Trace:

< X ., X

k> X w7 Sk Sk 7 Trace’ Xy ——=5

Pour la démonstration, voir L'Hermier (1976) [p. 121.

Conséquence

La matrice associée a 1'opérateur WDp, c'est-a-dire, la matrice des
proximités entre deux vecteurs de R" (n+1)/2’\Xk et Xk" représentant respec-
tivement le juge k et le juge k'i, beut 8tre calculée par la formule qui
donne pour (k, k')E &lément: Trace (Sk Sk.) puisque la donnée Sk est préala-

ble a 1'application jiz:

W= (Tr (S, Sk.x = (< Xeo Xer > M) = (cov (kap, kap)

Remarque. [voir L'Hermier 097®,ip. 13-14].



A la famille des tableaux d
est associée la famille des opér

proposons d'étudier les proximit

A2.

Ad

ateurs {

6 données '{Xk’ Mk’

D:; k=1,..., }
b m
wk Dp, k=1,..., m}. Nous nous

5s et les différences entre les études Xk'

Représentation du juge Sk dans le schéma de dualité

La factorisation canonique

T
(pk x n) telle que S, = X Xo

de la matrice Sk fournit une matrice Xk:

Si la matrice Xk est associge a 1'application Xk dans le schéma de

dualité (classique en ACP), alors Ta matrice Sk est associée a 1'applica-

tion wk,

M et la matrice identité-d'ordy

la matrice identité d'ofrdre Py I

k
¢ans le schéna de dualité:

Pk

en, In’ est associée a 1'application Nk =D

p X
R K < k Rn
ka = Mk l I Vk wk Nk = Dp = In
p X!
R k k . Rn

Ceci montre comment le sché&ma proposé par L'Hermier (1976) est relié

aux m schémas classiques (de 1'ACP); cela permet alors de préciser la na-

ture de la proximité entre deux

juges.

, est associée a 1'application

p
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A3. 'Schéma de dualité associé a|1'ACP de Ta matrice X

k

T
k = X

wk, du schéma de dualité associé|a 1'ACP de 1a matrice des données Xk:

L'application A Mk Xk n'est autre que 1'application, notée

1]
)

\

~

Note: La transformation, notée 11 dans C]éroux,(p. 254), n'est autre que

*
cette application Ak = wk: F—t—»F = R".

Complément. Le schéma de dualité ci-dessus peut &tre repris avec plus de

détail (sans spécifier 1'indice "k", i.e. son appartenance au kg-juge pour

simplifier la notation).

espace des variables

R RP-= £ | = A F* (fi*) R
Individus : (e;) . B
(sujets) X L EIE 1

-1 b - :

v 1 = M 1 =M ! - W D_ isomorphisme
métrique de métrique étrique application P
Mahalanobis; euclidienne euclidienne 1inéaire

sur E - .. de E* dans E "gcart"
isomorphisme euclidien
de E dans E*
\j
* n
E T » F = R': espacc des
(g?j) X individus
Fp x5 (F)y 4 4

Variables ‘EEI
(caractéres)



Ad. Approximation d'une matrice, au sens des moindres carrés généralisés
i

Théoréme

Si S est une matrice réelle symétrique etsi Tr (S—TTT)2 est minimi-

sée par rapport & une matrice réelle T, alors

T, T
T T_Z-Aiui u,

Ai>0

ol A s us sont respectivement les| valeurs propres positives et leurs vec-

teurs propres associés de S.

Pour la démonstration, voir L'Hermier (1976) [p. 92-95: théoréme 21].

A5. Schéma de dualité associé au kS vecteur référentiel
1

espace des dncR]n(qf1)/2 X RT*
juges o
A f
k
%‘ (k=.l s ’ m)
M v W N= Dp = Im

# /

n({n+1)/2 al m. . m

Ri ¥ > RéCR espace des

t™ (k=T,..., m) proximités
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1 .2 K ml [.7]
t — _—
AT f] L4
1 ] l !
12 m 1.2 v 'm !
t=(t, t5,.. ., ) = Jt) 8 em £ M = |t
o r :k ;k "k ik 2
t t !
'1 .2 'k ‘m '
ET b7t Yy Y
- T

vecteur ligne t, (1 x m): imagé du kg-juge dans R" (espace des juges)

it

vecteur colonne ;k (m x 1): composantes des m juges sur le kS axe contenu

dans RM,
jJ: composante§ des m juges sur le 15X axe factoriel con-
(mx1) tenu dans Rm (espace des proximités)
m |
k _ Ky _ k KT k' _ o
re o= XN(t") = teo X avec (") t° = 6kk' (Kronecker)
k'=1
. lg_ | 3 . = ’
et X,.: k'=colonne de la matrice X3 X o= (Xys Xoneees Xprsnnns Xm)
n(n+1)/2xm
]
tf
tk
W
'
S I
= X
£k Jig
k'
]
K
tn
e -




Calcul de la matrice de réfBrence ri:

A6.

E
mxm

avec

Io =1
T
) '
o~
o
—
Lo Al |
Ml
T
—
P
VN4
3
~— -+
[}
LV
FE)
2
o [an]
A
—
—
mﬂ>d 1 o
‘:/Mk = 1
4
= |
e
~ [
+ —
~— V4
- +|
N
X
| o)
S
I o
W
<
(@]
Lo —

NN
= c c e o
X r— N AN, .Y rmnee XX & N~ =R
[ 7 7} 7} 9
1 1 1 1
1 1 1 1 2
I 1 1 1 g
- - o o
X — XN A e T T VA =y [
7 7 7} 7 "
IR 1 y =
1 H I 1 S
1 1 1 1
N oy | oy n
NMr— AN NN & —
7} 7 7 7 ~
p— — — — ~ ..11
MmN Oaee X ke A
_ [72] w w wi | -
"
x~
r ! >
g = Nweor— Moeer— & —
" + + ) i 2
]
~
[72] x
n <
7
v Q
&
~ F
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AN
. m..l
. or—
ks.l "
— B
1|tk 3
N IT
1] .
< n_
X — ~ = +
w [%2] -
o
..ltk .Iltk A or—
w
1 ) [} }
¥ 1 | 1 — O\
1 1 1 i =
M S — L nd +
oe— M QA X o AV
7 v n 7 .
- - - - - on bl
—_— N — — — =
+ +— - + v
! [ ! ' —r—
] ' 1 1 +
+ ;w 1 1 et
[} 1 )
1 1 1 1 n
1 ] 1 1
1 “ ) 1 TN
1 ] i
1 i | ] or=
1 1 ] 1 X o
1 1 ) 1 w)
] } [} 1 —
S — — +
X r— MO ~ o
wy w (73]
- - - e - . . —
— N - — £ Z I
i) +3 +5 | X
S——
1t
It 2
™~ [72]
e VnA —
— < +
+2 ~—
—_—
1= Z i
Q N X
<]
> 1l
1=}

rl
nxn

.‘i ]

Lavec i
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|
i
I

|
Si {pz; 2,s L=1, ..., n} sont les &léments propres de la matrice carrée

rl: (nxn), 1a factorisation canonique (ou diagonalisation) de r! peut s'é-

crire:
- c
T X1
ST |k K
St X X T [Xie T R
nxn : !
k k
01 777 e
k T _
avec X12 de Xk =
k T _
ou X de Xk =
k T _
ou encore Xip de Xk =

m

) Kk k\_/k
Sk'(m Xie Xﬁ) = (51'1")

k k
avec S.., = S.
ii! i

1

. de

ki1 [k k
X]:k 11 77T X0 7T X
: ! ' '
k k k K
Xibk *op 7T it 777 Xn
K k k k
| XD g === XD s ___ X
npy LPk1 Py Ph
del X,
de Xk
Xy

=+ .3 matrice réelle carrée Sk: n xnest

symétrique, semi-définie positive; elle est
définie positive aprés approximation selon 1la
méthode des moindres carrés généralisés (trans-
formation(::)dans le schéma d'ensemble des

transformations).
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Etant donné que:

n

k . <

. 121A -

° Sk' n xn, d'élément Syjt —<£=] XH& xﬁ) est une matrice réelle
carrée symétrique, définie ppsitive aprés approximation:

1]
Y4
1
1 t2 er
alors t' = ! est le 1= vecteur propre de la matrice E réelle symé-
]
mx1 %1 trique définig positive tel que:
uk |
:
l-l |
Em : (_E.I)T E‘I = T3 avec T > O;

. ] s "
1a matrice carrée réelle r : n x n est symétrique définie positive.

Par conséquent, elle seifactorise exactement.




