Record Number: 1210

Author, Monographic:  Bobée, B.//Boucher, P.

Author Role:

Title, Monographic: Distribution d'un événement de période de retour donnée tiré d'une loi
gamma : normalité et variance asymptotique

Translated Title:

Reprint Status:

Edition:

Author, Subsidiary:

Author Role:

Place of Publication: Québec

Publisher Name: INRS-Eau

Date of Publication: 1980

Original Publication Date: Février 1980

Volume Identification:

Extent of Work: v, 44

Packaging Method: pages incluant un annexe

Series Editor:

Series Editor Role:

Series Title: INRS-Eau, Rapport de recherche

Series Volume ID: 120

Location/URL.:

ISBN: 2-89146-117-7

Notes: Rapport annuel 1979-1980
Abstract: 10.00%

Call Number: R000120

Keywords: rapport/ ok/ dI



DISTRIBUTION D'UN EVENEMENT DE PERIODE
DE RETOUR DONNEE TIRE D'UNE LOI GAMMA:
NORMALITE ET VARIANCE ASYMPTOTIQUE

Rapport scientifique No. 120

par

B. Bobée et P. Boucher

INRS-Eau
Université du Québec
C.P. 7500
Ste-Foy, Québec
G1V 4C7

Février 1980



TABLE DES MATIERES

Page
LISTE DES TABLEAUX L. .itiiiiiiiiiiiiietereenennnernenerannnnnns iii
LISTE DES FIGURES .. .iiiiiriiriieietieernnnnennseerennnnnnnns jv
INTRODUCTION ittt ittt i ettt iareterennerennnereannnanens 1
LI S Yol T A A 3
1.7 Plan de simulation ... . .iiiiiiiiiiiiiiniiineennnnnnnn 3
1.2 Ajustement de la distribution Gamma .................. 3
1.3 Estimation des événements Xq de période de retour T ., 4
2. Etude de 1a normalité de la distribution de S SREERRRITRRES 7
2.1 RESUTEALS . iviii ittt it it et tet et 8
2.2 DiSCUSSTON L ...iiuirieinoneenroesocsnaenesasansocasns 9
3. Comparajson des variances théoriques et expérimentales d'un
évenement Xg de période de retour T ... iiiiiiiiiiennnnnn. 14
3.1 Comparaison graphique ..........ceieirvnenrrennennnnnnn 17
3.2 Comparaison theorique ..........civeeeenennnnnnannnnas 31



TABLE DES MATIERES

(SUITE)

Page
A, ConCTUSTONS tvvininrniiinteninnonseeroesosennsoneeeennnnnanns 33
4.1 Conclusions sur 1'hypothése de normalité ............. 33

4.2 Conclusions sur 1'égalité des variances théoriques et
expérimentales ....ieiii it ii it iiiiitt et 37
4.3 Recommandations .......eeeeiienneinnreenorusrnneennnns 37
REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES ...iieiiiniiiiieininrenernnennenns 39

ANNEXE ottt it i it i it i it ittt i it e

ii



Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

Tableau

1.1:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

LISTE DES TABLEAUX

Nombre effectif (p') de simulations considérées
lorsque les ajustements sont effectués par la
méthode du maximum de vraisemblance ...........

Résultats du test de rormalité pour les 6 valeurs
de A CONSIdBréeS ....civieieenrnnensocnnennnns

Résultats du test de normalité pour les 12
valeurs de N cONSidérées .......ceeeeneneennn

Résultats du test de comparaison des variances
théoriques et expérimentales pour les 6 valeurs
de XA CONSIdErées .....viiiieiiieereennennnnns

Résultats du test de comparaison des varijances
théoriques et expérimentales pour les 12 valeurs
de N cONSiderées ...v.viiiiiinneeernnnnnonans

Page

10

11

32

34



Figure

Figure

Figure

Figure

Figure

Figure

3.1:

3.2:

3.3:

3.4:

3.5:

3.6:

LISTE DES FIGURES

Evolution de 1'écart-type théorique o (xT) en fonction

de la probabilité au non-dépassement pour N = 100 et diffe-
rentes valeurs de A (Loi Gamma, méthode des moments) .....

Evolution de 1'écart-type expérimental S ( xT) en fonction

de la probabilité au non-dépassement pour N = 100 et diffé-
rentes valeurs de A (Loi Gamma, méthode des moments eeeess

Evolution de 1'écart-type théorique o, (XT) en fonction

de la probabilité au non-dépassement pouk N =100 et diffé-
rentes valeurs de A (Loi Gamma, maximum de vraisemblance)

Evolution de 1'écart-type expérimental S, (xT) en fonction

de la probabilité au non-dépassement pour N = 100 et diffe-
rentes valeurs de A (Loi Gamma, maximum de vraisemblance)

Evolution de 1'écart-type théorique 94 (XT) en fonction

de la probabilité au non-dépassement pour N = 100 et diffé-
rentes valeurs de X (LOT Gamma) seeeccecscseccccescscsasse

Evolution de 1'écart-type théorique S (xT) en fonction de

la probabilité au non-dépassement pour A = 8 (CS =\/272)

et pour différentes valeurs de N (Loi Gamma, méthode des

momentS) 08 000000000 RGOS OROINOGIOEOETIOEIDRLOEORETOTES 00000000t RNssLLESIOLBSBTETS

iv

Page

18

19

20

21

22

23



(SUITE)

Figure 3.7:

Figure 3.8:

Figure 3.9:

Figure 3.10:

LISTE DES FIGURES

Evolution de 1'écart-type expérimental S (XT) en fonction
de Ta probabilité au non-dépassement pour A = 8 (CS =+/27?)

et pour différentes valeurs de N (Loi Gamma, méthode des

momentS) 0 00 008600800800 00000080000 080000008000000080000000s soes s e

Evolution de 1'écart-type théorique o, (xT) en fonction
de la probabilité au non-dépassement pour A = 8 (C_ =4/272)

et pour différentes valeurs de N (Loi Gamma, maximum de

Vraisemb]ance) 0000000000608 0606060600 0000006000060 000000s0060008000

Evolution de 1'écart-type expérimental s, (XT) en fonction
de Ta probabilité au non-dépassement pour X = 8 (CS =V2/2)

et pour différentes valeurs de N (Loi Gamma, maximum de

Vraisemb]ance LR A A N R A N N N N NN ENE NN NEREEREE RN ®sess e

Evolution de 1'écart-type théorique oy (XT) en fonction
de la probabilité au non-dépassement pour A = 8 (CS =\/2/2)

et pour différentes valeurs de N (Loi Gamma) ececesecscscss

Page

24

25

26

27



INTRODUCTION

L'estimation des débits d'un cours d'eau et particuliérement des débits de
crues correspondant a une probabilité au dépassement (donc a une période de
retour donnée) est importante tant pour la construction d'ouvrages que pour la

déter mination de zones d'innondations.

En pratique, & une période de retour T, on associe un débit de crue (débit
maximum journalier obtenu pour 1'année) et 1'on peut déterminer 1'intervalle de

confiance de 1'estimation correspondant a un niveau de confiance fixé.

L'estimation du débit x; est effectue en ajustant une Tloi statisti-
que sur un échantillon homogéne de valeurs indépendantes de debits de crue; la
détermination des intervalles de confiance associés a 1'estimation est effec-
tuée a partir de la connaissance de la variance de xy (notée var xt)
en supposant que la valeur xy est distribue normalement avec une moyenne
X7 et une variance var xy. Pour une Toi et une méthode d'ajustement
données, on peut, en général, calculer la formule donnant var xy;
cependant, cette formule est la plupart du temps asymptotique, c'est-d-dire

rigoureusement valable pour des &chantillons de taille N trés @levée.

Dans cette etude, on poursuit deux objectifs en considérant 1'ajustement

de distributions Gamma (cas particulier de la loi Pearson type 3):

- vérifier 1a normalité de la distribution de XT3

- examiner le caractére asymptotique de var(xT).



La procédure employée consiste a:

- simuler les échantillons de taille N tirés d'une population Gamma de

paramétres a et A connus.

- estimer pour diverses périodes de retour T (ou probabilité au

dépassement 1 ) x; et var x;.

On peut, & partir des séries générées, &tudier la normalité de xy et

Te caractére asymptotique de var xt.



1. PROCEDURE

1.1 Plan de simulation

Pour obtenir la variance expérimentale de X7 correspondant & une
période de retour T, on génére plusieurs échantillons de variates Gamma tirées
d'une population de paramétres o et X fixés. On fait la génération au
moyen de 1'algorithme de Johnk; cette méthode conduit & une bonne reconstitu-
tion des paramétres de la distribution d'origine et semble Ta meilleure des

techniques usuelles de génération de variates Gamma (Bobée et Boucher, 1979a).

On considére 6 valeurs d'asymétrie, CS = 2, \2, 1,‘Y%; %P-%. On peut en
déduire A par la relation CS =_€7 reliant 1'asymétrie et le paramétre A

de la distribution Gamma; ona x =1, 2, 4 ,8, 16 et 64. Le second paramétre

de la distribution Gamma, o, est choisi de maniére a ce que 1'écart-type o de
. i . Lo - . . __Yx .

la distribution soit egal a 1; puisque 1'on a o = < > on peut, connaissant

A, en déduire a, on aura en effet puisque o = 1, a =‘ff: Pour chaque couple
de paramétres (a,A), on génére p = 100 &chantillons de taille N, N prenant les
valeurs N = 20, 40, 60, 80, 100, 150, 200, 300, 400, 500, 750 et 1000.

1.2 Ajustements de la distribution Gamma

Sur chacun des p = 100 échantillons de taille N générés pour chaque couple
(x,a), on ajuste une distribution Gamma par la méthode des moments et par la
méthode du maximum de vraisemblance. Les détails relatifs a ces méthodes clas-
siques d'ajustement dans le cas de la 1oi Gamma sont donnés par Bobée et Bou-
cher (1979b). Une fois la distribution ajustée, on calcule la valeur xy
pour 17 probabilités au dépassement. Les valeurs de P (telles que P =1 /T)
considérées sont P = .001, .005, .01, .02, .05, .1, .2, .3, .5, 7, .8, .9,
.95, .98, .99, .995, .999. Ces calculs étant effectués pour 100 échantillons,



on peut déterminer ?}, sz(xT), CS(xT) et Ck(xT) qui sont respectivement la
moyenne, la variance, 1'asymétrie et 1'aplatissement de 1'échantillon des 100

valeurs de x7 correspondant & la période de retour T pour a, A et N

fixeés.

Lorsqu'on ajuste & 1'@chantillon simulé de taille N, une loi Gamma par la
méthode du maximum de vraisemblance (M.V.), on doit savoir, & priori, le signe
de 1'asymétrie, puisque suivant ce signe, les équations du maximum de vraisem-
blance différent. Le programme de calcul considére un critére simple; lorsque
1'asymétrie de 1'échantillon généré est négative, ce qui peut se produire en
pratique pour les valeurs @levées de A eniraison de la variance d'échantil-
Tonnage de Cg, on ne considére pas la méthoﬂe du M.V. Le tableau 1.1
donne le nombre effectif p' de simulations gue 1'on considére en pratique. On
peut observer que lorsque A est elevé (faﬁb1e asymétrie) et N petit, il est
possible, compte tenu des erreurs d'échanti?]onnage, que 1'asymétrie de
1'échantillon soit négative dans un nombre éssez important de cas méme si la

population gamma d'origine est & asymétrie positive puisque o > O.
P

1.3 Estimation des événements XT de pértié de retour T

A partir d'un échantillon de taille N,ﬁon peut déterminer le débit de

période de retour Xq qui est une estimation%de la vraie valeur de la population

XT par:

xp=in' vl



1 2 4 8 16 64
N
20 100 97 94 92 83 60
40 100 99 99 97 90 77
60 100 100 99 99 94 81
80 100 100 100 96 94 76
100 100 100 100 99 97 80
150 100 100 100 100 99 89
200 100 100 100 100 100 96
300 100 100 100 100 100 94
400 100 100 100 100 100 98
500 100 100 100 100 100 99
750 100 100 100 100 100 100
1000 100 100 100 100 100 100
Tableau 1.1: Nombre effectif (p') de simulations considérées

lorsque les ajustements sont effectués par la

méthode du maximum de vraisemblance.




ol ﬁl' et i,

population, «

sont des estimations de la moyenne et de la variance de 1la

est 1'estimateur de la variable standardisée obtenue par un

ajustement polynomial en fonction de Cs et P (Bobée et Boucher, 1979b).

Pour a, A et N fixés, on peut estimer p' valeurs de x; et en déduire

les valeurs ?&, S(XT)’ Cs(xT) et Cy (XT) qui représentent respectivement

1a moyenne, 1'écart-type, les coefficients d'asymétrie et d'aplatissement

calculés sur 1'échantillon des p' valeurs.

données par:

Ces caractéristiques sont

o (ot T (g - %)
CS(XT) = p11=1
(p'-2) [121 (XT,1 “T)z]3/2
ot (p2-1) 5 (x s - Fo)
C, (x¢) = =g 1T _ _3(3p'-5)
kT P _ (p*-2)}(p"-3)
(pl'z)(pl'3)[.z (XT,i = XT) 2



A 1'aide des valeurs de Cs(XT) et CK(xT), on peut etudier 1'hypothése
de normalité de la distribution de X Le test utilisé est décrit en

annexe A et les résultats sont discutés & la section 2.

On peut également comparer la valeur s(xT) obtenue par simulation
avec la valeur o (XT) donnée par les formules asymptotiques en fonction de

la méthode d'ajustement utilisée. Cette comparaison est effectuée en

tragant, sur du papier de probabilité, les courbes s(xT) et o (xT), on est

alors en mesure d'apprécier qualitativement 1a validité des formules

théoriques donnant o (xT). Ces graphiques ainsi que la discussion qui en

découle, sont présentés a la section 3.

D'une maniére plus rigoureuse, on teste si o2 (XT) différe
significativement de s2 (xT). Le test utilisé, est décrit en annexe et

les résultats en sont discutés 4 la section 3.

2.0 Etude de 1a normalité de la distribution de Xt

Pour une distribution normale, les coefficients d'asymétrie et

d'aplatissement de la population valent respectivement 0 et 3. Connais-

sant CS(xT) et CK(XT)’ on peut alors, au moyen de tests décrits en



annexe A, examiner si ces valeurs différent significativement des valeurs
théoriques correspondant & une loi normale. Ces tests sont effectuds aux
niveaux de signification de 1% et 5% et dans les conclusions on considére

le test qui conduit au résultat le plus restrictif.

2.1 Résultats

Le tableau 2.1 donne les résultats des tests sur les coefficients
d'asymétrie et d'aplatissement pour chaque valeur de X, le décompte se
faisant sur les 12 valeurs considérées de N. Le tableau 2.2 donne les
résultats du test pour chaque valeur de N, le décompte se faisant sur les
6 valeurs considérées de Ax. Une conclusion unique est tirée de 1'emploi
conjoint des 2 tests, on s'en tient au résultat le plus restrictif; par
exemple, si le test sur le coefficient d'asymétrie conduit d@ un rejet au
niveau 5% et une acceptation au niveau 1% et si celui sur le coefficient
d'aplatissement conduit & un rejet au niveau 1%, la conclusion globale

sera un rejet au niveau 1%. On utilise les codes suivants:

N: non significatif au niveau de 5%;

0: significatif au niveau de 5% et non significatif au niveau de 1%;

*: significatif au niveau de 1%.

La conclusion de 1'emploi des deux tests conjointement est donnée par

le tableau suivant:



TEST SUR Cs
N 0 *
I
E IN N 0 *
S
I
S
U |o 0 0 *
R
CK* * * *

2.2 Discussion et conclusions

a)

Etude de 1a normalité en fonction de A

Le tableau 2.1 montre que les deux méthodes d'ajustement donnent
des résultats trés comparables sauf pour » = 1 ol la méthode du
maximum de vraisemblance donne un taux d'acceptation nettement
plus grand, dans ce cas 1'asymétrie est relativement élevée

(CS = 2) et 1'on confirme ainsi Ta divergence entre les deux

méthodes d'estimation et la supériorité du M.V. lorsque 1'asyme-

trie augmente.



Tableau 2.1: Ré&sultats du test de normalité pour les 6 valeurs de A considérées.

LAMBDAS LAMBDAR 2 LAMBDAR ¢

MOMENTS MAX, VRAIS, MOMENTS MAX, VRAIS, MOMENTS MAX, VRALS,

P " 0 N " 0 N p L 0 N " 0 N P " ] N ] 0 N
o001 3 3 6 1 1 10 2001 4 0 8 2 e 8 s001 2 1 9 e 0 10
2005 3 2 7 1 1 10 0008 4 0 8 H] 2 8 0 008 F] 0 10 2 0o 10
0010 2 3 7 | | 10 2010 4 0 8 2 0o 10 0010 ] 0o 10 2 0 10
2020 | 3 8 | 1 10 $ 020 1 3 8 1 1 10 0020 2 0 10 2 0 10
080 1 e 9 0 1 11 +050 1 1} 10 1} 1 10 0050 1 1 10 i 1 10
100 0 1 13 0 i 11 100 | 1 10 . | 1 10 100 1 0 11 1 0 11
0200 0 0 te 0 ! 11 0200 0 1 11 0 t 11 «200 H} 0 11 1 0 11
+300 0 0 12 0 0 12 2300 0 0 12 0 0 12 0300 1 0o 11 i 0 1t
+500 0 0o 12 0 1 11 4500 0 0 12 0 6 12 +500 | 2 9 1 2 9
« 700 0 0 12 1 | 10 0700 0 | i1 0 1 11 +700 ] 0o 11 1 0 11
+800 0 0 12 1 2 9 800 0 i 11 0 0 12 2800 1 0 11 1 1 10
2900 1 3 8 2 3 7 0900 0 e 10 1 H 9 «900 0 4 10 1 0 11
+950 5 3 4 s e ] 0950 ) H 9 e e 8 +950 0 1} 14 1 1 10
0980 9 1 2 ? ] 3 2980 2 F] 8 4 1 7 0980 0 2 10 1 i1 10
990 10 () 2 9 0 3 . 990 3 3 6 4 2 6 ¢990 1 1 10 1 ] 10
2995 10 t ) 9 0 3 0995 4 3 ] 4 4 4 . 995 1 [ ¥ ] 1 1 10
«999 10 1 H L] 1 2 <999 8 1 3 8 3 § 999 1 1 10 | 3 8

LAMBDA® 8 LAMBDA® 16 LAMBDAN 64

MOMENTS MAX, VRAIS, MOMENTS MAX, VRAlS, MOMENTS MAX, VRALS,

P * 0 N * 0 N P * 0 N * 0 N P * o N * Y N
0014 1 1 10 1 0 11 2001 0 e 10 1 0 1} o004 0 ] 8 1 4 7
« 008 } | 10 1 0 1" + 008 0 e 10 1 0 11 <008 0 3 9 1 4 7
o010 i 1 10 0 1 11 1010 0 e 10 0 1 11 2010 0 3 9 i e 9
2020 ] 0 13 0 1 11 o020 0 i 11 0 2 10 020 0 3 9 1 1 10
» 050 } 0 11 0 1 11 «050 0 1 11 0 H 10 2050 0 2 10 0 e 10
2100 i 0 11 0 0 12 «100 0 1 it 0 i 11 oi00 0 1 | 3} 0 4 10
200 0 0 te 0 0 12 2200 0 1 1t 0 1 11 200 0 1 14 0 1 11
300 0 0 12 0 0 12 300 0 0 12 0 1 11 «300 0 0 12 0 0 12
»500 0 [ ¥ ] 0 0 12 +500 0 3 9 0 3 9 0500 ) 0o 11 | o 11
e 700 0 0o 12 0 0 12 700 0 0 12 0 | 11 0700 | 0 1 1 0 it
+800 0 0 12 0 0 12 800 0 0 12 0 e 19 2800 0 1 11 0 ] 11
0900 0 0 12 0 2 10 $900 0 [ I ¥ 0 2 10 0900 0 0o 12 0 0 12
«950 0 1 11 0 1 11 950 0 0 12 0 2 10 950 0 0 12 0 0 12
« 980 0 0 12 0 1 11 980 0 0 1e 0 e 10 980 0 1 11 0 0 12
«990 0 0 12 0 1 11 « 990 0 0 12 1 1 10 2990 0 t 11 0 0 12
0995 0 0 12 0 2 10 + 995 0 1} 11 1 1 10 . 995 0 1 11 0 0o 12
4999 0 0 12 0 3 9 999 0 H 1 1 1 10 0999 0 1 11 0 0 12

* test significatif au niveau de 1%;

0 test significatif au niveau de 5% et non significatif au niveau de 1%; —
N test non significatif au niveau de 5%; ©
P probabilité au dépassement.
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Pour les probabilités au dépassement, grandes et petites, le
rejet de 1'hypothése de normalité est assez important pour les
valeurs A =1 et A = 2 (asymétrie supérieure a \ﬁﬁ. Par contre,
pour les probabilités au dépassement intermédiaires (.1 < P <.9),
le taux d'acceptation de 1a normalité est trés bon. La distri-

bution de Xr s'@loigne de la normalité, en particulier pour les

périodes de retour &levées (T = 1/P > 10).

Etude de 1a normalité en fonction de la taille

de 1'échantillon (N)

Le tableau 2.2 permet d'examiner 1'hypothése de normalité de la

distribution de X1 lorsque N varie, le décompte &tant effectué

pour les 6 valeurs de A considérées globalement. Si 1'on se
place au niveau de 1% (écart trés significatif de la normalité),
on peut constater que pour les valeurs peu élevées de N (N < 40),
il y a rejet dans environ la moitié des cas pour les probabilités
au depassement élevées ou faibles; les cas de rejet correspondant
aux valeurs faibles de A (comme peut le montrer 1'interprétation
conjointe des tableaux 2.1 et 2.2). En se placant au niveau de
signification de 5%, le rejet est encore plus @levé pour les
valeurs peu @levées de N. Si on considére les probabilités au
dépassement intermédiaires (.2, .8), 1'acceptation'a 5% est pra-

tiquement systématique méme pour les valeurs peu élevées de N.

Lorsque N augmente, le taux d'acceptation augmente (quelles que
soient les valeurs de 1), pour N > 60 en considérant la méthode

du maximum de vraisemblance, il y a acceptation pratiquement
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systématique de 1'hypothése de normalité (le cas N = 100 faisant
un peu exception) sauf pour les probabilités au non-dépassement
élevées (>.98) pour lesquelles on observe certains cas de re-

Jets.

On peut en conclure que 1'hypothése de normalité est d'autant plus
acceptable que N est @levé et que 1'on se trouve dans la zone des probabi-
1ités au non-dépassement faibles ou intermédiaires. Dans le cas de 1'étu-
de hydrologique des crues pour lesquelles on dispose en général d'échan-
tillons de taille réduite (N < 60), il y a donc lieu d'envisager prudem-
ment 1'hypothése de normalité surtout pour les fortes probabilités au non-

dépassement, c'est-a-dire pour les débits de périodes de retour &levées.

3. Comparaisons des variances théoriques et expérimentales

d'un événement X1 de période de retour T

En ce qui concerne la variance théorique de la valeur X d'un événe-

ment de période de retour T, elle est donnée par des formules asymptoti-
ques; c'est pourquoi i1 est important d'examiner dans quelle nature les
résultats obtenus sont acceptables pour N petit et quelle est 1'influence
de 1'asymétrie de la population Gamma d'origine sur la validité de ces

formules.

En pratique, on considére 3 formules théoriques &tablies pour la

distribution Gamma; la premiére est relative a 1'estimation de Xr par la
méthode du M.V., la seconde & 1'estimation de Xy par la méthode des

moments, la derniére est une formule plus générale, indépendante de la
méthode d'ajustement considérée, et qui peut aussi etre appliquée a d'au-

tres distributions que la loi Gamma.
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Ces variances théoriques seront comparées aux variances expérimen-

tales de X calculées sur les p = 100 échantillons simulés pour chaque

période de retour T, A et N e&tant fixés (dans le cas de la méthode du M.V,
on est amené @ considérer un nombre effectif p' < 100, comme on 1'a
expliqué en 1.2) °M2(XT) est 1'estimateur de oz(xT) lorsque la distribu-

tion Gamma est ajustée par la méthode des moments; °M2(XT) est donné

(Bobée, 1973) par:

2 C.2
CRGURE SRURS SCREICORE RS SINC AL
KC
BGABIGRS LORES) (3.1)

u, est la variance théorique de la population d'origine, estimée en
pratique par la variance non biaisée de 1'&chantillon sur Tequel on ajuste

la 1oi Gamma.

K est la variable Pearson type 3 standardisée qui dépend de la période de

retour T et de 1'asymétrie CS.

L%é)o est la dérivée de K par rapport a 1'asymétrie de la distribution;
s

cette valeur peut €tre déduite des tables donnant K.
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°2v(XT) est 1'estimateur de oz(xT) lorsque 1'on ajuste une distribution
Gamma par le maximum de vraisemblance; ozv(xT) est donné (Bobée et

Boucher, 1979b) par:

o2, (x7) =W-n_%a2 {ye'(x) 1 +7Ky]2 +1 +?£\7X - % (%s)

-2[1+VK_X] [ +_25X_%<g_'és)1} (3.2)

¥'(2) est la fonction trigamma donnée par les tables

Enfin, la variance de X1 peut aussi &tre estimée (Fourgeaud et Fuchs,

1972) par la formule générale asymtotique:

ot f (xT) représente la valeur de Ta fonction densité de la loi Gamma pour

la valeur X1
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st (XT) et sv2 (XT) sont les variances expérimentales non-bjaisées
obtenues a partir de 1'échantillon des 100 valeurs de X7 estimées, aprés

ajustement de la loi Gamma, respectivement par la méthode des moments et

par la méthode du maximum de vraisemblance.

3.1 Comparaison graphique

Afin d'effectuer une certaine comparaison de 1'@volution des

variances théoriques et expérimentales d'un &vénement X7 de période de

retour donnée, on considére deux types de graphiques:

a) Pour N = 100, on trace (figures 3.1 a 3.5) en fonction de la

probabilité au non dépassement (1 - P = 1/T), Oys Sy Oys Sys I

pour les 6 valeurs de ) considérées. Ces graphiques permettent
une comparaison des variances et montrent 1'influence de X lors-

que N est fixé.

b) Pour A = 8, on trace (figures 3.6 d 3.10) les variances théori-
ques et expérimentales pour N = 20, 200, 1000. Ces graphiques

montrent 1'influence de N.

La comparaison des différentes figures permet de faire plusieurs

observations:
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Tout d'abord pour N = 100

- les variances expérimentales Sy obtenues par la méthode des
moments (figure 3.2) et Sy obtenue par la méthode de M.V.

(figure 3.4) conduisent a des courbes voisines pour les diverses
valeurs de A. Toutefois, pour les probabilités au non dépassement

supérieures a .90, sy est 1égérement plus élevée que Sy alors

qu'il y a coincidence des courbes pour les probabilités inférieu-
res a .90. Cette observation confirme que la méthode du M.V. qui
est optimale dans le cas de la loi Gamma, conduit a des estima-

tions plus précises.

- la comparaison des variances théoriques asymptotiques oy (figure
3.1), oy (figure 3.3) et 9 (figure 3.5) indique que 1'on a de

maniére générale:
< <
O'V O'M OD

Ce résultat est logique puisque, théoriquement, la méthode du M.V.

est optimale et que, par ailleurs, la formule conduisant a e est trés

générale, puisqu'elle est valable quelle que soit la distribution

considérée, et est, par conséquent, moins précise.
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. En ce qui concerne la méthode des moments, les variances théorique

o (figure 3.1) et expérimentale Sy (figure 3.2) différent

notablement sauf pour les probabilités voisines de .5. Le fait

que la valeur observée Su soit inférieure a o> tend @ prouver
que les formules théoriques oy conduisent a une surestimation pour

les faibles et fortes probabilités au non-dépassement. En prati-
que, il en résulte que les Timites supérieures d'intervalles de

confiance de X1 obtenues a partir de oy tant pour le débit de

crue que pour les débits d'étiage sont surestimées.

. En ce qui concerne la méthode du M.V. les figures 3.3 et 3.4

montrent que o, et s, sont trés voisins et que 1'on observe une

1égére différence seulement lorsque la probabilité au non-
dépassement est supérieure a@ .7. Les estimations de la variance

de Xr par la formule théorique donnant oV2 sont donc trés

réalistes.

Pour A = 8, en faisant varier N, pour examiner le caractére asympto-

tique des formules conduisant aux variances théoriques, on confirme:

- que sy et Sy sont trés voisins (figures 3.6 et 3.7)

- que oy donne des valeurs trés inférieures a o et % (figures 3.6,

3.8 et 3.10) quelle que soit la valeur de N et ce, surtout pour

les probabilités au non-dépassement élevées ou faibles.
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. La proximité des courbes de oy et sy (figures 3.8 et 3.9)

On peut également noter que pour les petites tailles d'échantillon
(N=20), la variance obtenue s'@loigne trés notablement de celle relative
aux grandes tailles d'échantillon et ce fait est d'autant plus vrai que

la probabilité au non-dépassement est elevée.

De plus, dans le cas des faibles probabilités au non-dépassement o
et % conduisent a des surestimations trés importantes comme le montre la
comparaison des valeurs obtenues pour o et op avec celles relatives a Sy

et SM'

En conclusion, la comparaison graphique qualitative que 1'on vient de

faire:

- confirme la nette supériorité de la formule oy relative a la

méthode du M.V.;

- montre le peu de différence entre les variances expérimentales Sy

et SM'

On peut en déduire qu'il est préférable d'utiliser l1a méthode du M.V.
pour estimer les débits de crue ou d'étiage, surtout si les echantillons
que 1'on considére sont de faible taille ou de forte asymétrie. Si 1'on

utilise la méthode des moments, 1'estimation de Xy sera, en général, bonne

mais 1'estimation de var Xy sera la plupart du temps fortement surévaluée.
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3.2 Comparaison théorique

I1 est intéressant de confirmer 1'analyse graphique nécessairement

subjective et globale par une comparaison objective et plus détaillée.

Dans ce but, on utilise un test permettant la comparaison d'une variance

théorique o2 avec son estimation expérimentale s2. Les détails de ce test

sont décrits en annexe. Le test est utilisé en considérant les niveaux de

signification de 5% et 1% et est appliqué @ la comparaison d'une part de

Iy et

M.V.).

S (méthode des moments) et d'autre part de oy et sy (méthode du

Les résultats obtenus figurent dans:

Te tableau 3.1 ol 1'on regroupe les résultats pour chacune des 6

valeurs de X, le décompte étant effectué sur les 12 valeurs de N;

le tableau 3.2 oli 1'on regroupe les résultats pour chacune des 12

valeurs de N, le décompte étant effectué sur les 6 valeurs de ).

L'examen du tableau 3.1 montre que:

dans le cas de la méthode des moments (comparaison de o et SM)

quelle que soit 1a valeur de ) , il y a rejet systématique au
niveau de 5% a 1'exception des probabilités au nonfdépassement
comprises dans la gamme (.05 & .30) pour laquelle le niveau d'ac-
ceptation est généralement @levé. On confirme ainsi (cf. 3.1) que

la variance expérimentale st, résultant des simulations, est
significativement différente de la variance théorique oMz; la

formule théorique asymptotique n'est donc pas acceptable dans le
cas de la loi gamma & 1'exception d'une faible région de probabi-

1ité au non-dépassement qui présente peu d'intérét en pratique.
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dans le cas de la méthode du M.V., 1'hypothése d'égalité des

variances théorique °V2 et expérimentale sv2 est généralement

acceptée au niveau de 1%; i1 n'y a donc pas de différence trés
significative entre ces 2 variances a 1'exception des faibles
valeurs de A = 1 pour les probabilités au non-dépassement &levées
correspondant aux périodes de retour élevées. Le cas A = 16 of
1'on observe un taux de rejets de 25% pour les probabilités au
non-dépassement excédant .80 (T=5) est difficilement interpréta-
ble.

L'étude du tableau 3.2 ol 1'on examine le test d'@galité des varian-

ces théorique et expérimentale en fonction de N confirme:

dans le cas de la méthode des moments 1'écart significatif entre

2 2.
Oy et SM 5
dans le cas de la méthode du M.V. 1'@galité statistique entre 1la

variance théorique °V2 et la variance expérimentale svz. Les cas

de rejets assez rares sont observés dans la région des hautes

probabilités au non-dépassement.

4. Conclusions

4.1 Conclusions sur 1'hypothése de normalité

Ces conclusions sont tirées des analyses précédentes ainsi que de

1'ensemble des valeurs obtenues pour les coefficients d'asymétrie et

d'aplatissement des valeurs Xq estimées pour A, a, N fixés. Ces valeurs



Tableau 3.2: Résultats du test de comparaison des variances théorique et expérimentale pour les 12 valeurs de N considérées.

N8 20 NE 40 N 60

MOMENTS MAX, VRALS, MOMENTS MAX, VRAIS, MOMENTS MAX, VRALS,

P * 0 N ® 0 N P * 0 N ] 0 N P " 0 N . 0 N
0001 [) 0 0 0 0 [ 0001 [ 0 0 0 ) 5 00} 6 0 0 0 0 6
2005 [ 0 0 0 0 6 «0058 6 0 0 0 | 5 005 'y 0 0 0 0 &
0010 5 ] 0 0 0 6 010 4 1 1 0 1 S «010 6 0 0 (] 0 'y
020 3 2 | 0 0 6 020 4 0 2 0 1 S 0020 3 3 0 0 0 6
0050 0 2 4 0 0 6 «050 1 0 5 ] | S 2050 0 ] 6 0 0 6
o100 ¢ 0 6 0 0 6 «100 0 2 4 0 | 5 o100 0 ] 6 0 0 6
200 0 0 6 (i} 0 6 0200 0 1 5 0 0 6 0200 1 0 S 0 0 6
0300 | 2 3 0 0 6 300 | 0 5 0 1] 6 0300 1 1 4 0 0 6
0500 3 0 3 0 0 [ «500 2 2 2 0 0 6 500 4 0 2 0 0 6
o700 0 0 Y 1 0 S 700 0 0 6 0 0 6 0700 F 0 4 0 0 [y
2800 | | 4 | 0 S 800 1 0 5 0 0 b «800 ] 1 4 (] 0 6
900 2 0 4 1 0 S «900 2 0 4 0 0 6 «900 3 (] 3 ] 0 6
2950 4 1 | 1 1 4 .950 3 e 1 ¢ 0 ) 2950 3 1 e 0 0 6
4980 ) 1 0 2 0 4 0980 H | 0 1 0 5 + 980 6 ] 0 0 0 6
+990 b 0 0 2 0 4 2990 6 0 0 } 0 -] 0990 [ 0 0 1 0 5
+ 995 b 0 0 e 0 '] ¢ 995 6 0 0 1 0 S + 999 [] 0 1] 1 0 )
«999 6 0 0 2 0 4 0 999 6 0 ] 1 1 4 0999 6 0 0 1 1 4

Ng. 80 N® 100 Ne 150

MOMENTS MAX, VRAIS, MOMENTS MAX, VRALS, MOMENTS MAX, VRALS,

P " 0 N . 0 N p ® 0 N » 0 N P . 0 N . 0 N
200} 6 0 0 0 0 6 4001 6 0 0 0 0 6 001 6 0 0 0 0 )
«005 5 1 0 0 0 [ 4005 6 0 0 0 0 b 1008 [ 0 0 0 0 ()
«010 5 0 | 0 0 [ 2010 6 0 ] ] ] 6 0010 (Y ] 0 0 0 [
020 3 2 H 0 (i 6 4020 2 2 2 0 0 [ 020 4 2 0 0 0 6
«050 1 0 5 0 0 6 <050 0 0 6 0 0 6 +050 i 2 3 0 0 6
100 ¢ 0 6 0 0 [ 100 0 1 5 0 0 [ 0100 0 0 6 0 0 6
200 1 0 ] (] 0 6 0200 0 0 6 0 0 6 0200 0 Q 6 0 0 [
2300 ) 1 4 0 0 (] 0300 2 0 4 0 0 6 300 e 0 4 0 ) S
0500 e t 3 0 0 6 «500 e e 2 0 0 [ 500 ] 1 3 0 0 b
0700 ) 0 6 0 ] 6 o700 0 ! 5 0 0 6 2700 0 0 6 0 0 6
800 | 0 S 0 0 6 ,800 i 0 5 0 0 6 800 1 1 4 0 0 'y
900 3 ] 3 (] § s 900 2 H 3 0 0 6 «900 2 0 4 0 0 6
950 3 0 3 1 | 4 +950 S 0 1 0 1 H «950 4 2 0 0 0 6
+ 980 4 1 1 2 0 4 0980 6 (] 0 0 1 S «980 6 0 0 0 0 6
¢ 990 6 0 0 2 0 4 0990 6 0 0 0 1 ) 2990 6 0 0 0 0 6
+ 995 6 0 0 2 0 4 2995 6 0 0 0 1 S 0995 6 0 0 ] | 5
2999 6 0 0 F] 0 4 . 999 6 (] 0 1 1 4 2999 6 0 0 1 | 4

*  test significatif au niveau de 1%;

0 test significatif au niveau de 5% et non significatif au niveau de 1%;
N  test non significatif au niveau de 5%;

P probabilité au dépassement.
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individuelles ne figurent pas dans ce rapport en raison de leur grand

nombre (1296 valeurs individuelles pour chaque méthode d'ajustement consi-

dérée).

pour les probabilités au non-dépassement intermédiaires,

1'hypothése de normalité de la distribution Xy est acceptable

quelles que soient les valeurs de X et de N.

1'ensemble des résultats confirme la supériorité de Ta méthode du
M.V. (ce qui est déja connu théoriquement) surtout dans le cas
d'échantillons de faible taille et de forte asymétrie de la popu-
lation Gamma d'origine. L'estimation, par la méethode du M.V.,

conduit a une distribution de Xq plus proche de la normalité dans

ces cas. Dans les autres cas, les deux méthodes d'ajustement

donnent des résultats comparables.

En ce qui concerne les débits de périodes de retour elevées (T>50)
(forte probabilité au non-dépassement), 1'hypothése de normalité
est douteuse:

. si 1'on considére des échantillons de faible taille (N<40);

. si les debits de crue proviennent d'une population gamma d'asy-

métrie assez &levée (1 <2 ou C, >'V?).
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4.2 Conclusions sur 1'égalité des variances théorique et expérimentale

En ce qui concerne la méthode des moments, il y a généralement un

écart trés significatif entre la variance expérimentale sM2 et la variance
théorique °M2 ; cette derniére qui est obtenue d partir d'une formule

asymptotique n'est donc pas vraiment représentative.

En ce qui concerne la méthode du M.V., il y a généralement un trés
bon accord entre les variances théorique et expérimentale; la formule

asymptotique donnant °V2 est donc représentative méme pour les échan-

tillons de petite taille. Les seuls cas de rejet sont observés dans le

cas des probabilités au non-dépassement &levées.

La formule générale donnant °02 conduit, comme dans le cas de °M2’ a
une forte surestimation de la variance de XTe La comparaison entre les
variances expérimentales st et sv2 montre qu'il y a, en général, peu

d'écart entre les 2 méthodes d'ajustement, sauf dans le cas des plus fai-
bles valeurs de X qui ont &té considérées, c'est-a-dire dans le cas des

plus forts coefficients d'asymétrie.

4.3 Recommandations

Malgré son emploi un peu plus complexe, la méthode du M.V. devrait
etre préférée a celle des moments dans 1'ajustement d'une loi Gamma aux

caractéristiques hydrologiques.
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L'hypothése de normalité de la distribution de xr est douteuse dans

le cas des périodes de retour &levées et lorsque les &vénements sont
distribués suivant une loi Gamma d'asymétrie elevée. Dans ces cas, il

serait important d'examiner la nature de la distribution de Xpe

Parmi les différentes formules asymtotiques permettant la détermi-

nation de la variance de X7 s la formule déduite de la méthode du M.V.

doit @tre trés nettement privilégiée.
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ANNEXE

Tests de normalité

et d'égalité des variances



A.1 Test de normalité (Bobée et Robitaille, 1975)

Les coefficients d'asymétrie et d'aplatissement non-biaisés d'un

échantillon de taille N sont donnés respectivement par:

, N
N (N-1)2 ¥V (x - X)3
c - i=1
(N-2) [ 5 (x - %2132

It >~ 22

c - i=1 3 (3N-5)
k N ~ TN=2)(N-3)
(N-2) (N-3) [,Xl (x - x)2]2
i=

I1 est possible de montrer que pour des &chantillons tirés d'une

population normale:

CS est distribué normalement avec:

- une moyenne'fS =0

- une variance var (CS) = AT

A-1



A-2

Ck est distribué normalement avec:

- une moyenne Ck =3

, . 24 N (N-1)2
- une variance var (Ck) = TNV N2 Y (Ne3 T INTE

A partir de ces résultats, il est possible de construire des tests de

normalité, en effet:

suivent des distributions normales N (0,1) pour des échantillons

provenant d'une population normale.

Pour un eéchantillon de taille N, on calcule CS et Ck et les valeurs

correspondantes de u et ve On peut alors tester au niveau de

signification o les hypothéses H, et H,' telles que:

Pour un niveau de signification

< 1.9 ,

< 1.9 et IV

= 5% , on accepte H, et H,' si ,u

'
R
[

< 2058 .

1
R
|

= 1% , on accepte H, et H,' si ‘u



A-3

A.2 Test d'égalité des variances

Soit s2 la variance non-biais@e d'un &chantillon de taille N tiré

-1) s2 _
d'une population normale de variance o2 , alors (N i 5_ suit une

distribution chi-deux a (N-1) degrés de liberté. On peut alors tester

1'hypothése:

On accepte H, au niveau de signification a si

(N-1) s2

x* (/25 N-1) € =

< x2 (1-0/2; N-1) autrement, on accepte H, .

Ceci revient & tester si s2 est une bonne estimation de la variance

- - 2
theorique o4~ .



