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Idéalement, I’information a priori permet de caractériser complétement la densité a priori.
Mais dans plusieurs cas, I’information disponible ne permet d’identifier que la forme
paramétrique de la densité a priori appropriée mais pas les paramétres eux-mémes. Ainsi,
dans un contexte donné I’information disponible peut permettre de supposer qu’une densité
normale est appropriée. L’information disponible, cependant, peut ne pas permettre de se
prononcer sur les valeurs a utiliser pour la moyenne et la variance de la densité normale.
On peut alors modéliser I’information dont oﬁ dispose sur les paramétres inconnus a 1’aide
d’une autre densité de probabilités dont les paramétres, les hyper-paramétres, sont eux
connus. On se retrouve alors avec deux niveaux de modélisation de I’information. En
effet, 1a densité a priori elle-méme constitue un premier niveau de modélisation, alors que
la densité de probabilités qui représente I’information sur ses paramétres, qui elle dépend
d’hyper-paramétres, constitue un deuxiéme niveau. Il n’y a pas de raison conceptuelle pour
se limiter & deux niveaux; il est possible de représenter I’information disponible sur les
hyper-paramétres dont les valeurs a utiliser sont inconnues avec une densité de probabilités
et ainsi constituer un troisi¢me niveau, et ainsi de suite (e.g. Perreault, 2000). En pratique,
cependant, on utilise rarement plus de 2 niveaux. L’important est qu’au niveau le plus
¢levé le modele utilisé est entiérement déterming, i.e. les hyper-paramétres de ce modéle
sont connus. Une telle modélisation par niveaux ol les paramétres du modéle du plus haut

niveau sont connus est une analyse bayésienne hiérarchique.

Dans divers contextes I’analyse hiérarchique n’est que d’intérét théorique puisque les
parametres ne peuvent pas étre entiérement déterminés, quel que soit le nombre de niveaux
utilisés. En effet, il arrive souvent en pratique qu’on sache que I’information a priori
correspond bien a une densité de type normale, par exemple, sans pour autant que les
paramétres (et éventuels hyper-paramétres) 2 utiliser puissent étre déterminés. Dans de tels
cas I’analyse hiérarchique ne peut pas étre utilisée en pratique. L’analyse empirique a été
développée pour permettre de suivre un raisonnement inférentiel aussi proche de ’esprit
bayésien que possible dans des situations pratiques ol I’approche hiérarchique est

inapplicable. Tout comme I’analyse hiérarchique, on suppose que I’information issue des
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données sur le parametre d’intérét est modélisée par la fonction de vraisemblance et que
P’information a priori sur le parameétre est représentée par la densité a priori. Dans le cas
de I’analyse empirique, la modélisation de I’information a priori peut aussi étre faite en
utilisant plusieurs niveaux, bien qu’en pratique un seul niveau soit employé. La
modélisation a ceci de particulier cepéndant: les parametres de la densité a priori sont
inconnus. En effet, I’information disponible n’a pas pu étre utilisé€e, pour une raison ou une
autre, pour déterminer la valeur des parametres impliqués. L’analyse empirique consiste a
utiliser les données pour obtenir une estimation de la valeur des parameétres a priori a
utiliser.  Cette estimation obtenue, on procéde par la suite comme avec 1’analyse
hiérarchique comme si la valeur des paramétres de la densité a priori avait été connue dés
le départ. Cela sous-entend qu’on néglige de considérer I’erreur d’estimation qui entre dans

la détermination de la valeur des paramétres 4 utiliser.

Par conséquent, dans I’analyse empirique les données foumissent de I’information au
modele a la fois par le biais de la fonction de vraisemblance que par le biais de la densité a
priori. 1l s’ensuit que la modélisation bayésienne empirique de I’information est une
approche intégrée: les modéles de vraisemblance et a priori ne peuvent pas étre pergus
comme indépendants. Seule une démarche intégrée d’estimation des paramétres de la

densité a priori a partir des données peut s’avérer adéquate dans ce contexte.

Une approche intégrée d’estimation des parametres de la densité a priori a partir des
données est fournie en établissant au départ la densité marginale des données. Dans un
modele empirique, ’information obtenue des données est éparpillée dans la fonction de
vraisemblance et dans la densité a priori; une mise en commun de cette information sous

une seule densité se fait en établissant la densité marginale. Concrétement, si x dénote les

données, 6 le parametre d’intérét, f° (xl@) dénote la fonction de vraisemblance et 7(8) la

densité a priori, alors la densité marginale des données m(x) est

m(x)= [f(6)z(6)a0 (6.4)

6e®
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La densité marginale décrit en une densité la totalité de 1’information fournie au modcle
global par les données. Une fois obtenue, I’estimation des paramétres de la densité
marginale, qui est a la fois fonction des paramétres de la fonction de vraisemblance et de la
densité a priori, est effectuée a partir des données par la méthode du maximum de
vraisemblance. En d’autres mots, on cherche a déterminer les valeurs des parameétres les

plus susceptibles d’expliquer les données qui ont été observées.

Dans un contexte bayésien hiérarchique, ou la densité a priori est entierement déterminée,
la marginale est utilisée par certains statisticiens pour valider le modele obtenu. En effet,
ils regardent si la densité marginale “prédit” raisonnablement bien les données actuellement
bbservées. En d'autres termes, si a la lumiére de la densité marginale les observations
obtenues paraissent extrémes, cela peut amener I’analyste a réviser la modélisation
employée pour représenter I’information disponible & la recherche d’erreurs qui auraient pu

se glisser.

L’estimation des parametres de la densité a priori qui se fait d’une fagon qui n’est pas
équivalente & I’estimation par le biais de la densité marginale est dite ad hoc. Une
estimation ad hoc typique dans une approche empirique consiste a estimer les parametres de

la densité a priori a partir directement des données observées.

Il n’est pas aisé de mesurer ’impact sur I’analyse finale de recourir & une estimation ad hoc
des paramétres de la densité a priori puisque la plupart de ces démarches sont trés
complexes. En fait, dans la plupart des applications le recours a la densité marginale n’est
qu’implicite. Par conséquent, il n’apparait pas toujours clairement si une analyse donnée
repose, ou non, sur une estimation ad hoc des parameétres de la densité a priori. C’est le cas
par exemple de 1’analyse proposée par Fill et Stedinger (1995) qui parait étre a la frontiére
d’une estimation ad hoc des parametres impliqués. Il est cependant possible d’illustrer les

problémes éventuels qu’on peut rencontrer en ayant recours a l’estimation ad hoc en
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considérant un cas plus simple ou I’impact sur ’estimation de la variance a priori est
p

notable.
Exemple (Surestimation de la variance a priori)

Dans cet exemple illustratif, on considere p observations x;,i=1,...,p tirées

2

indépendamment de N (9,0'2) avec o“ connue. L’information a priori sur le paramétre

d’intérét @ est modélisée par une autre densité normale:

0~ N(/J,, o2 ) (6.5)

Une analyse ad hoc typique serait ici d’obtenir des estimations pour z, et 0',2r sur la base

2
2 (x; - %)
des données en utilisant les estimateurs sans biais que sont ¥ = > x; et 52 =Li__T__
i=1 pP-

pour la moyenne et la variance d’une densité normale, respectivement.

Une analyse empirique bayésienne adéquate passe par I’obtention au préalable de la densité

marginale m(x) qui est ici Berger (1982) p. 128:
m(x) ~ N(,u,, ,o2 + 0'2) (6.6)

Dans un contexte bayésien recourir a des estimateurs parce qu’ils sont sans biais, comme
c’est le cas pour I’analyse ad hoc ici, n’est pas un critére de choix d’estimateur valable;
nous reviendrons sur ce point & la section suivante. Une approche bayésienne favorise

plut6t les estimateurs respectifs suivants obtenus par maximum de vraisemblance pour u,

et 0',2,:




158 Estimation régionale basée sur 'analyse canonique des corrélations

. -1

0’,2, =max{0,£——~s2 —0'2} (6.8)
p

Dans les estimations par maximum de vraisemblance, seules les données observées sont

considérées dans le processus d’estimation. Il est intéressant de noter ici que la démarche

bayesienne acceptable méne a un estimateur de variance qui ne serait pas optimal du point

de vue fréquentiste puisque (1égérement) biaisé pour la variance a estimer, cl.

On constate que I’analyse ad hoc ne reconnait pas que sous le modele global deux sources
de variabilité expliquent la variabilité qu’on observe dans les données. En effet, il yala
variabilité expliquée par la fonction de vraisemblance et aussi la variabilité expliquée par la
densité a priori. L’analyse ad hoc ne considére que la seconde source de variabilité. Cela a
pour effet d’associer toute la variabilité observée dans les données a la variabilité du
modele qui décrit 'information a priori. 1l en résulte donc une surestimation de la
variabilité mesurée dans les données qui peut étre attribuée a la variabilité contenue dans le
modele a priori. Cette surestimation sera d’autant plus grande que la variabilité dans la
fonction de vraisemblance est grande. L’analyse bayésienne empirique décrite ici ne
présente pas ce probléme puisque la marginale fait intervenir simultanément les deux
sources de variabilité qui expliquent la variabilité des données. Reconnaissant les deux
composantes de variabilité, I’analyse empirique attribue comme variabi}ité due au modéle a
priori la variabilité totale au sein des données moins la variabilité explicable par le modele

de vraisemblance.

Les conséquences de la surestimation de la variance dans ce contexte, contrairement a
d’autres situations d’inférence, ne peuvent pas étre contrebalancés par I’argument que
Iinférence résultante est bonne, bien que trop conservatrice. La surestimation de la
variance qu’amene ici 1’analyse ad hoc donne lieu 4 une représentation de / ‘information a
priori moins précise qu’elle I’est autrement. En d’autres mots, une surestimation

importante signifie que I'information a priori disponible n’est pas utilisée a sa juste mesure.
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En effet, la représentation qu’on en donne alors par densité de probabilités est si floue (i.e.

variance grande) qu’elle correspond a I’extréme a une situation ou aucune information a
L, : .

priori n’est disponible. En somme, on retombe alors sur une approche purement

fréquentiste, puisque cette demiére, par définition, ne considére aucune information a

priori. Avec I’analyse ad hoc I’'information a priori disponible est sous-utilisée.

6.4 Considérations sur les mesures fréquentistes de

performance dans un cadre bayésien

Plusieurs applications bayésiennes sont en fait un mélange de considérations bayésiennes et
fréquentistes. Comme on 1’a vu a la section précédente, c’est souvent le cas des analyses
bayésiennes empiriques développées a partir d’estimations ad hoc, basée sur les données,
des parametres de la densité a priori. Cette courte section discute de la viabilité d’un tel

mélange de concepts dans un cadre bayésien.

Puisqu’une démarche bayésienne ne prend pas en compte I’information sur les données
observables non observées, les propriétés fréquentistes comme I’absence de biais, par
exemple, n’ont ni d’attrait ni de sens dans un tel contexte. Un estimateur sans biais, sur la
seule base de son absence de biais, n’est pas considéré meilleur par le bayésien que
n’importe quel autre estimateur. Berger (1986) est trés explicite a ce sujet (des précisions
sur le contenu de la citation ont été apportées par 1’auteur et apparaissent au fur et a mesure

entre crochets):

“A statistician seeking to follow the Likelihood Principle [i.e. a statistician with a bayesian
view] would only trust procedures or measures that depend on the experiment soley
through the observed likelihood function. Classical maximum likelihood estimates are of
this form (as are all Bayesian procedures and measures based on the posterior

distribution), but frequentist measures such-as error probabilities [i.e. Type I and Il errors
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in hypothesis testing], bias, coverage probability [confidence intervals], and p-values,
which involve averages over unobserved x, are not of this form, and can hence not be of

basic interest from the conditional viewpoint [such as a bayesian one].”

En pratique, il s’avére souvent que 1’estimateur préconisé par le fréquentiste et le bayésien
pour un méme contexte est le méme, bien que les arguments en faveur du choix de cet
estimateur différent entre eux. La raison pour laquelle il est difficile d’admettre des
propriétés fréquentistes dans un cadre bayésien est que ce dernier ne s’appuie pas sur la
totalit€ de 1’espace échantillonal (i.e. ce qui est observé et ce qui aurait pu 1’étre) mais
seulement sur ce qui est observé. L’approche fréquentiste prend appui sur la possibilité de
répétition de I’expérience qui a engendré les données observées, ce qui implique le recours
4 ce qui aurait pu étre observé (i.e. au reste de I’espace échantillonal) pour établir des
propriétés telles que 1’absence de biais. Or, dans un cadre bayésien, la seule portion de
I’espace échantillonal considérée est celle qui se rapporte strictement aux données
observées. Il n’y a donc pas dans un cadre bayésien 1’appui nécessaire pour considérer des

propriétés fréquentistes telle que le biais.

Un autre exemple qui illustre bien la différence entre les deux appfoches en ce qui concerne
I’'inférence est donné par l’estimateur de James-Stein. L’optimalité de cet estimateur
s’observe avec des mesures fréquentistes bien que d’un point de vue fréquentiste lui-méme
Pestimateur n’ait pas de sens. Cet estimateur est demeuré un paradoxe jusqu’au

développement des idées bayésiennes ou I’estimateur de James-Stein prend un sens.

Une description accessible de cet estimateur est donnée par Efron et Morris (1977). Pour
nos besoins, il suffit de savoir que I’estimateur de James-Stein se présente dans un contexte
d’estimation simultanée de plusieurs moyennes. L’exemple illustratif fournit par Efron et
Morris (1977) porte sur les moyennes au biton avec lesquelles termineront les joueurs de
baseball d’une ligue professionnelle pour une année donnée. Les présences au baton pour

chaque joueur du début jusqu’a la mi-saison constituent les données observées. D’un point
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de vue fréquentiste, le choix de I’estimateur pour les moyennes est clair: la moyenne de
frappe de fin de saison d’un joueur s’estime par la moyenne correspondante de ce joueur sur
la base des données observées, a savoir sur ses présences au baton pour la demi-saison. La
justification est intuitive: pour chaque moyenne prise séparément il est connu que la
moyenne arithmétique est le choix (fréquentiste) optimal. Par conséquent, le vecteur de

moyennes arithmétiques doit étre optimal pour le vecteur de moyennes inconnues.

Pourtant ce n’est pas le cas. Il s’avére que l’estimateur de James-Stein, qui dans
I’estimation d’une moyenne donnée prend en compte aussi les autres moyennes, s’aveére &tre
plus performant selon des critéres fréquentistes. Ce résultat, pergu comme un vrai
paradoxe, ne peut pas s’expliquer dans un cadre fréquentiste: comment se peut-il que
considérer d’autres populations, a savoir ici la performance au baton des autres joueurs, que
celle pour laquelle on cherche a obtenir une estimation de la moyenne puisse améliorer

I’estimation de leurs moyennes?

Dans un cadre bayésien, le paradoxe de James-Stein n’en est pas un. L’estimateur de
James-Stein est équivalent a 1’estimateur a posteriori obtenu en considérant une certaine
information a priori sur les moyennes des populations en plus de I’information au site. En
d’autres mots, 1’estimation de James-Stein fait appel implicitement & un mode¢le “régional”
qui lie les populations entre elles et en retire I’information dégagée de cette mise en
commun. S’il n’y a pas d’information supplémentaire 3 puiser en considérant
simultanément les populations, la densité a priori sera tout simplement plate (on dit aussi
non informative) et l’estimateur de James-Stein coincidera alors avec le vecteur des
moyennes individuelles. Mais si le modele a priori postulé décrit de I’information utile que
recele la mise en commun de populations, alors 1’estimation a posteriori obtenue sera plus
performante que I’estimation par moyennes individuelles. Elle est plus performante car elle
fait intervenir dans I’estimation du parameétre d’une population plus que I’information qui

est contenue dans les données en rapport strictement avec cette population. La différence

importante a noter ici est la possibilité de tenir compte par I’approche bayésienne
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d’information utile qui n’a rien a voir avec 'information que peuvent livrer les données

observées elles-mémes.

- 6.5 Considérations sur certaines fausses conceptions a

propos des idées bayésiennes

La description de 1’approche bayésienne que nous avons donnée met ’emphase sur la
recherche et la combinaison de diverses sources d’information a 1’égard d’un parameétre
d’intérét. Comme on 1’a vu, c’est le recours i de I’information externe a celle que peut
livrer les données qui différencie I’approche bayésienne de 1’approche fréquentiste. Cette
distinction pourtant fondamentale entre les deux approches ne semble pas avoir été bien
comprise par les utilisateurs et il parait important de dissiper la confusion qui est nettement

perceptible dans les applications bayésiennes faites jusqu’a présent.

L’explication erronée qui est la plus fréquemment donnée pour expliquer en quoi
I’approche bayésienne différe de I’approche fréquentiste consiste a affirmer que dans
I’optique bayésienne le paramétre d’intérét est considéré aléatoire. Cette explication décrit
la facon par laquelle les fréquentistes se font superficiellement un sens de I’approche
bayésienne. Mais cette explication, tant du point de vue bayésien que fréquentiste, n’a pas
de sens quand on s’y attarde davantage. Et c’est en bonne partie cette rationalisation
boiteuse des fréquentistes qui explique pourquoi les idées bayésiennes sont si peu diffusées
et pourquoi d’éventuels utilisateurs des idées bayésiennes se font hésitants. Lindley (1990),
un fervent bayésien, résume bien 1’état des connaissances qu’ont les statisticiens en général

sur I’approche bayésienne:

« What most statisticians have is a parody of the Bayesian argument, a simplistic view that
Just adds a woolly prior to the sampling theory paraphernalia. They look at the parody, see

how absurd it is, and thus dismiss the coherent approach as well. »
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Dans la littérature, le recours a I’explication du parameétre qui doit étre considéré aléatoire
pour que le cadre de I’analyse soit bayésien est trés courant. Un exemple tiré de la

littérature récente en hydrologie est fourni par Rosbjerg et Madsen(1995):

“In a Bayesian framework parameters are treated as stochastic variables, to account for

the imperfect knowledge of their exact values.”

Méme les livres d’introduction a la statistique basent la différence entre les vues bayésienne

et fréquentiste sur cette “observation”; Chou(1989) est un bon exemple:

“The classical [frequentist] conception is that of a fixed but unknown constant [...]. The

Bayesian conception is that a population parameter is itself a random variable!”

Méme si certains auteurs bayésiens adoptent cette fagon de décrire 1’approche bayésienne,
Berger (1982) par exemple (probablement pour s’attirer plus facilement un public
fréquentiste au départ), la réplique bayésienne a une telle fagcon de présenter 1’approche

bayésienne est pourtant claire a ce sujet avec Jaynes (1986):

“For decades Bayesians have been accused of ‘supposing that an unknown parameter is a
random variable’; and we have denied hundreds of times, with increasing vehemence, that
we are making any such assumption. We have been unable to comprehend why our denials

have no effect, and that charge continues to be made.”

Qu’une analyse donnée s’inscrive dans un cadre bayésien ou non n’a rien a voir avec la
nature du parameétre. En réalité, les bayésiens le considérent tout aussi fixé, i.e. non-
aléatoire, et inconnu que les fréquentistes. Mais qu'est alors la densité (a priori) rattachée

au parametre si ce n'est que d'admettre qu'il est de nature aléatoire? La confusion provient

du fait que la distribution ne porte pas sur le paramétre mais sur les probabilités par
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lesquelles on représente I’information qu’on peut avoir sur la valeur (fixée) inconnue du
parametre. Cette conception erronée des bases bayésiennes provient de I’abus de langage
“distribution du paramétre” que font souvent les fréquentistes pour décrire ce qui est en
réalité¢ la “distribution de probabilités pour le paramétre” comme il se doit. Que les
probabilités reflétent des fréquences (approche fréquentiste) ou traduise 1’information dont
on dispose (approche bayésienne), il demeure que ce sont les probabilités qui sont
distribuées et non le paramétre lui-méme! Cet abus de langage, bien en vogue, a mené 2
I'interprétation que la densité a priori du paramétre démontrait que le paramétre est

considére aléatoire, puisque seule une quantité aléatoire peut &tre “distribuée”.

6.6 Une approche hiérarchique a deux niveaux

Le modele mis de I’avant par Bernier (1993) repose sur une fonction de vraisemblance qui
lie le paramétre d’intérét aux données, qui entrent dans le modéle sous la forme d’une

estimation locale du paramétre d’intérét, par le biais de la densité normale:

QIOO ~ N(Qloo,o'z) 6.9

La densité a priori choisie pour représenter I’information disponible sur le paramétre

d’intérét est aussi une densité normale:
Quo = Nlay +,Ql, 2277) (6.10)

ot Qp, est une estimation régionale du quantile Q,,,, V? est la variabilité régionale et
a,,a,,A’ sont des facteurs d’échelle utilisés pour traduire les estimations régionales en

estimations locales pour le site considéré.

La densité a priori fait intervenir des hyper-paramétres dont la valeur est estimée & partir
des données des autres bassins de la région homogeéne considérée et d’une estimation

régionale obtenue du modeéle régional sous-jacent. Le modéle décrit par Bernier (1993) est
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donc un modele hiérarchique a deux niveaux. Bien que les hyper-paramétres doivent étre
estimés, il ne s’agit pas pour autant d’un modéle empirique. En effet, un modéle bayésien
est empirique si I’estimation des hyper-paramétres se fait a partir des données utilisées dans
la fonction de vraisemblance. Dans le cas de Bernier (1993), la fonction de vraisemblance
s’exprime en terme des données hydrologiques cueillies au site alors que 1’estimation des
hyper-paramétres fait appel aux données hydrologiques des autres bassins de la région

homogene.

La difficulté importante avec cette approche est de parvenir & calculer la variance régionale
V?. Les efforts pour la déterminer dans le cas de I’approche par voisinages homogénes
obtenus de I’application de I’ACC sont restés infructueux. On remarque que le modéle
décrit par Bemier (1993) ne combine pas 1’information brute, mais qu’on a plut6t choisi de
résumer chaque portion d’information sous la forme d’une estimation. Par exemple, les
maxima annuels n’interviennent pas directement dans la fonction de vraisemblance, mais
apparaissent sous la forme d’un résumé d’information que constitue 1’estimation locale
obtenue en déterminant le quantile de la distribution ajustée aux données (e.g. log-normale,

GEV, etc.).
6.7 Approche basée sur le concept de superpopulation

Kuzcera (1982) a développé un cadre théorique qui repose sur le concept de parametre
aléatoire. Pour rendre légitime ce concept qu’on sait maintenant étre erroné, beaucoup
d’efforts sont investis au début de I’article pour fournir un cadre auquel le rattacher; c’est la

superpopulation:

“According to the Empirical Bayes model, there exists a superpopulation [...] from which

nature randomly and independently samples to assign a site a particular set of

parameters”.
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Les probléemes que génére cette description sont réels et sont particulitrement mis en
évidence dans le cadre développé par la suite par Kuczera (1982). En effet, on trouve dans
le développement du cadre bayésien de Kuczera (1982) que les parametres de la
superpopulation, les hyperparamétres, dépendent des sites. En d’autres mots, chaque site

possede ses valeurs d’hyperparameétres ce qui n’a pas vraiment de sens. En d’autres mots,

la densité de la superpopulation n’a pas les mémes hyper-parametres, disons (a, ,3) pour
employer une notation proche de celle de Kuczera (1982), pour générer toutes les valeurs

du parametre a priori, mais posséde un ensemble de parametres (a i B )pour chaque site j.

L’équation (20) de Kuczera (1982) est particulierement explicite a ce niveau. L’ambiguité
dans la notation employée rend difficile I’interprétation claire du développement avancé

dans Kuczera(1982).

De plus, le développement proposé par Kuczera (1982) repose fortement sur 1’hypothese
que I’écart-type régional s est décrit par une densité gamma-inverse et sur le “corollaire”
que la densité correspondante pour la variabilité régionale s* est alors gamma. Ce résultat
est faux: par définition c’est 1/s, et non s”, qui admet pour densité une gamma si s est

gamma-inverse.

La difficulté d’un développement qui repose sur le concept de superpopulation est d’en
donner une représentation équivalente mais mieux justifiée, soit sous la forme d’une
approche empirique ou hiérarchique, selon le cas. Cela est possible quand le concept de
superpopulation ne sert qu’a expliquer des étapes qui sont autrement justifiées. En d’autres
mots, I’approche peut étre défendable mais pas pour les raisons qui en sont données.
L’analyse proposée par Rosjberg et Madsen (1995) est un bon exemple. De plus, comme
leur analyse suit étroitement le développement initié par Kuczera (1982) tout en dépendant
moins du concept de superpopulation, on se propose d’étudier leur développement plutot

que celui de Kuczera.(1982).
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Le développement théorique proposé par Rosbjerg et Madsen (1995) peut étre décrit par

étapes successives:

1) T’hypothése est faite que le logarithme naturel des crues annuelles est représenté par une

densité normale de moyenne u; et de variance sjz., pour les bassins indexés par j=1,

2,....k.

2) la quantité d’intérét est le quantile de période de retour 100 ans au site j, QY :

O = exp(,uj + 2.3263j) (6.11)

3) Les paramétres d’intéréts sont donc la moyenne u; et la variance sf. pour chacun des
sites J.
4) Puisque les estimations ponctuelles des moyennes sont considérées plus stables que

celles de s, il est proposé d’utiliser simplement les estimations pour x; obtenues par

maximum de vraisemblance:

g, = [Z 95 }n.}' (6.12)

Cela revient & dire qu’on choisit de ne pas poser de modéle a priori pour décrire la
variabilité régionale dans les moyennes. On n’a recours & I’information régionale que pour

Ks;. Dans une approche bayésienne, tous les paramétres d’intérét doivent avoir une

densité a priori, non-infdrrnative au besoin s’il y a absence d’information. En ne
considérant de ’information a priori que pour I'un des deux parameétres, le cadre est ni
fréquentiste ni bayésien! La fagon bayésienne d’exprimer le fait qu’on ne posséde pas
d’information a priori sur un parametre est de considérer une loi a priori non-informative
pour ce paramétre. Evidemment, dans le présent contexte, le développement s’en trouverait

compliqué parce qu’il faudrait trouver une loi a priori “conjointe” qui marginalement pour

m est non-informative et que marginalement pour s soit gamma-inverse.
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Deux mod¢les régionaux sont ensuite proposés pour exprimer l’information régionale
disponible au niveau de la variabilité régionale. Un premier modéle est essentiellement la
méthode de ’indice de crue ou la variabilité aux sites est la méme pour les bassins d’une

région, a des fluctuations aléatoires prés.
variabilité hydrologique des bassins j =y, + & (6.13)

Le second modele inclut le précédent; il décrit la variabilité hydrologique comme différente
d’un bassin a P’autre, fonction qu’elle est des caractéristiques physiographiques de chacun

des bassins:
variabilité hydrologique du bassin j=y, + >y, X, +& (6.14)

Le modele physiographique est sans doute plus réaliste que le modele d’indice de crue; il
comporte cependant le méme probléme potentiel de multicollinéarité qui est décrit a la

section qui traite de ’approche mise de I’avant par Fill et Stedinger (1998).

Cette fagon de représenter I’information régionale n’est cependant pas compatible avec le
cadre qu’on s’est donné. En effet, dans notre cas I’information régionale s’exprime
naturellement en terme des quantiles de crue pour chacun des sites et non en terme de

variabilité hydrologique au site.
6.8 Approche régionale par quantiles normalisés

Fill et Stedinger (1998) rapportent que la dépendance du modéle sur la variabilité des crues
logarithmiques de I’approche de Kuczera (1982) et Rojsberg et Madsen (1995) n’est pas
robuste. Ils suggérent de recourir aux quantiles normalisés, c’est-a-dire les quantiles de
crues divisés par la moyenne des crues annuelles du site. La difficulté principale de cette

approche est I’accroissement en complexité de 1’analyse bayésienne subséquente.
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Fill et Stedinger (1998) utilisent des quantiles normalisées pour former leur modele
régional; ils soutiennent que ce modele est plus robuste que celul qui s’exprime en termes
des quantiles. Le modéle régional est une régression multiple qui exprime le logarithme des

crues annuelles standardisées comme fonction de caractéristiques physiographiques:
Qmo _
Inf —=[=Af+¢ (6.15)
u

ou u est la moyenne des crues annuelles observées au site d’intérét.

En pratique le modéle régional suggéré peut poser des problémes. En effet, la régression
multiple s’exprime en fonction de caractéristiques physiographiques qui, habituellement,
sont fortement corrélées entre elles. Sous ces conditions de corrélation entre les variables,
un probléme de multicollinéarité peut survenir. On peut trouver dans Montgomery et Peck
(1992) une discussion complete du probléme, des diagnostics disponibles et des solutions

possibles.

Pour les besoins de cette étude, cependant, il suffit de savoir que la multicollinéarité
survient lorsque au moins deux des variables utilisées comme variables indépendantes d’un
modele de régression multiples sont fortement corrélées. Et dans le cas qui nous occupe, la
variable « aire du bassin versant » est souvent fortement corrélée avec d’autres variables de
taille utilisées comme, par exemple, la variable « superficie du bassin versant contrdlée par
les lacs » (utilisée par exemple dans GREHYS, 1996b). Lorsqu’il y a une forte corrélation
entre 2 variables indépendantes (ou plus), les colonnes correspondantes dans la matrice de
design, notée X, et par conséquent X’X, seront pratiquement égales a un facteur
multiplicatif prés, de sorte que le déterminant de X’X sera prés de 0. Et la fagon non-
linéaire avec laquelle le déterminant approche zéro a mesure que la colinéarité présente

s’accentue fait en sorte que, la valeur que prend successivement le déterminant d’une

réalisation a une autre varie considérablement. Et puisque les estimations des parameétres
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de la régression sont fonction de ce déterminant, il en résulte des estimations tres variables
(on dit souvent qu’elles sont instables) d’une réalisation a une autre. Cela signifie que pour
une réalisation donnée, les mesures fréquentistes de performance telles que les intervalles
de confiance sur les estimations des parametres de la régression seront treés grands. En
d’autres mots, en présence de multicollinéarité 1’estimation des parameétres de la régression

n’est pas fiable.

Il existe des techniques qui rendent le processus d’estimation des paramétres d’une
régression multiple plus fiable lorsqu’en présence de multicollinéarité. Une telle technique
est la « ridge regression » (Hoerl et Kennard, 1970). Ce type de solution, cependant, ne fait
qu’accroitre la complexité du modéle de régression qu’on a au départ. Notre optique est
davantage d’éliminer le probléme de multicollinéarité a la source en considérant un modele

régional simple (i.e. a une seule variable indépendante) plutét que multiple.

Le modele régional préconisé par Fill et Stedinger (1998) donne lieu 3 une analyse
bayésienne passablement complexe. Dans le modele bayésien proposé par Fill et Stedinger
(1998) I’information locale est exprimée dans la fonction de vraisemblance de fagon
condensée sous la forme d’une estimation de I’estimateur 2P, qui est fonction du L-CV au
site. Cette estimation est rattachée au quantile normalisé du site par une densité normale.
L’information a priori sur le quantile normalisé est exprimée par une densité a priori
normale ou la valeur des paramétres de moyenne et de variance prennent en compfe le

« comportement régional » du quantile normalisé.

Le comportement régional du quantile normalisé est décrit par un modéle de régression
(multiple) log-linéaire qui I’exprime comme fonction de caractéristiques physiographiques
des bassins de la région considérée. Plusieurs transformations et hypothéses sur les
quantiles normalisés de la région sont ensuite nécessaires pour dégager du modéle log-
linéaire une estimation de la moyenne et de la variance régionales du quantile normalisé.

La moyenne et la variance régionales ainsi déterminées constituent les paramétres de la
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densité a priori. Les transformations utilisées et la présence de multicollinéarité rendent
difficile d’évaluer concrétement la validité des estimations régionales obtenues; c’est 1a le
principal inconvénient de cette approche qui est di en majeur partie 4 la présence du

modele log-linéaire.

6.9 Ebauche de démarche bayésienne englobant le
modéele régional basé sur ’ACC

Des approches considérées jusqu’a présent, aucune ne semble pouvoir s’adapter au contexte
régional basé sur I’ACC considéré ici. Il est possible de proposer une approche bayésienne
de combinaison de I’information hydrologique disponible qui soit simple et bien adaptée au
contexte régional considéré ici. Mais comme pour les autres approches étudiées, 1’approche

bayésienne avancée ici n’est pas pleinement satisfaisante.

Sous ’hypothése que les crues annuelles sont décrites par une densité log-normale on peut

écrire la fonction de vraisemblance comme suit ;
In(x,), In(x,),.... In(x, ) ~ N(u, 0 ) (6.16)

La difficulté dans le présent contexte est que I'information régionale disponible ne se
traduit pas directement sous forme de modeles séparé€s pour les paramétres de moyenne et
de variance. En effet, le modele régional employé lie le quantile de crue a la variable

physiographique de superficie du bassin versant par un modele log-linéaire :
n(Q,0) = B, + B, In(AIRE) + ¢ (6.17)

Or, le quantile de période de retour 100 ans, Qqqg, est fonction de la moyenne et de la

variance de la densité log-normale utilisée comme fonction de vraisemblance :

Q100 =exp(u + ko) (6.18)

avec k tel que P(N(,u,az) > k)= %oo (k = 2.326).
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On peut combiner (6.17) et (6.18) pour exprimer le modele régional en terme directement

de peto :
p+ko=p,+ B, n(4IRE)+ ¢ (6.19)
De fagon équivalente on a :

u+ko~N(B, + B, n(4IRE),z%) (6.20)

puisque £ = N(O, r? )

Le modéle régional considéré est un modele de régression log-linéaire a une seule variable

(i.e. simple) qui relie le quantile Q;qp d’un bassin a la superficie de son bassin versant. Ce

modele de régression comporte de I’information sur le quantile Qr du bassin cible dans la
mesure ou le modele est adéquat dans sa prédiction pour le bassin cible. Le modéle a été
ajusté a partir des bassins du voisinage homogéne du bassin cible tel qu’obtenu de
I’application de I’ACC. Par conséquent, le modele est entiérement déterminé et ce
indépendamment des données que sont les maxima annuels a la station cible. Le modele de

régression contribue donc au modéle avec de ’information a priori.
D

L’information régionale fournit donc de I’information que sur la somme des deux

parametres de la fonction de vraisemblance et non pas sur les paramétres s€parément. En
pratique, les paramétres inconnus f,,3, et z° de (6.20) sont remplacés par leurs
estimations usuelles obtenues a partir des bassins du voisinage homogeéne autour du bassin
d’intérét. On peut procéder ainsi car I’information obtenue des données, et qui entre dans la
fonction de vraisemblance, se rapporte au bassin d’intérét et non pas aux bassins du

voisinage homogeéne.

La difficulté évidente a ce point est de combiner I’information a priori sous la forme ou elle
se présente, i.e. (6.20), avec la fonction de vraisemblance (6.16). Et c’est une difficulté

qu’on rencontre souvent en pratique avec 1’approche bayésienne : quelle est la densité a
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posteriori qui résume I’information disponible? Jusqu’a présent la caractérisation compléte
de la densité a posteriori se limite essentiellement aux cas simples ou la densité a priori et
la fonction de vraisemblance se rapportent a un seul paramétre et sont de la méme famille.
C’est pourquoi Kuczera (1982) et Rosbjerg et Madsen (1995) n’ont pas considéré dans leur
analyse bayésienne les parametres de moyenne et de variance simultanément mais ont
plutdt choisi de réduire le probleéme a la caractérisation bayésienne d’un seul paramétre, a
savoir la variance. En effet, sur la base que I’estimation de la moyenne régionale est plus
stable que la variance, seul le parameétre de variance a fait ’objet d’une approche
bayésienne. Comme on I’a vu a la section 6.7 cette approche n’est pas valable d’un point
de vue bayésien, mais elle présente ’énorme avantage de donner lieu a2 une analyse
subséquente qui se concentre sur un seul parameétre. Dans un deuxiéme temps, 1’analyse
qu’ils ont développée fait appel a la combinaison gamma-inverse comme densité a priori et
gamma pour la vraisemblance puisque ces deux densités appartiennent a la méme famille.
On dit que ce sont des densités conjuguées. Les densités conjuguées ont I’avantage de
donner lieu a une densité a posteriori de la méme famille qui est, par conséquent,

complétement caractérisée dés que les densités a priori et de vraisemblance le sont.

11 est possible de présenter une solution théorique, mais en pratique elle ne s’avére pas trés
satisfaisante. Elle consiste d supposer que les densités séparées pour u et o’ sont

normales. Ainsi on s’assure que leur somme, décrite par (6.20), est normale comme il se
doit. Mais pour y arriver il faut déterminer quelle portion de la moyenne et de 1a variance

de (6.20) doit étre assignée a chacune des densités séparées. Considérons les densités

séparées pour u et o’:

1~ N(A(B, + B, m(4IRE)),Ar?) (6:21)
o ~ N((1-A)B, + B, n(4IRE)),\1- A7?) (6.22)

Le parametre supplémentaire, auquel il faut trouver une valeur, délimite la part de la

moyenne et de la variance de (6.20) qui doit revenir a chacune des densités séparées. Ce
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paramétre peut étre déterminé en considérant la densité marginale afin d’utiliser les données
pour déterminer la valeur du parametre impliqué qui maximise ’occurrence des données
observées. Cette modélisation présente cependant plusieurs désavantages. D’une part, la
complexité du modele s’accroit passablement avec cette caractérisation additionnelle des
densités séparées. Aussi, la pertinence de modéliser la variance par une densité normale est
discutable. En effet, tout dépendant des parametres résultant de la normale, il se peut que la
densité normale ait une queue négative trop importante ce qui n’est pas’ une modélisation
appropriée pour une variable qui prend des valeurs positives seulement. De plus, une
répartition égale de la moyenne et de la variance de (6.20) pour les densités séparées est une

contrainte (opérationnelle) forte qui peut ne pas s’avérer justifiable.

11 apparait donc qu’une analyse bayésienne en bonne et due forme, opérationnelle avec les
moyens actuels, ne peut pas étre menée dans ce contexte. C’est un constat similaire a celui
qui résulte des approches considérées dans d’autres contextes, e.g. Rosbjerg et Madsen
(1995), Kuczera (1982), Bemier (1993), etc. Tout récemment, cependant, bon nombre de
méthodes numériques, dont 1’algorithme de Metropolis-Hastings (Chib et Greenberg, 1995)
et I’échantillonneur de Gibbs (Casella et George, 1992), laissent entrevoir qu’il est possible
de résoudre le probléme fondamental de caractérisation compléte de la densité a posteriori
dans un contexte donné sans devoir se limiter aux cas élémentaires, et généralement peu
appropriés, des familles de densités conjuguées. Si ces outils s’aveérent efficaces, ils
rendront ’approche statistique bayésienne beaucoup plus souple a 1’application. Les
contraintes que requiérent présentement le développement théorique complet d’une
approche bayésienne pour un contexte comme celui-ci pourront alors étre levées par
I’apport de méthodes numériques efficaces. C’est a souhaiter car la détermination théorique
explicite de la densité a posteriori peut étre passablement difficile, voire méme impossible

dans plusieurs cas.




7. DISCUSSION ET CONCLUSION

Les travaux menés sur ’approche de régionalisation des valeurs extrémes de crue basée sur
1’ACC ont donnés lieu 4 plusieurs contributions significatives sur ce sujet. D une part, avec
les travaux contenus dans Ouarda et al. (2000), une justification détaillée des hypothéses
sous-jacentes au développement théorique de 1’approche est maintenant disponible. Aussi,
pour la premiére fois, une description détaillée et succinte des étapes & suivre pour utiliser

I’approche basée sur I’ ACC en pratique est donnée.

D’autre part, les travaux contenus dans Girard et al. (2000a) ont permis de révéler que
I’approche actuelle n’est pas complete, d’ou les difficultés a 1’application qu’occasionne la
détermination du parameétre impliqué dans la définition actuelle des voisinages homogeénes.
Dans ce rapport scientifique nous avons également montré comment le cadre théorique
initi€ pouvait étre diment complété, menant & une nouvelle définition de voisinage
homogene qui ne nécessite pas de paramétre a fixer. La nouvelle définition ne comporte
donc pas les difficultés a I’application que présentait la précédente. Maintenant que le
cadre théorique qui sous-tend I’application de I’ACC dans un contexte de régionalisation
est complet, il reste & donner de I’approche plusieurs exemples explicites d’applications.
D’une part, I’approche pourrait étre appliquée & un ensemble donné de bassins autre que
celui des bassins de I’Ontario ou du Québec, déja utilisés pour I’illustrer. Ainsi, I’approche
de régionalisation basée sur I’ACC serait mise a I’épreuve dans des contextes
physiographiques et hydrologiques différents de ceux exploités jusqu’a présent pour en

1llustrer le fonctionnement.

Les résultats présentés dans Girard et al. (2000b) sur le biais dans la prédiction depuis un

modele log-linéaire mettent clairement en garde les utilisateurs sur les conséquences de

réduire le biais en introduisant un facteur de correction approprié. En effet, nous avons
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montre que I’introduction d’un facteur de correction du biais dans un modéle log-linéaire a
pour effet, largement insoupgonné, d’accroitre la variance des prédictions obtenues du
modele. En somme, les efforts investis & réduire le biais ne se transforment pas en gains
nets sur Pestimation puisqu’ils provoquent des pertes au niveau de la variance en

contrebalance.

I reste clairement beaucoup de travail & faire pour développer un cadre bayésien qui soit
adéquat et satisfaisant pour combiner I’information hydrologique quelle que soit la forme
sous laquelle elle peut se présenter. Cependant, notre travail a permis de cerner les
fondements de I’approche bayésienne et d’en donner une couverture qui soit plus adéquate
et substantielle que ce que la littérature hydrologique a ce sujet avait 4 proposer au début de
cette étude. L’essor récent de techniques numériques poussées contribuera sans nul doute
rendre les applications bayésiennes plus nombreuses. En effet, ces techniques promettent
de pouvoir établir la densité a posteriori quelles que soient la fonction de vraisemblance et
la densité a priori en jeu, alors que présentement seuls les cas les plus simples peuvent étre

enti€rement caractérisés.
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