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INTRODUCTION
Quel temps fera-t-il demain ?  Pleuvra-t-il ? Neigera-t-il ?

Peut-on prédire 1'avenir ? Et si oui, avec quelle probabilité de succés ?

Depuis le début des temps, les hommes s'interrogent sur ce que
1'avenir leur réserve. _ A travers les siecles, les devins, augures et
autres personnes dotées ae pouvoirs mystiques, ont tenté de percer le voile
entourant le futur dans le but de diminuer le sentiment d'inséqurité asso-

cié a 1'inconnu.

Méme de nos jours, on tente de fissurer cette barriére temporelle.
On réussit méme a prédire certains événements météorologiques, avec, il
faut le dire, plus ou moins de succés. On a réalisé que la capacité de
prédire les événements était intimement liée au niveau de compréhension des
différents processus engendrant 1'événement. Les chercheurs ont donc déve-
loppé une technique de solution de problémes portant le nom d'"Analyse des
systémes". Cette méthode permet 1'augmentation de la compréhension des
processus importants des systémes étudiés grace a la synthé?e et a

1'analyse de toutes les informations disponibles.

Les gestionnaires appelés a administrer des systémes de fagon per-—
formante, peuvent se servir des techniques d'analyse des systémes ou plus
précisément, de la modélisation, pour évaluer les réponses du systeme a
différentes stimulations. La modélisation est donc la pierre angulaire de
la prédiction moderne. Elle est, en quelque sorte, la desceﬁqante des

devins d'antan.




Cependant, les différences d'intérét entre constructeurs et utili-
sateurs de modeles peuvent engendrer un dilemme. Les cherchgurs, qui pro-
duisent la majeure partie des modéles, sont d'abord intéressés a.améliorer
la compréhension des processus impliqués dans le systéme. Ils générent
donc, par le fait méme, des modéles complexes et souvent lourds. Les ges-—
tionnaires quant a eux, recherchent plutdt un outil de travail leur permet-
tant la "manipulation" du systéme. Il s'intéressent plus spécifiquement

aux réponses possibles du systéme.

Les possibilités d'application des modéles imposent donc une con-
trainte supplémentaire lors de leur élaboration. 11 faudra souvent faire
un compromis entre la simplification et la représentativité, et ce, au

détriment d'une certaine précision des résultats.

La perte de précision causée par cette simplification "imposée"
peut étre compensée par des mesures correctrices. L'utilisation du filtre
de Kalman, méthode statistique associée au traitement des séries chronolo-
giques, semble apporter des gains appréciables au niveau de la précision et
de la longueur des prédictions, tout en respectant les contrainges asso-

ciées a 1'application des modéles.

Ce mémoire porte sur cette technique de filtrage qui permet une
amélioration sensible de la prédiction en temps réel. Aprés avoir survoleé
quelques caractéristiques des systémes hydrologiques, nous examinerons dif-
férentes facettes du domaine du filtrage en s'attardant plus spécifiquement

a la théorie associée au filtre de Kalman.




Enfin, nous tenterons d'appliquer le filtre de Kalman a un modéle
déterministe de type conceptuel (le modéle MDOR). Puis a 1l'aide de
diverses simulations, nous évaluerons 1'efficacité potentiel du filtre au

niveau du gain de précision pour une opération de prédiction du débit de la

riviére Rimouski.






i PREDICTION EN TEMPS REEL DU COMPORTEMENT D'UN SYSTEME

1.1 Outil de prédiction

Les gestionnaires qui ont a administrer des systémes de fagon per-
formante utilisent des outils de prédiction de facon a évaluer les possibi-
lités de réponses d'un systéme soumis a2 différentes stimulations. La pré-
diction est 1'opération qui consiste a évaluer 1'état d'un systéme dans une
situation non observée mais située dans un futur possible. Par le fait
méme, elle permet une amélioration de la compréhension du comportement du

systéme.

L'utilisation de modéles pour la prédiction est une approche mo-
derne permettant 1'estimation des états futurs d'un systéme. La modélisa-
tion consiste a reproduire symboliquement ou physiquement les principales
composantes des phénomenes observées. Elle permet une réduction de la
diversité et de la complexité de la réalité (Villeneuve, 1983), améliorant
ainsi la compréhension des processus impiiqués (intérét au niveau de la
recherche) et facilitant la "manipulation" des systémes (intérét éu niveau

de la gestion).

En modélisation hydrologique, on tente de représenter symbolique-
ment les fonctions connues ou inconnues qu'expriment les composantes du
cycle hydrologique (Snyder et Stall, 1965; Chapman, 1968). Plus particu-
lierement, dans le domaine qui nous intéresse, on essaie de traduire la
fonction de transfert existant entre les données météorologiqﬁ%s et le

débit (Nash et Sutcliffe, 1970; Bisson et Roberge, 1978).




L'ére de 1'ordinateur, en permettant la résolution d'équations
mathématiques complexes, a certes été un point tournant pourtl'utilisation
de modeles et a contribué a la popularité croissante des modéles mathémati-

ques (Snyder et Stall, 1965).

Les modeéles mﬁthématiques se subdivisent en deux grandes classes,
selon 1'approche employée: stochastique ou déterministe (Daudelin, 1983;
Morin, 1983; Clarke, 1973; Kirby, 1978). Les modéles stochastiques con-
tiennent des relations mathématiques non représentatives des proecessus phy-
siques du systéme. Certains de ces modeles supposent que les mesures
(précipitations, débits, etc.) sont des variables aléatoires qui peuvent
étre modélisées par des distributions statistiques. Ces modéles se basent
sur 1'hypothése que 1'histoire du bassin hydrologique (résumée par les don-
nées historiques) contient toute 1'information nécessaire a la connaissance

passée, présente ou future du systéme (Lundberg, 1982).

Le principe des modéles déterministes est de représenter le plus
fidelement les processus importants du cycle hydrologique. Ils tentent
donc de se rapprocher le plus possible de la physique du phénomeéne. Les

modeles employés sont surtout de types conceptuels (paramétriques, schéma-—

tisés) en raison de la complexité des phénoménes étudiés.

Idéalement le lien réunissant les données météorologiques et le
débit est complétement déterministe et devrait donc suivre des lois physi-
ques (Nash et Sutcliffe, 1970). Or, en raison d'une mauvaise compréhension

du systéme causée par la complexité des phénoménes et par les différentes




interactions entre les processus impliqués, on doit adopter une approche
empirique. Cette approche consiste a utiliser des concepts simplifiés

basés sur des hypothéses "a posteriori".

Les modéles déterministes de type conceptuel utilisent souvent des
équations empiriques fondées sur des hypothéses plausibles mais rarement
testées expérimentalement et dont le résultat dépendra de la calibration de
paramétres de signification physique souvent discutables (Morton, 1982).
Une mauvaise calibration pourra avoir comme effet une augmentation de
1'incidence des données historiques au détriment de la physique du phénomé-
ne. Pickup (1977), résume Q}en 1'empirisme de certaines relations mathéma-
tiques: "This equation was chosen because it gives a good fit to observed

data rather than for theoretical reasons".

Cette simplification nécessaire du systéme hydrologique donne donc
une assez grande liberté au niveau de la conceptualisation du systeme par
1'hydrologue. Ceci explique en partie le grand nombre de modéle rencontré.
La plupart des modéles ont été construits dans un but précis et sont donc
limités dans leur application. Plusieurs caractéristiques des ¥Variables
hydrologiques (comme les disponibilités spatiales et temporelles des
mesures) limitent la complexité des modéles de types opérationnels. En
hydrologie appliquée, on devra souvent faire un compromis entre la simpli-
fication et la représentation de la réalité (Schermerhorn et Kuehl; Nash et
Sutcliffe, 1970). Il n'existe pas de modéle idéal. Par définition, ils
sont incomplets et imparfaits puisqu'ils tentent de représenter une réalité

qui est généralement mal connue.




Le modéle est utilisé pour effectuer différents genres de simula-
tion. La simulation permet la "digestion" de données d'entrées dans le but
d'évaluer des fonctions de production et de transport. Elle permet donc la
représentation de la réalité et évalue les performances du syﬁtéme, étape
essentielle de 1'analyse du systéme. Le but de la simulation peut étre

résumé par cette question: "What if ?" (Fiering et al., 1971).

Les simulations que nous allons effectuer dans cette étude seront
des prédictions en temps réel. Ces opérations permettent d'évaluer le com-
portement du systéme pendant 1'occurence d'un événement (Wood et Szollosi-

~Nagy, 1978; WMO, 1975). Elles facilitent donc la prise de décision a court
terme grace 3 la connaissance de 1'état du systéme et de la prédiction de
son état futur (Cluckie, Harwood et Harpin, 1980). La connaissance des
conditions initiales du systéme (ex.: humidité du sol) est indispensable a
ce type de prédiction puisqu'on modélise 1'état présent du systéme (Quick,

1983).

La longueur de la prédiction hydrologique pourra étre limitée par
la longueur des prédictions météorologiques, qui servent de- données

d'entrée aux modéles, et par le temps de réponse du bassin considéré (Sher-

merhorn et Kuelh; Hogg, Pugsley, Schaefer et Yacowar, 1983).

L'utilisateur des modéles de prédiction en temps réel doit respec-

ter deux contraintes liées a 1'opération de prédiction:




1) les simulations fréquentes, nécessaires a une opération de

prédiction, limitent la complexité des modéles employés;

2) il doit essayer d'utiliser toute 1'information disponible
(Bisson et Roberge, 1983).
!

Lors d'une opération de prédiction, 1'hydrologue doit estimer
1'évolution du systéme a partir de son état initial et de certaines séries
de données météorologiques. A chaque jour, il pourra ajuster sa prédiction
en resimulant le systéme selon les nouvelles séries de données d'entrée.
Ces_conditions d'opération nécessitent un grand emploi de temps d'ordina-
teur, occasionnant ainsi des coilits élevés. I1 sera donc préférable de
choisir des modéles légers et opérationnels pour limiter les coilits associés
a la partie informatique de 1'opération de prédiction, méme si cela doit
étre fait au détriment d'une certaine représentativité du systéme. Le ges-
tionnaire qui veut profiter d'une base physique solide devra favoriser

1'emploi de modéles de type déterministe.

1.2 Etude d'un systéme

La prédiction de 1'évolution d'un systéme hydrologique est limitée
par la connaissance de son état initial et par la compréhension de ses flux
internes. Ces lacunes peuvent étre comblées par deux genres d'informa-
tions: 1'observation expérimentale (information "a posteriori") et les
lois ou relations empiriques permettant de décrire le comportement d'un
systéme (information "a priori"). Cependant, ces informations‘§ont sou-

vents incomplétes ou entachées d'erreurs (figure 1.1).
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i Figure 1.1
Etude d'un systéme

Systéme
étudié
A
X (t) X (t)
Mesures Modeles
h r
X, () X, (1)
v v v
Observations | « b, b, » Modélisation
) déterministe et/ou
stochastique
v v
Y (t) X, (t)
X(t) : vecteur de n variables d'état décrivant le systéme;
X (t): composantes déterministes (n variables);
ga(t): composantes aléatoires (n variables);
b2 : bruits des modéles (n x 1);
bl : bruits des mesures (m x 1);
Y(t) : mesures de m variables d'état (m < n) (informations " a

posteriori");
gc(t): variables calculées par le modéle (n x 1) (information "a
priori");

matrice de mesures (m x n).

[1k=-}

(1.1a) » Y (t) = HX (t) + bl
(1.1b) > X () = X (£) + X, (V)
(1.1c) ->-_}gc (t) = X (t) + b2
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L'information obtenue par 1'observation expérimentale est limitée
au nombre de variables mesurées et a 1'échelle de temps util}sée. Ce sont
surtout des contraintes logistiques qui conditionnent ainsi 1'horizontalité
et la verticalité de 1'échantillonnage. De plus, 1'information utile con-
tenue dans les mesures peut étre diluée par les erreurs de lecture et
d'instrumentation. Nous représenterons les erreurs rattachées a 1'informa-

tion "a posteriori" par un résidu aléatoire non prévisible.

L'amalgamation des lois physiques et des relations empiriques dans
une structure pertinente permet la modélisation déterministe du systeme.
Cependant, pour rendre le modele plus opérationnel, on devra simplifier
certaines caractéristiques des processus hydrologiques (hétérogénéité,
variabilité spatio-temporelle, processus non linéaire, etc...). Cette sim-
plification limitera 1'information utile qu'on peut obtenir du modéle
(information "a priori") et diminuera la qualité des résultats des simula-

tions.

Le modéliste peut donc définir deux composantes intrinséques des
variables importantes d'un systéme: une composante déterministe et une

composante aléatoire (voir équation 1.1b, figure 1.1).

La composante déterministe peut étre prédite a partir de la théo-
rie scientifique. La composante aléatoire de la variable est non prévisi-
ble en raison d'un manque d'information. Amirthanathan (1982) définit
ainsi 1'incidence de 1la partie aléatoire d'une variable hydrologique:
"C'est celle qui ne nous permet jamais d'étre certain de ne Qas avoir

oublié notre parapluie".




Un modele déterministe bien représentatif de la réalité, explique-
ra suffisamment le comportement des variables d'état pour remdre négligea-
ble le résidu aléatoire (Isabel, 1983). Or, en raison de la simplicité des
modéles déterministes utilisés en prédiction, on pourra observer une aug-
mentation de 1'importance de ce résidu éléatoire. L'utilisateur des
modéeles de prédiction qui doit optimiser la précision de sa prédiction

devra tenir compte de cette composante en tentant de la modéliser.

La présence de ces résidus aléatoires nous aménent a définir la
notion de "bruits". Les bruits sont des phénoménes fluctuants dont 1'évo-
Iution ne peut étre prévue exactement. La connaissance de leur valeur dans
des conditions données ne permet pas le calcul exact de leur valeur dans
des conditions voisines. Ces bruits peuvent intervenir a deux endroits
lors de 1'étude d'un systéme: au niveau des mesures ou au niveau des mode-
les (figure 1.1). Ces bruits pourront étre causés par: la mauvaise repré-
sentativité du modele, le fait que les paramétres peuvent étre trop inéga-
lement distribués pour étre considérés invariables, les erreurs de mesures
des données d'entrée et de sortie, le fait de considérer la distribution de
la pluie comme homogene, etc... (Jackson, 1975; Bowles et Grenney, 1978;

Lundberg, 1982; Quick, 1983). Les bruits ont comme effet de diminuer 1la

qualité de nos informations.
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1.3 Méthodes de correction

|
L'étude expérimentale des systémes physiques est donc continuelle- 1

ment perturbée par 1'influence de ces bruits. Or comme 1la geétion et la

planification de la ressource eau imposent des estimations de plus en plﬁs

exactes des variables importéntes du systéme, on doit chercher a quantifier

1'effet de ces bruits. La perte de précision ou 1'augmentation de 1'in-

certitude causée par 1'emploi de modéles simplifiés peut étre compensée par

des méthodes correctrices qui permettent de "coller" 1les résultats des

simulations a la réalité (ou aux observations).

La méthode d'ajustement la plus simple consiste a corriger unique-
ment les sorties du modele en multipliant les valeurs obtenues par un fac-
teur qui est fonction de la différence entre les valeurs calculées et les
valeurs observées. Il s'agit ni plus ni moins que d'un traitement statis-
tique des résidus. C'est comme si on utilisait un modéle statistique pour

compléter le modele déterministe.

On peut aussi tenter de corriger les sources d'erreurs pjutét que
les erreurs. L'importance relative de certains processus hydrologiques
peut varier de fagon spatiale et temporelle. Si les modéles représentent
empiriquement ces procéssus, cela pourra se traduire par des valeurs de

paramétre instables qui deviennent par le fait méme moins représentatifs

des processus qu'ils modélisent.
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La calibration classique n'est alors plus tout a fait adéquate
puisqu'elle fixe la valeur de paramétres qui intégrent trop de choses pour
pouvoir étre considérés totalement invariables avec le temps (Morton 1982).
Le principe de la méthode d'ajustement qui porte le nom de: calibration en
temps réel, consiste a considérer certains paramétres du modele (les moins
représentatifs) comme étant des variables aléatoires. On détermine dans un
premier temps leurs valeurs initiales (soit par calibration classique, ou
par une estimation simple) puis on corrige cette valeur a chaque jour en se

servant des nouvelles mesures disponibles.

Une autre méthode cdrrectrice consiste a corriger les valeurs des
variables d'état du systéme a chaque jour. On entend ici par variables
d'état, toutes variables importantes décrivant le systéme, qui sont utili-
sées pour former la structure du modéle et dont la connaissance de 1'état
futur permet la prédiction des sorties du systéme. On peut nommer comme
exemple: 1'humidité du sol ou le niveau des différents réservoirs concep-
tuels, les conditions météorologiques (température, précipitation), 1'éva-

poration, le débit et méme certains paramétres intégrateurs du modéle.

La variation de ces variables conditionne 1'évolution temporelle
ou le comportement du systéme. Le principe de cette méthode d'ajustement
est de réduire 1'écart entre les valeurs des variables d'état calculées et
leurs mesures et ce, a chaque jour de 1'opération. L'approche proposée est
de modéliser stochastiquement le bruit associé a chaque variable importante
du systéme. L'analyse stochastique sera alors imbriquée dans la structure

du modele déterministe (figure 1.1). i
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Cette derniére approche est possible par 1'entremise des filtres
numériques. Ce sont des méthodes stochastiques qui facilitent le traite-
ment de 1'information en tenant compte de fagon rationnelle des incerti-
tudes rattachées a 1'étude d'un systéme. Plus précisément, les techniques
de filtrage permettront d'estimer de fagon optimale les variables d'état
importantes d'un systéme a partir des informations "a priori" et "a poste-

riori".

1.4 Technique de filtrage

Le filtrage est un terme emprunté au domaine du génie électrique

1, qui permettent 1'extrac-

oi l'on utilise des filtres, dits "classiques"
tion ou la réduction de parties indésirables d'un signal. On entend ici
par signal toute information susceptible de nous renseigner sur un systéme
donné. Ces filtres physiques sont constitués de condensateurs et
d'inductances, destinés au traitement des signaux électriques (ex.: ten-—
sions électriques).

L'avénement d'ordinateurs de plus en plus sophistiqués ajfavorisé
1'utilisation des filtres "numériques", qui n'ont pas d'existence physique
comme les filtres classiques. Ces filtres sont des méthodes de calcul qui
facilitent 1'exploitation d'un signal traduit sous forme numérique. Le

filtre numérique peut utiliser les deux catégories d'informations ("a

priori" et "a posteriori').

1

On les appelle aussi "analogiques", puisqu'ils traitent des signaux qui
sont définis en continu.
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On tentera d'effectuer la meilleure estimation possible des varia-
bles d'état (X (t)) a partir d'une combinaison de ces deux- informations.
L'utilisateur devra donc préciser ce qu'il entend par "meilleurg'estimation
possible", ce qui impliquera la définition d'un critére d'optimisation qui
sera en général les moindres carrés. Ce critére consiste a minimiser une
forme quadratique représentant 1'écart entre la solution obtenue (Q(t)) et

la solution idéale (x(t)):

F2 = T (R(t) . x(t))?2

" Le calcul de la fonction F? nous donnera une mesure de la qualité
du traitement des données bruitées par le filtre. Plusieurs raisons sup-—

portent le choix des moindres carrés comme critére d'optimisation:

- en statistique, la méthode du maximum de vraisemblance conduit

a minimiser les moindres carrés;

- son utilisation conduit souvent a un systéme d'équations liné-

raires.

En général, on traite des signaux qui sont échantillonnés de fagon
discréte, c'est-a-dire que les données de mesure ne sont définies que pour
des valeurs discrétes du temps. On travaille donc surtout avec des filtres
"digitaux" (par opposition aux filtres analogiques) ce qui impliquera une
discrétisation des équations en continu employées pour définir notre syste-

me.
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I1 existe plusieurs types de filtre: linéaire ou non linéaire,
récursif ou non récursif. La plupart des filtres employés jusqu'a présent
sont des filtres linéaires. L'expérience démontre qu'en plus de 1'avantage
de la simplicité et de 1l'efficacité, ils peuvent permettre le traitement

d'un signal ayant un comportement non linéaire.

Les filtres non-récursifs estiment chaque variable d'état (x(t))
au temps t a partir d'une somme pondérée (ao a an) des mesures (y(t))
antérieures a 1'instant t. Ces filtres n'utilisent donc que 1'information

donnée par les mesures. Ils sont de la forme:

n
Q(t) = aoy(t)+a1y(t—1)+.....+any(t—n) =z aiy(t—i) 4
o

Les filtres récursifs estiment les x(t), a partir d'une somme pon-
dérée de la mesure au temps t(y(t)) et de 1'estimation de la variable au

temps t-1 (Q(t—l)). Ils sont de la forme:
A A
x(t) = A x(t-1) + By(t) o (1.2)
Cette équation est intéressante puisqu'elle utilise les deux in-

A
formations disponibles: 1'information "a priori" (x(t-1)) et l'information

"a posteriori" (y(t)).

1 Cette fonction de transfert est mieux connue sous le nom de "sommation

de convolution": %(t) est 1'estimé de la variable x(t).




Le filtre est en fait un modéle stochastique. Cependant, ce qu'il
y a d'intéressant, c'est qu'il laisse le choix de la fagon dont on veut
représenter 1'information "a priori" (voir tableau 1.1). Dansrhotre cas,
cette information sera représentée par un modele déterministe conceptuel.
Le filtre ne sera alors plus considéré comme un modéele en soi, mais plutot
comme le complément dulmodéle déterministe. Il permettra ainsi le traite-
ment de 1'information obtenue du modéle. L'utilisateur devra cependant
attribuer aux informations "a priori" et "a posteriori", un niveau de
bruits qui exprimera le niveau de confiance qu'il accorde a chadque informa-
tion. Le filtre deviendra donc une technique de traitement permettant
d'extraire le maximum d'informations des signaux recus selon la connais-

sance physique que nous avons du phénoméne.

Le filtre de Kalman se présente sous la forme d'un algorithme de
calcul qui permet la représentation de 1'information "a priori" sous une
forme analytique (modele). Cependant, cette représentation doit étre faite
selon 1'approche "State Space" qui consiste a expliquer 1'état du systéme

par a un processus markovien tel que:
x(t): £ (x(t-1), x(t-2),...) (1.3)

Le principe du processus markovien est que la connaissance des
états passés- du systéme et de la structure engendrant le comportement du
systéme permet 1'estimation des états présents du systéme. Il s'agit alors

de représenter cette structure (ou le modéle) par une suite d'équations
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Tableau 1.1

Représentation de 1'information "a priori"

de Fourier

i INFORMATIONS "a priori"
METHODES = 2
SUR LA VARIABLE D'ETAT (X) SUR LE BRUIT (B)
Transformation composition spectrale composition spectrale

Transformation
en z

composition spectrale

composition spectrale

Moindres carrés

forme analytique

perturbations aléatoires

classique (ou)
équation d'évolution
Wiener auto—-corrélation et auto-corrélation et
corrélation avec B corrélation avec X
équations d'état, pro-
Kalman priétés statistiques des propriétés statistiques

Référence: Radix (1970)
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linéaires aux différences finies (donc discrétisées), de 1la forme de
1'équation 1.3, qui utilisent toutes les variables importantes du systeme

(variables d'état).

La plupart des modéles hydrologiques ayant une structure linéaire

1 ~ s " " . .
s adaptent a la notation “State-Space . Nous essaierons au chapitre 3
d'adapter un modéle déterministe de type conceptuel a 1'algorithme du fil-
tre de Kalman. L'opération de filtrage selon 1'approche proposée com-

portera les étapes suivantes:

- identification de 1'information "a priori", selon une forme

mathématique (voir tableau 1.1);

~ choix d'un filtre permettant la réduction des parties indésira-

bles du signal;

- choix d'un critére d'optimisation permettant la détermination
P P

des coefficients du filtre.

On pourra ensuite effectuer les opérations suivantes:

- estimation de X(t) a chaque instant de mesure: filtrage;

- estimation de X(t) entre les instants de mesure: lissage

(interpolation);
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= estimation de X(t) a un instant postérieur aux derniéres

mesures: prédiction; -

-~ estimation des paramétres du modele décrivant X(t): calibra-

tion en temps réel.
Le filtrage numérique a été appliqué dans plusieurs activités dans
lesquelles intervenaient la collecte et 1'exploitation de données numéri-
ques. Citons des disciplines aussi variées que: 1'aérospatiale, la navi-

gation, 1'économétrie, 1'électronique ou 1'acoustique.
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2 LE FILTRE DE KALMAN

2.1 Développement théorique du filtre

Le filtre de Kalman est une méthode d'analyse qui permet 1'estima-
tion optimale, au sens des moindres carrés, de "1'état" d'un systéme,
pertubé par la présence de bruits, grace au traitement des deux types d'in-
formations: 1'information "a priori" et 1'information "a posteriori”.
L'information "a priori" comprendra, dans ce cas ci: 1'équation d'état
(modéle dynamique stochastique) qui modélise le comportement du systeme,
une estimation des conditions initiales et 1'évaluation des propriétés
statistiques des bruits. L'information "a posteriori" est représentée par’
1'équation de mesure qui relie mathématiquement les mesures aux variables

d'état.

Le concept de "1'état" d'un systéme n'est qu'une convenance mathé-
matique permettant 1'utilisation de causalité et de structure interne dans
la définition d'un systéme (Mehra, 1976). Intuitivement, 1'état d'un
systéme peut étre décrit comme étant 1'information minimale requise sur un
systeme, nécessaire a la prédiction de son comportement futur. Pour un
systéme complétement déterministe, 1'état du ;ystéme sera donné par une
série de variables (x,(t), x,(t) ... xn(t)) regroupées dans le vecteur

d'état (X(t)), qui représenteront les caractéristiques et/ou les processus

importants du systéme. La connaissance des valeurs de ce vecteur au temps

n 1"

ty", des données d'entrée du systeme et de la structure du modéle
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decrivant ce systéme, permettra la détermination du vecteur a tout temps
"t". Pour un modéle de type stochastique, une extension de ce concept per-
mettra la détermination de la distribution de probabilité des variables

d'état dans le futur, a partir de la connaissance de 1'état actuel et de

1'histoire du systéme (Szollosi-Nagy et al., 1977).

L'équation d'état décrivant le systéme, peut s'écrire sous la for-

me d'une équation différentielle stochastique du premier ordre:

x(t) = £(x(t), u(t), 6(t); t) + w(t) (2.1)

ou -
x(t): dérivée de la variable x(t)

u(t): force motrice du systeme
8(t): paramétre du modele

w(t): bruits associés au modéle

Cette équation stipule que 1'évolution de la variable x(t) peut

étre décrite a partir d'informations sur sa structure interne.
LI . -
L équation de mesure est donnée par:

y(t) = H (x(t), u(t), 0(t); t) + v(t) (2.2)

~

ou , s
y(t): wvariables mesurées

v(t): bruits associés a la mesure
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Comme ces deux informations sont jugées incompletes, on leur at-
tribue chacune un terme de bruit: v(t) et w(t). Posons deux-hypothéses de

départ permettant de faciliter le développement des équations 2.1 et 2.2:

- les parametres du modele (©(t)) sont connus;
-~ il existe un lien direct entre les variables d'état (x(t)) et les
mesures (y(t)), ce qui implique 1'indépendance entre la force

motrice (u(t)) et les mesures.

Nous allons linéariser notre équation d'état de fagon a faciliter
son incorporation dans 1'algorithme du filtre de Kalman!. En respectant
ces hypothéses et en utilisant la notation matricielle, on peut réécrire
les équations 2.1 et 2.2:

X(t) = A(t) X(t) + B(t) u(t) + G(r) w(t) (2.3)
(nx1) (nxn)(nx1) (nx1)(1x1) (nxp) (px1)?

Y(6) = H(t) X(t) + v(t) 2.4

(mx1) (mxn) (nx1) (mx1)?2

! Bien que ce soit plus complexe, le filtre peut aussi étre appliqué a des
systémes non linéaires.

? Dimension des matrices et vecteurs utilisés dans les équations 2.3 et
2.4. -
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Les matrices A et H contiennent les parametres du modéle. Les

matrices B, G et H sont des matrices d'échelle qui indiquent. les variables

qui sont soumises a 1'influence des forces matrices (u(t)), des bruits
(w(t)) ou qui sont mesurées (équation 2.4). Dans ce dernier cas, on pourra

avoir m < n selon le nombre de variables mesurées. Les matrices A, B, H et

3=

G peuvent étre dépendantes ou indépendantes du temps.

Une analyse statistique ou déterministe rigoureuse des incertitu-
des reliées aux deux équations est difficile. C'est pourquoi- on se sert
d'hypothéses simples sur la magnitude des incertitudes qu'on ajustera pour
bien représenter les sources d'erreurs. On suppose donc, que nos bruits
ont 1'allure de "bruits blancs", c'est-a-dire qu'ils sont des variables non
correlées et imprévisibles et qu'ils ont une distribution qui suit une loi

normale de moyenne 0 et de variaces 0?. On aura donc:

w(t) = N(O, Q) (2.5)
v(t) = N(O, R) (2.6)
avec Q et R représentant respectivement la matrice de covariance des

erreurs du modéle et la matrice de covariance des erreurs de mesures.

Pour effectuer le traitement numérique des données, il est néces-
saire de discrétiser le modéle mathématique, s'il est constitué d'équations

différentielles. L'équation 2.3 peut s'écrire sous la forme:
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X(t+1) = @ (t+1,t) X(t) + F(u;t) + G w(t) (2.7)?
(nx1) (nxn) (nx1) (nx1) (nxp) (px1)

ou @(t+l,t) est une matrice de transition qui permet la transformation de
"1'état" du systéme a 1'instant t a un "état" a 1'instant t+l. Elle est
la solution de 1'équation différentielle suivante (Radix, 1970; Rauch, 1970

et Lettenmaier, 1976):
§(t) = A(t) E(t+1,t) avec B(t,t) = I
et:
F(u;t) = f§+1 g(t+1,1) 2(1) u(t) @ T (voir équation 2.3)

Les équations d'état qui représentent le modéle choisie (équation
2.3), devront étre réécrites sous la forme d'un processus markovien (équa-
tion 2.7) pour faciliter leur traitement par le filtre de Kalman. Les

coefficients de 1'équation 2.7, seront estimés de fagcon a tenir compte de

la structure du modele.

1 Cette équation est analogue 2 la formulation d'un cycle markovien
d'ordre 1 (voir 1'équation 1.3). Notons que la matrice G est considérée
ici comme une constante (indépendante du temps). =
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La représentation du modéle sous la forme d'un processus markovien
comporte un avantage au niveau du temps "ordinateur" puisqu'elle ne néces-
site pas la mémorisation de longues séries de données. On n'aura besoin
que de quelques valeurs numériques qui contiendront toutes 1'information

nécessaire a la mise a jour de notre estimation.

Le filtre de Kalman utilise 1'approche Bayesienne (les probabili-
tés conditionnelles). I1 suppose que les variables sont aléatoires et
essaie de leur attribuer les valeurs les plus probables, compte tenu de

1'information disponible.

Sorenson (1970) a démontré (Bozic, 1979) que la meilleure prédic-
tion du vecteur d'état est donnée selon 1'équation d'état (équation 2.7),
donc selon le modéle. En partant de 1'hypothése que les variables d'état

suivent une loi normale on aura (Bowles, 1978):
A
X(t) » N (X(t|t), P(t]|t)) .

Le filtre de Kalman permettra donc deux estimations:

1 Cela revieq} a2 dire que la meilleure estimation possible d'une variable
x; (t) est X; (t|t) avec une erreur possible de P, (t]t).
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g(th) - estimation la plus probable de X(t) en utilisant les mesures
effectuées jusqu'a 1'instant q. C'est une estimation optimale,
au sens des moindres carrés, et en tenant compte des hypothéses
de travail (structure du modele et propriéteés statistiques des

bruits);
B(th) : estimation de la matrice de covariance des erreurs, soit:
A ral T
E [(X(t) - X(t]q)) (X(t) - X(t]|q)) ]
a8 2
E((X(t) - X (t]q))?) .

Le probléme de 1'estimation de 1'état d'un systéme peut se résumer
ainsi: connaissant une séquence de mesures (Y(t)) reliée aux variables
d'état par 1'équation 2.4, on estime les variables d'état (X(t)), dont le
comportement est donné par 1'équation 2.7, tout en minimisant une fonction
de performance. Notons que le maximum de vraisemblance renforce le choix
des moindres carrés comme fonction critére F?. En fait, la fonction que
nous minimiserons sera la trace de g(tlt) (somme de la diagonale d; la

matrice):
F? = 2 (X,(t) - ﬁi(tlt))2

Kalman a trouvé une solution a ce probléme sous la forme du filtre

récursif linéaire suivant:

R(t]t) = « X(t-1]t-1) + B [¥(t) - ¥ X (t-1|t-1)] (2.8)
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L'équation 2.8 est de la méme forme que 1'équation 1.2'. L'esti-
mation du vecteur d'état (Q(t]t)) est donc donnée par une sommation pon-
dérée des estimations faites a une période antérieure et Ad*un terme
représentant le gain d'information qu'apporte 1la nouvelle mesure. Ce
dernier terme porte le nom d'innovation et se définit comme suit:

v(t) = ¥(£) - 7 K(t-1]t-1)

En partant des équations de départ (équations 2.4 et 2.7), en
minimisant la fonction critére et en posant certaines hypotheses de non-

corrélation?, Kalman a pu déterminer les coefficients de 1'équation 2.8:

L'équation 2.8 devient:

A

XK(t|t)=2a(,t-1)X(t-1]t-1)+

1=

(t) [Y (t) - H(£)® (¢, t-1)

2(t—1|t—1)] - (2.9)

> Dans 1' equatlon 1.2, en posant A =D - BC, on obtiendra:
R (t) =D x(t 1) + B(y(t) - C R(t-1))

Les hypothéses deAnon—correlatlon sont entre autre
E(v(t) - (X(£) - X (t[t-1)T) = 0 et E(u(t) - w(t)) =

* Les coefficients «, B, K et H peuvent étre dépendants ou indépendants du
temps. Le changement de B par K(t) a été fait pour avoir la méme
terminologie que la littérature.
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avec K(t) déterminée de fagon a minimiser la trace de g(tlt), soit:

]

|| BCt[t) || =0
3K(t) -

ce qui donne:

-1

K(t) = P(t|t-1) H(t)T [H(t) P(t|t-1) H(t)T + R] (2.10)

K(t) est la matrice de gain et est fonction de Q (indirectement) et de R,
donc des propriétés statistiques des bruits. Elle représente le compromis
entre la confiance que 1'on accorde a notre modéle et la confiance qu'on

accorde a la nouvelle mesure.

Kalman a réécrit 1'équation 2.9, sous la forme d'un algorithme
récursif (voir tableau 2.1). Le filtre suit alors une procédure séquen-
tielle qui ne nécessite pas une mémorisation de longues séries de données
d'entrée. L'opération de filtrage s'effectuera en deux étapes: une étape

de prédiction et une de correction (tableau 2.1 et figure 2.1). .

Comme le filtre de Kalman consiste en un calcul récurrent, on doit
imposer des conditions initiales pour qu'il y ait démarrage. Un mauvais
. ) ) . L - .
choix de §(t°|t0) n aura pas un si grand effet sur le reste de 1 opération
puisqu'il sera constamment corrigé par les nouvelles mesures. Par contre,

un mauvais choix de P(tolto) ne pourra pas étre corrigé puisque le calcul

de la matrice P est indépendant des mesures (voir tableau 2.1). -
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Tableau 2.1

Algorithme de filtrage!

PARAMETRES CONNUS

A
- Conditions initiales : X (to|te), P (tolte)

- Structure du modéle : &, F (u; t), G (équation 2.7)
- Propriétés des bruits: Q, R (équations 2.5 et 2.6)°?
- Séquence de mesures : Y (t), H (t) (équation 2.4)

X(t+1]t)=8X(t]|t)+F (u; t) -
P(t+1|t)=28PR(t]|t)g +606"
OPERATION DE CORRECTION
g (t + 1 | t) devient g (t ] t-1)etP (t+1] t)devient
P (t]t - 1) =
K@ =P |t-DEMTE@®PE|t-1H@®*ER?
V() =Y (1) ~H () K (t]t-1)
X |o=X¢]|c-1)+ K (t) v (t) *

o

(tle) = [IL-K () H(®)] PR (t]|t-1)

Voir Radix (1970), Wood (1976) et Bozic (1979) pour la démonstration des
formules.

Avec les hypotheses suivantes:

i)

ii)

indépendance entre les bruits du s¥stéme et des mesures:
E(v(t) -w())=0

indépendance entre les bruits de mesures et 1'erreur de
1'estimation: .

E((t) - X () -X(¢]t-1)D=0

(Radix, 1970; Wood, 1980; Amirthanathan, 1982).
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Figure 2.1
Processus de filtr

age

Systeme physique

X(t)

" )
X (to]to), g (to|to)

Conditions initiales

|ﬁquation
2.4

= w1} w{Lj—

Modéle [Equation |
2.7
! |

Prédiction

~
X(tlt-1) | -

.——— | Correction ﬂ‘—J |
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Si on observe la variation des Pii avec le temps, on aura la rela-

tion suivante: E
trace B(tlt) < trace g(tlt—l) (2.11)

Cette relation traduit le gain en précision que 1l'on attend des
mesures (Y(t)). D'ailleurs, on pourra se servir des valeurs de la matrice

P pour juger de la performance relative de différents modeles.

L'association du filtre de Kalman a2 un modéle déterministe permet
la prédiction la plus probable (au sens des moindres carrés) de 1'état
futur du systéme étudié, représenté par son vecteur d'état (X(t)).
Cependant, il sera nécessaire de réajuster 1'estimation de ce vecteur
d'état en utilisant toute nouvelle information disponible avant de recom-
mencer 1'opération de prédiction. C'est pourquoi il existe, dans 1'algo;
rithme du filtre de Kalman (tableau 2.1), une opération de correqtion qui
tient compte de la confiance qu'on accorde aux mesures (définie par la

matrice R) et au modeéle (matrice Q).

Si on pose 1'hypothése que les mesures sont rigoureusement fidéles

a la réalité (donc R = 0), cela entrainera:

H(t) K(t) =1 (voir équation 2.10)
et

g (t|t) = K(t) ¥(t) (voir équation 2.9)
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Le filtre de Kalman réagit donc en corrigeant 1'ancienne estima-
tion (g (tlt - 1)) par la nouvelle mesure (Y (t)). L'utilisateur devra
donc, par le biais des matrices Q et R évaluer la confiance qu'il accorde
aux mesures et au modele. Il doit étre conscient que le filtre ne doit pas
nécessairement se plier & toutes les extravagances des résultats expérimen-

taux (R # 0).

L'application du filtre de Kalman a un probléme particulier devra

suivre la procédure suivante: 5

- définition des modéles employés pour décrire le systéme (équatiom
d'état) et de la relation liant les mesures aux variables d'état (équa-—

tion de mesure) (équations 2.4 et 2.7);

= connaissance des propriétés statistiques des bruits (Q et R) et des

A
conditions initiales (X(to|to), P(tgo|te)) (équations 2.5 et 2.6);

-

= digitalisation et linéarisation des équations, examen des divergences;

A
- filtrage - X(t|t), P(t|t) (tableau 2.1);

~  examen critique de 1'opération de prédiction.
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2.2 Problémes associés a 1'emploi du filtre de Kalman

2.2.1 ESTIMATION DES CONDITIONS INITIALES

L'estimation des conditions initiales (g(tolto), P(to|tp)) devient
nécessaire pour permettre le démarrage de la procédure de filtrage.
Lettenmaier et Burges (1976), Radix (1970) et Rauch (1970) proposent
d'utiliser comme valeurs de départ les mesures (Y(tq)) et l'estimation des

" _n

erreurs de mesures (R) et ce, pour les variables correspondantés (pour 'm

variables, voir équation 2.4):

X (to]to) = ¥ (to)

g (to|to) = §

Si on a aucune connaissance "a priori" des conditions initiales,
il est préférable de prendre des valeurs de P(tg|ty) élevée (» =). On don-
nera ainsi peu de poids a g(tolto) dans 1'algorithme récursif du filtre de
Kalman pour le calcul des valeurs prédites du vecteur d'état (g (ty | to),

A
X (t2 | t1), etc.). -

Certains auteurs (Lettenmaier, 1976; Amirthanathan, 1982) appli-
quent un algorithme récursif des moindres carrés a une courte série anté-
rieure a la période d'intérét. De cette fagon, les derniéres valeurs esti-
mées de cette série peuvent servir de conditions initiales lors de 1'opéra-
tion de filtrage. En partant de la méme logique, on peut tout simplement
débuter notre opération de filtrage quelque temps avant la période d'inté-

rét. C'est ce que nous ferons lors de notre application.
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De mauvaises valeurs de g(to|t°) sont rapidement corrigées par
1'introduction des nouvelles mesures dans 1'algorithme de prédiction. Ce
n'est pas le cas pour la matrice P qui est indépendante des mesures. Radix
(1970) note cependant qu'une erreur de prés de 50% dans 1l'estimation de

P(tg|te) influe trés peu sur les valeurs futures du vecteur d'état.

Il pourrait étre intéressant de mener certaines études par simula-
tion artificielle pour estimer 1'importance relative d'une mauvaise estima-

tion des conditions initiales.

2.2.2 ESTIMATION DES COEFFICIENTS CARACTERISANT LA STRUCTURE DES MODELES

EMPLOYES

Pour appliquer le filtre de Kalman, il est nécessaire de connaitre
la structure des modéles employés; ce qui implique la connaissance des
matrices de transition (%) et d'échelle (H), de 1la fonction motrice
(F(u; t)), et la détermination des propriétés statistiques des bruits (ma-

trice de covariance des erreurs de mesures: R, matrice de covariance des

erreurs du modele: Q).

Les matrices & et H ainsi que la fonction motrice F, sont habi-
tuellement fixées par la structure des modéles employés et sont directement
données lors de la représentation des équations sous forme discréte (voir

équations 2.4 et 2.7).
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La détermination des matrices Q et R est beaucoup plus complexe.
On peut les considérer dépendantes ou indépendantes du temps selon qu'on
juge que les processus sont non stationnaires ou stationnaires. -Habituel-
lement, on ne détermine que les valeurs de la diagonale de chaque matrice.
La connaissance des corrélations croisées donne peu d'information et ne
fait que compliquer 1'opération de filtrage (Bowles, 1978). On pose donc

1'hypothése de non-corrélation entre les bruits de variables différentes.

Différentes approches permettent de déterminer les waleurs des
diagonales des matrices: revue de littérature, essai et erreur, filtrage
adapté, etc. La matrice de covariance des erreurs de mesure (R) doit in-
tégrer toutes les erreurs reliées a 1'opération d'échantillonnage, c'est-a-
dire: erreurs dans la procédure analytique de laboratoire, erreurs
d'échantillonnage, erreurs de lecture, hypothése de linéarité entre une
mesure et une variable 'd'état non mesuré (ex.: relation niveau-débit),

etc.

On retrouve dans la littérature des valeurs concordantes de R pour
certains processus d'échantillonnage. Bowles (1978), Moore (19765 et Let-
tenmaier (1976) ont estimé les éléments de la diagonale de g pour les
Qariables suivantes: demande biologique en oxygéne (DBO), oxygéne dissous
(0D), concentration en ions ammonium [NHa], concentration en nitrate [N03],
et concentrations d'azote organique. Ces données pourraient étre utilisées

pour des modéles de prédiction de qualité de 1'eau.
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La matrice de covariance des erreurs du modele (Q) est plus déli-
cate a déterminer. Jazwinski (1969) la décrit comme étant: "a fiction
designed to account for system (process) model errors which are- non- sta-

tionnary and generally of rather low frequence".

Jazwinski a étudié 1'applicabilité des filtres de Kalman dans la
détermination des trajectoires des véhicules dans 1'espace. Il a rencontré
certaines difficultés reliées a des problémes de divergence du filtre.

La divergence est une croissance des résidus, i.e.: une augmenta-
tion de la covariance des erreurs dans le temps (figures 2.2a et 2.2b). La
théorie du filtrage linéaire présuppose un systéme dynamique complétement
connu et précisément modélisé. Ces conditions ne sont presque jamais ren-—
contrées en pratique, particuliérement en hydrologie (McLaughlin, 1976).
Les imperfections des modéles peuvent causer des problemes de divergence et
d'instabilité dans les estimations. La matrice de covariance du filtre
(P(t|t)) devient irréellement optimiste, le gain (K) devient petit et les

mesures sont ignorées. Alors l'estimation diverge de la valeur vraie. A

-

la limite, il pourra arriver que la matrice P ne soit plus définie positive

(Bowles, 1978). I1 n'y a alors plus de minimum possible donc plus de pos-

sibilité de filtre optimal.

I1 existe deux moyens de corriger la divergence; soit accroitre la
précision de la simulation (souvent impossible), soit représenter les im—

perfections du modéle par un bruit blanc:

w (£) > N (0, Q
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Figure 2.2a
Convergence de la prédiction

Réf.: Lettenmaier et Burges (1976)
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Probléeme de divergence
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La matrice Q est rarement déterminée par 1'expérience car elle est
trop dépendante des modeles employés. Elle doit compenser pour la relinéa-
risation de processus non linéaire, la discrétisation de processus continu,
1'imperfection du modéle, etc... On doit aussi estimer Q de fagon a éviter
les problémes de divergence. En général, on pourra 1l'estimer par essai et
erreur (Bowles, 1978; Lettenmaier, 1976) quoique des méthodes plus théori-
ques comme le filtragé adapté (McBean, 1982; Mehra, 1969; Szollosi-Nagy,
1977; Todini, 1978), permettront d'estimer de fagon plus optimale 1la

matrice Q.

Une estimation incorrecte de la matrice Q peut conduire a un com-
portement sous—optimal du filtre. Cependant Sage et Husa (Mehra, 1976) ont
démontré que cette estimation sous—optimale convergait généralement assez

rapidement a la valeur optimale.

Il est important de comprendre la signification mathématique et
physique des matrices R et Q dans 1'opération de filtrage. Le filtre de
Kalman se sert d'une combinaison pondérée de nos informations initiales
(modéles et mesures) pour estimer 1'état du systéme. Or, les poids sont

fonction du niveau de confiance qu'on attribue a ces informations, ce qui

est déterminé par les valeurs des diagonales des matrices Q et R.

On peut avoir des filtres trop timides, qui font peu confiance aux
mesures par rapport au modéle (R fort et Q faible). Ceci impliquera une
matrice de gain faible (K (t) tend vers 0). Le filtre ignorera alors les

mesures lors de 1'estimation du vecteur d'état (Bowles, 1978; McLaughlin,

1976; Radix, 1970):
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A A
X (t]t) = X (t]t - 1)

Au contraire, un excés de confiance dans les mesures (R faible, Q

fort) pourra conduire a:
A
X(t|t) = K(t) Y(t) (voir équations 2.9)

Toute estimation incorrecte de Q, R ou P(tgp|ty) conduit a des
estimations incorrectes de P(t|t). Par contre une marge d'erreur allant

jusqu'a 50%, peut ne pas perturber 1'estimation des X (t]t) (Radix, 1970).

Mehra (1976) a fait un test de sensibilité sur 1'importance d'une
bonne estimation des matrices Q et R (voir figures 2.3a et 2.3b). On peut

conclure de ces graphiques qu'il est préférable d'estimer la matrice R de

fagon conservatrice en assumant des valeurs plutdt élevées. Cepehdant, la
matrice Q nécessite une estimation plus fidéle car la moindre dérive de sa
valeur réelle influera sur la performance du filtre.

Enfin, Mehra (1969, 1976) conclut qu'une évaluation rigoureuse de
Q et R permettra la conservation de deux caractéristiques statistiques;

l'estimation sans biais et la consistancel.

1 On dit qu'un estimateur est sans biais si, en moyenne, il égale la va-

leur réelle du parametre: E(B) = O.
On aura un estimateur "consistant", s'il converge vers la valeur réelle,
bl

lorsque la taille de 1'échantillon augmente. -
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, Figure 2.3a
Variation de la covariance des erreurs de mesures (R)

{g) Réf.: Mehra (1976)
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Figure 2.3b
Variation de la covariance des erreurs du modéle (Q)
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2.2.3 LINEARISATION DES ﬁQUATIONS

Le filtre de Kalman a été originalement congu pour traiter des
systémes dont 1'évolution est fixée par des équations différeﬁtielles li-
néaires. Or, le cycle hydrologique est plutdt constitué de processus ayant
des comportements non linéaires. Les modéles utilisés en hydrologie auront
donc une structure composée d'équations non linéaires. Par exemple, on
pourra retrouver des équations comprenant le produit de deux variables d'é-

tat. .

Le filtre de Kalman peut étre appliqué indirectement_a des syste-
mes non linéaires si on en connait des solutions approchées, comportant des
structures linéaires. Nous utiliserons la technique de 1'expansion par la
série de Taylor qui permet la linéarisation d'équationms, en les représen-
tant par une approximation du premier ordre. On pourrait évidemment tenir
compte des ordres plus élevés, si 1'amélioration obtenue justifie la charge

de travail et les colts supplémentaires.

L'équation de mesure, quant a elle, est rarement non liné;ire dans
le domaine des sciences de 1'eau. Si c'était le cas, on pourrait aussi la
linéariser de la méme fagon que les équations d'état. Le filtre de Kalman
qui permettait“;;e estimation optimale pour un systéme linéaire, ne permet-

tra qu'une estimation sous-optimale dans le cas d'une approximation d'un

systéme non linéaire.
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2.3 Estimation des paramétres du modéle

L'identification des caractéristiques mathématiques et'physiques
d'un systéme peut se traduire concrétement par le développement d'un modéle
mathématique. L'élaboration de ce modéle ne peut étre compléte sans une
estimation des paramétkes qui en composent la structure interne. Ces para-
métres pourront étre déterminés avant (calibration classique) ou pendant

(calibration en temps réel) 1'opération de prédiction.

La calibration classique est une technique d'identification des
paramétres qui utilisent une série de données d'entrée récueillie antérieu-
rement a la période d'utilisation. La méthode du maximum de vraisemblance

1

permet la minimisation d'une fonction critére®! qui mesure 1'adéquation

entre la série observée et la série simulée avec les parametres choisis.

La méthode classique suppose "a priori":

-~ que la structure du modéle est connue a 1'avance;

-

-

= que les paramétres du modele sont invariables dans le temps.

En fait, cette derniere hypothese implique que les valeurs des
paramétres obtenus sont des valeurs moyennes qui peuvent intégrer un ensem-

ble de processus et leur variabilité spatio-temporelle. On suppose que la

1

Généralement les moindres carrés
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meilleure estimation possible de la valeur des paramétres est celle dédui-

sible de 1'échantillon. -

Lors de 1la calibration de modeles hydrologiques, on peut rencon-

trer deux genres de difficultés:

- des séries de mesures trop courtes;

- des "dérives" importantes dans les paramétres.

La derniére difficulté peut étre attribuable: a la simplicité des
modéles employés en prédiction, a des erreurs dans la structure du modéle
(hypothése de stationnarité des phénoménes), a 1'incertitude associée 2a
1'opération d'échantillonnage ou a 1la linéarisation de processus non
linéaire. Une nouvelle approche qui tient compte de ces erreurs, consiste
a faire varier la valeur des paramétres tout en laissant la strﬁcture du
modéle fixe (Amirthanathan, 1982). On devra cependant se limiter a un
intervalle physiquement acceptable de wvariation. Cette méthode, dite en
temps réel, permet 1'utilisation de nouvelles mesures pour "rgmettre a
jour" les valeurs des paramétres. Elle adopte de plus, une approche tirée
de la théorie Bayesienne. On suppose alors que les parametres sont des
variables aléatoires auxquelles on attribue des fonctions de répartition de
probabilité, construites a partir des informations "a priori" (modéle) et

"a posteriori" (mesure).
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Certains auteurs (dont Bowles, 1978) soulignent que la calibration
en temps réel est moins efficace "statistiquement" que d'autres techniques.
Par contre elle donne de 1'information sur la variabilité des paramétres du
systéme; information pouvant étre utilisée pour des développements ulté-
rieurs. Les méthodes de calibration en temps réel peuvent aussi étre uti-

lisées pendant 1'opération de filtrage.

Ces méthodes de mise a jour récursives des paramétres permettent
de tenir compte des effets des changements physiographiques du bassin sur
le débit du cours d'eau. Méme si les changements dans les valeurs des
paramétres semblent minimes, ils peuvent étre la cause de variations im-

portantes au niveau des résultats de nos simulations. -

Ces différentes méthodes ne seront pas appliquées dans le cadre de
notre étude. Elles pourraient cependant faire 1'objet d'un mémoire spéci;
fique qui examinerait les possibilités d'application de ces méthodes de
calibration en temps réel de fagon a comparer leur potentiel vis-a-vis les

méthodes de calibration classique.
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3. APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN A UN MODELE DETERMINISTE CONCEP-
TUEL
3.1 Choix du modele

Le filtre de Kalman est un outil qui permet un meilleur traitement
d'un signal échantillonné en quantifiant les bruits qui y sont associés.
Il a été utilisé, a plusieurs occasions, pour-l'étude de systémes modélisés
par des équations différentielles linéaires (chute d'un corps en chute
libre, trajectoire d'un missile, etc.). Cependant, le filtre de Kalman n'a

pas, a notre connaissance, été appliqué a des modéles conceptuels.

Les modeéeles conceptuels se présentent sous une forme mathématique
qui est difficilement adaptable a 1'algorithme de calcul du filtre de
Kalman (voir tableau 2.1). Ces modéles peuvent étre constitués d'équations
linéaires ou non linéaires (qui devront alors étre linéarisées) dont le
champ d'application aura a étre limité afin d'éviter des problémes de
divergence lors des simulations. Ces divergences sont causées par la pré-
sence de discontinuités mathématiques. Concrétement, ce sont dés zones
dans l'éspace vectoriel, ou il n'existe pas de solution ou qu'on veut tout
simplement éviter. On doit alors obliger le programme, ou seulement
certaines équations, a respecter des directives afin d'éviter ces zones.
De la méme fagon, le filtre de Kalman qui sera appliqué a ce modéle, devra

respecter les mémes contraintes.
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Les modéles conceptuels sont particuliérement indiqués pour 1'étu-
de de systémes complexes et sont, par le fait méme, de plus en plus utili-
sés en hydrologie appliquée. Ils sont constitués en partie d'équations
empiriques qui tentent de représenter, le plus fidélement possiSle, la réa-
lité physique des processus hydrologiques. Les modéles conceptuels peuvent

étre de type discrétisé ou agrégé.

Les modéles discrétisés sont supérieurs au niveau de la représen-
tativité, puisqu'ils utilisent 1'information physiographique détaillée de
chaque unité ou parcelle du bassin étudié. Les modeles agrégés, en homogé-
néisant l'information,vignorent la variabilité spatiale des composantes du

cycle hydrologique.

Les modeles discrétisés exigent énormément de temps de calcul, en
raison de leur structure et de leur complexité. La répétition des calculs
de transfert pour chaque parcelle de terrain alourdit le programme, et rend
la calibration difficile. Les modéles agrégés, qui n'ont a appliquer leur
fonction de production qu'une seule fois, en raison de 1'hypothése d'homo-

généité du bassin, sont donc plus intéressant au niveau des opérations de

contrdle en continu, comme la prédiction en temps réel.

Le modéle choisi pour cette étude est un compromis entre les mode-
les discrétisés et les modéles agrégés. Il utilise une information physio-
graphique détaillée grace a une discrétisation assez fine, mais évite les

inconvénients de lenteur de simulation, généralement causés par la
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structure de transfert de ce type de modéle. Il a donc 1'avantage de la
représentativité des modéles discrétisés tout en évitant les inconvénients

de calcul, associés a leur lourdeur.

Le Modéle Discrétisé pour Optimisation Rapide (MDOR) a été élaboré
en 1977 (Villeneuve et al.) pour ensuite étre amélioré sous une nouvelle
version informatisée, qui permet des simulations plus rapides et une utili-
sation plus simple. nSa structure de départ lui permet de tenir compte de
la variabilité spatiale de 1'information physiographique, mais les unités
de discrétisations spatiales sont regroupées pour accélérer la simulation.

C'est un modéle discrétisé ayant une fonction de transfert simplifiée.

3.2 Le modele MDOR

Les résultats que nous utiliserons proviennent d'une simulation de
ce modele (avec des paramétres non ajustés) lorsque appliqué au bassin de
la riviere Rimouski. Cette rivieére a son embouchure sur la rive droite de
1'estuaire du Saint-Laurent et traverse les monts Notre-Dame de la chaine

des Appalaches dans la péninsule gaspésienne. La superficie du bassin

versant est de 1 590 km® (figure 3.1).

La premiére étape, préalable a 1'application de ce modéle consiste
a discrétiser le bassin étudié. On subdivise d'abord le bassin en unité de
discrétisation spatiale (parcelle) de 5 km de coté. Puis, selon les dis-
tances entre chaque parcelle et 1'exutoire, on détermine des zones isochro-

nes. Chaque parcelle peut aussi étre rattachée a -<1a =zone
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Figure 3.1
Discrétisation spatiale du bassin de la riviére Rimouski
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d'influence d'une station météorologique de la région, évaluée par la mé-
thode du polygone de Thiessen. La superposition de ces deux découpages
permet la division du bassin en un nombre limité de 2zones, qui pourront

étre traitées comme des entités homogénes (figure 3.1).

Dans une seconde étape, on doit classer chaque parcelle dans un
des trois types physiographiques suivants: carreau-terre, carreau-riviere,
carreau-lac. On pourra alors calculer la production de chaque carreau,
selon son type physiographique et selon la station météorologique qui 1'in-

fluence (figure 3.2).

Enfin, les volumes d'eau produits dans chaque carreau sont cumulés
directement a2 1'exutoire dans des proportions et selon le décalage temporel

qui correspondent au découpage de la premiére étape.

L'équation suivante est le noeud du modéle:

) TEMCON  NBSTAT 3
DEBIT (JOUR) = ¥ Y y [PROD(STAT, (JOUR-DECAL+1) ,TYPE)*
DECAL=1 STAT=1 TYPE=1 '

TRANS (STAT, DECAL, TYPE)] (3.1)

ou
JOUR : numéro du jour de la simulation;
DECAL : temps de parcours a 1'exutoire en jours (partie entiére plus un);

TEMCON: temps de concentration du bassin en jours; -
STAT : numéro de la station météorologique;

NBSTAT: nombre de stations météorologiques;
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Figure 3.2
Schéma de production sur un élément (carreau)
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TYPE : type physiographique du carreau;

TYPE

1: carreau de type "terre" "

TYPE = 2: carreau de type 'riviére"

TYPE = 3: carreau de type "lac

PROD (STAT, JOUR, TYPE): production pour le jour "JOUR" d'un carreau de
type "TYPE" sous 1'influence de 1la station

"STAT" :

TRANS (STAT, DECAL, TYPE): nombre de carreaux de type "TYPE" situés entre
"DECAL-1" et "DECAL" jours de 1'exutoire et

sous 1'influence de la station "STAT".

Le bassin de la riviére Rimouski a été subdivisé en 67 unités dont
47 carreaux-terre, 19 carreaux-riviere et 1 carreau-lac. Le temps de con-
centration du bassin (TEMCON) est de trois jours, ce qui définit trois
zones isochrones. L'information sur la nature des carreaux et sur leur
appartenance a la zone d'influence d'une station météorologique et a une

zone isochrone est donnée par une matrice a trois dimensions: TRANS.

Le modeéle MDOR est un modele conceptuel constitué en partie
d'équations non linéaires, et qui est soumis é“certaines contraintes afin
d'éviter des problémes de divergences. Ce modéle a été utilisé pour géné-
rer les débits de la riviére Rimouski pour une période de 350 jours, a
1'aide de la connaissance des séries chronologiques de longueur équivalente

des données météorologiques (pluie, température, neige) et des caractéris-

tiques physiques du bassin. C'est donc une opération de reproduction du
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débit qui a été effectuée. Notons que pour cet exercice, les paramétres du

modéle n'ont pas été ajustés (pas de calibration).

Le but de notre étude est d'utiliser ce modéle afin d'effectuer
des opérations de prédiction et de les corriger selon la mécanique prévue
par le filtre de Kalman. L'utilisation de ce filtre, dans sa forme la plus
courante, nécessite une représentation du modéle sous la forme d'équations
linéaires markoviennes d'ordre 1 (équation 2.7). Le filtre n'utilise donc
que les informations passées et présentes dans le but de prédire les états
futurs d'un systéme. Comme la forme présente du modéle MDOR, de par sa
complexité et de par la nature des simulations possibles, se préte mal a la

poursuite de notre étude, nous devrons la modifier.

Nous allons donc construire une version simplifiée et linéarisée
du modele MDOR qui permettra une opération de prédiction. Chaque variable

d'état devra étre décrite sous la forme suivante:

X(t) : £(X(t-1), X(t-2), ..., w(t)) (3.2)

ou: X(t): vecteur des variables d'état au jour "t"

w(t): bruit associé a la détermination de la variable d'état

La construction de ce nouveau modele comprendra les étapes sui-

vantes:

~ simplification de la structure du modele MDOR; -

~ linéarisation des équations non linéaires;




- 54 -

- formulation des équations selon la forme de 1'équation 3.2.

Ce modéle permettra le filtrage des données, grace a une quantifi-
cation de 1'effet des bruits et l'utilisation en temps réel de toutes nou-
velles informations.

3.3 Modification du modéle MDOR

3.3.1 SIMPLIFICATION DU MODELE MDOR

Dans notre nouvelle version du modéle adaptable a 1'algorithme de -
Kalman, il aurait été difficile d'utiliser le méme principe que le modéle
MDOR pour tenir compte du décalage temporel, auquel doit étre soumises les
parcelles situées a plus d'un jour de 1'exutoire. Nous avons donc effectué

une nouvelle discrétisation du bassin pour contourner cette difficulté.

Premierement, il fallait obtenir une seule série chronologique de
données d'entrée qui tienne compte de 1'influence relative de chaque sta-
tion météorologique du bassin et qui inclue 1'effet du décalage:temporel
relié a la présence des trois zones isochrones. Cela a pu étre fait par

une pondération des données météorologiques effectuée selon 1'équation

suivante:

5
M@= Y (Météo (Stat,J)*MAT(Stat,1)+ (3.3)

Stat=1

Météo (Stat,J-1)*MAT(Stat,2)+

Météo (Stat,J-2)*MAT(Stat,3))/TOT
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M(J) : nouvelles données météorologiques (pluie, neige ou tempéra-
ture) pondérées au jour J;

Météo(Stat,J): anciennes données météorélogiques (pluie, neige ou tempéra-
ture) enregistrées a la station Stat, au jour J;

MAT(Stat,i) : nombre de carreaux, dans la zone d'influence de la station

Stat, situé entre "i-1" et "i" jours de 1'exutoire;

3
MAT(Stat,i) = ) TRANS(Stat,i,k)
k=1

TOT : nombre total de carreau.

La nouvelle donnée météorologique au jour "J" tiendra donc compte
des valeurs réelles aux jours "J-2", "J-1" et "J", pondérées par le nombre
de carreaux correspondants a chaque zone isochrone.

En considérant cette nouvelle série de données d'entrée,:nous re-
trouvons sur nétre bassin 67 parcelles qui sont situées dans une méme zone
isochrone, soit entre 0 et 1 jour de distance de 1'exutoire. Nous pouvons
simplifié en ne considérant plus que 3 carreaux qui correspondraient chacun
a un type physiographique (terre, riviére ou lac) et qui seraient situés a
1'exutoire du bassin étudié. On aura donc, un carreau- terre de dimensions
égales a celles des parcelles initiales (5 km de c6té) mais recevant 47

fois plus de précipitations (puisqu'il représente les 47 carreaux—terre

initiaux), un carreau-riviére recevant 19 fois plus de précipitation et
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1 carreau-lac. La somme des débits produits par ces trois carreaux,
lorsque soumis 2 notre nouvelle série de données d'entrée, donnera le débit

du bassin a 1'exutoire.

Enfin, nous avons aussi simplifié les schémas de production des
carreaux (figure 3.3). Notons que le schéma du carreau-terre et du
carreau-riviere est le méme. A partir de ces schémas, nous pouvons déduire

le bilan suivant:

(D (t) + Rui (t))

Q (t) =Ql (t) + (3.4)

Q(t) : débit a 1'exutoire au temps t (m®/sec);

Ql(t) : débit du carreau-lac au temps t (m®/sec) (DEBLAC)?!;

D(t) : débit des carreaux-terre et des carreaux-riviére (mm);

Rui(t): ruissellement des carreaux-riviére (mm);

Ko : constante permettant la transformation des unités ma/secj(Q(t) et

Ql(t)) a 1'unité millimétre (mm).

mm °* secC

Ko = 3,456

-

! La parenthése entoure le nom original de la variable tel qu'employé dans
le modele MDOR.
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Figure 3.3

Conceptuglisation simplifiée du modéle MDOR (*)
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On aura aussi:

R(t) —-R(t-1) =66 P (t) - Rui (t) =D (t) - E (t) (3.5)

R (t): niveau du réservoir au temps t (mm) (EAUTOT);
P (t): précipitation tombant sur un carreau au temps t (mm);

E (t): évaporation au temps t (mm) (EVATOT).

Notons que la variation du niveau du réservoir "neige" n'est pas
rise en compte dans 1'équation 3.5. En effet, sur une année, le bilan du
3

réservoir neige sera nul.

Une simulation de cette modification du modéle MDOR permet
d'obtenir les valeurs initiales des nouvelles variables d'état dérivées des
équations 3.4 et 3.5, qui seront nécessaires au démarrage de 1'opération de
filtrage. A la figure 3.4 et aux tableaux 3.la et 3.1b, nous avons énuméré

les informations nécessaires a la poursuite de 1'opération, qui ont été

regroupéeé dans le fichier informatique DEBDS8.

La pondération des données d'entrée a été effectuée par le biais
du programme CONST (figure 3.5). Ce programme permet aussi de réécrire le
fichier DEBD8, sous la forme de plusieurs matrices, de fagon a faciliter le

traitement des informations par le filtre de Kalman (tableaux 3.2 et 3.3).
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~ Figure 3.4
Exécution du modéle MDOR modifié

Entrées
(DEBD1, DEBD2, DEBD3)

|

Sortie Exécution de MDOR
(sur imprimante) - (*DEBAL)
(DEBD4 - modifié)

Nouvelle sortie
(DEBD8)

*DEBAL : procédure exécutant MDOR
DEBD1, DEBD2, etc.: différents fichiers utilisés par MDOR

- Voir aussi le tableau 3.1la
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Tableau 3.1la
Définition des sorties et des entrées de la figure 3.4

FICHIERS ORIGINAUX

DEBD1 fichier comprenant:
- les paramétres du modéle MDOR (K; a K;qo) (voir tableau 3.1b)
- les valeurs initiales des variables du modele MDOR
DEBD2 fichier comprenant:
- les valeurs météo (température - T, pluie — P, neige - N) pour
les cing stations météo et pour chaque jour de la simulation
~ les mesures de débit a 1'exutoire (Qm ou DEBMES) pour chaque
jour de la simulation (en m®/sec)
DEBD3 fichier comprenant:
- la matrice TRANS (voir équation 3.1)
DEBD4 fichier comprenant:

- les fichiers DEBD1, DEBD2 et DEBD3

- les valeurs de deblt calculé par le modele MDOR (Q ou DEBIT)
pour chaque jour de simulation (en m’/sec)

1'hydrogramme des débits calculés par le modéle MDOR et des
débits mesurés

le bilan de 1'état du systéme

FICHIERS MODIFIES OU SUPPLEMENTAIRES

DEBD4 modifié fichier comprenant:

- le fichier DEBD4
- les variables agrégées suivantes:

NEITOT (G,) Rui
DEBLAC (Q1) Sol,
EAUTOT (R) Sol,
EVATOT (E) Sou,

Sou,

DEBD8

fichier contenant les informations nécessaires a la suite de
1'opération:

- les fichiers DEBD1, DEBD2 et DEBD3
-~ les variables .
Qm Rui Elac G, s

QC 8011 EV1 G4
QLAC Sol, EV2 Gs

E Sou, G,
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Tableau 3.1a (suite)
Définition des sorties et des entrées de la figure 3.4

avec (les variables suivantes sont exprimées en millimeétre):

- QLAC: débit résultant du carreau - lac (voir figure 3.1
- Elac: niveau du réservoir - lac

- R : niveau du rgservoir qui représente les 66 carreaux (voir
figure 3.3)

- Sol;: niveau du réservoir - sol représentant les 47 carreaux - terre

— Souy: mniveau du réservoir - souterrain représentant 47 carreaux -
terre

- Sol,: niveau du réservoir - sol représentant les 19 carreaux -
riviere

~ Sou,: niveau du réservoir - souterrain représentant les 19 carreaux -

riviere

= B : évaporation des 66 carreaux

- EV1 : évaporation des 47 carreaux - terre

- EV2 : évaporation des 19 carreaux — riviere

- Rui : ruissellement combiné des 19 carreaux - rivieére

- G; : mniveau de neige au sol total pour les 66 carreaux

- G, : cumul des degrés - jours

~ Gy : température moyenne de la neige

- G4 : eau libérée par la fonte dans les 66 carreaux

- Gg : eau disponible générée par le sous-systéme FONTE, dans les 66
carreaux (figure 3.3)

- Gg : portion de G4 qui regéle ]

- R : Sol; + Sou; + Sol, + Sou,

~ E : EV1 + EV2

1 QLAC = Ky Q1 (voir annexe A)

2 Les 66 carreaux comprennent les 47 carreaux - terre et les 19 carreaux -
riviere (figure 3.3).
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Tableau 3.1b

Paramétres du modele MDOR

VALEUR DES

PARAMETRES
PARAM( 1) = 0,100
PARAM( 2) = 4,078
PARAM( 3) = 0,987
PARAM( 4) = 6,302
PARAM( 5) = 344,900
PARAM( 6) = 0,653
PARAM( 7) = 45,000
PARAM( 8) = 0,500
PARAM( 9) = 1,687
PARAM(10) = 2,445
PARAM(11) = 79,370
PARAM(12) = 10,050
PARAM(13) = 0,057
PARAM(14) = 0,001
PARAM(15) = 0,996
PARAM(16) = 0,300
PARAM(17) = 0,320
PARAM(18) = 0,000
PARAM(19) = 0,000
PARAM(20) = 0,000




= B3 -

Figure 3.5
Le programme CONST

DEBD8 (Figure 3.4)

Exécution de CONST
(*CONST)

l

Sortie
(DEBD9)
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Tableau 3.2
But du programme CONST

- permet la pondération des données météo selon 1'équation 3.3

- permet le calcul des entrées nécessaires a 1'utilisation du filtre de
Kalman

- regroupe ces entrées sous forme de deux matrices (tableau 3.3)
VARMES: matrice qui comprend 17 variables d'état

K1 : matrice qui contient 16 coefficients de correction




- 65 -

Tableau 3.3
Composantes des matrices du fichier DEBD9!

VARMES
Qm P T — R
Rui E QLAC Qc Elac
G, G, G, Gaq Gs
Geg N - — -
K1
Sol, Sol Sol, Sou Sol,
R R R R Sol
Sol, Sou, Sou, EVl EV2
Sol R R E E
ou:

Sol; + Sol, = Sol: réservoir - sol (66 carreaux)

Sou; + Sou, = Sou: réservoir - souterrain (66 carreaux)

1 Voir aussi le tableau 3.1a
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Dans les prochains chapitres, on déduira a partir des équations
3.4 et 3.5, de la structure des sous-routines du modele MDOR et de certai-
nes hypothéses, les équations linéaires markoviennes d'ordre 1 ou 2, qui
permettront la prédiction de chaque variable importante du sysféme. Nous
pourrons alors appliquer 1'algorithme de calcul du filtre de Kalman.

t

3.3.2 DERIVATION DES EQUATIONS D'ETAT

3.3.2.1 Prédiction des variables météorologiques

(Pluie - P, Température — T, Neige — N)

I1 peut étre trés complexe d'expliquer physiquement la variation
des données météorologiques. Nous allons donc faire 1'hypothése que ces
variables sont aléatoires et que leur variation ne dépend que du temps.

Partons de 1'équation différentielle suivante:

M:f (t) (3.6)

~

ou: M: wvariable météo (P, T ou N)

-

A 1'aide de 1'expansion par la série de Taylor du premier ordre,
on peut écrire:
oM

— At (3.7)
ot t-1

M (t) =M (t-1) +
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En posant:

- 9t = At = 1 (intervalle unitaire);

- oM = AM;

- w(t): bruit blanc ayant les propriétés statistiques suivantes:

w (t) » N (0, q)

On aura:
M (t) =M (t-1)+ | MM | | +w (L)

M () ~M(t-1)=|M(t-1)-M(c-2) | +w (t) (3.8
En utilisant une propriété des bruits blancs (E [w] = 0), on peut
écrire:

E|M(t)-M(t-1) | =E|M(t-1)-M(t-2) | (3.9)

-

Donc, "en moyenne", 1'écart [M (t) — M (t - 1)] est égal & 1'écart
[M (t - 1) =M (t = 2)]. On peut donc déduire que, compte tenu de nos con-
naissances, la meilleure prédiction qu'on peut faire de 1'écart
[M (t) = M {(t - 1)] est [M (t -~ 1 ) -M (¢t - 2)]. On réutilisera cette

déduction aux sections suivantes.
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En remplagant la variable M dans 1'équation 3.8 par les variables
P, T ou N, on obtient les trois premieres équations qui constitueront notre

équation d'état:

P(t) =P (t-1)+[P(t-1) -P (t-2)] +w; (t) (3.10)
T(t) =T (t=-1)+[T(t-1)-T (t-2)] +w, (t) (3.11)
N{(t) =Nt -1)+ [N(t-1)-N{(t-2)] +w; (t)- (3.12)

Les termes entre accolades (M (t - 1) M (t - 2)) représentent
les taux de variation de ces variables d'état par rapport au temps (AM/At) .-
Ces taux seront obtenus a partir des données d'entrée pondérées, et ce,
avant la période de prédiction. Ce sont donc des informations "a priori".
A partir de ces informations et d'une estimation des conditions initiales
(ou de départ) des variables P, T et N (P (tg), T (to) et N (tg)), les
équations 3.10 a 3.12 permettront la prédiction de ces trois variables a
n'importe quel temps (P (t), T (t) et N (t)).

-

Ces valeurs prédites pourront étre différentes des valeurs réel-
les, ce qui est démontré par 1'existence des bruits associés aux équations

(wy (t), wp (t), et wy (t)).

Par convention, et parce que 1'écart (M (t - 1) = M (t - 2)) pour

ces trois variables, sera obtenu a partir des données d'entrée pondérées du

modéle (information "a priori"), on utilisera la notation suivante:
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M(t~-1) -M(t =-2) =AM (t-1) (3.13)

pour:

M=P, TouN

Notons que les deux équations 3.10 et 3.12 (M1 = P ou N) sont sou-

mises a la contrainte suivante:

Ml (t) 20 (3.14a)

ou:

M1 (t -1) 2-48M1 (t-1) - w (t) (3.14b)

3.3.2.2 Prédiction du comportement du systéme "Lac"

On doit déterminer des équations compatibles avec le filtre de
Kalman, qui permettent la prédiction du débit produit par le systeme Lac
(Ql - voir figure 3.3). Ces équations peuvent étre déduites a partir de la

sous-routine PRODLAC du modéle MDOR. Cette dérivation effectuée a 1'an-

, . o o¥ .
nexe A, a permis la détermination de trois équations linéaires stochasti-

ques:
Elac (t) = Elac (t = 1) + (K (t = 1) =K (t - 2))
+ (P(t-1)-P(t-2)) + (N(t-1) =N (t -2)) .
+CQl (T(t-1)-T (t - 2)) (équation A.7.2)

|
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Ql (t) = Ap Q1 (t = 1) + ApgA; [(K (t - 1) - K (t -2))
+(P(t-1)-P(t-2))+ (N(t~-1)-N(t-2))

+CQl (T (t-1) =T (t - 2))] (équation A.7.4)

K (t) = Elac (t = 1) + (1 - Ko Ag A;) [(K (t - 1) - K (t - 2))
+ (P (t=-1)-P (t-2)) + (N (t-1)-N (t-2))

+CQl (T (t=-1)-T (t-2))] -Ko A4 Q1 (t - 1) (équation A.7.5)

La prédiction de 1'évolution du systéme Lac et plus particuliére-
ment du débit de ce systéme, nécessite donc la connaissance des trois nou-

velles variables d'état suivantes:

Q1 : débit produit par le réservoir-lac (m®/sec);
Elac: mniveau relatif du réservoir nécessaire au calcul de Q1 (mm);

K : bilan du réservoir-lac (mm).

De plus, on définit trois constantes qui déterminent les contrain-

tes du modéle a respecter:

Si Elac (t) £ 0 4 =0
Si Elac (t - 1) £ 0 A, =0
Si T (t) <0 cQl =0

Autrement, Ay = 1, A; est donnée par 1'équation A.8.1 et CQl est
définie par les équations A.5.5 et A.5.3 de 1'annexe A. Le débit résultant
du carreau-lac pourrait étre négligé, étant donné sa faible importance

relativement a 1'ensemble du bassin. Le gain d'information qu'apporte sa
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contribution ne justifie guére les complications supplémentaires générées
par 1'ajout des trois variables d'état nécessaires a_ son calcul.
Cependant, nous avons tenu a considérer ce systéme pour compléter mnotre

exercice théorique sur 1'application du filtre de Kalman.
3.3.2.3 Prédiction du comportement du sous-systéme "Fonte"

On doit, comme précédemment, représenter la séquence d'équations
constituant la sous-routine FONTE, par un algorithme récursif markovien.
Les nombreuses contraintes imposées dans cette soﬁs—routine compliquent
cette transformation d'équations et nécessitent la création des six varia-

bles d'état suivantes (voir aussi annexe B):

- G,: réserve de neige au sol (STONEI);?!
- G,: cumul des degrés—jours (TEMCUM);

- Gy: température de la neige (TEMNEI);
— G4: eau libérée par la fonte (EAUFON);
- Gg: eau disponible (EAUDIS);

- Gg: quantité d'eau qui regéle (CALFRI).
Ces variables pourront étre prédites par les équations suivantes:

Gy (t) =Gy (t - 1) +Gg (t) + N (t) - Gq (t)
(équation B.1)

. Les parenthéses entourent les noms originaux de ces variables tels
1 - ~
qu employés dans le modele MDOR. <
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G, (t) = wyy G (£ =1) +w; T (t-1) -w; (K - XT)

(équation B.1.2)?

Gs; (t) = (D33 + D3) G3 (t = 1) = Dy G3 (t - 2) +D; (P(t-1) - P(t-2))

+ D, (Gy(t-1) = G,(t=2)) + (Dq + Dg) T(t-1) - Dq T(t-2) + Dg X T

(équation B.6.4)

Gg (t) =Gp, Gg (£t - 1) +6G33 (T(E-1)-T (t-2)) -

+

GIZ (P (t - 1) - P (t - 2)) * (G13 + G15) N (t = 1)
- G13 N (t - 2) + G14 (Gg (t - 1) = Gz (t = 2)) + (GIS + Glﬁ)
Gl (t - l) - G15 Gl (t b 2) + G16 XN

(équation B.5.4)

Gs (t) =G4 () + P (t) - Gg ()

(équation B.2)

Gg (t) = C3y Gg (£t = 1) +C, (G; (£ -1) -G, (t - 2))
#Cy (Ba (t - 1) =Gy (£ =2))+ Ca (T (£ =1) - T (t - 2))
+C, P(t-1)+Cy XP

(équation B.7.4)

XT = [T (£t - 1) - T (t - 2)] = 4T (t - 1) (voir équation 3.13). Ce
terme est considéré comme une constante donnée par le modele.
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La variable importante pour la suite des opérations est la varia-
ble Gy;. Toutes les autres variables ne sont que des variables secondaires

nécessaires a la prédiction de Gs.

Les deux équations décrivant les variables G; (t) et Gs (t) (équa-
tions B.1 et B.2) peuvent étre écrites selon une forme markovienne. En

utilisant les équations B.5.4, B.7.4 et 3.8:

Gs (t) =Py G, (t = 1) + P, Gy (t - 2) + Py (G (£t -1) -Gz {t - 2))
+ Pg (G (t = 1) =63 (t - 2)) +P g Gq (t - 1) +Pyo Gg (£t - 1)
+Ps Pt ~1) +Pyy Pt~ 2) # Py (T (t=1)=T(t ~2))

Gy (t) = (1 = Py) Gy (t = 1) + (= Pp) 6, (t = 2) + (- Py)
(G2 (t = 1) - G, (t = 2)) + (- Pg) (65 (¢t - 1) - Gy
(t = 2)) + (= Pg) Gq4 (£t = 1) + (-Pyo) Gg (t - 1)
+ (1 -P3) P (t-1)
+ (= Py) P(t=-2)+ (-P) (T(t=-1)-T(t-2))
+ (1 - Pg) N(t-1) + (-P;,) N (t-2)+ (XN + if - Pg)

(3.16)

avec:
Py =635 + G - C;
Pz = Cz e Gls
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P; =G, -C; +1

P11 = = Gyo

Py =Gy, - C4

XP =P (t~-1) ~P (t - 2) = AP (t-1) (équation 3.13)
Pg = -Cj

Pg = Ga2

Pio = - Cyy

Pg = Gya + Gy

P12 = - G13

s
o
]

o)
z
I

N(t-1) -N(t-2) =8N (t -1)

Notons que les constantes et variables des équations précédentes
(wy, Wiyx Dyss Dy & Ps, Bpz, Byy & Gygs Py & Pys, Cyy, €3 & Gy, XP, XT et
XN) servent a tenir compte aes contraintes du modele MDOR. foutes ces
variables sont des informations "a priori" car elles peuvent étre calcu-
lées, a chaque pas de temps, a partir des sorties précédentes du modéle

MDOR modifié.
3.3.2.4 Prédiction du comportement du sous-systéme "Sol"

A partir des figures 3.3 et 3.6, on peut extraire trois variables
d'état (Rui, EVAP ou E et D) qui résument la fonction de production du com-
partiment "Sol". L'analyse des sous-routines RAPIDE, INFILT, EVATRA, SOL
et SOUTER du modele MDOR a été nécessaire pour pouvoir dériver les trois

équations décrivant ces variables d'état. Ces équations permettent la




E (t)

avec:

Gs (t)

Rui (t):

E (t)
D (t)

= 75 =

Figure 3.6
Le sous-systeme Sol

Gs (t)

Rui (t)

Sol

D (t)

eau libérée par la fonte (voir équation 3.15);
eau de ruissellement rapide (générée uniquement par les carreaux
riviéres);

évaporation (EVAP);

écoulement provenant du sol formé de:

- 1'écoulement de surface;

~ 1'écoulement du réservoir supérieur (SOL);

-~ 1'écoulement du réservoir inférieur (SOUTER).
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prédiction de la réponse du sol. La difficulté de cette section est causée
par les nombreuses contraintes imposées par le modéle MDOR.- De plus, ces
contraintes peuvent variées selon 1la nature des carreaux Y(terre ou

riviere).

Cette spécificité des contraintes a nécessité une dérivation des
équations selon le type des carreaux. Il a donc fallu (voir 1'annexe C)
diviser le bassin de fagon a considérer ééparément les 47 carreaux-terre et
les 19 carreaux-rivieére. Deux séries d'équations ont été déveioppées pour

évaluer le comportement des deux différents types de carreaux.

Ces deux séries d'équations ont ensuite été additionnées pour per-
mettre la création de trois équations stochastiques qui décrivent le com-—
portement des trois variables d'état suivantes: Rui (t), D (t) et:E (t) et

ce, pour 1'ensemble des 66 carreaux.

Les trois équations dérivées sont les suivantes (voir 1'annexe

C): 3

Rui (t) = Rui (t - 1) + Ry (Gs (t) - Gs (t - 1)) + R, (K1 (1, t - 1)

R(t-1) -Kl (1, t - 2) R (t - 2)) (C.1.3)

E(t) =EB, E (t —1) +E; (T(t-1) -T (t-2)) +EB, R (t - 1)

-~ EB, R (t - 2) - Ig Rui (t - 1) + EBg Gs (t) + EBqg

Io Ry Gs (t - 1) " (C.3.5)

+
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D (t) = (cte 17) R (t = 1) + (cte 18) R (t — 2) + (cte 24) E (t - 1)
+ [(cte 21) = (cte 23) Pgl (T (t-1) - T (t - 2)) -
+ (cte 22) Rui (t - 1) + (cte 23) G5 (t) - Ry (cte 22)

G5 (t = 1) + [AZI - (Cte 23) P6] (C,4.4)

La description des coefficients R;, R,, EB,;, E;, EB;, EB,, I,
EBg, EBg, (cte 17), (cte 18), (cte 24), (cte 21),.(cte 23), (cte 22) et
A,;, sont données a 1'annexe C. Les coefficients de correction K1
(i, t = n) sont spécifiés au tableau 3.3 et la variable Gg (t) et les coef-

ficients P4 et Pg sont décrits a 1'équation 3.15.
3.3.2.5 Prédiction des autres variables du bilan

Les deux derniéres variables d'état nécessaires a notre étude sont
données par les équations du bilan hydrologique ( voir section 3.3.1). 1I1
s'agit de la variable Q (t) qui représente le débit total a 1'exutoire
(m®/sec) et la variable R (t), qui spécifie 1'état de nos réservoirs. Nous

avons transformé ces équations de fagon a les formuler sous une forme mar-—

-

kovienne: =
Q(t) =Q(t-1) + Q3 R (t -1) +Qq R(t -2) +(Qs - Qg P3) P (t - 1)
+ (Qe — Qg Py1) P (t -2)+(Q; — Qg Pg) (T(t-1)~-T (t-2))
cte 22 cte 24
+ Qg Gy (t) + Rui (t - 1) + E(t-1)
Ko Ko
1
- —D(t-1) + (A - 1) Ql (t -1) +Ag Ay (K(t-1)-K (t-2))
Ko _
- Qe Gs (t - 1) + (Qo — Qs Ps ) N (t = 1) + (Q;; - QgP;2) N (t - 2)
+ (Qi2 - Qg Pg) (D.2)
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et
R(t) =Rs R(t-1) +Ry R (t -2) +66P (t -1) + (Rsg - Rg Py)
(T(t=1) =T (t=2))+ (Re) Rui (t = 1) + Ry E (t = 1)
+ Ry Gg (t) + Rg Gg (t = 1) + (Ryo ~= Rg Pg) (D.3)
!
On retrouve 2 1'annexe D, la définition des coefficients employés
dans ces deux équations. La variable Gg (t) pourra étre remplacée par

1'équation 3.15.

3.4 Détermination des matrices du filtre de Kalman

3.4.1 COEFFICIENTS DES EQUATIONS DE BASE

Nous avons dérivé au chapitre 3.3.2, les équations décrivant le

comportement des 17 variables d'état importantes du systéme. La connais-

sance des valeurs de 8 de ces variables au temps "t" et "t-1" et des 8

autres au temps "t" permettra la prédiction du débit a 1'exutoire (la dix-

-

t+1". 3

septiéme variable) au temps "

Une condition implicite a 1'application du filtre de Kalman, né-
cessite que chaque variable utilisée dans une équation d'état soit elle-
méme décrite. Le vecteur d'état (X(t) - tableau 3.4) devra donc comprendre
en plus des 17 variables dont on parlait plus haut, les 8 variables dont on

doit aussi connaitre la valeur a "t-1" (R, P, T, K, N, G,, G,, et Gj).
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Tableau 3.4
Vecteur d'état X (t))

Equations décrivant
ces variables
Q (t) équations D.2 et 3.15
R (t) équations D.3 et 3.15
R (t-1) 1
P (t) équation 3.10
P (t-1) i
T (t) équation 3.11
T (t - 1) o
Rui (t) équations C.1.3 et 3.15
E (t) équations C.3.5 et 3.15
Ql (t) équation A.7.4
K (t) équation A.7.5
K (t - 1) 1
Elac (t) équation A.7.2
X (t) = D (t) équations C.4.4 et 3.15
G, (t) équation 3.16
G, (t) équation B.1.2
G; (t) équation B.6.4
G, (t) équation B.5.4
Gs (t) équation 3.15
Ge (t) équation B.7.4
N (t) équation 3.12
G, (¢t - 1) 4
G, (t - 1) 2
Gy (t - 1) !
N (t - 1) 1

Dimension du vecteur X(t): 25 x 1, n = 25 (équation 2.7)

1 Les 8 variables de la forme Z(t-1) seront décrites par une équation de
la forme suivante: .

Z(t-1) = Z (t-1)
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" ”

Pour des convenances mathématigues, ces variables au temps "t-1",
devront aussi étre représentées par une équation mathématique. On

emploiera donc une expression de la forme suivante:

Z(t-1) = Z(t-1)

Le tableau 3.4 énumére les 25 variables d'état qui constituent
notre vecteur d'état, et indique les éguations qui permettent de prédire

ces variables.

Revenons a notre premiére équation matricielle qui sert de base a

1'algorithme du filtre de Kalman (équation 2.7):

X () =8 (t,t-1)X(t-1)+F (ut-1)+Gw (t-1)

(nx1) (nxn) (nx1) (nx1) (nxp) (px1)

Nous devons définir les matrices utilisées dans ces équations.
L'amalgamation des équations d'état dérivées au chapitre précédent permet
la détermination de la matrice de tramsition & (t, t - 1), et du vecteur

représentant la force motrice F (u; t - 1). Les tableaux 3.5a, b et c

représentent respectivement les trois termes de droite de 1'équation 2.7.

Dans 1'équation 2.7, nous pouvons observer la présence d'un "bruit
blanc" (w (t - 1)), dont on n'avait pas tenu compte lors de la dérivation
de nos équations d'état (voir sections précédentes). Nous n'avons pas a

spécifier de valeurs de "bruit blanc" pour les variables suivantes: .
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La matrice de trensition (g {t, t=1)) a les dimensions suivantes: 25 x 25, n = 25 (voir équation 2.7)
Premjer terme de 1'équation 2.7,

(CQL) (1 = Ko Ag Ay).

(CQL) (Rg Ag Ay = 1).

_'[8_
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Tableau 3.5b
Représentation du terme F (u;t-1)?!

R;P¢
(EBg)+(EBg)Pg
0

Fluye-l) = 0

Deuxiéme terme de 1'équation 2.7
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Tableau 3.5c

Représentation matricielle du terme G w (t-1)!

R R R Rt e R e
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25x17, n=25et p =17

la matrice G a les dimensions suivantes:

(équatian 2.7)

le vecteur w(t—1) a les dimensions suivantes:

(équation 2.7)

17x1, p=17

ion 2.7

t

équa

1~

1 Troisiéme terme de 1




- 84 -~

R(t-1)=X(3;¢t)!? G, (t - 1) =X (22; t)
P(t-1)=X(5; t) G, (t = 1) =X (23; t)
T(t=-1)=X((7; t) Gy (£t - 1) =X (24;5-t)
K (t-1) =X (12; t) N (£t -1) =X (25; t)

Les équations qui les décrivent sont rigoureusement exactes car

elles peuvent étre écrites sous la forme suivante (voir aussi tableaux 3.4

et 3.5).
Z(t-1)=2 (t-1)
11 reste donc 17 variables dans le vecteur d'état auxquelles on
doit attribuer une valeur de "bruit blanc". La matrice G de 1'équation

2.7 permet de spécifier les variables dont le comportement est perturbé par
un "bruit blanc". Les valeurs de la matrice G (dimension de 25 x 17) sont

présentées au tableau 3.5c.

Attardons nous maintenant a2 la deuxiéme équation matricielle de

base, soit 1'équation de mesure:

Y(t) = H(t) X(t) + v(t) (voir équatjon 2.4)

(mx1) (mxn) (nx1) (mx1)

La matrice d'échelle H (t) de cette équation est dimensionnée de

facon a ne considérer que les variables d'état qui sont mesurées. Dans le

' X(i; t): iéme variable du vecteur X (t)
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cadre de notre étude, puisque les variables d'état ne sont pas toutes mesu-

rées, on aura:

Le vecteur de mesure (Y (t)) contient, en premier lieu, les trois

variables météorologiques et la variable de débit:
Q (t), P (t), T (t) et N (t)

De plus, on considérera dans ce vecteur de mesure (Y (t)), les

quatre variables d'état suivantes:
R (t), Rui (t), E (t) et Q1 (t)

Les valeurs de ces variables seront obtenues a partir d'une simu-
lation du modéle MDOR modifié, effectuée antérieurement au début de 1'opé-
ration de filtrage. Ces huit variables contribueront donc a la correction
de notre prédiction effectuée a partir de nos équations d'état Kéquation
2.7 et tableaux 3.5). Ces variables forment le vecteur Y (t) dans 1'ordre
défini au tableau 3.6. Au tableau 3.7, on peut observer la matrice
d'échelle (H(t)) qui permet de spécifier les variables d'état qu'on utili-
sera dans le vecteur de mesure. Notons que le vecteur v(t) a une dimension

équivalente au vecteur de mesure (m=8).
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Tableau 3.6
Vecteur de mesure (Y(t))

Q (v)
P (t)
T (it)
R (t)
Rui (t)
E (t)
Ql (t)

N (t)

fl
(o o]

* Dimension (8 x 1): m




Tableau 3.7
Matrice d'échelle H(t)
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- Dimension: 8 x 25, m = 8 et n = 25 (voir équation 2.4)
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3,82 CARACTERISTIQUES STATISTIQUES DES "BRUITS"

Les bruits qui sont associés a nos équations d'état (w (t), voir
équation 2.7) ou a nos équations de mesure (v (t), voir équation 2.4), peu-
vent étre définis a partir de leurs propriétés statistiques. On sait que
les bruits blancs sont caractérisés entre autres par les propriétés statis-

tiques suivantes:

w (t) » N (0, Q) (voir équation 2.5)

I<

(t) = N (0, R) (voir équation 2.6)

On doit donc définir les matrices R (matrice de covariance des
erreurs de mesures) et Q (matrice de covariance des erreurs du modele)
(voir section 2.2.2). Dans le cadre de notre étude, nous avons supposé que
ces deux matrices étaient constantes dans le temps. De plus, on a défini
des valeurs uniquement pour les diagonales des matrices, puisqu'on considé-

re 1'indépendance entre les bruits de variables différentes.

La matrice R doit caractériser les bruits des huit variables du
vecteur de mesure (tableau 3.6). Comme le débit (Q(t)) est la seule varia-
ble dont la mesure est considérée "exacte" (sans bruit), la covariance de

l'erreur de sa mesure sera nulle (R(1, 1) = 0).

On se souvient que les données d'entrée (P, T et N) ont été pondé-

rées pour étre compatibles avec notre modéle simplifié (voir équation 3.3).

Comme les valeurs utilisées comme mesure pour les variables P, T et N ne
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représentent pas tout a fait la réalité, on leur a attribuées des valeurs
de bruit. Celles-ci ont été évaluées du méme ordre de grandeur que la va-
riance des variables météo, calculée & partir de la série chronologique des

données d'entrée pondérées:

) §1 -
Y M (t) - M (1)]?
i

n-1

M (t): donnée météo (P, T ou N) pondérée;
M (t): moyenne de la série;

n : nombre de jours de la série (350).

Pour les autres variables, on a utilisé la variance calculée a

partir des sorties du modéle MDOR modifié:

T (X (t) - X3 ()2 .
- (3.17)

n-1

X;(t): sorties du modéle MDOR (variables R(t), Rui(t), E(t) ou Ql(t));
X;(t): moyenne des X;(t);

n : nombre de jours de simulation (350).
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Les valeurs de ces variances (arrondies) sont données au
tableau 3.8. La matrice Q a été déterminée a peu prés de la-méme fagon que
la matrice R. Les covariances représentant les données météo.(P, T et N)
ont été supposées semblables puisque les équations qui décrivent ces varia-
bles sont de la méme forme (voir équations 3.10, 3.11 et 3.12). La valeur
retenue est dans le méhe ordre de grandeur que la covariance des erreurs de

mesure. Dans le méme ordre d'idée, on a jugé que:

~ 1
Q = Rg

QRui RRui

Qui =% * %= %rac =%, ° %,

G = =Q, =%, 7,

Les 5 dernieres covariances sont du méme ordre de grandeur que la
variance du débit calculé a partir des sorties de MDOR (voir equation

-

3.17). s

Les valeurs des covariances ont été ajustées a la suite des essais

de simulation de 1'opération de filtrage (voir tableau 3.8). Notamment,

g Qg et Ry sont respectivement la covariance des erreurs du modele et la
covariance des erreurs de mesure pour la variable X. -
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Tableau 3.8

Détermination des diagonales des matrices R(*) et Q(*¥)

W o xmoxm o

(1,
(2,
(3,
(4,
(s,
(6,
(7,
(8,

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

0]

25

10

100 000
100

100

100

25

Q
(P)
(T)
(R)
(Rui)
(E)
Q1)
N)

%

X

Dimension 8 x 8 (m
Dimension 17 x 17 (p

8)
17)

nn

O 0 L0 L0 L0 L0 L0 00 L0 L0000 o0 o0 o

- - -

- -

-

e e el R e T T
O 0 NN W
-

-

(10,
(11,
1z,
(13,
(14,
(15,
(16,
17,

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)

100

10

000
000

10

10
100
000
100
100
100
000
000
100
100
000
000
000

10

(Q
(R)
(P)
(T)
(Rui)
(E)
Q)
(X)
(Elac)
(D)
(61)
(G2)
(G3)
(Ggq)
(Gs)
(Ge)
)

(équation 2.4)
(équation 2.7)
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les valeurs de covariances correspondant aux variables Q et D ont di étre
augmentées (respectivement a 3 000 et 10 000) pour diminuer- les divergen-

ces, apparues lors d'essais antérieurs.

Nous nous sommes contentés de cette évaluation primaire et appro-
ximative des matrices Q et R pour limiter 1'étendue de notre étude. L'ex-
ploration des différentes avenues, permettant 1'amélioration de 1'estima-
tion de ces deux matrices (voir section 2.2.2) aurait débordé du cadre de
notre étude et aurait nécessité du temps et de la recherche supplémentaire.

La porte reste cependant ouverte pour d'éventuelles recherches.

3.4.3 CONDITIONS INITIALES

L'estimation des conditions initiales du systéme est nécessaire au
démarrage de 1'opération de filtrage (voir section 2.2.1). On doit donc

évaluer:
A
X (to | to), g (to | to)

Al
Les conditions initiales du vecteur d'état (X (tg|ty)) ont été

évaluées en posant la méme hypothése qu'a la section 2.2.1, soit:

X (to | to) =Y (to)
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ﬁvidemment, cette équation s'appliquera aux variables qui sont
mesurées. Pour les autres, on a utilisé les sorties du modele MDOR modi-
fié qui sont antérieures au début de 1'opération de filtrage. -~Quant aux
valeurs initiales de la diagonale de la matrice de covariance Aes erreurs,
on a respecté la philosophie de la section 2.2.1 a savoir que, les valeurs
de covariance des erreurs du vecteur d'état sont du méme ordre de grandeur

que les valeurs des matrices R et Q (voir tableau 3.9).

Ces valeurs ont cependant été corrigées a la suite de-simulations
antérieures pour éviter des problemes de divergence qui causaient un ac-

croissement des valeurs de la matrice P.




- 94 -

Tableau 3.9
Détermination de P (tg | to) *

P (1, 1) = 0 (Q (t))

P (2, 2) =300 000 (R (t))

P (3, 3) =300 000 (R (t - 1))
P (4, 4) = 0 (P (t))

P (5, 5= 0 (P (t - 1)
P(6, 6)= 10 (T (t))

P (7, 7)= 10 (T (t - 1))
P (8, 8) = 0 (Rui (t))

P (9, 9)= 1000 (E (t))

P (10, 10) = 0 (Ql (t))

P (11, 11) = 100 (K (t))

P (12, 12) = 100 (K (t - 1))
P (13, 13) = 100 (Elac (t))

P (14, 14) = 1 000 (D (t))

P (15, 15) = 1 000 (G, (t))

P (16, 16) = 100 (G, (t))

P (17, 17) = 100 (G, (t))

P (18, 18) = 1 000 (G4 (t))

P (19, 19) = 1 000 (Gs (t))

P (20, 10) = 1 000 (Gg (t))

P (21, 21) = 0 (N (t))

P (22, 22) = 1 000 (G, (t - 1))
P (23, 23) = 100 (G, (t - 1))
P (24, 24) = 100 (G, (t - 1))
P (25, 25) = 0 (N (t - 1))

* Dimension 25 x 25 (n = 25) (équation 2.7)
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DISCUSSION DES RESULTATS

-~

4.1 Objectifs des simulations

Le premier objectif de cette étude était 1'application du filtre a
un modéle déterministe conceptuel. Nous allons maintenant tenter d'évaluer
si 1'utilisation du filtre de Kalman peut améliorer les opérations de pré-
diction en temps réel et ce, principalement au niveau de la précision d'une
prédiction. A 1'aide de notre nouveau modéle déterministe (modéle MDOR
modifié), auquel nous avons appliquée le filtre, nous allons effectuer des
simulations qui permettront, a partir des données disponibles, la preédic-

tion du vecteur d'état a chaque jour de la simulation.

Pour évaluer 1la capacité de nos simulations a rencontrer les
objectifs visés, nous allons utiliser deux types d'indicateurs dé perfor-
mance. Le premier consiste a comparer 1'hydrogramme mesuré avec 1'hydro-
gramme calculé par le modele MDOR (avant modification et avec des para-

méetres non ajustés) et celui calculé par le filtre de Kalman. Cet indica-

-

teur visuel permettra de juger de la capacité des modéles a "coller" i la

réalité (représentée par les mesures).

Le deuxiéme indicateur est de nature mathématique. On comparera

les variables d'état filtrées (X ) et celles générées par le modéle MDOR

KAL

X ) aux mesures effectuées (X a 1'aide de deux critéres mathémati-

MDOR MES)’

ques: 1'écart-type et 1'erreur relative. Ces critéres peuvent étre défi-

"*

nis comme suit:
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n Kypg(8) = Xgyp (10)° 1,2
%kaL T § . (4.1)
1/
n | Fues®) - Xypor (1))
9MDOR = § ] (4.2)
. “KAL . “MDOR
RKAL == (en %) RMDOR = (en %) (4.3)
XMES XMES

mesure de la variable d'état X au jour "i"?;

moyenne de la série de mesure de la variable d'état X;

valeur de la variable d'état X au jour "i" obtenue par une simu-

lation du modéle MDOR;

valeur de la variable d'état X au jour "i" prédite par 1'opéra-

tion de filtrage;
" - 2

rapport: "écart type'"/"moyenne"?;

nombre de jours considérés.

1 X peut représenter n'importe laquelle des 25 variables d'état du vecteur
d'état (X(t)) (voir tableau 3.4).

2 Le critére R* représente en fait le pourcentage d'erreur de 1'estimation
par rapport aux mesures.
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Lors des comparaisons entre 1l'efficacité du modéle MDOR et du fil-
tre de Kalman, nous devrons nous rappeler que le modéle MDOR ne permet pas
de prédiction mais seulement une reproduction du débit. En effet, il peut
disposer des données d'entrée correspondantes au jour de la simulation
contrairement au filtre qui n'utilise que les données d'entrée antérieures

au jour de simulation.

4.2 Précision d'une prédiction

L'opération de filtrage a d'abord été effectuée a chaque jour
selon le schéma reproduit a la figure 4.1. Nous avons effectué deux opéra-
tions de prédiction a 1'aide du filtre de Kalman, pendant une période de
1'année correspondant a 1'été. Dans ces conditions climatiques particu-
lieres (N (t) et G, (t) = 0, T (t) 2 0), on peut négliger le sous-systeme
FONTE (voir section 3.3.2.3), ce qui permet d'alléger notre opé?ation de
filtrage. Les onze derniéres variables du vecteur d'état (voir tableau
3.4) pourront étre ignorées, ce qui entrainera une diminution de la dimen-

sion du vecteur d'état et des matrices.

-

-

Lors de la premiére simulation, nous avons utilisé uniquement les
treizes premiéres variables du vecteur d'état. De plus, on supposait que

le vecteur de mesure (Y (t)) ne comprenait que les trois variables suivan-

tes: Q (t), P (t) et T (t) (n =13 et m = 3, voir équations 2.7 et 2.4).
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(t+1)

Modéle
MDOR

§ (t+1)
“MDOR

Figure 4.1
Schéma de 1'opération de filtrage effectuée a chaque jour
L
Données
l d'entrées
(t-1) (t)
Modéle Modele
MDOR MDOR
N
X (1)
MDOR
Filtrage
y
Prédiction Comparaison l

g(t%t-ly’////
4

Correction <—~_______{:> X (t) \\
MES )
I

A
X(t|t)

4

Prédiction L

g(t+1[t)

Correction | <]

/

etc.

| " données d'entrée

(; i)’ sorties résultant des opérations

Comparaison

<: AMES(t+1)

~ opération (simulation, filtrage, comparaison)
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La simulation a été effectuée sur une période comprise entre les
jours 141 et 290! (soit, de la mi-mai au mois d'octobre). Nous avons re-
produit aux figures 4.2 et 4.3 1'hydrogramme mesuré et ceux calculés par le
modele MDOR et le filtre de Kalman (lorsque n = 13). Nous pouvons observer
que notre hydrogramme (QKAL) colle beaucoup plus aux mesures que celui
généré par le modele MDOR (QMDOR)' On retrouve aussi une assez bonne
concordance entre les pics calculés et observés. Cependant, on peut
observer une sinuosité assez élevée dans la courbe de QKAL comme si le
filtre utilisait un procédé d'essai et erreur. Ceci et la présence de 4
pics négatifs situés au début de la période de simulation démontre une

certaine instabilité dans notre prédiction.

Les valeurs des critéres o et R¥, calculées pour la variable de

débit et pour les 150 jours de simulation sont assez concluantes:

Qpg = 19,67
Oupor = 1496 Roor = 76 %

= 10,6 Ro, =539
Ogar = 10,60 KaL - 03 %

3 Les données météo qui sont disponibles pour cette étude font partie

d'une série chronologique qui s'échelonne sur 350 jours ou le premier
jour correspond au premier janvier.




Figure 4.2

A Q (m3/s ) Comparaison entre 1l'hydrogramme mesuré et 1'hydrogramme calculé par le
loo modéle MDOR = OMES
--=~-= QMDOR (paramétres non ajustés)
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Figure 4.3
Comparaison entre 1'hydrogramme mesuré et 1'hydrogramme calculé par le filtre de

A Q (m3/s ) Kalman avec 13 variables d'état
100 " MES
-=--= = QgpL (avec N=13)
80

SEPT.

- 10T -
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Elles confirment que, malgré 1'utilisation d'informations supplé-
mentaires (données d'entrée du jour de la simulation), le modéle MDOR ne
peut générer de débits aussi optimaux que le filtre de Kalman. "Le filtre
de Kalman agit donc comme une sorte de méthode de calibration sﬁr le modeéle
MDOR modifieé. Au tableau 4.1, on peut observer un exemple du genre de
sorties qui peut étre générées par 1'opération de filtrage. Ces sorties
peuvent donner de 1'information sur les variations des variables intrinsé-

ques du systeme (R, Rui, E, Ql, etc.).

Comme les équations qui décrivent ces variables ont été dérivées
du modéle MDOR, on devrait s'attendre a ce que les valeurs des variables
obtenues par le filtrage s'approchent des valeurs obtenues par le modéle
MDOR. Or, ce n'est pas tout a fait le cas. Au tableau 4.2, on a évalué,
pour quatre variables d'état (R, Rui, Ql et E), 1l'écart type entre les
valeurs obtenues du filtrage et les valeurs simulées par le modéle MDOR‘?
Cette évaluation de 1'efficacité relative (par rapport au modéle MDOR) du
filtre a été effectuée a partir d'une séquence de 15 jours de simulation.
Comme référence, on a aussi inclus, au tableau 4.2, les valeurs des
critéres calculées pour le débit a partir de la méme séquence de ;5 jours.

On peut observer qu'elles se situent dans le méme ordre de grandeur que

celles calculées pour la séquence de 150 jours.

1 Pour ces quatre variables d'état, les mesures correspondent aux sorties
du modele MDOR (section 3.4.1).
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Tableau 4.1
Simulation avec 13 variables d'état!?

JOUR 150
X% (1) = 29,23 P* (1, 1) = 3 299,28
X*¥ (2) = 60 560,89 P* (2, 2) = 2 580 312,90
X* ( 3) = 60 226,04 P* (3, 3) = 2 232 325,67
X* (4) = 10,43 P* (4, 4) = 21,56
X (5) = 8,62 P* (5, 5) = 11,56
X* (6) = 11,36 P (6, 6) = 16,18
X* (7)) = 10,59 Px (7, 7) = 6,18
X* ( 8) = 4,07 P* (8, 8) = 974,59
X* (9) = 359,76 P (9, 9) = 84 632,75
X* (10) = 2,07 P* (10,10) = 283,81
X* (11) = 4,60 P* (11,11) = 40 925,81
X* (12) = 4,21 P (12,12) = 38 933,68
X* (13) = 11,74 P (13,13) = 50 976,64
X (1) = 32,50 P (1, 1) = 0,00
X (2)= 60 676,82 P (2, 2) = 2 510 165,70
X (3) = 60 386,17 P (3, 3) = 2 216 964,21
X (4) = 11,99 P (4, 4) = 11,55
X (5)= 9,46 P (5, 5) = 8,63
X (6)= 11,24 P (6, 6) = 6,18
X (7) = 10,53 P (7, 7) = 4,70
X (8)= 4,87 P (8, 8) = 954,43
X (9) = 355,16 P (9, 9) = 71 749,20
X (10) = 2,40 P (10,10) = 272,99
X (11) = 6,31 P (11,11) = 40 517,23
X (12) = 6,08 P (12,12) = 38 236.56
X (13) = 14,61 P (13,13) = 49 979,36

X (1)

- P¥(4,1i):

- X(1i)

- P(i,i)

iéme variable du vecteur d'état prédite par le filtre (voir
tableau 3.4)

covarlance des erreurs associées a la prédiction de la variable
d'état (X*(i))

iéme variable du vecteur d'état corrigée en utilisant les
. 7"n 1t
mesures au jour J

covariance des erreurs associées a la correction de la variable
d'état (X(i)) (notons que P(1,1) = 0,00, puisqu'on a supposé

que la mesure du débit (X(l)) était le parfait reflet de la
réalité)

Qqpor = 42,76
QKAL = X*(1) = 29,23

YOX(e):

(1

1]

3x1): n=13 Y(£): (3 x1): m 3
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Tableau 4.2
Efficacité relative du filtre (13 variables)!?

QEs T 21,5
OgaL = 12,9 Ripap & 60 %
Ruiype = 0,6
QUpgs = 22
Eyps =  491,0
Ogar, = 596,0 Riga & 121 %
5 = 27 600,0
MES
ogar, = 8 387,0 Rigap & 30 %

Les criteres ont été évalués pour une séquence de 15 jours pris au hasard
dans la série de 150 jours. Rappelons que nous avions calculé pour la
série de 150 jours les valeurs suivantes:

19,67

Qs ,
10,60 Riga, & 53 %
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On peut déduire de ce tableau que les valeurs des variables Rui,
Ql et méme E, ne se situent pas tout a fait dans le méme ordre de grandeur
dans les deux simulations (filtre et modéele MDOR). Ce probléme est proba-
blement associé a 1'accroissement des covariances des erreurs de plusieurs
variables d'état (P (i, i)), observable entre autres au tableau 4.1. On
n'a qu'a comparer la valeur de la covariance des erreurs attribuée a 1la
variable R (P(2,2)) avec sa valeur initiale de 300 000 (voir tableau 3.9).
Cet accroissement peut étre la cause de divergence entre les valeurs preédi-
tes et les valeurs réelles des variables d'état (section 2.2.2) ainsi que
de 1'instabilité de la prédiction observée a la figure 4.3.

Pour tenter de résoudre ces problémes, nous avons effectué une
deuxiéme simulation en considérant cette fois, les 14 premiéres variables
(n = 14) du vecteur d'état initial (X (t), voir tableau 3.4). De plus,
nous avons utilisé sept variables d'état (Q, P, T, R, Rui, Ql et E) dans
notre vecteur de mesure (Y(t), m = 7) pour accroitre 1'horizontalité des
corrections apportées a notre prédiction.

L'utilisation de quatre nouvelles variables de mesure ne:peut que
stabiliser notre simulation et rapprocher des valeurs mesurées, les valeurs
filtrées des variables qui sont issues du modéle MDOR (R, Rui, Ql et E).
La simulation a été effectuée sur la méme période que précédemment (jours
141 a 290). L'hydrogramme calculé par le filtre (lorsque n = 14) est beau-
coup plus proche de la réalité (figure 4.4) que les hydrogrammes précé-
dents. On remarque une diminution de la sinuosité de la courbe (donc sta-

bilisation de la prédiction) ainsi que la disparition des pics négatifs.




Figure 4.4

A Q (ﬂ13‘/5 ) Comparaison entre 1'hydrogramme mesuré et 1'hydrogramme calculé par le filtre de
Kalman avec 14 variables d'état

= QMES

00—
--=-= =QgaL (avec N=14)

- 90T -

JUILLET
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Curieusement, il existe une analogie entre la courbe de QKAL (n = 14) et

celle de Q au niveau des pics du début de la période de simulation.

MDOR’
Cela est normal puisqu'on corrige maintenant nos valeurs filtrées par &4
variables issues du modéle MDOR (R, Rui, Ql et E). Le filtre donne tou-
jours des résultats plus optimaux que le modéle MDOR tel que confirmé par

les valeurs des critéres o et R¥* calculées pour les 150 jours de simula-

tion:

QMES = 19,67

SMDOR ~ 14,96 RMDOR =76 %

O,,r = 7,83 R,,; = 40 9
’ KAL %

Une comparaison entre ces critéres et ceux calculés pour la simu-
lation précédente indique que la simulation a treize variables est moins
efficiente, au sens des moindres carrés, que la présente. De plus, on peut
observer que les sorties de 1'opération de filtrage a 14 variables se rap-

-

prochent beaucoup plus des valeurs mesurées (tableau 4.3). -

I1 existe encore des accroissements de la covariance des erreurs
des variables d'état (P (i, i)), mais d'un ordre beaucoup moins élevé que
précédemment (voir tableau 4.4, P(2,2)). 1I1 faudrait, pour remédier a ce
probleme, réévaluer de fagon optimale les matrices Q et R qui caractérisent
les bruits associés aux modéles et aux mesures et aussi améliorer 1'estima-

tion des conditions initiales (particulierement P (to|to)). .
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Tableau 4.3
Efficacité relative du filtre (14 variables) !

491,0
1 129,0

27 600,0

2 101,0

1 Les critéres ont été évalués pour les mémes 15 jours que dans le tableau
4.2. Pour la série de 150 jours, on avait:

Qs = 19,67
OgaL = 7,83




Tableau 4.4
Simulation avec 14 variables
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d'état !

JOUR 150
X* (1) = 32,84 P* (1, 1) = 4 029,31
X* ( 2) = 68 522,80 P* (2, 2) = 249 712,72
X* ( 3) = 68 271,08 P* (3, 3) = 68 022,40
Xt (&) = 10,26 P* (4, 4) = 20,67
Xt (5) = 8,63 Px (5, 5) = 10,67
X% (6) = 9,16 P* (6, 6) = 15,61
Xt (7) = 10,63 P* (7, 6) = 5,61
Xt ( 8) = 3,68 P (8, 7) = 179,20
X* ( 9) = 321,22 P* (9, 8) = 29 064,46
X* (10) = 1,61 P* (10,10) = 246,37
X* (11) = 1,96 P* (11,11) = 17 562,09
X% (12) = 0,11 P* (12,12) = 16 129,62
X (13) = 7,51 P* (13,13) = 22 004,95"
X% (14) = 100,79 P* (14,14) = 10 239,22
X (1) = 32,50 P (1, 1) = 0,00
X (2) = 68 543,66 P (2, 2) = 67 981,88
X ( 3) = 68 325,25 P (3, 3) = 49 862,53
X (&)= 12,10 P (4, &) = 10,62
X (5) = 9,79 P (5, 5) = 6,81
X (6)= 11,10 P (6, 6) = 5,51
X (7)= 12,51 P (7, 7) = 2,05
X (8) = 3,51 P (8, 8) = 63,89
X (9) = 496,24 P (9, 9) = 99,58
X (10) = 8,33 P (10,10) = 70,82
X (11) = 11,79 P (11,11) = 17 112,44
X (12) = 18,59 P (12,12) = 14 557,10
¥ (13) = 31,33 P (13,13) = 19 643,89
X (14) = 95,58 P (14,14) = 10 096,71

X# (i)

P*(i,i):

X(1i)

Pld,4)

iéme variable du vecteur d'état prédite par
tableau 3.4)

covariance des erreurs associées a la prédiction de la variable

d'état (X*(i))

iéme variable du vecteur d'état corrigée en utilisant les

s " et
mesures au jour J

covariance des erreurs
d'état (X(i)) (notons
que la mesure du débit

réalité)

1

X(t):

(14 x 1):

n

Qugs
Qupor
QkaL

14

= X(1) = 32,50
= 42,76
= X*(1) = 32,84

X(t):

le filtre (voir

(7 x1):

m

associées a la correction de la variable
que P(1,1) = 0,00, puisqu'on a supposé
(X(1)) était le parfait reflet de la

~J
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I1 faut souligner 1'amélioration de la prédiction de la variable R
(tableaux 4.2 et 4.3). Les variations de cette variable contribuent énor-
mément a la formation du débit, particuliérement en période d'étiage. Une
meilleure prédiction de cette variable ne peut qu'améliorer 1'ensemble de
notre opération de prédiction.

l

Pour compléter les opérations de prédiction journaliére, nous
avons effectué une autre simulation mais échelonnée sur une période de 300
jours (jours 41 a 341, du mois de février au mois de décembre).” Nous avons
alors did inclure dans notre filtre les équations d'état, dérivées au cha-
pitre 3.3.2.3, qui modélisent le comportement du sous-systéme Fonte. Nous
avons donc utilisé 25 variables d'état (n = 25, voir tableau 3.4) et 8

variables de mesures (m = 8, voir tableau 3.6).

Deux sections de 1'hydrogramme obtenu de ces simulations ont été
reportees aux figures 4.5 et 4.6. La premiére section (figure 4.5) corres-
pond a la méme période (jours 140 a 290) considérée aux simulations précé-
dentes (voir figures 4.2 a 4.4.). Comme on s'y attendait, c'est celle qui
donne les meilleurs résultats, tant au niveau de la stabilité due de la
concordance des pics, et ce, plus particuliérement dans la premiére partie
de la période considérée (jours 140 & 190). Cette période correspondait en
fait au début des simulations représentées aux figures 4.3 et 4.4. Ce
n'est plus le cas pour la simulation a 25 variables puisque son démarrage
débute au jour &41. On peut donc déduire que 1'opération de filtrage a

besoin d'une certaine période de rodage pour éliminer 1'instabilité de ses

prédictions et ce, en raison principalement de mauvaises estimations des
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Comparaison entre 1l'hydrogramme mesuré et 1'hydrogramme calculé par le filtre de
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AQ (m3 /s ) Comparaison entre la crue mesurée et la crue calculée par le filtre de
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conditions initiales des variables d'état. La supériorité de cette simula-
tion par rapport aux précédentes est confirmée par les valeurs des critéres
calculées pour la méme séquence de 15 jours utilisée aux tableaux 4.2 et

4.3:

I

o = 4,12 R KAL 19%

Les figures 4.6 (comparaison entre QKAL et QMES) et 4.7 (comparai-
son entre QMDOﬁ'et QMES) correspondent a la période de crue du printemps
(jours 70 2 140, mois de mars au mois de mai). Pour accentuer les diffé-
rences entre les courbes, nous avons changé d'échelles verticale et hori-
zontale. Bien que les résultats obtenus du filtre soient plus proches des
mesures dans 1'ensemble que ceux obtenus du modéle MDOR, ils sont nettement
plus déficients au niveau de 1la reproduction du maximum de crue.
Cependant, on doit rappeler que le but de 1'opération de filtrage étant la
prédiction, on ne dispose donc pas de 1'information sur les données météo-—
rologiques du jour de la simulation (contrairement au modele MéOR). On
tente plutdt de prédire ces mémes données météorologiques a partir d'équa-

tions qui, il faut le dire, sont peut représentatives de la réalité (voir

équations 3.10, 3.11 et 3.12).

La période correspondant a la crue maximum (jour 110 a jour 140)
contribue pour preés de 95% de la covariance (entre QKAL et QMES) calculeée

pour 272 jours de simulation. Cela démontre bien la précision-de cette




>
AQ(m /s ) Figure 4.7
Comparaison entre la crue mesurée et celle calculée par le modéele MDOR
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opération de prédiction. On pourrait se demander s'il est plus important
de bien simuler la crue ou s'il est préférable de bien simuler 1'ensemble
du débit sur une période d'un an. Evidemment, la réponse dépendra des rai-
sons pour lesquelles le gestionnaire a effectué la prédiction. Les valeurs

des critéres mathématiques calculées pour 272 jours de simulations sont:

Qupg = 41,88
Oypor = 3076 R ypor = 73%
Opar, = 23,2 (n = 25) R par = 55%

Comme nous 1'avons souligné précédemment, le modéle MDOR utilisé
pour nos simulations n'avait pas été calibré adéquatement. Il utilisait
donc une série de paramétres non ajustés. Or, le filtre de Kalman, en plus
de permettre une opération de prédiction et de donner des informations sur
les variations des différentes variables d'état, a permis aussi une
certaine calibration du modéle utilisé (modéle MDOR modifié), puisqu'il
optimisait ses estimations en fonction d'un critére de performénce (les
moindres carrés). Dans une étude ultérieure, il pourrait étre intéressant
d'évaluer les possibilités réelles du filtre dans le domaine de la calibra-
tion en temps réel des paramétres d'un modéle. On n'aurait alors qu'a

ajouter au vecteur d'état les paramétres qu'on veut optimiser.
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4.3 Longueur d'une prédiction

Nous avons démontré, a la section précédente, 1l'efficacité du fil-
tre pour la prédiction "journaliére". Nous avons aussi tenté d'évaluer les
possibilités du filtre pour effectuer une prédiction faite plusieurs jours

a 1'avance.

Nous avons donc effectué une simulation selon le cheminement pré-
senté a la figure 4.8. Pour permettre la prédiction pour les "k" prochains
jours, il faut ignorer les mesures des "k" jours suivant le début de la
simulation. De cette fagon, la correction ne peut s'effectuer. On obtient
donc, a partir des données antérieures au jour "t" (début de la simula-

A
tion), une prédiction du vecteur d'état au jour "t + k" (X(t + k| t - 1)).

Les résultats obtenus s'éloignent passablement des valeurs

recherchées (Q , R , etc.) a mesure que s'accroit la longueur de la
MES MES

prédiction. A partir d'une longueur supérieure a cing jours (k 2 5), les

résultats ne représentent plus vraiment la réalité. Ceci est principale-

ment causé par la faible représentativité de certaines équations d'état.

On pense notamment aux trois équations d'état qui décrivent le comportement

des variables météorologiques (P, T et N) et qui s'écrivent sous la forme

suivante:

M (t) =M (t~-1) + AM(t - 1) (voir équation 3.8)
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Figure 4.8
Prédiction pour les "k" prochains jours

Données d'entrée
(é "1-1", !lt_zll, )

l
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.
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|| Prédiction ||
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A
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R .
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1 —
| ,

| | |
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| J, |

l Correction | «— X mes (t + k)

| Prédiction
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Cette équation est suffisamment représentative pour les prédic-
tions journaliéres. Ce n'est plus le cas pour une prédiction s'échelonnant

B A i » . B . [
sur plusieurs jours, ce qui résulte a des valeurs aberrantes, ‘qui n ont
plus grand lien avec la réalité. Nous n'avons donc pas eu les résultats

escomptés pour ce type de prédiction a plus long terme.
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CONCLUSION

Le concept du filtre de Kalman permet de relier intuitivement
1'analyse en série de temps a la modélisation déterministe. ﬁe filtre de
Kalman est un opérateur mathématique, applicable aux modéles déterministes,
qui utilise les informations passées, présentes et futures sur un systeme

pour en améliorer les comnaissances passées, présentes ou futures.

L'opération de filtrage tient compte de 1'incertitude intrinséque
des différentes sources d'information. Il permet une correction de la pré-
diction a partir d'une pondération des mesures et des prédictions
antérieures. On a pu observer qu'il pouvait compenser pour une mauvaise

calibration d'un modéle.

Lorsque le filtre est optimal, il donnera une estimation & varian-
ce minimum (efficacité) qui tendra a égaler la valeur moyenne réelle de la
population (sans biais). Il utilise toute 1'information disponible soit:
1'information "a priori" sur la mécanique d'un systéme (équation d'état) et
sur les incertitudes (matrices Q et R) ainsi que 1'information "a éosterio—
ri" (mesures) qui est incorporée a 1'opération de filtrage par le biais de

mises a jour continuelles.

Le filtre est caractérisé par un certain processus d'apprentissage
(voir équation 2.11) qui se traduit par une diminution des 1limites de
confiance des estimations, et ce, de fagon asymptotique (lorsque N - ).

Ces estimations convergeront donc vers la valeur vraie a mesure que se dé-

roulera notre simulation.
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Cette derniére qualité ne s'appliquait pas vraiment a nos simula-
tions. En effet, les résultats de nos simulations ont démontré une certai-
ne instabilité au niveau de la matrice de covariances des erreurs (P), qui
était probablement causée par une mauvaise évaluation des caractéristiques

statistiques des bruits associés au systéme.

I1 a été démontré (Bowles, 1978) que la performance du filtre
était plus sensible aux erreurs de détermination de la structure interne du
modéle qu'aux spécifications des matrices Q et R et/ou des conditions ini-
tiales. L'obtention de bonnes performances lors de nos simulations indi-

2 : 1. - ¢ . ~ - .-
quent donc que nos équations d état décrivent bien le systeme étudie.
Cependant, une meilleure estimation des matrices d'erreurs (Q et R) et des
conditions initiales aurait certainement diminué certaines instabilités

observables en début de simulation.

La formulation de 1'algorithme de calcul selon une équation marko-

vienne de type récursive comporte plusieurs avantages:

-

- i - " -, , . . . - 1
- elle évite la nécessité de mémoriser des vieilles données d en-

trée, ce qui diminue le besoin de "temps-ordinateur";
- elle permet la prédiction de toutes les variables d'état;

- elle permet d'observer les variations lentes de certains para-

métres (calibration en temps réel).
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Le filtre est donc une technique d'estimation séquentielle opti-
male adaptée a la détermination de tout systéme considéré stochastique. 11
pourrait étre appliqué a un processus de type décisionnel tel un systéme de

gestion. Prenons, par exemple, la ressource-eau.

Le développement de cette ressource nécessite la formulation de
stratégie et de politique d'opération. Le contréle optimal du systeme
"eau" doit se faire de fagon a optimiser une fonction de performance. Pour

arriver a une gestion efficace, on devra suivre les étapes suivantes:
a) décrire le systéme et 1'information disponible;
b) définir une fonction de performance;

c) déterminer les meilleures stratégies possibles en tenant

compte de a et b.

Le probléeme peut se traduire ainsi: trouver, a partir de tous les
scénarios possibles, celui qui minimise la fonction de performan;; tout en
tenant compte des contraintes inhérentes a la dynamique interne du systéme.
De plus, si on veut établir une bonne stratégie de développement, on devra

tenir compte (donc tenter de quantifier) de la nature stochastique des sys-

temes hydrologiques.

Cet énoncé ressemble étrangement a celui employé pour décrire les

objectifs du filtre de Kalman. Cela indique donc une partie du niveau

d'application du filtre de Kalman. Dans cet optique, le filtre de Kalman
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deviendra un outil pouvant faciliter la détermination d'une politique
optimale de gestion. Le gestionnaire pourra suivre le cheminement sui-

vant:

- trouver 1'estimation optimum des x(t);
l
- déterminer la politique de contrdle en supposant que les estima-

tions correspondent aux valeurs réelles.

Ce mélange de calcul stochastique et de théorie déterministe per-
met donc 1'amélioration des connaissances d'un systéme. Il devient un
outil complémentaire important, en permettant 1'inclusion des incertitudes

au domaine déterministe.

Le filtre de Kalman s'inscrit donc parfaitement dans la nouvelle
mode de développement d'outil de gestion intégrée, qui favorise 1'approche
multidisciplinaire pour permettre 1'amélioration de la compréhension et

pour faciliter la manipulation des systémes étudiés.

Dans cette étude, nous avons réussi a appliquer le filtre de
Kalman a un modéle déterministe de type conceptuel. En plus de permettre
une opération de prédiction, le filtre a compensé pour un manque de
calibration du modele. En effet, il effectue une certaine calibration
puisqu'il optimise ses estimations en fonction d'un critére de performance.
Bien que les performances du filtre aient été jugées satisfaisantes pour la

- . . . P . . ) . 2 s N LI
prédiction journaliére, il reste certains domaines qui mériteraient, d étre
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exploreés. Notamment, nous avons pu remarquer que la longueur d'une
prédiction était 1limitée (section 4.3) ce qui restreint le potentiel
d'application de 1la technique. I1 faudrait donc pour pallier a cette

faiblesse, renforcir le sous systéme de prévision météorologique.

Nous nous sommes surtout limités a 1'interprétation des débits
simulés. Cependant, les résultats reliés aux autres variables d'état
auraient certainement pu apporter certaines informations permettant
d'améliorer les connaissances sur la mécanique d'un systéme hydrologique.
De plus, une évaluation plus stricte des caractéristiques statistiques des
bruits permettrait probablement une nette amélioration de certaines parties

de nos simulations.

Enfin, il serait intéressant d'évaluer les possibilités de la ca-
libration en temps réel des paramétres du modéle par rapport a la calibra-
tion classique et d'en évaluer 1'utilité dans une opération intégrée se

situant dans le domaine de la prédiction en temps réel.
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ANNEXE A

LE SYSTEME "LAC"

La sous-routine PRODLAC du modéle MDOR peut étre résumée par les

équations suivantes:

EAULAC, = EAULAC, + P (t) + N (t) (A.1)
EAULAC, = EAULAC, - EVAP (t) @
i a) Si:

EAULAC, < 0, QLAC = 0 (A.3.1)

b) Sinon:
QLAC = K, (EAULAC,)Y"> (A.3.2)
EAULAC, = EAULAC, - QLAC - (8.4)
EVAP (t) = (K,) (6,11 x 10°Y si T (t) > 0 (A.5.1)

EVAP (t) = 0si T (t) £0 (A.5.2)




7,5 T (t)

cQ = (A.5.3)

T (t) + 237,5
avec:
EAULACi : niveau relatif du réservoir lac a 1'étape ij;
P (t), N (t) et T(t): données météo (pluie, neige, température) au temps

t;

EVAP (t) : évaporation au temps t;
QLAC ' : débit du carreau lac en millimetre;
K; a K¢ : parametres du modéle MDOR (voir tableau 3.1b).

Nous allons remplacer la variable QLAC (mm) par Ql (m®/s):
QLAC = Ko Q1 et Ky = 3,456

oi K, est une constante d'unité permettant de passer de m’/s a mm (voir

section 3.3.1).

-

-

Les équations A.1 a A.4 peuvent étre réécrites sous une autre
forme. Remplagons d'abord la série des variables EAULACi par les deux

variables suivantes Elac (t) et K (t), ou:

Elac (t): wvariable nécessaire au calcul du débit;

K (t) : bilan du réservoir lac.




On aura:

Elac (t) =K (t = 1) + P (t) + N (t) — EVAP (t) - (A.6.1)
KlS 1.5

Ql (t) = — (Elac (t)) "7, (si Elac (t) 2 0) (A.6.2)
Ko
K (t) = Elac (t) - Ko Q1 (t) (A.6.3)

EVAP (t) est définie par une équation non linéaire (A.5.1) mais est

uniquement fonction de la température (f (T; t)). On va donc linéariser

1'équation A.5.1 a 1'aide de 1'expansion par la série de Taylor:

0 EVAP .
EVAP (t) = EVAP (t - 1) + (T(t)=- T(t-1)) (A.5.4)
8 T ¢ 1
avec:
« 106Q
3 EVAP (1n10 x K, x 6,11 x 7,5 x 237,5) * 10
= = = - CQl {A.5.5)
8 T (T(t-1) + 237,5)2 -
t-1

donc:

EVAP (t) = EVAP (t - 1) - CQl (T(t) = T (t - 1)) (A.5.6)



A partir de 1'équation A.6.1, on peut écrire:

Elac (t) - Elac (t - 1) = (K (t = 1) - K (£ = 2)) + (P (t) - P (t -1))
+ (N (t) = N (t - 1)) - (EVAP (t) - EVAP (t - 1))
: (A.7.1)
En utilisant 1'hypothése de 1'égalité des écarts pour les variables
P, N et T (section 3.3.2.1 et équation 3.13) et 1'équation A.5.6, on
obtient:
Elac (t) = Elac (t - 1) + (K (t-1) -K (t-2)) + (P (t-1) -P (t-2))
+ (N(t-1)-N(t=-2)+CQ (T(t-1)-T(t-2)) (A.7.2)

En linéarisant 1'équation A.6.2, on obtient:
Ql (t) = Ql (t - 1) + A, (Elac (t) - Elac (t - 1)) (A.7.3)

avec:

(1)5) K16 0 5
A, = ———— (Elac (t - 1)) ’" si Elac (t - 1) >0 (A.8.1)
Ko

A; = 0 si Elac (t -1) £0 -

On doit aussi inclure la contrainte des équations A.3.1 et A.3.2.

On rajoute donc une constante A, telle que:




= 0 si Elac (t) £ 0 (A.8.2)

o>
o
1

>
o
[

1 si Elac (t) > 0

L'équation A.7.3 pourra s'écrire ainsi:

Ap QL (t = 1) + AgA; [(K (£ - 1) =K (t - 2))
(P(t-1)-P(t=-2))+ (N(t-1) -N(t-2))
CQl (T (£t -1) =T (t - 2))] (A.7.4)

Ql (v)

+ 4+

Enfin on peut transformer 1'équation A.6.3 a 1'aide des équations

A.7.2 et A.7.4:

K (t) = Elac (t - 1) + (1 - Ko Ag A;) [(K (t = 1) - K (t - 2))
+ (P(t-1)-P(t-2))+ (N(t-1)-N(t-2))
+CQL (T (£ -1)-T (t -2))] - Ko A Ql (t - 1) (A.7.5)

On a donc défini trois variables d'état: K, Elac et Ql et trois

constantes qui expriment les contraintes du modéle MDOR (4,, A; et CQl):

CRQl =0si T (t) =<0 (EVAP (t) = 0)

>
-
]
o

si Elac (t - 1) £ 0 =

o3
(=]
i

0 si Elac (t) £ 0

Sinon:



A°=1

CQl est définie par 1'équation A.5.5 et A;, par 1'équation A.8.1.




ANNEXE B

LE SOUS-SYSTEME "FONTE"

La représentatﬁon, sous une forme markovienne, des équations de la |
sous-routine FONTE est assez complexe puisque 1'on doit respecter les nom-
breuses conditions d'opération de la sous-routine (voir figures B.la, B.1b
et B.2). On a du créer six variables d'état pour permettre la prédiction
de la sortie (la variable Gg) du sous-systeme FONTE:

G,: réserve de neige au sol (STONEI) ?

G,: cumul des degrés—jours (TEMCUM);

G;: température de G; (TEMNEI);

G4: eau libérée par la fonte (EAUFON);

Gs: eau disponible pour la suite de 1'opération (EAUDIS);
Gg: quantité d'eau qui regéle (CALFRI).

En suivant le méme cheminement qu'aux figures B.1 et B.2, ;ous pou-
vons construire les six équations qui permettent la prédiction de ces six

variables d'état.

! Les mots entre parenthéses représentent les noms originaux de ces varia-
bles tels qu'employés dans le modéle MDOR. -




Figure B.la

Organigramme de la sous-routine FONTE si T(t) > 0

P(t), N(t), T(t)

l

(Figure B.1b)

Wiy et wy =006, (t) =0
D; 4 Dg, Dy; =0-0G; (t) =0
Oui Cl a C4, Cll =0 - GG (t) =0
Gie =164 (t) = N(t) .
Gy a Gys, G22 = 0
Wii
e
Wy — Non T(t) > Kg Qui —» wy =1 st(t)
Gyy = Wag A > 10 Gy, = H;
GlZ = Wog Non et Qui —» G12 = Hz
Gyg = Byg = Byg = O B< 1 Bys = Byy = Hs
Goo = 1 Gyq4 = Hq -
Ggg =1 -
| Gq(t)
Gis 0 <+—— Non X6 > A Oui —»f G;¢ = 1
\\\\\\,/////, Giy a Gy = 0
Goz = O
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Figure B.1b
(suite quand T(t) > 0)

(Figure B.la)

T(t) 2 TN —»Oui {cl 2aCaetCyy =0-20Gg (t) =0
D, a Dg et D;; = 0= G; (t) =0
Non Ga(t)
| = et
Ge (t)
C4—O, Cll—-O J DléD4etD11=0
1” / \ C11 = 1, C1 =0
1. By = Bs <+ Non< P(t) 2 FRI Oui = | C, = Z,, C;3 = Z,
— \\ —
M,, Dy = K, ~_ ‘//,//’ Ca = 23
) =

]

ieme parameétre du modéle;

neige totale au sol: G, (t - 1) + N (t), voir équation B.3.1;
voir équation B.3.2;

(0,0126) (T (t - 1));

équation B.4.1;

section 1.2.2.1;

équation B.5.1 ou B.5.2, suivant le cas (voir section 1.2.2.3);

- G3 (t - 1) K3 -
(section 1.2.3.1); E

- (0,006) (G, (t — 1)) [Ks Gy (t - 1) + (1 — K3) T (t)] (section
1.2:3.2.1);

équation B.7.2;

équation B.6.3.




Figure B.2
Organigramme de la sous-routine FONTE si T (t) < O

ﬁ(c), (), N(t)

l

Cyy =0, C, =1, C, aCq =0=0Gg (t) =P ()
Gz2 = 0, Gy 2 Gy =0 + G4 (t) =0
wip =0, wp =0 + G, (t) =
-+ Qui = Dll =0, Dl a D5-= 0- G3 (t) =
0~+G; (t) =G, (t-1)
Non Qui
b \"
Dll - K3 Dll =1
Dl’ Dg, D3, Dq 0 ¢/ None« Gl(t"l) >0 0 Oui -+ Dg, D4, D5
Ds ) 1 - K3 Dl = Ml
Oui Non
’ . ~ 7 _

D;; =1, Dg =0
Dy = M;, D = M,
D; = K3, Dg = (1-Kj)

Voir figure B.1b pour la définition des variables

o

=0




1) Si T (t) >0

1.1) Si Gy (t-1) =0
GZ (t) = 0) GS (t) = 0: G6 (t) = 0
Gg (£) =N (t) =N (t -1) +ON (£t -1) 1
G, (t) =Gy (t = 1) +Gg (t) + N () - G4 (t) (B.1)
Gs (t) = G4 (t) + P () - Gg (t) (B.2)
1.2) Sinon, (G, (t - 1) > 0): 2 -

1.2.1) Prédiction de G, (t) -

Si T (t) > Kgy G () =Gz (£ = 1) + T (t) - Kp

Si T (t) €£K,, G, (t) =G, (t - 1)

On déduit 1'équation générale suivante:

G, (t) = wy; Go (£t - 1) +wy (T (t) - Kp) (B.1.1)

en utilisant 1'équation 3.11, on peut écrire:

G, (t) =wy3 G, (£ - 1) +w; T(t-1)-w; (K -AT (t~-1)) (B.1.2)

avec:

Voir équations 3.12 et 3.13
G, (t - 1) ne peut étre négatif




wip =1 si G, (t-1)>0 et wy; =0 autrement

w; =1 si T (t) > K, et wy =0 autrement

1.2.2) Prédiction de G4 (t)

G4 (t): minimum entre (FONPOT + MURIS) et Al

ou:

FONPOT: fonte potentielle

(1,326 + K, (0,384)) T (t) + 0,0126 T (t) P (t) + 2,286 (B.2.1)

=F; T(t) + X3 T (t) P (t) + X4 (B.2.2)
avec:
F, = 1,326 + K4 (0,384)
X3 = 0,0126
X4 = 2,286

MURIS: coefficient de murissement de la neige;

A : réserve de neige au sol = G; (t - 1) + N (t) (B.3.1)

MURIS sera la valeur minimum entre 1 et la valeur du coefficient B

1 Référence au modéle MDOR




ou:

G, (t) (Fy T (t) + X3 T (t) P (t))
= (B.3.2)

B
T (t) A

1.2.2.1) Si A > 10 et B < 1, MURIS = B

G4 (t) = B * FONPOT

En utilisant les équations B.1.1 (avec w,; = 0), B.2.2, B.3.1 et B.3.2, on

aura:
(Go(t-1) + wy; T(t) - wy K;) (Fy + X3P(t)) (FiT(t) + X3T(t)P(t)+Xy)
Gq(t) =
(Gy (£t - 1) + N (t))
(B.3.3)
donc:

Ga (t): £ (G (£t = 1), T (t), P (t), Gy (t - 1), N (t); t)

A 1'aide de 1'expansion du premier ordre par la série de Taylor, on

peut linéariser 1'équation B.3.3.




9G4 (t) 9G4 (t) 9G4 (t)
Ggq (t) =G4 (£ - 1) + | AT(t) + I AP(t) + AN(t)
oT(t) t-1 9P(t) t-1 oN(t) t-1
+ — ' AG, (t-1) + l AG, (t-1) (B.3.4)?
3G, (t-1) 't-1 3G, (t-1) 't-1
En posant:
Fl + X3 P (t - 1) = Wap (B.-’-&.l)
G, (t-2) +N(t-1) =A(t-1) . (B.4.2)
Gz (t - 2) #* Wio T (t - 1) - Wio Ka = Gz (t - 1) (B-4.3)2
On obtient les dérivées partielles suivantes:
354(1:) Wz
= ————— (Wpo G, (t-1) + wygWao T(t-1) + wyo X4) = Hy

8T (t) ‘t—l A (t-1)

8G4(t) X356, (t-1)
= —————— (2w T (t-1) + X4) = He

oP(t) ‘t—l A (t-1)

: On sait cependant que AT(t), AP(t) et AN(t) = AT(t-1), AP(t-1) et
AN(t-1) (équation 3.9).

?  w,, est l'équivalent de w, (équations B.1.1 et B.1.2) pour un pas de
temps antérieur; si T (t - 1) > K;, wyo = 1, autrement w;o = 0.




9G4 (t) l ~Wzp Go (t — 1) (wzo T (t-1) + Xg4)
= = H
3N(t) 't-1 A% (t - 1) )
an(t) Wao (Wzo T(t-l) + XQ) =q
4
090G, (t-1) t-1 A(t-1)
9G4(t)
= H3

3G1(t—l) lt—l

L'équation B.3.4 devient:

Gq (t-1) + Hy (T (t-1) = T (t-2)) + H, (P (t-1) - P (t-2))

Ga(t)
+ H; (N (t-1) = N (t-2)) + H; (G, (t-1) - Gy (t-2))

+ Hy (G, (t-1) - G, (t-2)) (B.5.1)

1.2.2.2) Sinon, MURIS = 1,0

Gq (t) = F; T (t) + X3 T (t) P (t) + Xq

Gs (t) : £ (T (t), P (t); t)

En utilisant toujours la série de Taylor pour linéariser cette équation, on

obtient:

Ggq (t) = G4a(t-1) + wyo(T(t-1) - T(t-2)) + [X; T(t-1)] (P(t-1) - P(t-2))

(B.5.2)

1.2.2.3) Dans le cas ou la variable G4 (t), calculée par les équations

B.5.1 ou B.5.2 (suivant le cas) est > A (équation B.3.1), on aura:




Gg (t) =A =06, (t -1) + N (t) =6y (£t - 1) + N (t-1) + AN (t - 1)
) (B.5.3)

Construisons une équation générale qui permet la prédiction de

G4 (t) et qui englobe les trois options possibles, données par les

équations B.5.1, B.S.Ztet B.5.3:

Goz Ggq (t-1) + Gy, (T(t-1) - T(t-2)) + Gy, (P(t-1) - P(t-2))
(G13 + Glﬁ) N (t"l) - G13 N (t-Z) + G14 (Gz(t_l) = Gz(t"Z))
(Gys + Gy6) Gy (t-1) = G35 Gy (t-2) + Gy ON (t-1) - (B.5.4)

G4 (t)

+ + 1

-~ si la condition 1.2.2.1 est vraie:

G, =1 G2 = Hp Giq = Hq
Gll = Hl G13 = G15 = H3 G16 =0
- si la condition 1.2.2.2 est vraie:
Gzz =1 G12 = X3 T (t = 1)
Gi1 = Wao Gis = Gyq = G35 = Gy = 0
- si la condition 1.2.2.3 est vraie:
G = 1 Gop = Gy =Gy = Gy3 = G4 = G35 =0

1.2.3) Prédiction de G;(t) et de Gg (t)




—G;; (t‘l)Kg

1.2.3.1) Si T (t) 2

(1 - K;3)
G; (t) =0 (B.6.1)
Gg (t) = 0 (B.7.1)

1.2.3.2) Sinon:
1.2.3.2.1) 8Si:
P (t) 2 - (0,006) (G, (EA— 1)) [K3 G3 (£t - 1) + (1 - K3) T (t)]
G; (t) =0 (B.6.2)
Ge (t) = — (0,006) [Ky Gs (t — 1) G (£ = 1) + (1 - K3) T (t) Gy (t - 1))

: £ (G, (£ = 1), 63 (£t - 1), T (t); t)

En linéarisant par la série de Taylor et en utilisant 1'équation

3.9 pour AT (t), on aura:

Ge(t) = Gg(t = 1) + Z; (Gy(t = 1) = G, (¢t = 2)) + Z, (G5(t - 1)“G3(; = 2})

+ Z; (T (t=-1) -T (t - 2)) - (B.7.2)
avec:
Z, = - (0,006) [Ky G5 (t =2) + (1 -K3) T (t~-1)]
Z, = - (0,006) (K; G, (t - 2))
Z; == (0,006) (1 - K;) G; (t - 2)

1.2.3.2.2) Sinon:

Gg (t) =P (t) =P (t-1) +AP (t -1) ‘(B.7.3)




P (t)

Gs (t) = K3 G3 (£t - 1) + (1 - K3) T (¢) +
(0,006) G4(t - 1)

En linéarisant, on obtient:

Gy (t) = Ga(t = 1) + K3(Ga(t - 1) = Ga(t - 2)) + My(P (£t - 1) - P (t - 2))
+ Mp(Gy(t - 1) - Gy(t =2)) + (1 -K;3) (T(t-1) -T (t - 2))

(B.6.3)

avec:

1
M; =

(0,006) (G, (t - 2))

-P (t -1)
M, =

(0,006) (Gy (t - 2))°

On peut donc construire deux équations générales qui tiennent
compte des différentes options possibles données par les équations B.6.1,

B.6.2, B.6.3, B.7.1, B.7.2 et B.7.3:

G3 (t) = (Dll + Dg) G3 (t"l) = D3 G3 (t"Z) + D1 (P (t-l) - P (t"2))
+ D, (G (t=1) = G; (t-2)) + (Dg + Dg) T (t-1) - D,T (t-2)
+Dg AT (t-1) -(B.6.4)

Ge(t) = C1y Gg (t-1) + C, (G; (t-1) - G; (t-2)) + C;3 (Gs (t-1) - G, (t-2))
+ Cq (T (t-1) - T (t-2)) +C; P (t-1) + C; A P (t-1) (B.7.4)

ou, dans le cas des:

-~ Conditions 1.2.3.1




Dyi, Dy @ Ds, €13, C; aCe =0

- Conditions 1.2.3.2.1

o
-
[

[w}
o

o

o
(4

I

(=]

Cii
Cz = Zl Cg

iwon
DY
N
aQ
N
wnan
o

- Conditions 1.2.3.2.2

Dy,

1]
fowy
-
o
™
1
=
[
o
n
I

= M,, D3 = K3, Dy = (

1-K3), Dsg =0
Cll’ C,, 03 et C4 =0, C1 =1

2) Si T(t) £ 0 (voir éigure B.2)

Geg(t) =P (t) =P (t -1) + AP (t - 1) (voir équation B.7.4)

Gg (t) =0 (voir équation B.5.4)
2.1) SiG, (t-1) =0et N (t) =0 '

G, (t) =0

G, (t) = 0 )

2 Le coefficient Dg est nécessaire pour tenir compte de la condition
T(t) £ 0 (voir plus loin).




2.2) Sinon:

G, (t) =G, (t - 1)

“G3 (t"l)Kg

|

l

1 2.2.1) Si T (t) 2
| (1 - Kj3)
|

2.2.1.1) SiG, (t-1)>0

P (t)

Gy (t) =
(0,006) G, (t - 1)

en linéarisant et en se servant de 1'équation 3.9 pour AP, on obtient:

1
Gy (t - 1) + AP (t - 1)
(0,006) G, (t - 2)

G; (t)

P({(t -1)
+ AG, (t -1) (B.8.1)
- (0,006) (G, (t - 2))?

2.2.1.2) Sinon (G; (t - 1) = 0)

Gy (t) = 0 (B.8.2)

"G;; (t"l)Kg
2.2.2) Si T (t) <

1"'K3




2.2.2.1) Si G, (t -1) >0

P (t)
Gy (t) =63 (t - 1) Ky + (1 - K3) T (t) +

(0,006) G, (t - 1)

et en linéarisant:

G3 (t)=G3 (t‘l)""‘KaAGg (t—1)+(1_K3)AT(t"1)

1
+ AP (t-1)
(0,006) G, (t - 2)

= Pt = 1)

+ AG, (t-1) (B.8.3)
(0,006) (G;(t - 2))?

2.2.2.2) Sinon (G, (t - 1) = 0)

Gs (£) =63 (t - 1)Ky + (1 -K3) T(t-1)+(1-K3)AT(t-1)
(B.8.4)

-

-

On peut donc élaborer une formule générale qui pourra représenter

les équations B.8.1 et B.8.4 et qui peut s'écrire sous la méme forme que

1'équation B.6.4, avec les conditions suivantes:




- Condition 2.1

- Condition 2.2.1.1

D, =

1

DnetDléD5=0

-P(t-1)

- Condition 2.2.1.2

- Condition 2.2.2.1

Dll

1

) (0,006) G, (t - 2)

(0,006) (G, (t - 2))?

DnetDléD5=0

1’D3=K3’D4=1)D5=0

-P(t-1)

D, =

(0,006) G, (t - 2)

- Condition 2.2.2.2

D2 =
(0,006) (6, (t - 2))*

Dy; = K3, (D aDg) =0




La prédiction des variables importantes du sous-systéeme FONTE peut

donc se faire a 1'aide des équations markoviennes suviantes:

Gz (t) = Wi Gz (t - 1) + Wl T (t - 1) = W1 (K2 -AT (t - 1))
(équation B.1.2)

G; (t) =( D3y +D3) G3 (£t - 1) =Dy G; (t - 2) +#D; (P(t -1) - P(t - 2))
+Dp (G (t = 1) =Gy (£t =-2)) + (Dg +Dg) T(t-1) -Dg T (t - 2)
+Dg AT (t - 1) (équation B.6.4)

Gg (t) = 6o Gg (t-1) + Gy3; (T (t-1) = T (t=2)) + Gy, (P (t-1) - P (t-2))
(Gys + G1g) N (t-1) = G353 N (t-2) + Gy4 (G, (t-1) - G, (t-2))
(G15 + GIG) Gl (t‘l) - G15 Gl (t-2) + G16 AN (t_l)

(équation B.5.4)

+ +

Cll G5 (t‘l) + Cz (Gl (t_l) - G1 (t“Z)) + C3 (G3 (t'l) - Ga (t’Z))
(équation B.7.4)

I

Ge (t)

+

Les coefficients de ces équations sont calculés de fagon a englober les

contraintes qui seront définies par le cheminement suivi aux figures B.1l et

B.2. Les deux derniéres équations nécessaires sont définies par les

équations B.1 et B.2 g

Gy (t) =Gy (t - 1) +Gg (t) + (N (t - 1) +AON (t - 1)) - Gq (1) (B.1)
Gg (t) =G4 (t) = Gg (t) + (P (t - 1) +AP (t -1)) (B.2)

Les variables G, (t) et Gg (t) pourront étre remplacées par les équations

B.5.4 et B.7.4 (voir équations 3.15 et 3.16).




Notons que les variables A P (t - 1) (équations B.7.4 et B.2),
A T (t - 1) (équations B.1.2 et B.6.4) et A N (t - 1) (équations B.5.4 et
B.1) sont considérées comme des constantes, a chaque pas de temps, car ils
peuvent étre déterminées a partir des sorties du modéle MDOR,Adisponibles

au moment de notre prédiction. Ce sont donc des informations "a priori'.




ANNEXE C

LE SOUS-SYSTEME "SOL"

On doit dériver les équations décrivant les variables importantes
de ce sous-systeme, en tenant compte de la nature des carreaux. A partir
du cheminement proposé a la figure C.1, on a élaboré trois équations qui
décrivent le comportement des variables Rui, E et D. Ces équations respec-—
tent les contraintes présentes dans les sous-routines RAPIDE, INFILT, SOL,

SOUTER et EVATRA du modéle MDOR.

A. Les 19 carreaux-rivieéres

1. Sous-routine RAPIDE

Elle permet de déterminer 1'eau de ruissellement rapide, représen-
tée par la variable RUI. Cette variable est exclusive aux carreaux-

riviéres. La variable d'entrée ("input") 2 la sous-routine RAPIDE est:

19 Gg (t)
66 -
19 Ky,
1.1) Si Sol, (t-1) £ ——
Kis

SOlz (t - 2) KlS
Rui (t) = Rui (t - 1) + (Gg (t) - Gg (£ - 1))
66 K,,




Terre

Figure C.1

Gs

Le systeme Sol

Riviere

'

47/66 Gg

ster

<«— INFILT

|

+—— Vl ter<

+— Vz ter €

Iter INFILT (—»
ter Eriv Iriv
I ! |
SOL - -| SOL
I EVATRA EVATRA “{_. . - -
SOUTER |- -} SOUTER
“« -« :
Dter Driv -

}

19/66 Gs

r

RAPIDE }—bRui

19/66 Gs - Rui

-’Vl riv =

>V, riy —»

riv —»

Rui




Gs (t - 1) Ky
+ (SOlz (t - 1) o SOlg (t - 2)) (C.l.l)

66 K,

1.2) Sinon:
Rui (t) = Rui (t - 1) + (G5 (t) - Gs (t - 1)) (C.1.2)

Pour des besoins pratiques, on transforme la variable Sol,

(réservoir—sol pour les carreaux-rivieres) par la variable R (réservoir
total) en utilisant les coefficients de correction (K1) du tableau 3.3.

Les équations C.1.1 et C.1.2 peuvent aussi s'écrire sous la forme:

Rui (t) = Rui (t = 1) + R; (Gg (t) - Gs (£t - 1)) + R, (K1 (1, t - 1)

R(t-1)-Kl (1, t - 2) R (t - 2)) (C.1.3)?

19 Ky,
et, si K1 (1, t-1) R (t - 1) <

15

" Kl (1, t = 2) R (t = 2) Ky
! 66 Ky,
G5 (t - 1) K15
R, =
66 K,

! La variable Gg (t) de 1'équation C.1.3 est donnée par 1'équation 3.15

-




sinon,

R, = 19/66 R, = 0

Les constantes R; et R, sont obtenues a partir des sorties du

modele MDOR. [

2. Sous-routine INFILT

Elle permet le calcul de la premiére composante de 1'écoulement
total (Driv)l, soit 1'écoulement de surface (Sriv) ainsi que le calcul de
1'infiltration (Iriv). La variable d'entrée ("input") de cette sous-

routine est:

19
— Gg (t) = Rui (t) (voir figure C.1)
66
19
2.1) Si — Gg (t) - Rui (t) < 19 Kq
66
19 Gg (t)
I . (t) = ————— — Rui (t)
riv 66
Sriv (&) =0
1 D = S (écoulement de surface) + V, (écoulement provenant du-réservoir

sol) + V, (écoulement provenant du réservoir souterrain) .




2.2) Sinon:

I, (8) = 19K

19 G (t)
SriV(t) = ———gg———— - Rui (t) - 19 K¢

On peut donc déduire les deux équations suivantes:

19 Gs (t) -
I N (t) = (1 - 14) ————————— Rui (t) + 14 19 KS (C.2.1)1
riv 66
19 Gs (t)
Sriv(t) = I, ——7;;——— - Rui (t) - 19 K;q (C.2.2)

avec:

I, = 0 si la condition 2.1 est respectée

et, autrement: z

! La variable Gg(t) est donnée par 1'équation 3.15 et Rui (t) est donnée
par C.1.3.




Les deux variables I _, et S_, ne seront pas retenues pour la
riv riv
suite de notre opération. Elles ne servent que temporairement pour

faciliter la dérivation des prochaines équations.

3. Sous-routine EVATRA

Elle détermine le pourcentage d'eau des réservoirs supérieur (SOL)

et inférieur (SOUTER) qui sera évaporée.

3.1) L'analyse de 1la sous-routine permet la création de 1'équation

suivante:

Eriv (t) = Xz, Eriv (t - 1) +E;, (T(t-1)-T (t - 2))

+ Y, (Sol, (t = 1) - Sol, (t - 2)) (C.3.1)

qui doit respecter les contraintes suivantes:

-

a) si T (t) < 0 (équation 3.11) ou G; (t) > 0 (équation 3.16),-

Xzz-—'Elg:Yg:O

19 Ky,

b.1) si Sol, (t - 1) <
Ke

Soleil Kg K6 K10 (K
X22 =1, Egp = (Sol, (t = 2)) (T (t - 1)) 1°
Kii

- 1)




Soleil Kg KG K
Yp = — (T (t - 1))1°

L

b.2) sinon

X,, =1, E;, = [19 Soleil Kq K;0] (T (t - 1))(K1° - b

avec:
Soleil = S5 si P (t) =0 (voir équation 3.10)
Soleil = K4Sy autrement
et
2
S¢ = — cos {- tan [sin [0,409 sin (0,0172 [float (jour - 164)])]]
il
* tan (0,01745 K;)}
3.2) Cependant, 1'analyse des sous-routines SOL et SOUTER nous indique

que:

Eriv(t) < SOU2 (t - 1) + SO].Z (t = 1) + IriV (t)

En intégrant cette contrainte supplémentaire et en remplagant:




Sol, (t - 1) par K1 (1, t - 1) R (t - 1)
Sol, (t - 2) par K1 (1, t - 1) R (t - 2)
Sou, (t = 1) par K1 (8, t - 1) R (t - 1)
(voix tableau 3.3)

On obtiendra 1'équation suivante:

E.;p (8) = Xez E ;o (£ = 1) +E, (T (£-1) =T (t-2)
+Y, (KL (1, t-1)R(t-1) -Kl (1, t - 2) R (t - 2))
+ B [(KI (8, t=1) +Kl (1, £t = 1)) R (t - 1) + I (t)]

ou, si on regroupe:
Eriv(t) = Xa2 Eriv (t =1) +E;, (T(t=-1) -T (¢t - ;)) +
[Y2 K1 (1, t - 1) + B4 (K1 (8, t - 1) + K1l (1, t = 1))]
R(t-1) - Y, Kl (1, t-2) R (t - 2) + By Iriv(t) (C.3.2)
avec, dans le cas ou la condition 3.2 n'est pas respectée:

B4 =1 et Xzz, EIZ et Yz =0

et sinon, By = 0 et les autres coefficients suivent les conditions exposées

a la section 3.1. La variable Iriv(t), est donnée par 1'équation C.2.1.




4. Sous-routines SOL et SOUTER

L'analyse de ces deux sous-routines permet la détermination des

deux dernieres composantes de la variable D_. (soit V t V, . ) telles
riv 2riv

.. e
1riv
que démontrées a la figure C.1. La connaissance des variables V1riv et

. . . - L4 .
Vzriv ainsi que de la variable Sriv (donnée par 1'équation C.2.2), sont

nécessaires au calcul de Driv car:

Driv(t) = Sriv (e3 % V1riv 0 V2riv (e
On aura donc: ;
Driv(t) = Sriv(t) + Ky4 Sou, (t = 1) + D3 (Sol, (t - 1) +
- ‘ 1
Iriv(t) Eriv(t)) + Dg4 (C.4.1)

Cette équation doit respecter les conditions suivantes:

a) Si Eriv(t) > Sol, (t - 1) + Iriv (t) ,

D3 = K14 et D4 =0
1 Spiv(t), I ;,(t) et E_, (t) sont données respectivement par les équa-
tions C.2.2, C.2.1 et C.3.




b.1) Sinon et si Sol, (t - 1) + Iriv(t) ~= Eriv(t) 2 19 Ky,
Dy =1 et D4 = 19 [Ky4 K;j2 - Kj3 + Ky K1;}
b.2) Sinon:
Si:
(1 - K;3) [Sol, (t - 1) + Iriv(t) = Eriv(t)] <19 Ky / Ky9
Dy = Kjq Ky7 (1 - Ky3) + Ky et Dy =0
Sinon:

D3 = K13 et D4 =19 K14 K].Z

Les variables Sol, (t - 1) et Sou, (t — 1) peuvent étre transfor-

mées en R (t - 1) par le biais des coefficients de correction (voir tableau

3.3).

-

B. Les 47 carreaux-terres

De la méme fagon que pour les carreaux-riviéres, on peut déduire

les équations qui correspondent aux 47 carreaux-terres.




1. Sous-routine RAPIDE

Elle ne s'applique pas aux carreaux-terre.

2. Sous-routine INFILT

La variable d'entrée est: 47/66 Gg(t) (voir figure C.1).

47
Iter(t) = (1 - 1Ip) ;; Gs (t) | + I, 47 Kg
47
Ster(t) = Iz I ;—6' GS (t) - 47 KS
avec:
47 Gg (t)
Iz =0 si —_— < 47 K5
66
et, autrement:
Iz =1

1 Gg (t) est donné par 1'équation 3.15.

(C.2.3)1

(C.2.4)




3. Sous-routine EVATRA

Eter(t) = Xll Eter (t - 1) * Ell [T (t - 1) - T (t - 2)]
+ Y, [Sol; (t - 1) - Sol; (t = 2)]

+ By [Souy (t - 1) + Soly (£-1) + I (1)]

En remplagant:

Sol; (t — 1) par K1 (3, t - 1) R (t - 1)
Sol, (t - 2) par K1 (3, t - 2) R (¢t - 2)
Sou; (t - 1) par K1 (7, t - 1) R (t - 1)

et en regroupant les termes communs, On aura:

E () =Xy E _(t-1) +Ey, [TCE~ 1) =T (t - 2)]

+

+

K1 (3, t-1))]R(t-1)-Y, Kl (3, t-2)R(t~-2)

(C.3.3)

Cette équation doit respecter les contraintes suivantes: -

a) Si Eter(t) > Sou; (t - 1) + Sol; (t - 1) + Iter(t)

B3=1 et X11=E11=Y1=0

b) Sinon, B; = 0




b.1) si T (t) < 0 (équation 3.11) ou G; (t) > 0 (équation 3.16)

Xy =E;3 =Y, =0

b.2) sinon et si Sol; (t - 1) < 47 K;,/K¢:

X =1
Soleil Kg K5 K10 (K _ 1)
Eyy = Sol, (t - 2) (T (t - 1))'t0 -
Ky
Soleil Kg Kg K
Y, = ——— (T (t - 1))
Ky,
sinon,
Xy =1 Y; =0

E;; = [47 Soleil Kg K;o (T (t - 1))(K1o = 1)] 1

-

-

La variable Iter(t) de 1'équation C.3.3 est donnée par 1'équation

! La variable Soleil est définie a la section C.A.3.1.




4., Sous-routines SOL et SOUTER

L'équation qui permet la prédiction de la variable Dter(t) aura la
méme forme que pour celle qui a été développée pour les carreaux-rivieres

(voir équation C.4.1.).

Dter(t) = Ster(t) + K14 Sou1 (t = l) + D4 (Soll (t - 1) + Iter(t)

- C.4.2
Eiop(t)) + Ds ( )
Cette équation doit respecter les conditions suivantes:
a) Si Eter(t) > Sol; (t - 1) + Iter (t)
Dy = Kjq Dg = 0
. : - - >
b.1) Sinon et si Sol; (t 1) + Iter (t) Eter (t) 2 47 Ky,
Dg =1 Ds = 47 [Kyq K32 = Ky; + Ky3 Kys]
b.2) Sinon:

Si:

(1 = K13) S011 (t = 1) + Iter(t) - Eter(t) < 47 KIZ / K17




Ds = K14 K37 (1 = Ky3) + Ky Dg = 0
Sinon:
Ds = Kj3 Dg = 47 K;4 Kyo
Les variables Ster(t)’ Iter(t) et Eter(t) sont données respective-
ment par les équations C.2.4, C.2.3 et C.3.3. Les variables Sol; (t - 1)
et Sou; (t - 1) peuvent étre transformées en variable R (t - 1) par le

biais des coefficients de correction (tableau 3.3).

C. Les 66 carreaux (riviere et terre)

A partir des sections A et B, on peut dériver les équations qui
représentent 1'ensemble des 66 carreaux—-terres ou riviéres. La variable
Rui(t) est décrite par 1'équation C.1.3 et les coefficients R, et R, sont
déterminés "a priori" (2 1'aide des sorties du modéle MDOR) selon les con-

ditions de la section C.A.1l.

-

-

La variable E(t) sera représentée par la somme des équations C.3.3

et C.3.2:

B (e = Eter (e} + Eriv (E)

On aura donc:




E (t) = X3, E (£t - 1) + (Eyy +Eg,) [T(t-1)-T(t-2)] - Bg (1 -1,
Rui (t) + [Y; K1 (3, t - 1) + Y, K1 (1, t - 1) + By (K1 (3, t - 1)
+ KL (7, t = 1)) + B4 (K1 (1, t -1) +K1 (8, t-1))] R (t - 1)

- [¥; K1 (3, t=-2)+ Y, Kl (1, t -2)] R (t-2)+ [By (1 - I,)

47 19
— 4+ By (1 - 1,) —] Gs(t) + [B; I, 47 + B4 I4 19] Ks (C.3.4)
66 1 66

Les coefficients sont définis selon les conditions des sections C.A.2 (I4),
C.A.3 (Elg, Ya et Bq), C.B.2 (Iz) et C.B.3 (Xll’ Ell’ Ba)- Les variables

Gg (t) et Rui (t) sont données par les équations 3.15 et C.1.3.

On peut réécrire de fagon plus simple 1'équation C.3.4 en regrou-

pant les termes:

E (t) =EB, E (t = 1) +E, (T (¢t -1) =T (¢t - 2)) + EBy R (t - 1)
- EBZ R (t - 2) + Ig Rl G5 (t = 1) - Ig Rui (t = 1)
+ EBg Gs (t) + EBg (C.3.5)

avec:

EB; = Xj; = Xzo .

E, = Ey; + Ej2

EB, = Y; K1 (3, t = 1) + B3 (K1 (3, t-1) + K1 (7, t-1))
+ By (K1 (1, t - 1) +KL (8, t - 1)) - Bg (1 - Ig)
R2 K1 (1, t - 1) + Yz K1 (1, t = 1)




EB, : [Y, K1 (3, t - 2) + Y, Kl (1, t -2) - B, (1 -I4) R, KI (1, t~2)]

Ig = By (1 - 1)

EBg

By Is + By I

Is = (1 - I,) 47 / 66

I¢ = (1 - I4) (19 / 66 - Ry)

EBg = B3 I7 + B4 Ie

=
~
|

= I, 47 Ks

Ig = I4 19 Ks

Enfin, la variable D (t) sera définie par la somme des équations

-

C.4.1 et C.4.2: -
D (t) = Driv(t) * Dter (t)
On obtient donc 1'équation suivante:

D (t) =S (t) + K;j4 Sou (t = 1) +D; (Sol (t - 1) + I (t) - E (t))

+Dp + Dy (Sol; (£ -1) + I (t) - E_ (t)) + Dy « (C.4.3)




Les variables E (t), Iter(t) et Eter(t) soné données par les équations
C.3.4, C.2.3 et C.2.4. Les variables S (t) et I (t) sont o?tenues par la
somme des équations C.2.2 et C.2.4 (pour S (t)) et C.2.1 et C.2.3 (pour
I (t)). Les variables Sou (t - 1), Sol (t - 1) et Sol, (t —‘1) peuvent
étre transformées en variable R (t - 1) par le biais des coefficients de

correction (tableau 3.3).

Sou (t - 1) = Sou; (t - 1) + Sou, (t = 1) =K1 (4, t - 1) R (t - 1)
Sol (t - 1) = 8Sol; (t - 1) + Sol, (t~-1) =K1l (2, t-1) R (t - 1)
Sol; (t - 1) =K1 (3, t-1)R (t-1)

Les coefficients D;, D,, D; et Dy sont définis selon les conditions
des sections C.A.4 et C.B.4. Ces conditions sont résumées a la figure C.2

et au tableau C.1.
Si on remplace les variables définies a 1'instant "t" par leurs
équations respectives et qu'on regroupe certains coefficients, on aura une

équation de type markovienne qui permet la prédiction de la variable D(t):

D (t) = (cte 17) R (t = 1) + (cte 18) R (t = 2) + (cte 24) E (t - 1)
+ (cte 22) Rui (t = 1) - R; (cte 22) Gg (t = 1) + (cte 23) Gs (t)
+ [(cte 21) = (cte 23) Pu] [T (£t -1) - T (t - 2)] P
+ [A21 - (Cte 23) PG] 7 (0.4.4)
avec:

(cte 17) = Ky4 K1 (4, t = 1) = R, I4 Kl (1, t = 1) + D,
[K1 (2, t = 1) =R, (1 - I,) K1 (1, t - 1) - EB,] + D,
[K1 (3, t = 1) - (Y, K1 (3, t - 1) + B, [K1 (7, t - 1)
+ KL (3, t - 1)])]




Détermination des

Figure C.2
coefficients de la variable D(t)

oo +

non

non

éoui&4"l|‘|l.'>

= Kjq
=0
Dy = K15-Ky4 D7 = As—Ky4 Dy = 1-K;4 D; =0
Dg = Qy Dg =0 Dg = Q1 + Q Dg =0
=1
= Eg [+ oui
D7 = Klg_l D7 = As"l D7 =0 D7 = K14"1
Dg = -Q, Dg ==(Q; + Q2) Dg =0 Dg ==(Q; + Q2)
D, = As
Dz =0
D7 = K13-As D, =0 Dy = 1-Asg D7 = Ky14-As
Dg = Qy Dg = 0 Dg = Q; + Q2 Dg = 0
non
D-, =0 D7 = AS_KIG D7 = 1_K13 D7 = K14‘K13
Dg = 0 Dg = -Qy Dg = Q2 Dg = -Q




Qi

Q.

Tableau C.1
Explication de la figure C.2

CONDL: E_; (t) > Sol, (t - 1) + I

(voir section C.A.4.a)

riv(®)

COND2: Solg (t - 1) + Irlv( ) = Eriv(t) 2 19 Kll
(section C.A.4.b.1)

COND3: (1 - K;33) (Sol, (t - 1) + Irlv( ) - Eriv(t)) <
(section C.A.4.b.2)

COND& : (t) > Sol; (t - 1) + Iter( b
(sectlon C.B.4.a)

CONDS5: Soll (t = 1) + Iter( ) - Eter(t) 2 47 K11

COND6: (1 - Kla) (Soll (t - 1) + Iter( ) = Eter(t)) S

19 K,

17

47 Ky,

17

66 [Kyj4 K2 — K;; + Ky Kys)

Kiq4 K37 (1 - K;3) + Kj;

66 K4 K,

47 Ki4 Ky

47 Kll Klg - Kll




(cte 18) = Rz 14 K1 (1, t = 2) + Dl lRa (1 - Iq) K1 (1, t = 2) + EBz]
+D, [Yy Kl (3, t - 2)]

(cte 24) = - Dy EB; + Dy [- X33 K1 (9, t = 1)]
(cte 22) =D, [Ig - (1 - I4)] - Ig4
(cte 23) = T, + Dy [I¢ + Is - EBg] + Dy [(1 - By) Tg)
T, = 47 I, / 66 + 14 (19 / 66 - R;) ’

(cte 21) =D, [(Is + Ig) Pq = [Ey + EBg Pg]] + Dy [Is Pq
- [Eyy + B3 Is Pg]] + T, Ps

Ap; =D, +Dg + T, Pg = (I5 + Ig) + Dy [(Ig + Ig) Pg + (I7 + Ig)
~ (EBg + EBg Pg)] + Dy [(1 - By) (I; + Is Pe)l







ANNEXE D

LES VARIABLES DU BILAN HYDROLOGIQUE

Les deux derniéres variables (Q (t) et R (t)) qui sont nécessaires

a2 notre opération sont définies par les équations 3.4 et 3.5:

D (t) Rui (t)
Q (t) = Q1 (t) + + (3.4)
Ko Ko

R(t) =R (t-1) + 66 P (t) —Rui (t) =D (t) - E (t) (3.5)

Les variables Q1 (t), D (t), Rui (t), P (t) et E (t) peuvent étre
obtenues respectivement par les équations A.7.4 (section 3.3.2.2), C.4.4
(section 3.3.2.4), C.1.3 (section 3.3.2.4), 3.10 (section 3.3.2.1) et C.3.5
(section 3.3.2.4). L'utilisation de ces équations permet la reformulation
des équations 3.4 et 3.5, sous une forme qui sera compatible avec le filtre
de Kalman (équation markovienne). L'équation 3.4 peut aussi s'écrire

ainsi:

(D (t) =D (£t -41))

Q(t) =Q(t=-1) +(Ql (t) -Ql (£ -1)) + =
4]

(Rui (t) —= Rui (t - 1))
+ (D.1)
Ko




De 1la:

Q(t) =Q (t -1) +Q R (t-1) +Q R (t -2) +(Qs = QgPy) P (t - 1)

+ (Qg = Qs Py11) P (t = 2) + (Q7 = QgPq) (T (£t - 1) =T (t - 2))
(cte 22) Rui (t-1) (cte 24) 1
+ Qg Gs (t) + . E (L= 1) = —
Ko Ry Ko

D (t - 1)+ (A - 1) Ql (t-1)+ A A (K(t-1)-K(t-2))
- Qg Gs (t = 1) + (Quo - Qg Ps) N (t - 1) + (Q11 - Qs Py2)

N (t - 2) + (Q;2 - QgP¢) (D.2)

avec:

(cte 17) + R, K1 (1, t - 1)

Qs
Ko

(cte 18) + R, K1 (1, t - 2)

Q4
Ko

Qs = Ag Ay + Qg Py

Qe = = Ag Ay + Qg Py,

(cte 21) - (cte 23) P,
Q; = (CQ1) Ay A; + + Qg Pg4
Ko




cte 23 + R1

Qs
Ko

Ry (cte 22) - Ry

LI}

Qs
Ko

Qio = Ap Ay + Qg Ps

Ap Ay + Qg Py

j o]

[

[y
1]
|

(cte 23) Pg -
Q2 = + Qg Ps
Ko

>

n

[
|

et:
R(t) =R; R(t-1) +Rs R (t -2) + (66) P (t-1) + (Rs = Rg Pg)
(T(t-1)-T(t-2)) +Rg Rui (¢t -1) +R; E (t - 1)
+ Rg Gs (t) + Rg Gs (t = 1) + (Ryo — Rg P¢) (D.3)

avec:

R, =1 - R, K1 (1, t = 1) - EB; - (cte 17)

R4 = Rz K1 (1, t - 2) + EBZ - (Cte 18)




RS = RB P4 == E1 - ((Cte 21) = (Cte 23) P4)

Rg = -1 - Ig = (cte 22)
R, = - EB; - (cte 24) i
Ra = - R1 = EBG = (Cte 23)

R9= Rl - Ig Rl + R1 (Cte 22)

Ryp = 66 XP - EBg — (A,; - (cte 23) Pg) + Rg Pg




