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1. INTRODUCTION

1.1 Contexte

L’analyse fréquentielle a comme but ’estimation des périodes de retour correspondant a une
valeur extréme donnée ou de maniére équivalent des quantiles extréme correspondant a une
période de retour donnée. La méthodologie consiste a ajuster un modele paramétrique a la
distribution des maxima annuels/saisonniers de la variable hydrologique d’intérét comme par
exemple le débit d’une riviere. Un des problémes rencontrés dans 1’application de cette
méthodologie est le besoin de choisir un modele paramétrique parmi une panoplie de modeles

possibles et fréquemment utilisés dans le cadre de 1’analyse fréquentielle.

Les tests classiques de choix de modéle de distribution, par exemple les tests de Kolmogorov-
Smirnov ou de Crameér-von Mises, testent 1’ajustement d’un mod¢le pour la partie centrale de la
distribution des observations. Certaines versions du test de Cramer-von Mises visent méme de
diminuer I’influence des observations extrémes par un schéma de pondération adaptée afin de
donner la méme importance a chacune des observations. Plusieurs autres tests et critéres

d’ajustement sont fréquemment utilisés visant chacun I’ensemble de 1’échantillon.

Cependant, dans le cadre de 1’analyse fréquentielle, nous nous intéressons surtout a 1’estimation
des événements extrémes et devons donc étudier d’avantage I’ajustement du modele choisi pour
les queues de la distribution. Malheureusement, il est généralement difficile d’accomplir cet
objectif puisque nous disposons trés rarement pour ne pas dire jamais de données en nombre

suffisant qui correspondent aux événements extrémes que I’on désire estimer.

Dans le présent rapport, nous présentons un test d’ajustement qui a été spécialement congu dans
le cadre d’estimation d’événements extrémes. Ce test vise a examiner I’adéquation d’un modéle
paramétrique donné aux valeurs extrémes. L’ouvrage de référence pour la procédure présentée

par la suite est la thése de M. Garrido (Garrido, 2002). La construction du test est basée sur des

Page |



Le test GPD et son implémentation dans le logiciel HYFRAN PRO

résultats asymptotiques de la théorie des valeurs extrémes (cf. par exemple, Embrechts,
Kliippelberg et Mikosch, 1997) qui s’applique directement dans le cadre de I’analyse

fréquentielle.

La section suivante donne un bref résumé illustratif de la méthode, qui est suivi d’un chapitre
fournissant tous les détails techniques et théoriques concernant la construction et
I’implémentation de la procédure dans le logiciel Matlab. Le chapitre 3 contient les résultats
des études de simulation effectuées concernant les propriétés du test proposé et en tire des

conclusions. En conclusion, le chapitre 4 résume bri¢vement les résultats.

1.2 Résumeé de la méthode

Dans cette section nous fournissons un bref résumé de 1’idée de base et de la construction du test.
Le but de la procédure est de tester 1'ajustement d'un modéle paramétrique en se concentrant sur
la queue de la distribution (c¢f. Figure 1.1 a) et en donnant du poids aux observations extrémes

(cf- Figure 1.1 b) :

(@) (b)

o
o 1-pn=099 _»*
o
[ ] —
[ ]
- [ ]
| ]
[ ]
y\.% ]
o H
| ]
| | |
: _
0 1 ? -A
S i u
| ]
|
— ]
| ]
| ]
o [ ]
| ]
]
o
T T T T 1
© 1960 1970 1980 1990 2000

\ .
A1-p, Maxima annuels

Figure 1.1 lllustration du but de la procédure présentée. (a) : Distribution empirique et ajustée,
(b) : Modéle de dépassement.
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Chapitre 1 : Introduction

La base théorique de I'approche est que les exces au-dessus d'un seuil u peuvent étre approchés en

distribution par la loi de Pareto généralisée. L'idée de base se résume dans les étapes suivantes :

1. Estimer le quantile q, d'ordre /-p, en utilisant les exceés au-dessus de u et
~Pn

l'approximation Pareto.

2. Construire un intervalle de confiance /C pour q, a la base de cet estimateur.
~Pn

3. Accepter le modele paramétrique si I'estimateur paramétrique g, , appartient a /C.
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2. CONSTRUCTION, PROPRIETES ET
IMPLEMENTATION DU TEST GPD

2.1 Construction du test

Nous présentons dans cette section tous les détails théoriques nécessaires a la construction du test.
Pour un échantillon Xj,...,X;, provenant d'une loi usuelle F il est possible d'approcher la
distribution du maximum de 1'échantillon en utilisant la distribution généralisée des valeurs

extrémes :
—1/y
PIM, =max(X,,..., X,) < z]—=25G(z), o G(z)=exp {{1 + y(ﬂﬂ } 1)
O

défini sur {z:[1+7/(z—y)/6']>0} avec —0< <o, >0et —0<y <0,

Cela implique que I'on connait une approximation de la distribution du maximum d'un échantillon
de taille suffisante provenant de n'importe quelle distribution habituellement utilisée en
hydrologie. Cependant, en pratique nous n'avons aucune indication précise quant a la taille
suffisante de I'échantillon pour rendre cette approximation satisfaisante. Un comportement
asymptotique différent est imaginable mais nécessite la construction d'un modele pour lequel les
hypothéses précises (cf- par exemple, Embrechts, Kliippelberg et Mikosch 1997; page 158) du

théoréme ci-dessus ne sont pas vérifiées.

Notons que le cas ou y >0 correspond a la distribution de Fréchet, celui ou y < 0a la distribution
de Weibull et celui ou y — 0 a la distribution de Gumbel. Chacune de ces distributions induit un

domaine d’attraction, ce qui veut dire qu’une loi appartenant a un des domaines d’attraction

vérifie la relation asymptotique (1) correspondant au signe de y .
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Le test GPD et son implémentation dans le logiciel HYFRAN PRO

Une conséquence importante de la convergence de la distribution du maximum concerne la
distribution des exces d'une variable aléatoire X au-dessus du seuil u (suffisamment grand) qui

converge conditionnellement vers la loi de Pareto généralisée :

-1/y
F;(y)=P[X—u£y|X>u]—"_m—>l—(l+%j , 2)

défini sur {y :y>0et [1+7/y/a]>0} avec o =0+ ]/(u - ,u) , ¢f. (Pickands III 1975).

Remarque :

Le cas y =0est défini dans le sens d’une limite ¥y — 0, pour le maximum on se retrouve dans le

cas d’une distribution asymptotique de Gumbel, et pour les exceés dans le cas de la loi
exponentielle. Il est possible de faire les développements suivants d’une maniere explicite pour le
cas de la loi de Gumbel, c’est-a-dire de construire le test pour des échantillons provenant d’une
distribution appartenant au domaine d’attraction de Gumbel. Le test résultant s’appelle test ET,
ou ET est une abréviation de ‘exponential tail’. Nous ne poursuivons pas cette piste afin de
garantir une plus grande généralité de la procédure développée. De plus, notre démarche est
conforme a I’observation que la distribution des excés provenant d’une loi appartenant au
domaine d’attraction de Gumbel est souvent mieux approchée par la loi de Pareto généralisée

(cf- Garrido, 2002; page 91).

Par la suite nous allons construire 1'estimateur du quantile basé sur l'approximation par une
4,
—Pn

loi de Pareto généralisée qui servira pour la définition du test GPD. Le quantile cible d’ordre

p, est défini par q._, = F! (1_ p ) pour 1/n<1—p, <1. Nous utilisons un seuil u, donné par
—Pn n

u,=F"'(1-m,/n), ou m,, le nombre d’excés au-dessus de u,, est suffisamment petit comparé

a n. Alors d’aprées I’équation (2) :

Py = (I_F(un»(l_E‘n (ql—l’n — )) N P (14—(%_% _u”)gj_l/y'
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Chapitre 2 : Construction, propriétés et implémentation du test GPD

En inversant cette égalité, nous trouvons une approximation ¢pp, , du quantile cherché :

-y
o n

dep, =U, +— ( pnj -1
Y m

n

Les termes u,, ¥ et o sont inconnus mais peuvent étre estimés : i, = X,

(n=m,)>

les paramétres de
la loi de Pareto généralisée, et o, sont estimés par la méthode de Hill généralisé (cf. Dekkers,

Einmahl et de Haan, 1989). L'estimateur de g, est donné par :
~Pn

A 7

A — O-n npn

qGPD,n - X(nfm,,) +—= [ -1
AR

n

Remarque :

L’estimateur de Hill généralisée n’est pas la seule possibilit¢ pour I’estimation de et o . Nous

I’avons choisi puisqu’il fournit, dans les situations étudiées, des résultats satisfaisants. Il est

cependant possible qu’il faille utiliser une autre méthode pour d’autres situations.

L'erreur d'estimation se décompose de la manicre suivante:

9-p, “49cron = 9i-p, 96D T dGpp,n ~ dGPDo0 -

8, ,biais d'approximation  erreur sur les parametres

Soit F,,0 € ®, le modéle paramétrique pour la loi F inconnue que I'on souhaite tester. C’est-a-
dire que pour un estimateur én de 0 nous souhaitons tester H,: F =F; contre H,: F'#F}, en
prétant particuliérement attention a ’adéquation dans les queues de £, . Le quantile cible estimé

a I’aide de ce modé¢le paramétrique est donné par

éparam,n = ngl (1 - pn)

n

Le biais &, , qui correspond a I'erreur sur le modele, peut étre estimé par 6, = ¢, ,um» — dapp.n -

I1 est possible de construire un intervalle de confiance pour o, sur la base de la distribution

asymptotique de ggpp, , » mais les performances du test résultant pour des tailles d’échantillons de
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Le test GPD et son implémentation dans le logiciel HYFRAN PRO

I’ordre de ceux qui nous intéresse en hydrologie ne sont pas satisfaisantes. Nous nous intéressons
a deux version du test GPD basés sur une approche de bootstrap paramétrique : la version

bootstrap paramétrique compléte et la version bootstrap paramétrique simplifiée du test GPD.

Le test GPD dans sa version de bootstrap paramétrique compléte est effectuée en suivant les

étapes ci-dessous :

1. Générer N échantillons indépendants de taille n a partir de F; ;

2. Calculer N estimations (jzm ;

. . Ak Ak _ -1 .
3. Calculer N estimations 6, et g = = F;j; (1-p,);
4. Déterminer les quantiles empiriques 52;“’” et 5:;“ de probabilité au non dépassement

a/2 et 1—a/2 apartir des N valeurs de Sn :

Ak

jass
IC&,BP,n = |:5min,n H é‘max,n :| H

5. Comparer gn alCsy,-

Il est possible de construire un test GPD bootstrap paramétrique simplifié car les variations

d'échantillonnage de ¢,,,,, sont négligeables par rapport a celles de qgpp,. Il consiste a
déterminer les quantiles empiriques éZPD,min,n et é;PD’maX’n de probabilité au non dépassement

a/2 et 1—a/2 apartir des N valeurs de qA;D_H :

Ak Ak
ICopppp.n = |:QGPD,min,n’ qGPD,max,n]

Etant donné que nous nous intéressons aux échantillons de petite taille nous utilisons la version

compléte bien qu’elle implique des calculs assez lourds.
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Chapitre 2 : Construction, propriétés et implémentation du test GPD

Avant ['utilisation et l'implémentation du test, il est nécessaire de déterminer les parameétres

suivants :

1. Quantile cible q._ - toujours considérer plusieurs valeur de p, .
~Pn

2. Niveau théorique du test & : en général 5%.

3. Nombre d'exces m, au-dessus du seuil : choisir m, de sorte que le niveau expérimental

du test soit proche de « .

2.2 Propriétés du test

Les propriétés théoriques du test GPD, comme le niveau exact et la puissance du test, ont été
étudiées dans la theése de M. Garrido (Garrido, 2002) et dans un rapport de recherche qu’elle a
fournit en supplément pour un premier ensemble de modéles. Les moyens employés pour achever
ceci sont des développements asymptotiques des quantités estimées ou une approche par
simulation. L’étude du niveau exact du test est nécessaire puisque nous utilisons des intervalles

de confiance approximatifs construits a I’aide de la méthode du bootstrap paramétrique.

Pour les modeles auxquels nous nous intéressons nous avons choisi d’employer uniquement
I’approche par simulation. Les résultats de ces simulations sont donnés et discutés dans le

chapitre 3 du présent rapport.
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Le test GPD et son implémentation dans le logiciel HYFRAN PRO

2.3 Implémentation

Cette section fournit les détails techniques de I’'implémentation du test GPD réalisée dans le

logiciel Matlab.

2.3.1 Remarques concernant I'implémentation réalisée

Les mod¢les paramétriques que nous avons étudiés sont la loi généralisée des valeurs extrémes
(GEV), la loi log-normale a 3 parameétres (LN3), la loi Pearson type III (P3) et la loi Halphen type
A (HA), la paramétrisation utilisée est donnée dans les sections respectives du chapitre 3. Pour
chacun de ces modeles nous avons tout d’abord étudié la dépendance du niveau du test en
fonction des parameétres du modele. Le but est d’étudier la dépendance entre le niveau du test et

les parametres du modéle afin d’utiliser la méme valeur de m, indépendamment des valeurs des

parametres estimés. Si pour un futur modele a étudier, il s’avere que le niveau du test dépend de
la valeur des paramétres on ne peut pas conclure que le test GPD n’est pas applicable. Dans une

telle situation il faudrait trouver une valeur de m, a utiliser pour chaque combinaison de

parametres possible, c’est-a-dire au moins sur une grille de combinaisons de parameétres

suffisamment fine.

Pour chaque modé¢le paramétrique étudié nous disposons d’une méthode d’estimation des
parametres associée. Pour les lois GEV, LN3 et P3 nous utilisons la méthode des L-moments
(cf. Hosking et Wallis, 1997) et pour la loi HA la méthode du maximum de vraisemblance.
Cependant, il est possible d’estimer les paramétres par d’autres méthodes d’estimation en

effectuant le test GPD.

On rappelle que la méthode employée pour estimer les paramétresy et o de la loi GPD est
I’estimateur de Hill généralisé. Bien qu’elle fournisse des résultats satisfaisants lorsque elle est
utilisée pour le test GPD, nous avons implémenté une deuxieme méthode d’estimation basée sur

I’approche des L-moments également. Les résultats obtenus indiquent qu’il est tout de méme
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Chapitre 2 : Construction, propriétés et implémentation du test GPD

préférable d’utiliser I’estimateur de Hill pour les modéles paramétriques étudiés dans le présent

rapport.

La procédure du bootstrap paramétrique a été généralement répétée 500 fois, ceci a été jugé
suffisant pour la précision de I’intervalle de confiance que I’on désire obtenir tout en permettant
d’effectuer les simulations nécessaires avec un temps de calcul acceptable. Notons encore une
fois que pendant chaque étape du bootstrap les parametres du modele sont estimés en utilisant la

méme méthode que ci-dessus, i.e. les L-moments pour tous les mod¢les sauf pour la loi HA.

2.3.2 Liste des fonctions Matlab créées

Cette section fournit une liste de fonctions Matlab créées lors de I’implémentation du test GPD.
Elles sont triées par leur type d’application. Dans chacune des rubriques nous commengons par
les fonctions génériques, c’est-a-dire qui ne dépendent pas du modele paramétrique. Notons que
nous utilisons le logiciel HYFRAN PRO pour estimer les paramétres de la loi HA ainsi que pour

la génération des vecteurs aléatoires provenant de cette loi.

Fonctions pour I’'estimation

o [sigma, gamma]=GenHillEstimates (data,mn)

Fournit les estimations de et o des données data en utilisant les mn observations les plus

grandes par la méthode de Hill généralisée.

. [sigma, gamma]=LmomforGPD (data, numbofexceed)

Fournit les estimations de et o des données data en utilisant les mn observations les plus

grandes.

. [gET]=gHatET (data, mn, pn)
Fournit 1’estimation du quantile basée sur 1’approximation de queues de distribution avec la

loi exponentielle.
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[gGPD]=qgHatGPD (data, mn, pn,method)
Fournit I’estimation du quantile basée sur I’approximation de queues de distribution avec la

loi de Pareto généralisée, la méthode peut étre ‘Hi11l’ ou ‘Lmom’.

[11,12,13,14,t3,t4]=alllmoments (data)

Fournit les estimations des quatre premiers L-moments ainsi que les L-coefficients

d’asymétrie et d’aplatissement correspondant a 1’échantillon donné par data.

br=PWM (data, r)

Fournit I’estimation du r-iéme moment pondéré.

[xi,alpha,k]=estimateGEVwithLmoments (11, t,t3)
Fournit les estimations des parameétres standard de la loi GEV en fonction des L-moments, t

correspond a 12/11.

[zeta,mu, sigma]=estimatelLN3withLmoments (11, t, t3)
Fournit les estimations des parameétres standard de la loi LN3 en fonction des L-moments, t

correspond & 12/11.

[alpha,beta,xi]=estimateGenGammawithLmoments (11, t, t3)

Fournit les estimations des paramétres standard de la loi P3 en fonction des L-moments, t

correspond & 12/11.

quantile=qGEV (p, xi, alpha, k)
Fournit I’estimation du quantile d’ordre 1-p de la loi GEV en fonction des paramétres

standard.

quantile = gLN3(p, zeta,mu, sigma)
Fournit I’estimation du quantile d’ordre 1-p de la loi LN3 en fonction des paramétres

standard.

quantile = gGenGamma (p,x1i,beta,alpha)

Fournit I’estimation du quantile d’ordre 1-p de la loi P3 en fonction des paramétres standard.
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Fonctions nécessaires pour le bootstrap paramétrique

° [M, xi,alpha, k]=generateGEVwithLmoments (r, 11, t,t3)
Génére un vecteur aléatoire de taille r de la loi GEV avec L-moments et L-coefficients

correspondant.

° [M, zeta,mu, sigma]=generatelLN3withLmoments (r,11,t,t3)
Génére un vecteur aléatoire de taille r de la loi LN3 avec L-moments et L-coefficients

correspondant.

. [M, alphas, betas, xis]=generateGenGammawithLmoments (r,11,t,t3)
Généere un vecteur aléatoire de taille r de la loi P3 avec L-moments et L-coefficients

correspondant.

Fonctions liées au test GPD

. [decision, deltan,deltanstarlower,deltanstarupper,deltanstarmean] =

GPDtestGEV (data,mn, pn, N, alpha,method)

Fournit la décision du test GPD pour la loi GEV, 1 si le modele est accepté 0 sinon,

I’estimation du biais 6, ainsi que les bornes de I’intervalle de confiance et la moyenne de

1’échantillon bootstrap de taille N.

° [decision, deltan,deltanstarlower,deltanstarupper,deltanstarmean] =

GPDtestLN3 (data,mn,pn,N, alpha,method)

Fournit la décision du test GPD pour la loi LN3, 1 si le modele est accepté O sinon,

’estimation du biais o, ainsi que les bornes de I’intervalle de confiance et la moyenne de
I’¢échantillon bootstrap de taille N.

. [decision, deltan,deltanstarlower,deltanstarupper,deltanstarmean] =

GPDtestGenGamma (data, mn, pn, N, alpha,method)

Fournit la décision du test GPD pour la loi P3, 1 si le mode¢le est accepté 0 sinon, 1’estimation

du biais o, ainsi que les bornes de I’intervalle de confiance et la moyenne de 1’échantillon

bootstrap de taille V.
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e [decision, gGPDstarlower,gGPDstarupper] =

GPDtestHA (data,mn, pn,N,alpha,method)

Fournit la décision du test GPD dans sa version bootstrap simplifié pour la loi HA, 1 si le
modele est accepté 0 sinon, ainsi que les bornes de ’intervalle de confiance de I’échantillon
bootstrap de taille N. Utilise les fonctions HYFRAN et HYFRAN HalphenARand de HYFRAN
PRO et nécessite que le directoire de travail de Matlab soit celui ou se trouve le logiciel

HYFRAN.

. [decision, deltan,deltanstarlower,deltanstarupper] =

GPDtestHAcomplete (data,mn, pn,N, alpha, method)

Fournit la décision du test GPD pour la loi HA, 1 si le modéle est accepté 0 sinon,

I’estimation du biais 6, ainsi que les bornes de I’intervalle de confiance et la moyenne de

I’échantillon bootstrap de taille N. Utilise les fonctions HYFRAN et HYFRAN HalphenARand de
HYFRAN PRO et nécessite que le directoire de travail de Matlab soit celui ou se trouve le

logiciel HYFRAN.

2.3.3 Guide pratique pour I’application de la procédure

Pour les modéles cités ci-dessus un test GPD pour un échantillon de données s’effectue de la

maniére suivante :

1. Choisir les valeurs de p, d’intérét, choisir le niveau de confiance o .
2. Choisir la valeur de m, qui correspond a p,,a a et au modele que I’on souhaite tester.

3. Effectuer dans Matlab la commande correspondant au modele que 1’on souhaite tester, par

exemple pour la loi LN3 :

GPDtestLN3 (data,mn,pn,N, alpha)

Matlab effectue le test GPD en utilisant la méthode de Hill généralisée pour
I’estimation de paramétres de la loi de Pareto généralisée. Si le retour est 1 I’ajustement

de la loi LN3 est acceptable en queue de distribution.
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Pour d’autres modéles pour lesquels le test GPD n’a pas encore été implémenté il faut effectuer

les étapes suivantes :

1.

Déterminer la méthode d’estimation ;
Fournir un générateur de vecteurs aléatoires provenant du modeéle ;

= Implémentation du test GPD en utilisant la méthode de Hill généralisée, la

méthode des L-moments ou autre ;
Etudier I’indépendance du niveau de test réalisé en fonction des paramétres du modéle ;

Effectuer des simulations afin de déterminer les valeurs de m, a utiliser ;

= Déterminer la méthode d’estimation pour les parametres de la loi de Pareto

généralisée ;

Effectuer des simulations concernant la puissance
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3. RESULTATS DES SIMULATIONS

Ce chapitre donne une synthése des résultats concernant la performance du test GPD obtenu au
moyen de simulations pour chacun des modeles paramétriques étudiés. Par la suite nous donnons
d’abord les parametres des simulations effectuées qui sont les mémes pour chacun des modeles

sauf indication spécifique.

Indépendance

Nous utilisons les coefficients des L-moments pour déterminer le domaine des parameétres
d’intérét dans le cas des modeles de la loi GEV, la loi LN3 et la loi de Pearson type. De plus,

nous fixons les parameétres correspondant a la position (4, =100) et au L-coefficient de variation
(7 =0.2) et considérons uniquement la variation du parametre d’asymétrie z,. Celui-ci varie pour

des données de débit du Québec essentiellement entre 0.1 et 0.3. Dans I’étude concernant
I’indépendance du niveau de test réalisé nous considérons un domaine de variation de 0.2 a 0.8

pour z,. Pour la loi HA les fonctions liant les L-moments aux paramétres de la distribution ne

sont pas connus et nous utilisons donc la méthode du maximum de vraisemblance pour
I’estimation des parameétres de cette loi. Plus de détails concernant la paramétrisation utilisée se

trouvent dans la section 3.4

Les autres parametres du test GPD sont données par n =100, N =500, a=0.05, p, =1/100.
Le test est effectué 1000 fois pour des valeurs de m, égales a 20, 40, 60 et le pourcentage

d’acceptation du vrai modéle, c’est-a-dire une estimation de 1—¢« , est calculé.
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Niveau du test réalisé

Pour les simulations concernant le niveau du test réalisé nous fixons le L-coefficient d’asymétrie
7, =0.3. Les parametres fixés sont N =500 et o =0.05/0.01, nous effectuons le test 1000 fois
pour les valeurs de n=30,50,100 et p =1/100,1/200,1/500,1/1000, le nombre d’observations

utilisés m, est dans ce cas donné en pourcentage de n et celui-ci varie entre 30% et 70%.

3.1 Loi généralisée des valeurs extrémes

La paramétrisation habituellement utilisée en hydrologie pour la loi généralisée des valeurs

extrémes différe 1égérement de celle donnée au chapitre 2, sa fonction de distribution s’écrit de la

maniére suivante :

G(z)=exp —(I—K(Z_SZD ) avec |:1—KZ_§}>O,
a a

ou —o<¢& <o est le paramétre de position, o >0 le paramétre d’échelle et —o<x <o le

parametre de forme.

Notons que pour des échantillons provenant de la loi des valeurs extrémes les exces au-dessus du
seuil u sont exactement distribués selon la loi de Pareto généralisée, par conséquent le test GPD
aura tendance a accepter la lot GEV comme mod¢le adéquat ; les résultat pour cette loi sont ainsi

a utiliser avec prudence.

3.1.1 Indépendance des paramétres

Les simulations concernant I’indépendance du niveau du test réalisé du paramétre z, sont donnés

a la figure ci-dessous. Nous trouvons effectivement une indépendance, du moins pour des valeurs

de m, suffisamment petites et méme pour une valeur de m, =60et des valeurs de 7, souvent

rencontrées en hydrologie cette indépendance est vérifice.
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Notons que des valeurs trop €élevées de m, ne sont pas désirable puisque la théorie asymptotique

n’est valable que pour des seuils u suffisamment grand correspondant a un nombre faible d’exces.

() (b) (c)

96 of acceptance of true model (GEV, m_ =20) % of acceptance of true model (GEV, m_ = 40) % of of true model ized Gamma distribution, m_ = 60)

Figure 3.1 Pourcentages d’acceptation du vrai modéle (estimation de 1 -« ) pour 7, entre 0.2 et
0.8 dans les cas de la loi GEV, les valeurs de m, sont m, =20 (a), m, =40 (b) et
m, =60 (c).

3.1.2 Niveau expérimental

Les résultats des simulations concernant le niveau du test réalisé sont donnés dans les tableaux
3.1et3.3 pour ¢ de5 et % respectivement. Nous indiquons le pourcentage des tests (sur 1000

tests effectués) qui ne rejettent pas I’hypothése nulle de la loi GEV alors qu’elle est vraie. Puisque

a est la probabilité de rejeter H, quand elle est vraie il s’agit donc d’une estimation de (1—a).

Nous sommes maintenant en mesure de choisir une valeur de m, pour chaque combinaison de n

et p, (cf. Tableaux 3.2 et 3.4).
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Tableau 3.1 Le tableau donne pour o = 5% et chaque combinaison (n, D> mn) le pourcentage

d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi GEV.

n=30 m,

a=5% 9 12 15 18 21
p, =1/100 96.00%| 96.45%| 97.64%| 97.91%| 99.27%
p, =1/200 95.55%| 96.18%| 97.27%| 98.00%| 99.09%
p, =1/500 95.73%| 96.27%| 97.55%| 98.36%| 99.18%

p, =1/1000 95.91%| 97.55%| 96.82%| 98.00%| 98.73%

n=>50 m,

a=5% 15 20 25 30 35
p, =1/100 95.00%| 95.27%| 97.91%| 98.82%| 98.27%
p, =1/200 95.64%| 96.45%| 96.36%| 97.82%| 98.82%
p, =1/500 96.09%| 96.73%| 97.82%| 98.45%| 98.73%

p, =1/1000 96.18%| 96.91%| 97.55%| 97.55%| 98.55%

n=100 m,

a=5% 30 40 50 60 70
p, =1/100 95.00%| 96.18%| 97.36%| 97.36%| 98.27%
p, =1/200 95.82%| 96.82%| 97.09%| 98.00%| 98.64%
p. =1/500 96.18%| 96.18%| 96.45%| 97.45%|  98.64%

p, =1/1000 95.45%| 96.55%| 98.09% 98.55%| 98.82%

Tableau 3.2 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi GEV (o = 5%)).

a=5% | n=30 [ n=50 [ n=100
p, =1/100 9-12 15-20 ~30
p,=1/200 | 912 ~15 ~30
p,=1/500 | 912 | 1520 | 30-50
p,=1/1000 | =~9 | 1520 | =30
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Tableau 3.3 Le tableau donne pour @ =1% et chaque combinaison (n, D» mn) le pourcentage
d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi GEV.

n=30 m,

a=1% 9 12 15 18 21
p, =1/100 99.18%| 99.09%| 99.36%| 99.64%| 99.82%
p, =1/200 98.91%| 99.45%| 99.45%| 99.64%|  99.64%
p, =1/500 98.91%| 99.27%| 99.55%| 99.82%| 99.91%

p, =1/1000 98.45%| 99.45%| 99.55%| 99.64%| 99.73%

n=>50 m,

a=1% 15 20 25 30 35
p, =1/100 99.36%| 99.45%| 99.09%| 99.55%|  99.82%
p, =1/200 99.27%| 99.45%| 99.45%| 99.64%|  99.82%
p, =1/500 99.45%| 99.00%| 99.64%| 99.82%| 100.00%

p, =1/1000 98.55%| 99.55%| 99.55%| 99.73%| 100.00%

n=100 m,

a=1% 30 40 50 60 70
p, =1/100 98.64%| 98.91%| 99.45%| 99.82%|  99.45%
p, =1/200 99.18%|  99.09%| 99.45%| 99.55%| 100.00%
p, =1/500 99.18%| 99.55%| 99.45%| 99.36%| 99.73%

p, =1/1000 99.18%| 99.18%| 99.45%| 99.73%| 100.00%

Tableau 3.4 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi GEV (o =1%).

a=1% n=30 n=50 | n=100

p. =1/100 9-12 ~25 40-50
p, =1/200 ~9 ~15 30-40
p, =1/500 =9 ~20 ~30

p,=1/1000 | 1215 | 1520 | 30-40
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3.2 Loilog-normale a 3 parametres

La paramétrisation utilisée pour la loi log-normale a 3 parameétres est donnée a I’aide de la

fonction de distribution @ de la distribution normale centrée-réduite :
F(x):q{wj, avec x>¢,
o

ou —oo < ¢ <o est le parametre de position, ¢ >0 le paramétre d’échelle et o >0 le parameétre

de forme.

3.2.1 Indépendance des paramétres

Les simulations concernant I’indépendance du niveau du test réalisé du parameétre z, sont donnés

a la figure ci-dessous. Nous trouvons effectivement une indépendance, du moins pour des valeurs

de m, suffisamment petites et méme pour une valeur de m, =60et des valeurs de 7; souvent

rencontrées en hydrologie cette indépendance est vérifiée.

() (b) (©)

9 of acceptance of true model (Log normal type 3 distribution, m_ = 20) 9 of acceptance of true model (Log normal type 3 distribution, m_ = 40) 9% of acceptance of true model (Log normal type 3 distribution, m = 60)

Figure 3.2 Pourcentages d’acceptation du vrai modéle (estimation de 1 -« ) pour 7, entre 0.2 et
0.8 dans le cas de loi LN3, les valeurs de m, sont m, =20 (a), m, =40 (b) et
m, =60 (c).
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3.2.2 Niveau expérimental

Les résultats des simulations concernant le niveau du test réalisé sont donnés dans les tableaux
3.5et3.7pour o de 5 et 1 % respectivement. Nous indiquons le pourcentage des tests (sur 1000
tests effectués) qui ne rejettent pas 1’hypothése nulle de la loi LN3 alors qu’elle est vraie, il s’agit

donc d’une estimation de 1—« . Nous sommes maintenant en mesure de choisir une valeur de m,

pour chaque combinaison de n et p, (cf. Tableaux 3.6 et 3.8).

Tableau 3.5 Le tableau donne pour o = 5% et chaque combinaison (n, p,,m ) le pourcentage

n

d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi LN3.

n=30 m,

a=5% 9 12 15 18 21
p, =1/100 95.53%| 96.80%| 97.16%| 98.16%| 98.99%
p, =1/200 94.99%| 96.99%| 97.26%| 97.71%| 98.26%
p, =1/500 95.54%| 97.27%| 96.89%| 98.44%| 99.17%

p, =1/1000 96.45%| 96.35%| 97.98% 98.89%| 99.07%

n=>50 m,

a=5% 15 20 25 30 35
p, =1/100 94.82%| 95.91%| 97.63%| 97.91%| 98.18%
p, =1/200 94.82%| 96.45%| 97.00%| 97.82%| 98.18%
p, =1/500 95.18%| 95.73%| 97.00%| 97.73%|  99.00%

p, =1/1000 96.18%| 96.18%| 96.82%| 97.73%| 98.82%

n=100 m

a=5% 30 40 50 60 70
p, =1/100 95.09%| 95.73%| 96.27%| 96.73%| 98.36%
p, =1/200 94.91%| 95.09%| 97.27%| 97.45%| 97.73%
p, =1/500 95.27%| 95.55%| 97.09%| 97.09%| 98.91%

p, =1/1000 94.27%| 95.73%| 96.64%| 98.45%| 98.91%
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Tableau 3.6 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi LN3 (a = 5%).

a=5% n =30 n=50 | n=100
p, =1/100 ~9 15-20 30-40
p, =1/200 9-12 ~15 30-40
p, =1/500 9-12 15-20 30-40
p, =1/1000 ~9 15-20 30-40

Tableau 3.7 Le tableau donne pour @ =1% et chaque combinaison (n, D, mn) le pourcentage

d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi LN3.

n=30 m,

a=1% 9 12 15 18 21
p, =1/100 99.00%| 99.27%| 99.36%| 99.45%|  99.82%
p, =1/200 99.09%| 99.00%| 99.45%| 99.54%|  99.63%
p, =1/500 98.45%| 99.82%| 99.82%| 99.72%| 100.00%

p, =1/1000 99.27%| 98.91%| 99.73%| 100.00%| 99.82%

n=>50 m,

a=1% 15 20 25 30 35
p, =1/100 99.00%| 99.18%| 99.27%| 99.27%|  99.82%
p, =1/200 99.27%| 99.64%| 99.18%| 99.64%| 99.73%
p, =1/500 98.45%| 99.00%| 99.55%| 99.73%|  99.64%

p, =1/1000 98.55%| 99.36%| 99.45% 99.36%| 99.64%

n =100 m

a=1% 30 40 50 60 70
p, =1/100 99.00%| 98.82%| 99.27%| 99.18%|  99.64%
p, =1/200 98.73%| 98.64%| 99.45%| 99.55%|  99.36%
p, =1/500 98.91%| 99.27%| 99.45%| 99.36%|  99.82%

p, =1/1000 99.27%| 99.36%| 99.36%| 99.91%| 100.00%
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Tableau 3.8 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi LN3 (o =1%).

a=1% n =30 n=50 | n=100
p, =1/100 ~9 15-20 ~30
p, =1/200 9-12 15/25 40-50
p, =1/500 9-12 ~20 30-40
p, =1/1000 ~12 15-20 30-50

3.3 Loi Pearson type lll

La paramétrisation utilisée pour la loi Pearson type III est donnée par la fonction de densité :

f(x) :m(x—ﬁ)“_l exp(—%], avec x> &,

ou &>0 est le paramétre de position, B >0 le parametre d’échelle et o >0 le paramétre de

forme.

Notons que la loi P3 et la loi LN3 appartiennent au domaine d’attraction maximal de la loi de
Gumbel, donc théoriquement il faudrait utiliser le test ET. Puisque la loi P3 a des queues plus
l1égeres que la loi LN3 nous avons essayé¢ le test ET pour cette loi et avons trouvé que les résultats

ne se sont pas améliorés.

3.3.1 Indépendance des paramétres

Les simulations concernant I’indépendance du niveau du test réalisé du parameétre z, sont donnés
a la figure ci-aprés. Nous trouvons une indépendance pour les valeurs de 7, dans le domaine

d’intérét principal, pour des asymétries supérieures a 0.5 elle n’est cependant plus assurée.
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(@) (b) (©)

% of of true model Gamma m =20) % of of true model Gamma m_ =40) % of of true model Gamma m =60)

Figure 3.3 Pourcentages d’acceptation du vrai modéle (estimation de 1—« ) pour 7, entre 0.2 et

0.8 dans les cas de la loi P3, les valeurs de m, sont m, =20 (a), m, =40 (b) et
m, =60 (c).

3.3.2 Niveau expérimental

Les résultats des simulations concernant le niveau du test réalisé sont donnés dans les tableaux
3.9et3.11 pour  de 5 et 1 % respectivement. Nous indiquons le pourcentage des tests (sur 1000
tests effectués) qui ne rejettent pas 1’hypothése nulle de la loi P3 alors qu’elle est vraie, il s’agit

donc d’une estimation de 1—¢« . Nous sommes maintenant en mesure de choisir une valeur de m,
pour chaque combinaison de n et p, (cf- Tableaux 3.10 et 3.12). Pour la loi P3 le niveau réalisé

du test n’est pas satisfaisant pour des échantillons de taille » =30 lorsque o =5% ou 1% ni pour

des échantillons de taille n =50 lorsque o =1%, nous recommandons donc d’effectuer le test

GPD pour la loi P3 seulement avec des échantillons de taille supérieure.
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Tableau 3.9 Le tableau donne pour o = 5% et chaque combinaison (n, D> mn) le pourcentage

d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi P3.

n=30 m,

a=5% 9 12 15 18 21
p, =1/100 83.52%| 85.98%| 82.11%| 88.04%| 85.13%
p, =1/200 83.71%| 84.71%| 85.05%| 83.64%| 86.09%
p, =1/500 84.44%| 84.50%| 84.76%| 85.48%| 83.90%

p, =1/1000 82.79%| 83.18%| 85.91%| 83.94%| 85.39%

n=>50 m,

a=5% 15 20 25 30 35
p, =1/100 92.18%| 93.73%| 95.73%| 95.64%| 96.18%
p, =1/200 93.73%| 93.55%| 94.73%| 95.18%| 96.27%
p, =1/500 93.64%| 94.82%| 94.64%| 97.00%| 96.36%

p, =1/1000 93.73%| 94.09%| 94.73% 96.18%| 95.82%

n =100 m

a=5% 30 40 50 60 70
p, =1/100 96.00%| 95.64%| 95.64%| 96.82%| 98.36%
p, =1/200 95.09%| 95.55%| 95.00%| 97.09%| 97.91%
p, =1/500 94.73%| 95.82%| 96.91%| 98.18%| 98.00%

p, =1/1000 96.09%| 95.36%| 96.73%| 97.73%| 98.00%

Tableau 3.10 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi P3 (a = 5%).

a=5% n=30 n=50 | n=100
p, =1/100 - 25-35 40-50
p, =1/200 - 25-30 30-50
p, =1/500 - 20-25 | 30-40
p, =1/1000 - 25/35 ~40
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Tableau 3.11 Le tableau donne pour o =1% et chaque combinaison (n, yZ mn) le pourcentage
d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi P3.

n=30 m,

a=1% 9 12 15 18 21
p, =1/100 67.73%| 67.64%| 68.86%| 68.17%| 68.78%
p, =1/200 67.43%| 68.56%| 68.16%| 67.12%| 69.24%
p, =1/500 71.38%| 69.89%| 66.12%| 66.51%| 67.22%

p, =1/1000 70.79%| 70.13%| 69.37%| 68.22%| 67.46%

n=>50 m,

a=1% 15 20 25 30 35
p, =1/100 91.08%| 92.81%| 93.08%| 92.71%| 93.72%
p, =1/200 92.09%| 91.82%| 93.27%| 91.18%| 92.55%
p, =1/500 92.09%| 91.91%| 93.91%| 93.36%| 93.82%

p, =1/1000 92.91%| 92.55%| 92.55%| 94.00%| 92.45%

n=100 m,

a=1% 30 40 50 60 70
p, =1/100 99.09%| 98.27%| 98.91%| 99.09%| 99.73%
p, =1/200 99.27%| 99.27%| 98.91%| 99.64%|  99.64%
p, =1/500 98.18%| 99.36%| 98.82%| 99.09%| 99.55%

p, =1/1000 98.18%| 98.64%| 99.09%| 99.91%| 99.36%

Tableau 3.12 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi P3 (a =1%).

a=1% n=30 n=50 | n=100
p, =1/100 - - ~50
p, =1/200 - - ~50
p, =1/500 - - 50-60
p, =1/1000 - - ~50
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3.4 Loi Halphen type A

La paramétrisation utilisée pour la loi Halphen type A est donnée par la fonction de densité :

SRS S e 1 (L
f(x)—szKv(2¢)x exp( ¢(m+xD,avec x>0,

ou K, est la fonction de Bessel de type 2 modifiée, m >0 est le parametre de position, ¢ >0 le

premier parametre de forme —-oco<v <o le deuxieme paramétre de forme. Pour plus
d’information concernant la loi HA nous référons a Perreault, Bobée et Rasmussen (1999a) et

Perreault, Bobée et Rasmussen (1999b).

Pour la suite nous fixons le parametre de position (m, =100) et considérons uniquement la

variation des parametres de forme. Ceux-ci varient pour des données de débit du Québec

essentiellement entre 0 et 8 pour @get -5 et 10 pour v. Dans 1’étude concernant I’indépendance du

niveau de test réalisé nous considérons une grille de douze combinaisons des deux parameétres sur

ces deux intervalles.

Notons que nous avons utilisé I’implémentation existante des logiciels HYFRAN et HYFRAN PRO
pour I’estimation des parametres et la génération des vecteurs aléatoires provenant de la loi HA.
Ceci nous a obligé de supprimer la valeur 1/500 pour p, puisqu’elle n’est pas prévu dans le lien

établie entre HYFRAN et Matlab. Les calculs concernant la loi HA étant lourds nous étions

obligés d’utiliser la version simplifiée du test GPD pour ce mode¢le.

3.4.1 Indépendance des paramétres

Les simulations concernant I’indépendance du niveau du test réalisé des deux paramétres de
forme ¢ et v sont donnés a la figure ci-apres. Bien qu’il y ait une variation du pourcentage
d’acceptation du vrai modele, elle n’est pas assez forte ni assez systématique pour en déduire une

dépendance du niveau du test des parametres de forme.
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(@) (b) ()

Halphen A: % of acceptance of true model for m_ =20 Halphen A: % of acceptance of true model for m_ = 40 Halphen A: % of acceptance of true model for m_ = 60

90% - 90% -

80%/- 80%/-
70%-
60%
50% - 50% - 50%-
30%-

20%-

10%-

Figure 3.4 Pourcentages d’acceptation du vrai modéle (estimation de 1 -« ) pour 7, entre 0.2 et
0.8 dans les cas de la loi HA, les valeurs de m, sont m, =20 (a), m, =40 (b) et
m, =60 (c).

3.4.2 Niveau expérimental

Les résultats des simulations concernant le niveau du test réalisé sont donnés dans les tableaux
3.13 et 3.15 pour a de 5 et 1 % respectivement. Nous indiquons le pourcentage des tests (sur
1000 tests effectués) qui ne rejettent pas 1’hypothése nulle de la loi HA alors qu’elle est vraie, il
s’agit donc d’une estimation de 1—« . Nous sommes maintenant en mesure de choisir une valeur

de m, pour chaque combinaison de n et p, (cf. Tableaux 3.14 et 3.16).
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Tableau 3.13  Le tableau donne pour o = 5% et chaque combinaison (n, D, mn) le

pourcentage d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi HA.

n=30 m,

a=5% 9 12 15 18 21
p, =1/100 94.73%| 95.45%| 95.09%| 95.64%| 94.73%
p, =1/200 94.36%| 95.64%| 95.09%| 95.09%| 94.36%

p, =1/1000 94.91%| 94.55%| 93.27%| 96.73%| 94.91%

n=>50 m,

a=5% 15 20 25 30 35
p, =1/100 94.00%| 95.45%| 95.45%| 96.36%| 94.00%
p, =1/200 95.27%| 95.64%| 96.18%| 97.27%| 95.27%

p, =1/1000 94.00%| 94.91%| 95.09%| 95.82%| 94.00%

n=100 m,

a=5% 30 40 50 60 70
p, =1/100 95.64%| 95.64%| 9527%| 95.27%| 95.64%
p, =1/200 95.82%| 94.73%| 96.91%| 95.64%| 95.82%

p, =1/1000 93.82%| 95.82%| 95.45%| 94.55%| 93.82%

Tableau 3.14 Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi HA (a = 5%).

a=5% n=30 n=>50 n=100

p, =1/100 12-15 20-25 50-60

p, =1/200 15-18 15-20 ~30

p, =1/1000 18-21 20-25 40-50

Page 31



Le test GPD et son implémentation dans le logiciel HYFRAN PRO

Tableau 3.15 Le tableau donne pour a =1% et chaque combinaison (n, D.» mn) le pourcentage

d’acceptation de I’hypothése nulle dans le cas de la loi HA.

n=30 m,

a=1% 9 12 15 18 21
p, =1/100 99.09%| 98.73%| 98.91%| 98.91%| 99.09%
p, =1/200 98.55%| 99.45%| 98.18%| 98.73%| 98.55%

p, =1/1000 98.55%| 98.55%| 98.55% 99.45%| 98.55%

n=>50 m,

a=1% 15 20 25 30 35
p, =1/100 97.64%| 98.73%| 99.45%| 98.36%| 97.64%
p, =1/200 99.45%| 99.09%| 98.73%| 98.36%|  99.45%

p, =1/1000 98.00%| 98.36%| 99.64%| 98.55%| 98.00%

n=100 m,

a=1% 30 40 50 60 70
p, =1/100 98.18%| 98.91%| 98.36%| 98.55%| 98.18%
p, =1/200 99.64%| 98.36%| 99.45%| 98.36%| 99.64%

p, =1/1000 98.55%| 98.36%| 98.36%| 98.73%| 98.55%

Tableau 3.16  Valeurs de m, a utiliser pour le test GPD de la loi HA (a =1%).

a=1% n=30 n=50 | n=100
p, =1/100 9/15 20-25 ~40
p, =1/200 9-12 ~20 ~50
p, =1/1000 9-15 ~30 ~60
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4. CONCLUSIONS

Dans le présent rapport nous avons présenté une méthode pour tester la qualité de I’ajustement
d’un modele paramétrique a un échantillon en queue de distribution. L’ implémentation de la
méthode pour quatre modeles paramétriques a été décrite, plus précisément pour la loi GEV, la

loi LN3, la loi P3 et la loi HA.

Les simulations présentées au chapitre 4 du rapport ont permis de déterminer quelle version du

test GPD est la plus adéquate a utiliser pour chacun des mode¢les. De plus, elles fournissent une

valeur recommandée de m, pour chaque modele et chaque combinaison de (n, pn,a). Notons

que pour la loi P3, la performance du test n’est pas satisfaisante pour des tailles d’échantillon
petites. La méthode a été implémentée dans le logiciel HYFRAN PRO, les simulations ont été

faites a I’aide du logiciel Matlab.

L’étude du test GPD n’est pas encore compléte pour ces quatre modeles. Il reste a considérer la
puissance réalisée du test, pour laquelle des premiers résultats ont été obtenus. Ces résultats

doivent étre validés et comparés aux résultats de Garrido (2002).
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