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INTRODUCTION

Les trois types de loi de Halphen (Type A, Type B et Type B™!) ont été
développés par Halphen (Morlat, 1956) pour 1'ajustement statistique des
données hydrologiques. Dans le but d'utiliser les 1lois de Halphen pour
1'analyse systématique des séries de débits extrémes, au méme titre que la
famille des lois Gamma, Boucher et a/. (198%a.) ont réalisé un premier
rapport qui avait comme objectif de présenter les propriétés mathématiques et

statistiques importantes des lois de Halphen.

Ce deuxieme rapport sur les lois de Halphen a pour but de présenter les
méthodes d'estimation des paramétres des trois types de loi de Halphen. I1 a
également comme objectif de présenter les méthodes d'estimation d'un événe-
ment XT’ le calcul de la variance de cette estimation et de son intervalle de

confiance.

Aprés avoir fait une revue de littérature sur les lois de Halphen, on a

constaté qu'aucun auteur n'a jusqu'a maintenant travaillé sur les développe-

~

ments théoriques reliés 1'estimation des variances de XT pour ces lois. Ce
rapport vient donc apporter un élément nouveau au niveau des développements

théoriques des lois de Halphen.

L'ajustement automatique de chacune des lois de Halphen sur une série de
données quelconque est maintenant rendu possible grace au programme "AJUST-
HALPHEN" (Boucher et al/., 1983 et 1989c). Tous 1les développements
théoriques présentés dans le cadre de ce rapport sont directement utilisés
dans les programmes réalisant les ajustements statistiques des lois de

Halphen.

1. PRESENTATION GENERALE DES TROIS TYPES DE LOI DE HALPHEN

Cette premiere partie fait un rappel de certaines propriétés mathématiques
des fonctions de densité de probabilité (f.d.p.) de chacune des lois de
Halphen et de quelques propriétés statistiques importantes de ces lois. Les
résultats mathématiques et statistiques énoncés dans le cadre de cette

section proviennent du rapport scientifique de Boucher et a/. (1989a).



1.1 Fonction de densité de probabilité de la loi de Halphen de type A

La f.d.p. de 1a loi de Halphen de type A est donnée par:

f(x) = —— - xv_1~exp[-a(x/m+m/x)] (1.1)

o x>0;m>0; >0 et v est réel

La fonction Kv(Za) correspond a la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme
espece d'ordre v et d'argument 2. La fonction de Bessel Kv(Za) est définie

par:

K, (20)= %; L exp[-a(X + M) (1.2)
m

La f.d.p. de 1a loi de type A dépend de trois parameétres v, m et a. Les
paramétres v et a caractérisent la forme de la f.d.p. de la loi de type A et

le paramétre m est un paramétre d'échelle.

La courbe représentant la f.d.p. de la loi de Halphen de type A posséde une
asymétrie positive (c.f. Exemples de courbes de densité, Boucher et al.,
1989%a).

Les moments non-centrés d'ordre r de la loi de type A sont directement reliés
aux fonctions de Bessel Kv(Za); (Boucher et a/ , 1989a).

r
,m Kv+r(2a)

Ur T TR (20) (1.3)

La formule 1.3 est valide pour des moments d'ordre entier d'ordre r positif

ou négatif.

En plus de ces relations, il est important pour la loi de type A de connaitre
la valeur de la moyenne géométrique. Comme nous le verrons plus loin, cette

valeur est utilisée pour estimer les paramétres de cette loi de Halphen.



On peut montrer (Boucher et a/., 198%a) que la moyenne géométrique G est

donnée par 1'équation:

1 BKV(Za)

o5 el ] o

1.2 Fonction de densité de probabilité de la loi de Halphen de type B

La f.d.p. de 1a loi de Halphen de type B est donnée par :

£(x) = 5 K& ep-()” + & (1.5)
m efv(a)

od x>0;m>0; v>0 et «est réel.

La foncfion efv(a) est la fonction exponentielle factorielle définie par
Halphen (1955):

_ -t24at  _2v-1
ef (o) = 2 fa’ e teY Ndt (1.6)

La loi de Halphen de type B dépend de trois paramétres: m, v et a. Le
paramétre m est un parametre d'échelle et les deux autres paramétres v et «

sont des paramétres de forme.

De nombreux avantages sont reliés a 1'utilisation pratique de la loi de type
B. En effet, selon les valeurs attribuées aux paramétres o, m et v, il est
possible d'obtenir plusieurs formes de courbes de densité pour cette loi
(c.f. Boucher et al/., 1989a):

- Courbe en J inversée (0 < v < 0,5);

- Courbe en S inversée (0 < v < 0,5);

- Courbe de Gauss tronquée( v = 0,5 et a > 0);
- Courbe exponentielle (v = 0,5 et a < 0);

- Moitié de courbe de Gauss (v = 0,5 et o = 0);
- Asymétrie positive (v > 0,5).



Le paramétre qui détermine la forme de la courbe (en J inversée, en S
inversée, asymétrie positive etc..) est le paramétre v. L'autre paramétre de
forme o détermine, selon la valeur prise par v, 1'existence ou non d'un mode

pour la f.d.p..

Le moment non-centré d'ordre r de la loi de Halphen de type B est défini
par (Boucher et a/., 1989a):

r
,_m Efv+r/2(a)
Hp = efv(a)

(1.7)

L'équation 1.7 est valide pour des moments d'ordre r tel que r > -2v (ou
v > 0). Comme le montre 1'équation 1.7, les moments u; sont reliés

directement aux fonctions exponentielles factorielles efv(a).

Comme 1'a démontré Boucher et a/. (1989a), le moment d'ordre quasi-zéro

(moyenne géométrique G) est donné par:

1 aefv(a)

G=mexp ( (1.8)

Zefv(a) v
Ce moment est important pour estimer les parametres de l1a loi de type B.

1.3 Fonction de densité de 1a loi de Halphen de type B~1

" La loi de Halphen de type B-! (ou B inverse) a été présentée par Morlat
(1956). Elle vient prolonger le domaine d'application de la loi de Halphen
de type A et de type B. La f.d.p. de 1a loi de type B inverse est:

2v
00 = gty X el ¢ (1.9)

ou x>0;m>0; v>0 et aest réel

La fonction efv(a) est la fonction exponentielle factorielle définie par

1'équation 1.6.



Comme la loi de type B, 1a loi de type B! posseéde deux parametres de forme a

et v ainsi qu'un paramétre d'échelle m.

La f.d.p. de 1a loi de type B"! est la fonction inverse de 1a loi de type B.
Donc, si une variable aléatoire Y suit une loi de type B~1 (Y ~ HB—l(a,v,m)),
on peut montrer (Boucher et al.,1989a) que 1a variable X = m2/Y suit une
Toi de Halphen de type B (X ~ HB(«,v,m)).

La f.d.p. de 1a loi de type B! est a asymétrie positive seulement (c.f.
Boucher et al., 1989a).

L'équation générale des moments non-centrés d'ordre r de la loi de type B!

dépend de 1a fonction exponentielle factorielle (Boucher et al., 1989a):

- mrefv_r/z(a)

u...

" “‘E?;(&j‘“‘ (1.10)

Ces moments existent seulement pour r < 2v (v > 0).

La moyenne géométrique de la loi de Type B~! est telle que (Boucher et al.-
, 1989a):

-1 Befv(a)

G=m. exP[Zefv(q) . - ]

(1.11)

2. ESTIMATION DES PARAMETRES POUR LES LOIS DE HALPHEN: PROPRIETES
D'EXHAUSTIVITE

Si on posséde une série d'observations quelconque qu'on suppose tirée d'une
population statistique de forme connue, il est possible d'estimer, a partir
des caractéristiques de 1'échantillon, les paramétres de la population ainsi

que leur variance d'estimation.

Pour une fonction de distribution quelconque, on peut généralement utiliser
plusieurs méthodes d'estimation (ex.: méthode des moments, méthode du maximum
de vraisemblance etc...). Ces méthodes peuvent conduire a des estimations

plus ou moins bonnes des parametres. Le critére d'acceptabilité d'un estima-



teur est basé principalement sur la variance de 1'estimateur. Les meilleurs
estimateurs seront évidemment ceux qui auront la variance minimale. De cette
fagon, la distribution de chaque estimateur est moins dispersée autour de la

vraie valeur du paramétre.

En ce qui concerne les trois lois de Halphen, une seule méthode d'estimation
de paramétres est considérée. En effet, les trois lois de Halphen posséedent
des statistiques conjointemet exhaustives pour estimer les parametres. Sur
1'ensemble des lois statistiques a trois paramétres utilisées en hydrologie,
les lois de Halphen sont les seules a posséder la propriété d'exhaustivité
pour les trois parametres et ce méme pour des petits échantillons. C'est en
réalité un des grands avantages pour 1‘'application des lois de Halphen dans
le domaine de 1'hydrologie, particuliérement pour des échantillons de petite
taille. Bobée (1975) a fait une synthése des aspects théoriques des proprié-

tés d'exhaustivité.

2.1 Estimateurs exhaustifs des lois de Halphen

I1 est possible de montrer que les trois types de loi de Halphen appartien-
nent a la famille de lois exponentielles. En effet, une f.d.p. a k parame-
tres appartient a cette famille de lois si elle peut s'écrire sous 1a forme

suivante:
k

(x;el,...,ek)=a(01,...,ek)b(x)exp[ Y ci(61’°"’ek)di(x)] (2.1)
i=1

ou les fonctions a(@) et c(0): dépendent des paramétres; les fonctions b(x)
et d(x): dépendent de x.

Les f.d.p. des lois de Halphen de type A (Eq.[l;l]), de type B (Eq. [Eq.
1.5]) et de type B"! (Eq.[1.9]) peuvent étre écrites sous la forme (2.1):

TYPE A

hACx;0,m,v)= —t— exp[- X - & 4 (3-1)1n x] (2.2)
2m Kv(Za)



TYPE B

2 2
hB(a,m,v)= — exp[ 2% ~()" + (2v-1)1n x] (2.3)
m efv(a)
TYPE B!
2m2v oam _my2
-1 = . am _mys o
hB ((X,m,\))-— F\;m exp[ X (X) (2\)"‘1)]” X] (2.4)

Ces trois types de loi font donc partie de la famille de lois exponentielles.

De par le théoreme de la factorisation (Kendall et Stuart, 1979), on a que

pour un échantillon x,, L CTRR provenant d'une f.d.p. f(x;el,..,@k), les

statistiques Y1=u1(x1,...,xn ;01,...,Ok),..., Yn=un(x1,...,xn ;61,...,Ok)

sont des statistiques conjointement exhaustives si la densité jointe de x,,

n
X25e e X, I f(x.;el,...,ek) peut étre factorisée comme suit:
=1 Y

n

jzlf(xj ;61 y - .- yek):g[ul(xl vt )Xn) LI ’uk(xl LIRS ,Xn) ;Ol» .- ’Ok] h(XI! .. ’xn)
(2.5)

Un échantillon aléatoire X provenant d'une f.d.p. de la famille de lois

exponentielles posséde la fonction de densité jointe suivante:

k n
n

n n
T F(x;30;,...0)%a (05,...0,) T b(x;)ex[ T e5(05,-..0) T d;(x;)(2.6)
J= J=1 i=1 EEl

De par le théoréme de la factorisation (Eq.[2.5]), on a que les valeurs
Y dl(xj),...z dk(xj) sont des statistiques conjointement exhaustives. Pour

les trois types de loi de Halphen les fonctions de densité jointe sont:

TYPE A

n n n

J"exp[-om T ;l -2 T x+(v-1) T 0 x,](2.7)
=% e j=1

n
I hA(x;oc,m,\))=[—v—————
j=1 2m Kv(2a)



TYPE B
n n n
n ) _ 2 n o 1 2
it hB(x,a,m,v)—[—zs———~———] exp[(2v-1) ¥} Tnx.+ - Y x;- — Y x.](2.8)
j=1 n“Vef (a) o, 3 M= o2 7o
v j=1 J=1 m j=1
TYPE B-?
n n
noo-1 o 2m?¥ n 2" .2 1
T hB (x;0,m,v)=] ] exp[-(2v+1) ¥ lnxj— m Y (ET) +om Y §T](2'9)
J:l Efv(a) j=1 J‘=1 J j:l

En comparant les équations respectives [2.7], [2.8] et [2.9] ainsi que
1'équation théorique [2.6], i1 existe pour chaque type de loi de Halphen,
trois statistiques conjointement exhaustives. Les statistiques exhaustives

pour chaque type de loi sont:

TYPE DE LOI STATISTIQUES CONJOINTEMENT EXHAUSTIVES DE HALPHEN (3 MOYENNES)

Harmonique Géométrique Arithmétique
n n n
1 _ - -
A o= % Y %_ In G = % Y In X, A= % Y X;
H i=1 i i=1 i=1
Géométrique Arithmétique Quadratique
n n n
, _ 1 =1 =1y .2
B InG==3% 1Inx; A=2 ¥ X L=s% %2
i=1 i=1 i=l
Quadratique Harmonique Géométrique
inverse
n 1 n n
- 11 11 1
1 - = i —_ == N = =
B K=2¥ 52 e L3 InG=2Y Inx

i=1 i i=1 i i=1




-9-

3. ESTIMATION ?(T DE L'EVENEMENT X. ET DE VAR ?(T: PROCEDURES GENERALES

T

Des que les paramétres d'une distribution statistique sont estimés a partir
d'un échantillon donné, i1 est possible de déterminer 1'estimation YT d'un
événement XT correspondant a une période de retour T fixée. En fait, on veut
connaitre la valeur théorique d'un événement X suivant une distribution
donnée correspondant a une probabilité au dépassement précise [P(X > x)]. Des
que la valeur de 'I'événement.XT est estimée par YT’ il s'aveére important de

déterminer la variance d'estimation de cet événement pour connaitre 1'ordre
~

de grandeur de la précision de 1'estimation XT'

3.1 Détermination d'un événement XT

Chow (1964) a proposé une équation générale pour estimer un événement de
période de retour T dans le cas d'une distribution quelconque. Cette
équation est:

XT =+ KT o (3.1)

1
ol H,': moyenne de Ta population;
o : écart-type de la population;
K+ : Facteur de fréquence propre a 1a distribution dépendant de 1la
période de retour T et des paramétres de la distribution;

cette valeur correspond a une valeur centrée réduite.

Puisque p;' et o sont fonction des paramétres, 1'événement XT est aussi

fonction des paramétres, c'est-a-dire: XT = f( a«, v, m).

Lorsqu'on ajuste une loi quelconque a un échantiilon de taille N

~

(x1,%5, ...xN), on détermine la valeur estimée XT a 1'aide des moments de

1'échantillon par:

XT =m '+ KT(mz)l/Z (3.2)
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ol m;' : moyenne de 1'échantillon est un estimateur de ui;
1/2
(m,) : écart-type de 1'échantillon est un estimateur de o;
~
KT : Facteur de fréquence propre a la distribution dépendant de la

période de retour T et des parametres estimés de la distribu-

tion; RT est un estimateur de KT'

Dans le cas des lois de Halphen, aucune étude n'a encore été réalisée en ce
qui a trait a la tabulation d'un facteur de fréquence KT' Etant donné la
complexité des f.d.p. des trois lois de Halphen, il est difficile d'établir

une telle relation.

Dans le cadre de notre étude et du programme AJUST-HALPHEN (Boucher et
al ., 1988b et c), 1'estimation YT de 1'événement théorique XT d'une des
lois de Halphen est réalisée pour 17 périodes de retour T (donc pour 17

probabilités au dépassement P car T = 1/P). Les valeurs des 17 probabilités
au dépassement P choisies varient de 0,0001 a 0,9999. Pour les lois de
Halphen, les différentes valeurs estimées XT de 1'événement théorique XT
sont déterminées par interpolation quadratique. La méthode d'interpolation
quadratique utilisée dans le programme AJUST-HALPHEN est décrite dans les
rapports concernant les ajustements statistiques de la loi de type A (Boucher
et al., 1989b) et de types B et B! (Boucher et al., 1983c) et celle-ci

ne sera pas reprise en détails ici.

Voici une bréve description de 1'approche générale utilisée pour 1'estimation

~

XT d'un événement théorique XTsuivant une loi de Halphen:

étape 1. Apreés avoir déterminé les valeurs des parametres o, v et m estima-
tion des paramétres o, v et m d'une distribution Halphen, on
évalue pour plusieurs valeurs de x (100 points) la fonction de
distribution F(x) = P(X < x) = [5 f(x)dx.

Le calcul de la fonction de distribution F(x) d'un des types de loi de
Halphen, sur une intervalle de variation donné (0,x), est réalisé par le

programme "PROBTAB" développé par Boucher et al. (1989d). Un algorithme
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a été développé par Boucher et a/. (198% et c) afin de déterminer les

valeurs de x pour lesquelles, la fonction F(x) sera évaluée.

De maniére générale, 1'algorithme détermine la valeur minimale de x . telle
' min

que P(X £ x 1.n) < 0,0001 et 1a valeur maximale de Ximax telle que

m
P(X < xmax) > 0.9999. Des que ces deux valeurs sont trouvées, on découpe
min® xmax) de maniére a obtenir 100 valeurs de x. On procéede
alors au calcul des F(x) pour chacune des valeurs de x par le programme

1'intervalle (x
"PROBTAB". On posséde alors plusieurs couples de valeurs de (x, F(x)).

Etape 2. On détermine alors la probabilité au dépassement P(X > x) = 1 -

F(x) pour chacun des points x fixés.

1/7
fixées par le programme "AJUST-HALPHEN", i1 est alors possible,

étape 3. Pour les diverses probabilités au dépassement P(X > x)

par interpolation quadratique, d'estimer les valeurs des
événements YT de période de retour T (o0 T =1 / (1-F(x)).

Comme on peut le constater, 1'estimation de YT d'un événement théorique XT
suivant une loi de Halphen est réalisée de fagon numérique seulement. Selon
les valeurs des parametres des lois de Halphen, la méthode décrite précédem-
ment n'est pas assez précise (c.f. Boucher et a/., 198% et c); surtout
pour des valeurs faibles ou fortes de probabilités au dépassement. I
faudra peut-étre envisager une approche plus théorique, déterminer des
approximations polyndémiales pour de périodes de retour T fixes pour 1'évalua-
tion de XT d'une loi de Halphen (cette approche nécessiterait la tabulation
de XT en fonction de période de retour T précise) ou tout simplement,
procéder a 1'amélioratin de 1'algorithme décrit précédemment. Dans le but
d'améliiorer la précision de 1'estimation YT d'un événement XT d'une loi de

Halphen, on devrait utiliser 1'algorithme suivant:

étape 1. Selon les paramétres estimés o, m et v d'une des lois de Halphen,

on peut déterminer la valeur moyenne X; = ﬁ{ de la
F(i1) = P(X < Hi}).
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étape 2. On refait 1'étape 2, en utilisant cette fois-ci, la valeur de

X,= §! + o et on détermine : F(U! +3) = P(X < ! +0):

étape 3. On trouve les valeurs des probabilités au dépassement pour nos
deux valeurs de X, et X;, c'est-a-dire:
1. F(ii) = P'(ui)
2. F(lij + o) = P'(li} + 0)

On trouve alors parmi les 17 probabilités au dépassement du programme

AJUST-HALPHEN, 1la probabilité au dépassement qui se rapproche le plus des
deux valeurs précédemment trouvés (P'). Par la suite, le but de 1'algorithme
consiste a cerner dans un intervalle de variation (X;, X;), 1a valeur de X
correspondant a une période de retour T fixée. Dés que cette valeur est
cernée, on réduit 1'intervalle de variation de moitié de maniere a s'appro-
cher de plus en plus de la vraie valeur de XT pour une loi de Halphen de

parametres fixes.

Une prochaine étude sera bientot réalisée afin de comparer ce nouvel algo-
rithme et le présent algorithme d'estimation XT d'un événement théorique XT

d'une loi de Halphen.

3.2 DETERMINATION DE LA VARIANCE D'UN EVENEMENT XT

Si une f.d.p. dépend de trois paramétres, 1'événement de période de retour T

dépend lui aussi des trois parameétres c'est-a-dire que:

~ EAVIERA VIR A V)

X; = f(e,v,m,T) est estimé par XT = f(e,v,m,T) (3.3)

T

~ v ~N ~N . - ~
ou a, Vv et m sont des estimations des parametres a, v et m.

~

Pour T donné la variance d'un événement XT est telle que:
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~ X, 2 oX X X, 2 ax X
Var(X)= (—1) Varg + 2(—1) (—1) Cov(&,%) + (—0) Var(3) + 2(—1)(—
ax o ov av riled om
. S S 'S -
Cov(a,m) + (—) Var m + 2(—)(—) Cov(v,m) (3.4)
om om ov

Le calcul de la variance consiste donc a évaluer:

a. Les variances et les covariances des parametres;

Y

b. Les dérivées partielles de XT par rapport aux parametres.

a. Evaluation des variances et des covariances des parametres

Les variances et les covariances des paramétres dépendent de la méthode
utilisée pour 1'estimation des parametres. Dans le cas des lois de Halphen,
la méthode d'estimation des parametres consiste a égaler trois moments non-
centrés d'ordre r (r = r,, r,, ry ) de 1'échantilion (m;) aux trois moments
correspondants d'ordre r non-centrés de la population (u;). L'ordre des
moments choisis dépende du type de loi de Halphen utilisée; par exemple, pour
la loi de type A, on utilise les moments non-centrés d'ordre r; = -1,

r, = quasi-zéro et r; = 1. Alors les variances et covariances des parametres

dépendent des variances et des covariances des moments utilisés.

Si on utilise la notation M; = m! , M, = m! et M; = m! Tes variances et les

4B T2 rs3
covariances des moments non-centrés de 1'échantillon (Mr) sont reliées aux

variances et aux covariances des parametres par:

oM. an aMr an
Cov (M M) = T (5500 (550) var (€)% IX (5500 (52) Cov(0;.,0;) (3.5)
SR IR ST i
125
our, q=1,2et 3
0. = m,x et v

J
j=1,2,3

En posant r=q dans 1'équation (3.5), on peut trouver la valeur de la variance
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du moment Mr' Si on écrit 1'équation (3.5) sous forme matricielle, on obtient

le systeme suivant:

ou

Var (M,)
Var (M,)
Var (M3)
Cov (My, My)
Cov (M;, M3)
Cov (M,, M3)

= (V)

Vie Var 0,
Var 6,
Var 05
X Cov (0,,05)
Veso
p— L
(V)

p

Cov (61963)
Cov (02963)

(3.6)

Vh est la matrice donnant les variances et covariances des moments non-

centrés.

Vp est la matrice donnant les variances et les covariances des

parametres.

La matrice V est communément appelée la matrice de dispersion,

définie de la maniére suivante:

A11A21
A11A31

A21A31

avec les termes Ar'

2
A12 - A13
2 2
A22 A23
2 2
A32 A33
A12A22 A13A23
A12A32 A13A33
A22A32 A23A33

J

2A11A12
2A21A22

2A3,A;,
(ApiAz2*+A10R;1)
(Ay1A32+A12A34)

(Az1A32+R52A51)

= aMr/BGj

ZA;1A13

2A21A23

2A3,A55
(Ay11Az3+A;3R,,)
(Ap1A33+A;3A5,)

(A21A33+A53A3,)

r,j=1,2 et 3

elle est

2R12A15

2A22A23

2R35A55
(A12A23%A13A,,)
(A12A33+A;3A3,)

(Az22R33*+A3A5,)

(3.7)
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Les termes Arj peuvent étre facilement calculés a 1'aide des relations
donnant les moments u; non-centrés en fonction des parametres des lois de

type A.
-1
(Eq. 1.3) de type B (Eq. 1.7) et de type B (Eq. 1.8).

La matrice des variances et covariances des moments (Vm) peut étre calculée
pour tout moment non-centré d'ordre r et q, a partir des expressions

générales définies par Kendall et Stuart (1963):
Var m! = (3 - u'n) / N (3.8)
r 2r r :

Cov (m_, mé) = ( u'q+ - My ué) /N (3.9)

r

- - . - .« - b ~ ~
Les moments ulr sont évalués en fonction des parametres estimés a, m et v.

Lorsque les matrices Vm et V sont connus, il est alors possible d'évaluer la

matrice de variance et de covariance des parametres Vp par la relation:

v =viy (3.10)

Pour le calcul de la variance d'un événement XT (cf. Eq. 3.4), i1 suffit

N

alors d'évaluer les dérivées partielles de XT par rapport a chacun des

parametres estimés.

~

b. Evaluation des dérivées partielles aXT /aej

~

Comme on 1'a mentionné a la section (3.1), 1'estimation XT de 1'événement XT

pour chacun des types de loi de Halphen est déterminée de fagon numérique.
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Par le fait méme, les dérivées partielles de YT par rapport aux parametres m,

a et v seront également évaluées numériquement.

~
Par définition, le terme aXT /aej représente la variabilité d'un événement
N

XT par rapport a un parametre choisi Oj. On obtient une approximation de la

"

valeur de la dérivée BXT/BOj en utilisant la définition de la dérivée.

~

Par exemple, pour évaluer la dérivée partielle BXT/am, on utilise la

définition de la dérivée:

~ XT (a,v,m+h) - XT(a,v,m-h)
BXT/Bm = lim (3.11)
h-0 2h

La valeur de h a été fixée a 1,0 * 10E-5. Dans 1'équation 3.11, les valeurs
NN ~

~N
de XT pour des paramétres o, v et m+th, sont estimées selon la procédure

décrite & la section (3.1). On utilise la méme procédure pour estimer les

~ NN A

valeurs de XT (e, v, m-h).

Par 1a suite, i1 est alors possible d'obtenir une approximation de 1la valeur

N

de la dérivée partielle GXT /ém pour toute valeur de période de retour T

fixée.

On utilise la méme procédure pour 1'évaluation des deux autres dérivées

partielles axT /3m et aXT/Bv.

3.3 DETERMINATION DE L'INTERVALLE DE CONFIANCE D'UN EVENEMENT Xp

Pour une distribution statistique spécifique ajustée a un échantillon, on
~N ~

obtient 1'estimation XT de 1'événement XT avec Var XT . I1 est alors possible
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d'évaluer 1'intervalle de confiance de XT en faisant 1'hypothése que YT suit
approximativement une loi Normale de moyenne E(')‘(T)=XT et de variance Var YT;

1'intervalle de confiance est alors:

~

<X <X, (var(x))%) (3.12)

N~ “~

_ 1/2
XT Ua/Z(Var XT)

ou Ua/Z correspond a la variable Normale standard réduite de probabilité

au dépassement o/2

En considérant plusieurs périodes de retour donc plusieurs probabilités au
dépassement P ( car T = 1/P), il est alors possible de tracer point par point
1'intervalle de confiance de la distribution théorique choisie. Dans 1le
programme AJUST-HALPHEN (Boucher et al., 1988b et c.), 17 probabilités au

dépassement sont considérées.

4. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI DE HALPHEN DE TYPE A

4.1 Méthode d'estimation des paramétres de la loi de type A

La f.d.p. de loi de Halphen de type A, donnée a 1'équation 1.1, posséde trois
statistiques conjointement exhaustives pour les parametres o, v et m (c.f.
Section 2.1 et Dvorak et al., 1988).

Pour 1a loi de Halphen de type A, les trois statistiques exhaustives sont
in, Zl/xi et Z]nxi. Ces statistiques conjointement exhaustives sont des
~estimateurs ayant la propriété de posséder la variance minimale pour détermi-
ner des fonctions des paramétres de la loi. Pour la loi de Halphen de type
A, les statistiques (in)/N, (Zl/xi)/N et (Z]nxi)/N sont les estimateurs qui
ont la variance minimale d'estimation pour les moments respectifs suivants:

moyenne arithmétique, moyenne harmonique et moyenne géométrique.

La méthode optimale d'estimation des parametres de la loi de type A consiste
a égaler les moments d'ordre 1 (moyenne arithmétique), d'ordre -1 (moyenne
harmonique) et d'ordre quasi-zéro (logarithme de la moyenne géométrique) de

1'échantillon a ceux de la population. Cette méthode est optimale pour des

petits échantillons.
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Pour estimer les trois parametres (a,m et v) de 1la loi de Halphen de type A,
il est nécessaire de résoudre le systéme Q(x) d'équations non-linéaires

suivant:

Kv+1(2a)
(Z X.‘)/N = mm

]
I

Kv_ (2x)

(2 /%N = 3 (Sty (4.1)
Y

Q(x) = 1/H

1 BKV(Za)
InG=(ZInx)/N= Tnm+ (K (Za)) (—5—)
v

On peut démontrer (c.f. Appendice A) que ce systeme d'équations est équiva-

lent au systéme obtenu en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

Le systéme (4.1) d'équations non-linéaires est assez difficile a résoudre.
En effet, la présence de la fonction de Bessel Kv(Za) ne permet pas d'isoler
un des deux paramétres de forme o« et v. Pour résoudre ce systeme Q(x), on
doit faire appel a une méthode itérative de résolution numérique appelée
"méthode de Quasi-Newton" (Burden et al/., 1978). La description de
1'algorithme de 1a méthode Quasi-Newton est présentée a 1'appendice B.

En fait, i1 aurait été possible d'utiliser la méthode itérative de Newton-
Raphson au lieu de la méthode de Quasi-Newton. Cependant, la méthode de
Newton-Raphson demande a chaque itération, le calcul de la matrice Jacobien-
ne. Dans le cas des lois de Halphen, les fonctions utilisées dans la matrice
Jacobienne tant pour la loi de type A, de type B et typelB'l, sont assez
complexes (fonction de Bessel et fonction exponentielle factorielles) et
requiert beaucoup de temps calcul. On a donc intérét a utiliser la méthode
de Quasi-Newton qui ne demande qu'un seul calcul de 1a matrice Jacobienne a
la premiere itération. Par la suite, cette méthode n'utilise qu'une approxi-
mation de celle-ci. La méthode de Quasi-Newton est plus rapide pour estimer
les parametres des lois de Halphen que la méthode de Newton- Raphson; elle

est généralement aussi précise que la méthode Newton-Raphson.
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En pratique, on évalue, a partir d'une série de valeurs observées, les para-
métres o, m et v de la loi de type A de 1a facon suivante (Programme AJUST-
HALPHEN, Boucher et a/. 1988b):

1. Détermination des moyennes arithmétique, géométrique et harmonique de

1'échantillon
2. Elimination du parametre d'échelle m en utilisant les rapports suivants:

mi /miy ou A/ H;
(4.2)
me/m' ouG/A

Le systeme Q(x) (4.1) se réduit ainsi a deux équations a deux inconnus
(o et v);

3. Utilisation de modeles polyndmiaux pour initialiser les valeurs des para-

métres o et V. A partir de valeurs théoriques de paramétres o et v (en

posant m = 1), on a déterminé les valeurs théoriques des coefficients
d'asymétrie (Cs) et de variation (Cv). A partir de ces valeurs, on a
déterminé des modéles polyndémiaux de degré 5 de l1a forme suivante (cf.
Boucher et a/., 1988b):

= Pn(cv

- 1
= P! (C

,C.)
S N
,Cs) ol Pn et PA sont des polyndmes de

<l Re

v
degré n = 5.

- N . . N ~ ~ - .
Ces modeles donnent une premiere estimation des paraméetres o et v mais ils
ne sont pas assez précis pour estimer les vraies valeurs des paramétres o
et v. On doit alors faire appel a la méthode itérative de résolution de

systéeme d'équations non-linéaires.

Remarque: Initialement, on a voulu concevoir des modeles polynomiaux
reliant les paramétres o et v aux rapports A / Het G / A ,
cependant Tes valeurs des rapports sont tellement correlées que

les modéles polyndomiaux (méme du 5 ieme degré) sont imprécis.

4. Utilisation de la méthode itérative de Quasi-Newton (c.f. Appendice B)

- ~ ~ “~
pour estimer les deux parametres de forme a et v.
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Note: Le systéme d'équations non-linéaires a résoudre et la matrice
Jacobienne utilisée dans la méthode Quasi-Newton pour la loi de

type A sont indiqués a 1'Appendice B.1l

5. Estimation du parametre d'échelle m en considérant la premiére équation du
systeme 4.1 qui consiste a égaler l1a moyenne arithmétique de la population

(pour & et v estimés) a celle de 1'échantillon:

K (2d)
£xy/N = i (A (4.3)
K. (2a)
v

Une fois les paramétres «, v et m estimés par o, v, et m il est alors
possible de réaliser un ajustement de la loi de type A a la série de données

observées.

4.2 ESTIMATION X DE L 'EVENEMENT X

Comme on 1'a vu a la section 3.1, dés que les paramétres o, v et m sont

estimés, i1 est alors possible d'estimer les valeurs de YT . Cette estima-
~

tion XT de 1'événement théorique XT de période de retour T pour la loi de

type A est alors réalisée selon la procédure décrite a la section 3.1.

“~

Pour plus de précision sur la procédure d'estimation XT d'un événement XT
provenant d'un ajustement de la loi de Halphen de type A, on doit se référer

au rapport de Boucher et al. (1988b).

4.3 DETERMINATION DE VAR X; ET DE L'INTERVALLE DE CONFIANCE ASSOCIE A Xp

[a ¥

Le calcul de la variance de 1'estimation XT d'événement XT provenant de
1'ajustement d'une loi de Halphen de type A se fait selon 1'équation (3.4).

~N
On doit alors évaluer les dérivées partielles de XT par rapport aux parame-
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tres a, v et m estimées par les valeurs &, vV et m ainsi que les variances et
covariances des parametres (c.f. Eq. 3.6) de la loi de type A. On sait que
1'évaluation des paramétres pour la loi de type A consiste a égaler les
moments de 1'échantilion (m'r) d'ordre 1, 0 et -1 a ceux de la population
(u;). I1 est alors possible d'évaluer les variances et covariances des
paramétres a 1'aide de la matrice de dispersion V (cf. Eq. 3.7). Comme on
1'a vu précédemment pour le calcul de l1a matrice de dispersion V (section
3.2), i1 est nécessaire de calculer les termes Arj pour ret j =1, 2 et 3
(cf. Eq 3.7).

Les termes Arj sont définis en 3.2 par:
A .= (aMr/aej) r,j=1,2,3

r,J

Avec dans le cas de la loi de type A:

My = p-y' i My =g 5 My=y
0; =m y 9,

]
<
&
1]
R

Pour 1a loi de type A, les moments non-centrés d'ordre -1 et 1 sont obtenus
par la relation 1.3 et le moment d'ordre quasi-zéro est obtenu par la
relation 1.4. Les termes de la matrice de dispersion peuvent étre obtenus

a 1'aide des trois équations:

K. ,(2a)
M=t = 3 (i)
n (R
3K .(2a)
1 v
M, =y = 1Tnm + ( )
2 0 Kv(Za) 5,
K., 4(2)
Mz = el

|
L=
[y
]
3
~
=
<
N
R
~—

En dérivant chacune des trois équations par rapport a chacun des trois

parametres, on obtient les termes Arj (r et j=1,2,3), c'est-a-dire:

H
Ay = ou'_y/dm = 'Ej;l
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1 Kv 1(2 o) 1 3K (Za)
Rip =3p'_y/8v = “'—1[( 1(2a))( oV ) - (K (Za))( av )]

oK . (2x) oK _(2a)
A1z = 8-, /00 = u’l'[( (Za))( gal ) - (Kv%Za))( ;a )]
A,y = 8pg/dm = 1/m
1 BK%(Za) 1 3K (Za)
Ryz = 8u'y/3v = Kv(za)[( v2 ) - (K (Za))( 3v )?]
(4.4)
Bué 1 asz(Za) 1 BKV(Za) BKv(Za)
A = = -
23 da Kv(Za) [ dvda Kv(Za) da 3,
K., ,(20)
! _ 1
Azy = 8y, '/om = —%3(257‘
K . . (2a 3K (Za)
Ry = Bui/dv = ”1[(Kv+1(2°‘))( ) T (g %Za))( )]
(2a) oK (2a)
Ass = Buy/80 = py( v+1(2a))( V;i ) - (g %Za))( da

Quand les termes Ar' sont déterminés, il est possible d'évaluer la matrice de
dispersion V (cf. Eq. 3.7). A cette étape, il ne reste qu'a évaluer la
matrice Vm des variances et covariances des moments utilisés pour 1'estima-

tion des parametres.

Les équations 3.8 et 3.9 (Kendall et Stuart (1963), permettent de déterminer

les variances et covariances des moments d'ordre -1 et d'ordre 1:

Var(m!;) = (u!; - ul2) / N (4.5)
Var(m;) = (pz - #12) / N (4.6)
Cov(m!;,mi) = (1 - pwliy pi) / N (4.7)

Etant donné que le moment d'ordre quasi-zéro (u)) ne s'obtient pas par la
q 0
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formule générale 1.3, on ne peut pas utiliser directement les formules de
Kendall et Stuart pour évaluer les termes suivants: Var(mg), Cov(m{,m!,) et
Cov(my,mi). I1 est donc nécessaire d'utiliser la formule générale de la
variance et covariance pour déterminer ces trois termes. L'appendice E

démontre que les termes Var(mg), Cov(m),m}) et Cov(mj,m}) sont donnés par:

2
aKv(Za) 1

oo 1
Var(mo) = (_rzay [, ) ~ Gzt

aKv(Za)

)?] (4.8)

av

. ul, LK (20) L K (20)
COV(mgamq) = ( N )[(Kv-l(za))( 3v ) - (Kv(za))( 3v )] (4.9)

M1 3K . (2a) 3K_(2«)
°°V('"5""1)=(N“)[(Kwi(za))( Lot )—(Kv}Za))( Y )] (4.10)

Lorsque chacun des termes de la matrice Vm est connu, il est possible de
déterminer la matrice des variances et covariances des parameétres a 1'aide de

1'équation 3.10.

Aprés 1'évaluation des variances et covariances des paramétres, on doit
~N

déterminer les dérivées partielles BXT/BOj pour utiliser la relation (3.4)

~

donnant Var XT'

~

La valeur d'un événement XT pour 1a loi de Halphen de type A est déterminée

~N

par méthode numérique. Les dérivées partielles de XT par rapport aux

paramétres m, o et v sont également évaluées numériquement.

Dans le programme AJUST-HALPHEN (Boucher et al., 1989b), chaque dérivée

~ ~

partielle (BXT/an) de 1'estimation XT par rapport a chacun des parametres de
Ta loi de type A est calculée a partir de la définition de la dérivée donnée

par 1'équation 3.11.

En considérant plusieurs probabilités au dépassement P et ayant calculé
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~ “~

Var XT pour chaque événement estimé XT par la Toi de type A, il est possible
de tracer point par point 1'intervalle de confiance de la loi de Halphen de

type A, pour un niveau fixé de «, en utilisant 1'équation (3.12).

5. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI DE HALPHEN DE TYPE B

5.1 Méthode d'estimation des paramétres de la loi de type B

La f.d.p. de 1a loi de Halphen de type B fait partie de la famille de loi

exponentielle;

Elle posseede trois statistiques conjointement exhaustives (c.f. sectin 2.1
et Dvorak et al., 1988)

Les trois statistiques conjointement exhaustives pour la loi de type B sont
X5, Zx% et £ 1In Xs- Pour concernant 1'estimation des paramétres de la loi de
type B, i1 est nécessaire de résoudre le systéeme d'équations R(x) qui revient
a égaler les moyennes arithmétique, quadratique et géométrique de 1'échantil-

lon a ceux de la population:

R(x) = (5.1)

L0
I
™
x
-teN
~
=
i
o
—h
<

4

1 Befv(a)
InG=21n X; /N=1Inm+ (Zefv(a))( 3v

Cette méthode est équivalente a la méthode du maximum de vraisemblance (cf.

Appendice C)
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Dans le cadre du programme AJUST-HALPHEN (Boucher et al., 1989c), 1la
résolution du systéme R(x) d'équations non-linéaires est effectuée de maniére

similaire & la loi de Halphen de type A:

1. Evaluation des moyennes arithmétique, quadratique et géométrique de

1'échantillion
2. Elimination du paramétre d'échelle m, en utilisant les rapports suivants:

(H2)/u1? ou Q / AZ%;
(Mo/My) ou G/ A.

Le systeme 5.1 peut donc se réduire a deux équations a deux inconnus (o et

v)

3. Utilisation de modéles polynomiaux pour initialiser les paramétres o
et v. Comme pour la loi de Halphen de type A, les valeurs des coeffi-
cients d'asymétrie (CS) et de variation (Cv) de 1a population ainsi que
les rapports Q/A2 et G/A ont été calculés pour plusieurs valeurs théori-
ques de parametres o et v. A partir de ces valeurs, des modeles polynd-

miaux ont été établis; ces modéles sont de la forme suivante:

P (Cg, C,0 (U/A2) , (6/A) )
PI(C_, C,. (O/A2) , (6/A) )

<
1l

il
w

ou Pn et Pg sont des polynomes de degré n

A partir de ces estimateurs obtenus de o et v, il est alors possible de
résoudre le systéme d'équation R(x) pour les paramétres o et v par une

méthode itérative.

Remarque: Les premiers modéles polyndmiaux réalisés dépendaient seulement
des valeurs de Cs et Cv, cependant des essais avec les modeles
ci-haut mentionnés, ont démontré que ces derniers étaient plus

performants.

4. Utilisation de la méthode itérative Quasi-Newton )c.f. Appendice B.2) pour
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estimer les paramétres o et v.

5. Estimation du paramétre d'échelle m en utilisant 1'égalité des moyennes de
la population (utilisant les paramétres estimés o et 5) et de 1'échantil-

lon:

ef~+£('&)
(3x;/N) = B (—=2—)
ef;( a)

6. Détermination de la fonction de distribution F(x) de la loi de Halphen de

type B en utilisant les paramétres estimés o, V et m.

~

5.2 Estimation XT de 1'événement XT

Les estimateurs conjointement exhaustifs de la loi de Halphen de type B sont

la moyenne arithmétique, Tla moyenne quadratique et 1le logarithme de 1la

~

moyenne géométrique. L'estimation XT de 1'événement XT pour la Toi de type B
est alors évaluée selon 1'approche générale décrite a la section 3.1 (c.f.
Programme AJUST-HALPHEN, Boucher et al., 1988c) :

5.3 DETERMINATION DE VAR XT ET DE L'INTERVALLE DE CONFIANCE ASSOCIE A X

La valeur d'un événement XT provenant de 1'ajustement de la loi de Halphen de

~

type B dépend des trois parametres o, m et v. La variance de XT provenant de

1'ajustement d'une loi de type B est obtenue par la relation générale 3.4.

Tout comme pour la loi de type A, pour connaitre la valeur de la variance de
~
1'estimation XT d'un événement théorique XT’ on doit déterminer les variances

et covariances des paramétres et Tles valeurs des dérivées partielles

(BXT/an) ol B; = m; 0,= o et O3= V).
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Les variances et covariances des parametres de la loi de type B dépendent des
variances et covariances des moments qui ont servis a estimer les paramétres
de la loi. Dans le cas de la loi de type B, les moments utilisés sont les

moyennes—arithmétique, quadratique et géométrique.

On évalue les variances et covariances des paramétres a 1'aide de 1a matrice
de dispersion V (cf. Eq. 3.7). Les termes Arj pour r et j =1, 2 et 3 de la
matrice de dispersion V sont définis pour 1a loi de type B par (note: les

moments de 1'échantillon m; sont égaux a ceux de la population p; ).

1. On pose:

2
m efv+1(a)

— | S—
My = w2 = efviai

" o efv+£(a)
2 T M = ef\)a
1 aefv(a)
My =t = Tnm+ (Zef (a))( v )
- v

2. On dérive chacune de ces trois équations par rapport a chacun des trois
paramétres, on obtient les termes Arj (r et j=1,2,3) c'est-a-dire:

(Dans les équations qui suivent la valeur efv(a) est notée efv.)

2u5
Ayy = m
def def_(a)
1 v+l 1 v
A, = ua(( )( ) - (F)—=—)
12 2 efv+1 do efv da ]
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def
Aus = ua[(efl ) L )( ~ )
T
Azy = n
1 def aef
Raz = ni[(gF )( - ' - (g?—)( L) (5.2)
v+
def ., oef
A, = u;[(efi+l)( vt (e}v)( “vy)
Rsi = %
32ef def  oef
Asz = (Zef Gz - (e}v)(aa ) ()]

32ef def
Ay, = (Zifv) [ - (;%;)(—5;3)2]

A partir des termes Arj’ il est possible de déterminer la matrice de
dispersion V (cf. Eq. 3.7).

Ensuite, on doit évaluer la matrice des variances et des covariances des

moments utilisés pour 1'estimation des paramétres (matrice Vm).

On applique les formules de Kendall et Stuart (1963) pour évaluer les

variances et covariances suivantes: Var pj, Var pj et Cov(uj,u3):

Var(mz) = (ug-uz2)/ N (5.3)
Var(mi) = (Mz-ui2)/ N (5.4)
efv+3/2
Cov(mz,m;) = (> ——— ~ piuz)/N (5.5)

Vv
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I1 est évident que pour le calcul de ces variances, on utilise les paramétres
. . ~ ~n ~ .
estimés «, v et m pour évaluer les valeurs des moyennes pj, H; et p de la

population.

Le moment d'ordre quasi-zéro est différent de la formule générale 1.7 . On
ne peut pas utiliser directement les formules de Kendall et Stuart pour
évaluer les termes suivants: Var(mj), Cov(mg,m;) et Cov(mg,m;). Il est donc
nécessaire d'utiliser la formule générale de la variance et de la covariance.
L'appendice F démontre que les termes Var(mg), cov(mg,mi) et Cov(mg,my) sont

donnés par:

32ef oef
var(oh) = Grer) (=" - GG (™)) (5.6)
U def def
Cov(mé,m5)=(—2-,zq)[(ef‘1)+1)( 33*1>—(5%;)(—a—§)] (5.7)
TH def . def
Cov(mg.mt) = (o) [ (ok ) 2E) - () (=5D)] (5.8)
— v+3 V

On peut maintenant déterminer la matrice des variances et covariances des

parametres a 1'aide de 1'équation 3.10.

Dans le programme AJUST-HALPHEN (Boucher et al., 1988c), 1'ensemble des
dérivées partielles des fonctions exponentielles factorielles de différents
ordres en fonction des parametres de la loi de type B (aefg(&)/aei), sont

calculées a partir de la définition de la dérivée (cf. Eq. 3.11). Les déri-

N ~ ~

vées des valeurs de 1'estimation de XT par rapport aux parametres (axT/aei)

sont également évaluées selon la définition de la dérivée (cf. Eq. 3.11).

A partir de ces résultats, il est donc possible de calculer la variance de

~

1'estimation XT d'un événement XT en utilisant 1'équation 3.4.

~ ~

Ayant calculé les valeurs estimées de XT et les Var XT correspondantes pour

une loi de Halphen de type B, i1 est maintenant possible de déterminer, en
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utilisant la relation (3.12), 1'intervalle de confiance de 1'événement XT'

6. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI DE HALPHEN DE TYPE B-!

6.1 Méthode d'estimation des paramétres de la loi de type B!

Tout comme les lois de Halphen de type A et de type B, l1a loi de type B!
appartient a la famille des lois exponentielles. La f.d.p. de la loi de
Halphen de type B~! posséede alors trois statistiques conjointement exhausti-
ves (Dvorak et al., 1988 et c.f. Section 2.1).

Dvorak et al. (1988) ont démontré que les trois statistiques conjointe-
ment exhaustives sont Zin X Zl/x? et Zl/xi. Les moyennes géométrique G,
harmonique H et quadratique inverse K de 1'échantillon sont donc des estima-
teurs conjointement exhaustifs pour les mémes moyennes respectives de la

population.

I1 est possible d'estimer les paramétres de la loi de Ha]phén de type B! par

deux approches:

1. Soit en transformant la série des valeurs observées X, par 1/Xi et en
utilisant la méme procédure d'ajustement que pour la loi de Halphen de
type B (cf. section 5.1). Car on sait en théorie qu'il existe la corres-
pondance suivante entre ces deux lois (Boucher et al., 1989a ou

Appendice G):

- SiY~HB?! (a,m,v) alors X = m2/Y ~ HB(a,m,v) ou bien
X =1/Y ~ HB(«,1/m,v) (6.1)

avec Var (X) = Var (Y) fg?{z (Bobée et Ashkar, 1990)

ou

2. En effectuant la méme procédure d'estimation des parametres que pour les
lois de type B et de type A, cependant le systéme S(x) d'équations non-

1inéaires a résoudre est le suivant:



_31_

aefv(a)
ov

Elnx, /N=1nn- (Ze}v(a))(

)

f
( )(%‘1—@—) (6.2)

S(x) = | (2 l/xﬁ) / N

efv+é(a)

( )(';?—zay-)

1l

(= 1/x:) / N

Tout comme la loi de type A et de type B, on peut montrer que cette derniere
approche est équivalente a la méthode du maximum de vraisemblance (cf.

Appendice D).

I1 est évidemment plus facile d'utiliser 1a premiére procédure d'estimation
des parametres étant donné qu'il existe déja des modeéles polynomiaux pour
1'initialisation des parametres pour le 1loi de Type B (Section 5.1).
L'eétimation des parametres de la loi de type B"! dans le programme AJUST-
HALPHEN se fait alors en inversant les valeurs originales de la série
observée et en appliquant l1a méthode d'ajustement de la loi de type B et la
relation (6.1) (cf. Appendice G).

Des que les parametres de la loi de type B_1 sont estimés, on peut alors

~ ~

estimer les valeurs des estimations XT et de Var XT'

~

6.2 Estimation XT de 1'événement XT

Les estimateurs conjointement exhaustifs de 1a loi de type B! sont la
moyenne harmonique, la moyenne quadratique inverse et le logarithme de la

moyenne géométrique.

Ces derniers permettent d'estimer les parametres o, m et v de la loi de type

1
B . L'événement %. de la loi de type B! peut étre estimé selon 1'approche

générale exposée a la section 3.1.
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N
6.3 Détermination de Var XT et de 1'intervalle de confiance associé a XT

L'événement XT provenant de 1'ajustement de la loi de Halphen de type B~!

~

dépend des trois paramétres o, m et v; la variance de 1'estimation XT
d'un événement XT provenant de 1'ajustement d'une loi de type B~1 est évaluée

selon 1'équation générale 3.4.

N
Pour le calcul de Var XT’ on doit déterminer les variances et les covariances

~

des paramétres ainsi que les valeurs des dérivées partielles (BXT/an);

(04=m; 0,=a et 03=v).

a. Evaluation des variances et covariances des paramétres o, v et m

Les variances et covariances des paramétres de la loi de type B~! dépendent
des variances et covariances des moments qui ont servi a estimer les para-
métres a, v et m. Pour le cas particulier de 1a loi de type B"1, les moments
utilisés sont: la moyenne harmonique, la moyenne quadratique inverse et la

moyenne géométrique.

Les variances et covariances des parametres sont évaluées a partir de la
matrice de dispersion V (cf. Eq. 3.7). Les termes Arj (pour r et j =1, 2 et
3) de 1a matrice de dispersion sont définis pour la Toi de type B~! de la

fagon suivante:

1. On pose:

Dans les équations qui suivent les parametres o, m et v sont estimés par les

~ ~ ~ N~
parametres o, m et v.
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ou
.1 efv+£(a)
H-1 = ef (a
l 1 def (a)
Mo = Tnm - 2 (oc))( 5
ef  .(a)
2= I GF )

2. On dérive chacune des trois équations précédentes par rapport a chacun des
trois parameétres et on obtient ainsi les termes Arj (retj=1, 2, 3)
c'est-a-dire (dans les équations qui suivent la valeur efv(a) est notée
efv):

2u!,
Ay, = - m
def def
v+l 1
Az = (0 2)(ef 3o ef  3a )
v
_ 1 ae‘f"v+1 1 aefv
Aia = (H22)(GF 5 ef. v )
v
My
A2y = = o
def def
_ 1 v 1 Vv
A2z = 1 1(ef s oo £ ef da ) (6.5)
v+i v
Ao = s ( 1 8efv+% 1 agf )
23 T H-1
efv+; v efv ov
1
A3, = m

2
Ay = - A [t 1 o By
32 Zefv 3o 9V efv du ov




_34_

A partir des termes Arj’ on peut déterminer la matrice de dispersion V (cf.
Eq. 3.7).

On peut également évaluer la matrice des variances et des covariances des
moments utilisés pour 1'estimation des parametres (matrice Vm). Les varian-
ces et covariances suivantes: Var m!,, Var m!, et Cov (m!,,m!,) sont définies

par:
Var(m;) = (ulp= (u%1)2)/ N
Var(m!;) = (ulem (u!2)?)/ N
Cov(m',,m'y) = (u's- u'pn'y) / N

. PR ~ ., ~ N ~N
Bans le calcul de ces variances, on utilise les paramétres estimés o, v et m

pour évaluer les valeurs des moments p'!;, u!, et u'; de 1a population.
3 2 1

Le moment d'ordre quasi-zéro est différent de la formule générale 1.7 et on
ne peut pas utiliser les formules de Kendall et Stuart pour évaluer les
termes suivants: Var(mg), Cov(mg,m!,) et Cov(mg,m!,). Il est donc nécessaire
d'utiliser la formule générale de la variance et covariance. L'appendice H

démontre que ces termes sont équivalents a:

92ef oef
Var(nd) = g7 —* - ) 7] (6.4)
—uly def ., def
Covimg,m!y) = (=) [(Gr—)(—d) - () ()] (6.5)
- v+3 v
o -ul, 1 def .1 1 . oef
Cou(mg i) = () [Gor ) —) - (g?;)(—ggy)] (6.6)

I1 est important de souligner que 1'équation de 1la variance Var (m}) pour la



-35-

-1
loi de type B est l1a méme que pour la loi de Halphen de type B. Tandis que
les équations des covariances Cov(mj,m!,) et Cov(m{,m!,) sont pratiquement
les mémes que les covariances Cov(mg,m]) et Cov(mg,m;) de la loi de type B si

on inverse les signes des équations (6.7) et (6.8).

Ayant déterminé les matrices Vm et V', i1 est maintenant possible de
déterminer la matrice des variances et covariances des parametres a 1'aide de

1'équation 3.10.

Les dérivées partielles des fonctions exponentielles factorielles de
-1
différents ordres en fonction des parametres (Befs/aej) de 1a loi de type B

~ ~

ainsi que les dérivées aXT/an peuvent étre calculées a partir de la défini-
tion de la dérivée (cf. Eq 3.11).

L'intervalle de confiance de 1'événement XT provenant de 1'ajustement de la

loi de type B™! est obtenu en utilisant la relation 3.12.

7. DISCUSSIONS ET RECOMMANDATIONS

Ce deuxieme rapport sur les lois de Halphen a permis de faire la synthése des
aspects théoriques et pratiques qui ont été développés et qui concernent les
thémes suivants:

- méthode d'estimation des paramétres;

estimation YT d'un événement théorique XT;
“~

calcul de Ta variance de 1'estimation XT d'un événement XT'

Comme on 1'a mentionné, les trois types de lois de Halphen possedent des
statistiques conjointement exhaustives. Donc, il existe une méthode d'esti-
mation des parametres pour chacun de ces trois types de loi qui est optimale
et ce, méme pour des échantillons de faible taille. La propriété d'exhausti-
vité est, sans aucun doute, un avantage majeur pour 1'utilisation pratique

des lois de Halphen en hydrologie.

Un des aspects théoriques nouveaux ayant été développé, dans le cadre de ce

rapport, concerne le développement des équations théoriques permettant le

~N

calcul de la variance de 1'estimation XT d'un événement XT pour chacun des
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des trois types des lois de Halphen. La détermination de ces équations vont
permettre la détermination des intervalles de confiance pour tout ajustement

réalisé avec un des trois types de lois de Halphen.

Concernant les méthodes d'estimation des paramétres et la détermination des
événements XT de chaque type de loi de Halphen, il a fallu élaborer et
développer certains algorithmes. En effet, les méthodes d'estimation des
paramétres des lois de Halphen sont trop complexes et ne peuvent se résoudre
directement. On doit alors utiliser une méthode itérative qui résoud un
systéme d'équations non-linéaires propre aux lois de Halphen de type A et de
type B. Pour l'estimation des parametres de la loi de Halphen de type B-l,
on a utilisé la relation unissant les f.d.p. des lois de type B et de type
B (c.f. section 6.1) et par la suite la méthode d'estimation des paramétres

de 1a loi de type B.

Dans le cadre des travaux futurs, il est recommandé de développer des modeles
d'initialisation deé paramétres o et v (comme pour la loi de type A et celle
de type B, c.f. sections respectives 4.1 et 5.1) pour la loi de type B_1

Ceci permettrait de réaliser directement 1'estimation des paramétres de la

-1
loi de type B  sans passer par la loi de type B.

Dans le cas de 1'algorithme actuel développé pour 1'estimation YT d'un
événement théorique XT provenant d'une loi de Halphen, on a constaté lors de
1'utilisation des programmes AJUST-HALPHEN (Boucher et al., 198%b et c)
certaines imprécisions. En effet, pour certaines valeurs de parametres, les
valeurs estimées de XT par 1'interpolation quadratique ne sont pas assez
précises. Ces problemes surviennent surtout pour des valeurs faibles ou
élevées de probabilité au dépassement. Afin d'améliorer la précision de
1'estimation XT des trois types de loi de Halphen, on recommande le dévelop-
pement d'un programme informatique qui réaliserait le nouvel algorithme
décrit a la section 3.1 servant a 1'estimation des événements XT' De cette
maniére, il serait possible d'effectuer une analyse comparative des résultats
d'ajustements provenant des deux algorithmes d'évaluation de XT' Le nouvel

algorithme suggéré a la section 3.1 devrait améliorer la précision de

~

1'estimation de YT ainsi que la précision des variances des estimations XT
qui tient compte de ces estimations (calcul des dérivées partielles BXT/

80.) .
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Appendice A

Méthode du maximum de vraisemblance pour 1a loi de Type A

La 1ogari£hme de la fonction de vraisemblance de loi de Halphen de Type A est

donné par:

Tn L(x|e,m,v)=(-NIn 2 - nln vav(Zu))— (am)z %T - a/m Z xi+(v-1) Z In xi)
i i i
(A.1)

La méthode du maximum de vraisemblance consiste a estimer les parameétres (o,
m et v) de la loi de Type A en maximisant la fonction In L. On doit dériver
la fonction de vraisemblance par rapport a chacun des paraméetres et annuler

les dérivées partielles.

Les dérivées partielles In L par rapport a chacun des parametres de la loi de

Type A sont:

3ln L N aKv(Za)
v - N M gy - LI =0 (A-2)
9ln L Nv o

= {— —_— = z 1/X.I + —2— Z xi} =0 (A'3)

om m i m- 1

3ln L 2N aKv(Za) 1

—_ . = {- ° —mZ]./X. ———ZX.} =0 (A.4)
do Kv(Za) du i ! m 1

On peut démontrer que le systeme d'équation (A.2, A.3 et A.4) est équivalent

au systéme d'équations (4.1), si on remplace les valeurs des moyennes de

1'échantillon (m;, m, et my,) par leurs valeurs respectives de la population
]

i
(g, M-, et p'). (Propriété asymptotique de la méthode).

En effet, en considérant 1'équation A.2 on retrouve 1'expression de
logarithme de la moyenne géométrique: (c.f. la troisieme équation du
systheme 4.1)

Tn x. 1 aKv(Za)

1 _
; NS R () oy

= 1n G (A.5)
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On remplace dans les équations respectives (A.3) et (4.4), les valeurs des
Y. L lx,

moyennes arithmétique (-—l) et harmonique (

Lb) par leurs valeurs asympto-

] ]
tiques respectives p; et u_; (c.f Eq. 1.3). On aura dans le cas de 1'équation

(A.3):

i 1(2
: m?<’+(§03‘) } = (A.6)

En utilisant la relation suivante les fonctions de Bessel Kv(Za) (c.f. Annexe
A de Boucher et a/., 1989a):

1 K. .(2x) 1K ..(2¢) v K. (22)
Tl — _ _vtl _ N (A.7)
m KvEZai T m KvZZai om KvIZai )

On aura que 8ln L est en réalité équivalent a 1'équation:
om
3ln L ¥ 1/xi 1 Kv_l(Za)
= {— + - } = 0 (A~8)
3m N m Kv(Za)

On retrouve ainsi la seconde équation du systeme 4.3.

l/xi
par sa valeur asympto-

Dans le cas de 1'équation (A.4), si on remplace ¥

v 1K _
tique p. = - —v-1(20) ; on a alors:

m Kv(Za)
3ln L N -2m BKv(Za) Kv_l(Za) in
= - - { ° -m - ———} (A-g)
Ao n Kv(Za) da Kv(Za) N

En utilisant la relation de récurrence des fonctions de Bessel est donnée
par: (c.f. Annexe A de Boucher et a/., 1989a):

m eKv(Za) —va_l(Za) vm Kv(2a)
= - — (A.10)
Kv(Za) da Kv(Za) 20 Kv(Za)
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L'équation A.9 devient alors

3ln L Zva_l(Za) vm Kv(Za) va_l(Za) X

- | P -5}
da Kv(Za) o Kv(Za) Kv(Za) N

Or, on sait que (c.f. Eq. A.7):

va_l(Za) vm Kv(Za) Kv+1(2a)

— i — =m
Kv(Za) o KV(Za) Kv(Za)

Donc, 1'équation A.11 devient:

31n L Kpep(26) %

= fm 2= - T =
da Kv(Za) N

On retrouve ainsi la premiére équation du systeme 4.1.

(A.11)

(A.12)

Cette démonstration indique que le systeme d'équations obtenu par la méthode

du maximum de vraisemblance (Eq. A.5, A.8 et A.12) est équivalent au systéeme

4.1 de 1a loi de type A.



_43_

APPENDICE B



~-44-

Appendice B

Description de la méthode itérative "Quasi-Newton" : Applications aux lois de
Halphen de type A et B (c.f.: Burden et al., 1978) (*)

La méthode de Newton-Raphson est une méthode d'analyse numérique qui sert a
obtenir la solution approximative d'un systeme d'équations non-linéaires

f(x) (fi(x)) = 0 en initialisant le vecteur x = (X;, X5... xn).

L'utilisation de la méthode de Newton-Raphson implique le calcul a chaque

itération, de la matrice Jacobienne J(x):

T afu(x) 31 (x)
ox; °° axn
D=1 el L e (x) (8.1)
ax; ox,

Si le systéme d'équation F(x) = 0 est assez complexe, le calcul de la matrice
Jacobienne peut étre long et difficile a effectuer. Dans ce cas, il est
avantageux d'utiliser la méthode Quasi-Newton pour résoudre le systeme
d'équations non-linéaires. Cette méthode calcule la matrice Jacobienne une
seule fois et 1'approxime par une nouvelle matrice a chaque nouvelle
itération (cf Burden et al., 1978). L'agorithme de la méthode Quasi-Newton
est le suivant: (Approche Broyden).

Algorithme de 1a méthode de Broyden. (Méthode Quasi-Newton)

(Burden et al., 1978)

e Entrées : - Nombre "n" d'équations et d'inconnus

- Approximation initiale du x = (X;, X3,-..X_)

- Précision requise (TOL)

Nombre maximal d'itérations N



-45-

e Sorties : - Solution approximative x = (xl,xz,...xn) ou
Message indiquant que le nombre d'itérations est
dépassé
. af . (x)
ETAPE 1 Pose A, = J(x) ou J(x)i j T pour 1<i, j<n;
’ J
et t = F(x) (ou t = F(x°))

ETAPE 2 Pose A = Ag?

ETAPE 3 Pose k =1;
S = -At (ou s = s,);
X=X+s (ol x = x(l))

ETAPE 4 Tant que la condition (k < N) est respectée , les étapes de 5 a

13 sont réalisées.

ETAPE 5 Pose W=t (en sauvant t)

t=Fx) (t=Fx®)
y=t-vw(y=y)
_ PR |
ETAPE 6 Pose Z = -Ay (note: Z = Ak_lYk)
TAPE 7 | Pose P = -S%Z (note: P =St AL v
: ' k M k-1"k

ETAPE 8 | Pose C = pl + (s + z)s*

ETAPE 9 | Pose A = (1/p) CA (ou A = Agl)
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-1 . (k
ETAPE 10] Pose s = -At (note = § = _Ak F(x( )))
ETAPE 11] Pose x =x + s (note: x = x(K*1)y

ETAPE 12] si lisll < TOL alors SORTIE:(x) -

ETAPE 13| Pose k=k +1

ETAPE 14| Sinon "le nombre d'iterations est dépassé" - STOP et la méthode
"Quasi~Newton" ne converge pas.

B.1 Loi de type A:

METHODE "QUASI-NEWTON": SYSTEME A RESOUDRE ET MATRICE JACOBIENNE

SYSTEME D'EQUATIONS NON-LINEAIRES A RESOUDRE
1
m K..4(Z) K ()
A = v+l v-1
ELT k2(2)
-1 v
H
m K,(2) 3K,(Z)
B=—t = —2—— exp [ —— / K (D]
m1 Kv+1(Z)
ol z = 2u

La Matrice Jacobienne : J(x) = [3A/3v 0dA/3«
d9B/3v  3B/3a
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oA K, (D)3, (7)) K g(2) 3K _1(Z) K, (DK, 4(2) oK (2)

1. — = +
v sz(Z) v sz(Z) v Kﬁ3(Z) EY
, R Ky_1(2) 3Ky (D) , K1 (D) 3K, () K g (DK _4(Z) 3K (2)
. = 7 3
Ba - K Z(Z) ~ oL K (D) 3z K 3(D) 3L
a*
. 38 _ e { azxg(z) B , 8K (2) )2_ K, oK ,,(2) . 8K (2)
v Kv+l(77 3%v Kv(Z) v Kv+1 v v
*
. §§ _ e { 82K (Z) e 82K (2) ] K,(Z) 8K (D) . 8K (2)
" Ba T K (D) U Ty K(Z) "ozev ~ K _(I) ~ oL 3L
yA
/
ou ea* = aKv(Z) o
v Kv(Z)

B.2 Loi de type B:

METHODE “QUASI-NEWTON": SYSTEME A RESOUDRE ET MATRICE JACOBIENNE

SYSTEME D'EQUATIONS NON-LINEAIRES A RESOUDRE
1
m efv(a) efv+1(a)
€=-=7 -~ - 7@
m} ef i
. Befv(a)
mo efv(a) exp (Zefv(a)). v
D=— =
m efv+%(a)

La Matrice Jacobienne : J(x) = [3C/3v  3C/3a
oD/av  3aD/da

. EE ) 1 ‘ et aefw1 v of aefv ) Zefv efv+1 (8efv+% S
v efv+1 o v ov v+l 8v efv+% ov
, ﬁE _ 1 o aefv v of 8efv+1 ) Zefv efv+1 ( aefv+% )]
3y ef o [ v+l da v da ef 3o

2



aD
av

aD

oo

—

2

NIl
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2 ' 2
) efv(a) ) 1 (aefv) ) efv aefv+% . 8efv ]
. :
34V Zefv 3V Efv+§ v v
3 oef 1 def 3def ef def
v v
(55( 3v )) - Zef ( aav)( v ) - ef >+ avv ]
v v+i '
aefv
av
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Appendice C

Méthode du Maximum de vraisemblance pour 1a loi de type B

On veut démontrer que le systeme d'équations 5.3 servant a estimer les
paramétres de la loi de type B est le méme si on utilisait la méthode de
maximum de vraisemblance.

Le logarithme népérien de la fonction de vraisemblance de la loi de Halphen

de type B est;

X-2
ef () + (2v-1) % Tnx; + g §xi - % E;— ] (C.1)

In L(x|e,m,v) = [NIn2 - NinnZ”

On dérive cette expression par rapport a chacun des paramétres o, m et v, on

obtient alors :

aln L N def ()
= {-2nln m - +2Y Inx;} =0 (C.2)
3v efv(a) v : i
dln L 2vN o xi2
={-—-—% X; + 2 y—13}=0 (C.3)
am m m? i m3
8ln L N Befv(a) 1
5 - 1” ef (o) 3¢ ' m ) Xi} =0 (C.4)

La premiére dérivée partielle (Eq. C.2) est équivalente a 1'expression :

In x, 1 aefv(a)

3ef (o) ov (C.5)

Cette derniére équation représente le logarithme de 1a moyenne géométrique

]
(Mg). Ce qui correspond a la troisieme équation du systéme 5.3. Dans la

deuxieme dérivée partielle 8;; L (Eq.C.3), on suppose que la moyenne arithmé-
tique de 1'échantillon X1 tend vers sa valeur asymptotique c'est-a-dire
N

bz . ! efv+%(a)
vers la moyenne arithmétique de la population p;= (m —E?;raj—).

De plus, i1 existe une équation de recurrence pour les fonctions factorielles

qui est la suivante (c.f. Halphen, 1955):
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ef ,q(a) = % efv+% (o) + vef () (C.6)

En utilisant la valeur asymptotique de la moyenne de 1'échantilion et

1'équation (C.6), on peut démontrer que 1'équation (C.3) devient:

2
3ln L N X3 mzefv+1(a) -

om N - efv(oc) (C.7)

D'aprés ce dernier résultat, on a que la moyenne quadratique de 1'échantillon
qui est équivalente a 1'expression de la moyenne quadratique de la population

x.2 2
. £ oq(0)
12 (c'est-a-dire {} v B moel v+l . . . s
. = —_E?;TES—_)' Cette équation est 1a deuxiéme du

systeme 5.3.
Dans le cas de la troisieme dérivée partielle E%E_E, on s'apercoit qu'elle

est équivalente a 1'expression:

m aefv(a)

X
L Nl = efv(dj da (C.8)

Par définition, on a que la dérivée d'une fonction exponentielle factorielle
Befv(a)

—5, — Par rapport a 1'argument o est (c.f. Halphen, 1955):

aefv(a)

oo = efv+§(“) (C.9)
aefv(a)

En remplacant la valeur de la dérivée T dans 1'équation (C.8), on

obtient 1'expression de 1a moyenne de la population d'une loi de type B (la

premiere équation du systeme 5.3):

X. m efv+% (o)

Y ﬁl = ——"E?;(&j—" (C.10)

Donc, le systeme d'équations obtenu par la méthode du maximum de vraisemblan-
ce (c.f. Eq. C.5, C.7 et C.10) est équivalent au systeme d'équations (5.3).
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Appendice D

Méthode du maximum de vraisemblance pour la loi de type B!

On veut démontrer que 1'utilisation du systéme (6.3) revient a utiliser la
méthode du maximum de vraisemblance pour 1'estimation des parameétres de la

loi de type B1.

Le logarithme de la fonction de vraisemblance de la loi de Halphen de type

B! est:

In L(x]a,v,m) = exp {NIn2 + Nin mZv_ Nin efv(a) - (2v+1) Z 1nxi -m2y xi'2
i i

+ om ; 1/xi} (D.1)

On sait que la méthode du maximum de vraisemblance consiste & poser les
dérivées partielles de la fonction de vraisemblance par rapport a chacun des

trois parametres de 1a loi égale a zéro:

dln L N Bef («)
—5— ={NInm- @ T 2 ; Tn x;} =0 (D.2)
3ln L -N aefv(a) 1
o " lea@ "Ik (0:3)
hY 1 1
3ln L _ , 2Nv _ 1 1, _
3m = { m 2m ;;;2' + o ZI: xi } =0 (0-4)

L'équation (D.2) correspond & 1'évaluation du Tlogarithme de la moyenne

géométrique (premiére équation du systéme 6.3):

= 1n G (D.5)

Si on reprend 1'équation (D.3) et on substitue 1'expression de la dérivée
def_(a)
v
v
loi de type B™! (troisieme équation du systeme 6.3):

par efv+l(a), on aura 1'expression de 1a moyenne harmonique pour la
2
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L% =5 o (o) T M (D-6)¢

1" L (c.f. Eq.D.4), on remp]ace la valeur

Pour la derniere dérivée part1e11e

de la moyenne harmonique m1 par sa va]eur asymptotique (u_ 1) On obtient la

relation:
2
o efv+%(a) v § 1/xi
R R el e (®.7)

En sachant 1'équation de récurrence suivante pour les fonctions exponentiel-

les factorielles efv(a):

ef () = %‘ ef yz(@) + vef («) (D.8)

On peut ré-arranger les termes de 1'équation D.7, pour enfin obtenir
(deuxieme équation du systéme 6.3):
2
1/x3 _ 1 ef ()
iy
m efv o

) (0.9)

1

Comme on peut le constater, les équations (D.5), (D.6) et (D.%) correspondent

bien au systéme d'équations (6.3) de l1a loi de Halphen de type B-1.
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Appendice E

Loi de type A: Evaluation de la variance du logarithme de 1a moyenne
. LI

1 ]
géométrique et des covariances: Cov (mg,m_;) et Cov (mg,m,;).

Le logarithme de la moyenne géométrique de la population est donnée par :

i 1 SKV(Za)

Mo = Tnm+ Kv(Za) oV (E.1)

En utilisant la définition générale de la variance et la covariance, il est
] 1 1
alors possible de déterminer les valeurs suivantes: Var (my), Cov(mg, m;) et
1

H
Cov(mg,m_,)

- 1
E.1 Evaluation de 1a variance de m,

1 1
Soit une variable aléatoire Y, on a que m,(Y) = % YY ol Var(m,(Y)) = % Var
Y.

t ] { )
Si on pose Y = In X alors m,;(Y)= % YInX = me(X) ot Var (mg(X)) = % Var(1ln
X)

Par définition, la variance Var (In X) est:
Var (In X) = E (In2 X) - [E (In X)]? . _ (E.2)

. 1
On sait que E(In X) = pg, i1 ne reste qu'a évaluer 1a valeur de E(1n2X). En

réalité, on veut évaluer 1'expression:

E(In2X) = " —2—— « x*Llexp (-a(® + B))Inxdx (E.3)

° vaKv(Za)

Pour 1a loi de Halphen de type A, on a que vaKv(Za)= xv—lexp(—a(g + g))dx
o
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Si on dérive cette derniere équation par rapport a v, on obtient alors:

v v aKv(Za) L vl X m
2m In va(Za) + 2m 50— ° { ‘x exp(—a(a + ;))1n x dx (E.4)

On peut dériver une deuxieme fois 1'équation (E.4) et on obtient alors:

v 2In m aKv 1 Bsz v-1 X m
2 = ~af— + — 2
2m Kv {InZm + Kv(Za) 7 * Kv(Za) 32 } £ x exp( a(m + x))1n x dx (E.5)

D'aprés 1'équation (E.5) et 1a définition de E(1n2X)(c.f.Eq.E.3), on a que:

2In m aKv(Za) 1 82Kv(2a)

+ E.6
Kv(Za) v Kv(Za) v ( )

E (In2X) = In2m +

Ayant la valeur de E(1n2 X), on peut donc évaluer la valeur de Var (In X) en

utilisant 1'équation (E.2):

| 1 32K (2a) 1 3K (20) 2
Var(my) = a Var(in X) = NKV(Za) ( Ny - Kv(Za) ( 3y ) ) (E.7)

- 1 1 1 1
E.2 Evaluation des covariances: Cov (m,,m,) et Cov (mg,,m_,)

Par définition, la covariance s'exprime comme suit
ol M;,M, sont des moments d'ordre quelconque.

Dans le cas de la Toi de type A, on connait la valeur de 1'espérance de
! 1 ]

chaque moment (mg, m; et m_;), il ne reste qu'a déterminer les valeurs
t {

E(mg,m,).

- 1 1
E.2.1 Evaluation de Cov (mg,,m,):

1 i ] 1 § 1
Pour le calcul de Cov (mg,m;), on sait que E(my) = my et E(m;) = my, i1 ne
{ i

reste qu'a évaluer E(mg,m;).
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Par définition, on a que

x

1 1 -—
E (mg,m;) = ———— [~ "7} exp(-a(% + 1)) x In x dx (E.9)

v 5
2m Kv(Za)

i“x(v+1)exp(—a(% + g)) dx

Si on pose v = v+1, on sait que 2mv+1Kv+1(2a)

En dérivant cette derniere expression par rapport a v, on obtient:

1 3Kv+1(2a)

2"+ (20)(In m + D) 35 )=£“x(v+l)_1exp(—a($ + g))]n xdx(E.10)

v+1

En combinant 1'équation (E.10) et 1'équation (E.9), on obtient:

¢ ' .) m v+1(2a) a 1 Kv+1(2a)
mg,my) = nm+
‘ K, (2) v+1(2a) v
1 1 3K (20()
v+l
u; (Inm + K1) S

(E.11)

1 1
On peut obtenir la covariance Cov(m,,m;) en reprenant 1'équation (E.8);

covtm’n') ™ : 1 oK, (20) 1 8K (2a) €12
ov mﬂ,ml = 33 e .
N Kv+1(2a) oV Kv(Za) v
- 1
E.3 Evaluation de Cov (mg,m_,):
Pour déterminer Cov(m ) 1 f”xv+1ex (-oc(5 + m))l—q—595 (E.13)
0,M-1 p m X X :

v °
2m Kv(Za)

. .y - -1 -1)-1
En posant v=v+l, on a 1'égalité: 2m’ Kv_l(Za)=£“x(v ) exp(—a(% +$))dx. On

dérive cette derniére équation par rapport a v et o
v 3

1 t
En combinant les expressions (E.13)et (E.14), on obtient 1a valeur E(mg,m_,):

20’ Mn m K (20) + 20 exp(-a(% + U))dx (E.14)

Kv_l(Za) 1 aKv_l(Za)

]
E(mg_,m_l) = m [ 1n m + Kv+1(2(x) 3v (E.15)
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A partir de 1'équation (E.15) et de 1'équation (E.8), on peut calculer la
1 {
covariance Cov (mg,m_;):
1
Moy : 1 aKv_l(Za) _ 1 aKv(Za)
N Kv_l(Zoc) dv Kv(Zoc) 3V

Cov (m;,m_;) = (E.16)
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Appendice F

Loi de type B- Evaluation de la variance du lTogarithme de la moyenne

T T
géométrique et des covariances: Cov (m,,m,) et Cov (mo,ml)

Le logarithme de la moyenne géométrique de 1a Toi de type B s'exprime ainsi:

' 1 aefv(a)
o= Inm+ Zefv(a) 3 o

(F.1)

)
Comme les lois de type A et de type B, on pose Y = In X et on a que m,(Y) = %
1
EY = % Y In X = mg(x) ol

Var(m;(x)) = % Var(Y) = % Var(in x)

- 1
F . 1 Evaluation de la variance Var (m,):

On reprend 1a définition de la variance:
Var (In)/N = [ E(1n2) - E(1n)2 /N (F.2)

1
On sait que la valeur E(1n) est équivalente a py, il nous reste a évaluer la

valeur de E(1n2) afin de déterminer Var(1n).

Par définition E(1n?) est équivalent a:

2 o 2v-1

E(1n2) = X exp(-(x/m)2 + ax/m) 1n2x dx

2ve‘l’ (a)

D'apres la définition de 1a fonction exponentielle factorielle, on a que:

Vef (o) = 2 [* K Lep(- (X)) + &) gy (F.4)

En dérivant deux fois 1'équation (F.4), on obtient 1'expression suivante:

(F
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2
Inm aefv(a) 1 3 efv(a)

{Tn’m + ef () — v def (o) wz— § = E(In®) (F.5)

1
La variance Var(my) peut donc étre déterminée par 1'équation (F.2):

' Tnm aefv(a) 1 azefv(a)
= 2 -
Var (mg) = {[In*m + r @y —ov e ,(@  aF |
Inm oef (a) 1 aefv(a) 2
[ 1n*m - o5 (@) av 4efv2(&7 ( v ) 1IN (F.6)
1 3%2ef () 1 def 2(a) 2
= { —or— - (—— )1} - § (F.7)
4efv(a) ov4 efv(a) ov "N :
- 1 t ] ]
F.2. Evaluation des covariances: Cov(m,,m,) et Cov(m,,m,)
La covariance de deux variables s'exprime par 1'équation:

ou M;,M, = moments d'ordre quelconque.

§ ]
Dans le cas de 1a determ1nat1on des Cov(mgy,my) et Cov(mQ,ml) on connait les
valeurs de E(mn) E(ml) et E(mz) Alors il ne reste plus qu'a évaluer

E(mg,ml) et E(mg,mz)

- i 1
F.2.1 Evaluation de Cov(m,,m,):

t ! |
On a par définition de E(my,m,), 1'expression suivante:

E(mg.my) = —25—2—2;3 fo x 20 Do (-(%)2 + )1 xx (F.10)

En posant v = v+1, 1'équation (F.4) devient:

mZ(V+1)Efv+l(“) = f: L2(+1)-1 exp(_(%)2+ %z) dx (F.11)

On dérive 1'équation (F.1ll) par rapport a v et on peut obtenir la relation
1 ]

exprimant la valeur E(mg,m;):
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- " 1 aefv+1
E s = + 1 F.12
(m_Q_ mz) Ha [Ze'fv+1((x) v n m] ( )

1 )
La covariance Cov(my,m,) sera équivalente a :

u

1 1 2
Cov(mg,my)= 7 (
0:M2)=  (Zef (@) E)

1 8efv+1(a) . 1 aefv(a)
+1n m)- p,(In m + 76t () 55 )(F.13)
v

1 t
L'équation finale de la covariance Cov(mg,m,) est

¢ Ho 1 aefv+1(a) 1 aefv(a)
Cov(mg,m,) = N (2efv+1(a) 3v - 2efv(a) v (F.14)
- 1 1
F.2.2 Evaluation de la covariance Cov(mg,m,):
. i i
La relation générale de la valeur E(my,m;) est
1 1 o 1y 2
E(mg,m;) = _?5—2____ I X2(v+2) 1exp(-—('—)n(-) + %5) Tn xdx (F.15)
m ef (a) ©
v
En posant v = v+%, 1'équation (F.4) devient alors:
2(v+: 2(v+:)-1 2,
me (¥ Z)efv+%(a) =2 £m x2(v+2) exp(—(%) %5) dx (F.16)

En dérivant cette derniére équation par rapport a l'ordre v et en combinant
le résultat de la dérivation avec 1'équation (F.15), on peut obtenir 1la

] ]
valeur de E(mg,m,):

E(mg,m;) = uy (1 : aef"*%(“)) (F.17)
mg,my) = M nm+ .
05,71 1 2efv+%ia) v

! L]
IT est possible maintenant d'évaluer la valeur de 1a Cov(mg,m;) en utilisant
1'équation (F.9)



_64_.

1 8efv+%(a)
2efv+%(a) v

{ { 1
Cov(mg,my) = [ py(Inm +
t 1 aefv(oc) 1
“H (Inm+ Zefv(a) v )]N

(F.18)

] 1
En réduisant 1'équation F.18, on obtient 1'équation de Cov(mg,m;) pour la loi

de Halphen de type B:

Co u- 1 3efv+1(“) 1 aefv(a)
=_l 2 -
Cov(mg,ml) N [ zefv+l(q) 3V 2efv(a) av
2

] (F.19)
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Appendice G

équiva]ence entre 1la loi de Halphen de type B et 1a loi de Halphen de type

B-1.

Soit la variable y = m2/x qui suit une loi de Halphen de type B (HB(«,m,v)),
la f.d.p. de 1a loi de Halphen de type B est:

2v- 2
Flysamv) = =2y lexp(-( L) + X (6.1)
m efv(a)

La formule générale qui donne la f.d.p. de x en fonction de celle de y (x

étant une fonction de y)

d .
g(x) = Fy()) IgH (6.2)
: - .2 - mzdx .
Selon la transformation y = m?/x, on aura dy = <z » on peut obtenir la

fonction de distribution de la variable x en appliquant 1'équation (G.2):

6%) = ohtay X 2 loxp(-(M)° + M) (6.3)

L'équation G.3 nous donne la f.d.p. d'une variable x qui suit une loi de
Halphen de type B~ 1(HB i(a,m,v)). '

Lorsqu'on désire estimer les paramétres d'une loi de type B! par le biais de

la loi de type B, on peut utiliser la correspondance suivante:
SiY=1/X~ HB *(a,m,v) alors X ~ HB(x,1/m,v) (G.4)

En supposant que la série de valeurs observées Y suit une loi de Halphen de
type B"! de paramétre «, v et m, on peut montrer que la série des valeurs
inverses X = 1/Y suit une loi de Halphen de type B dont le paramétre d'échel-

le est 1/m et les parametres de forme sont o et v.

En effet, si on utilise la formule générale (G.2) la transformation Y=1/x, on

obtient:
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2v

2v+]
9() = iy X e (m? + ) (6.5)

L'équation (G.5) revient a 1'expression:

9(x) = ——E—— P exp(~(Z0) + T (6.6)

(1/m)Vef, (o)

Cette derniére équation est 1'expression de la fonction de distribution d'une
Toi de Halphen de type B dont le paramétre d'échelle est 1/m (X~HB(x,1/m,v)).

Si on utilise la méthode d'estimation des parametres de la loi de type B pour
estimer les parameétres de la loi de type B™!, i1 est possible de démontrer

1'équivalence entre ces deux méthodes.

On évalue les paramétres o, m et v d'une loi de type B en utilisant le

systéme d'équations suivant (c.f. section 5.1):

n
A= igl xi/N =m Efv+§ (a)/efv(a)

xiz/N = mzefv+1,(a)/efv(a) (G.7)

O
il
nH~1s

i=1

n 1 aefv(a)
InG= 3% Inx,/N=1Inm+ (
i=1 Zefv (o) v

On pose le paramétre d'échelle égal a 1/m, le systéeme d'équations (G.7) est

équivalent a ce systeme:

A=l [ef ;s (@)/ef ()]

Q0 = Go)ef,,; (a)/ef ()] (6.8)
1 1 oef

In G = ° v(a)

n (7) + Zet, (o) ()
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En réalité, si on utilise la procédure d'estimation des paramétres de la loi

de Type B, on doit effectuer:

1) Elimination du paramétre d'échelle 1/m en utilisant ces équations:

8— ) ef 4q1() ef (a)
Az efv+%(a)
(G.9)
1 aefv(a)
G efv(a)‘eXp(Zefv(a) . 3 ))
A ) efv+%(a)

Utilisation de la méthode de Quasi-Newton pour résoudre le systeme

~d'équations.

2) Estimation du paramétre d'échelle 1/m en utilisant 1'équation de 1la

moyenne: (ol m,V et & sont les paramétres estimés)
n 1 efy |, ()
X v+ 3
Y UiN=(D) (/) (6.10)
i=1 m efr(a)
v
En réalité, cette procédure d'estimation des parametres a, 1/m et v par la
loi de type B est équivalente a la procédure d'estimation des paramétres de

la loi de type B™! décrite a la section 6.1.
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Appendice H

Loi de type B™1 - Evaluation de la variance du logarithme de 1la moyenne
i 1

géométrique et de covariances: (Cov(m,,m_,) et

Cov(mg,m_5))

Le logarithme de 1a moyenne géométrique s'exprime comme suit:

. 1 aefv(a)
Mo = TN M= 25F @) "By (R.1)
La variance du moment mg(x) s'obtient en posant Y = In(X):
]
Var(mg) = Var(Y) = Var (1n X) (H.2)
N N
- 1
H.1 Evaluation de la variance Var(m,):
Par la définition générale de la variance, on a que:
Var(1n X)/N = [ E(1n2X) - E(In X)2]/N (H.3)

)
On sait la valeur E(In X) est équivalente a m,, on doit alors évaluer la

valeur de E(1n2X).

La valeur de E(1n2X) est donnée par 1'expression:

E(In2K) = 20 = e (M7 4 o®) Tz ax (H.4)
- efviai ° PR X :

On connait également 1'égalité suivante:

efv(a) o =2v-1 m2 om
s = fox  exp(-(3) + —)dx (H.5)

2m

Si on dérive deux fois 1'expression H.5 par rapport a 1'ordre v, on obtient,

apres réarrangement des termes:
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Inm aefv(a) 1 Bzefv(a)
2 = 2 - =
E(1n2X) = TnZm efv(a) v 4efv(a) ( 3%v )
(H.6)
omZV [ me-zx)—lex (_(T)z + 9 Tn2x dx]
efviai ) PUTIX X
]
On utilise 1'expression de E(1n2X) pour calculer la variance Var(mgy):
' 1 Inm aefv(a) 1 azefv(a)
= 20 - -
(H.7)
Inm Befv(a) 1 aefv(a)
2, -
(r'm - @ o %2 T
En éliminant quelques termes, on retrouve cette équation finale
. ' 1 azefv(a) 1 Befv(a) 2
Var(ng) = et () { o0~ @ v ) (H.8)

1
En fait, on retrouve exactement 1a méme formule de la variance Var(mg) pour

la loi de type B.

- 1 ] 1 ]
H.2 Evaluation des covariances Cov(m,,m_,) et Cov(m,,m_,).

Comme pour la loi de Halphen de Type A et B, on a qu'a évaluer les valeurs

} i
de E(.'n X) et E(lﬂyz) pour déterminer les covariances Cov(mg,m.;) et
Cov(mﬂ, 2).

In X) est la suivante:

L'expression pour E(

() = 2 (a) [P e (<@ + My 10X gy (H.9)

En posant v = v+i dans 1'équation H.5, on a:

efv+l(a) o =2(v+3)-1 m? mx
—2— =2 fo X exp(—(;) + —;)) dx (H.10)
mz(V+%)
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On dérive cette derniere équation par rapport a v et on obtient:

ef  ((ax)Inm 2 oef_  i(a) o =2(v+i)-1 2
- Vs - Lhs- =2 X : exp(-(1) "+ ™) 1n x dx
() () ° X x
(H.11)
En combinant les équations (H.9) et (H.11), on aura la valeur de E(]; x):
In X . 1 8efv+%(a)
E( X ) - u‘l (]n m - 2efv+%(a) av ) (H-lz)

] §
Donc 1'équation de la covariance Cov(my,m_;) est:

C ( |) |( 1 aefv+l(a)
oV(Hg,M-1) = H_(In m - 2 -
LA 1 2efv+%(a) 3V
. 1 aefv(a)
p-; (Inm _ 2efv(a) 3> (H.13)
i 1
L'équation finale de Cov(m,,m.;) est
1
. . Mg 1 6efv+§(a) 1 aefv(a)
Covime,m-2) = = o [eF sty — o~ o () w0 | (H.14)
vt+3 v

i 1
L'équation de la covariance Cov(mg,m_,) pour la loi de type B™! est équiva-
[} {
lente a celle de 1a Cov(mg,m_;) de la loi de type B lTorsqu'on inverse les

signes.

- 1 1
H.3 Evaluation de l1a covariance Cov(m,,m_,):

Par définition, 1'expression de E(l;fz) est:

2v
Tn X 2m o =2v-1 my2 ., omy, In X
E( X2 ) = efv(a) Jo x exp(—(;) + ;") ~Z dx (H.15)

En posant v=v+l, 1'équation (H.5) devient alors:
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efv+1(cx) - -2(v+1)-1 m2 mo

I CT R exp(-(3) + -))dx (H.16)
On dérive par rapport a v 1'équation (H.16) et on obtient:
ef . .(a) 1 def . (a) -2(v+1)-1 m2 m

v+l vl\% nem
AR T A VR exp(=(3) + 2)In x dx(H.17)

En combinant les expressions H.17 et H.15, on peut détermine la valeur de
In X

E(=z):
Tn X ' 1 aefv+1(a)
E(xz) = vz [Inm - 5y —55 (H.18)
v+l
i ]
L'équation de la covariance Cov(mg,m_,) deviendra égale a :
1
' 1 H-2 1 aefv+1(°‘)
Cov(mg,m_,) = —— (Inm -
N 2efv+l(d) v
(H.19)
1
M-, 1 aefv(a)
- (nm- 2ef () 3V
ou
, 1 fo(@) 1 sef.(a)
1 ' H-o de v+l o e ne
Cov(mg,m-;) = - ZN { efv+1(&) ) - efv(a) v } (H.20)



