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AVANT PROPOS

Les fonctions de distributions statistiques jouent un rdle
important pour représenter des séries de données expérimentales in-
dépendantes. La famille des lois Pearson en raison des formes va-
riées qu'elle peut prendre et de sa généralité, a été employée dans
de nombreux domaines. De nombreuses applications en hydrologie et
météorologie mais aussi dans le domaine médical et &lectronique,
ont montré que les diverses formes de la loi Pearson III sont sou-
vent satisfaisantes et ont conduit & 1'emploi fréquent de ce type

de distribution.

En 1968, le Conseil des Ressources en Eau des Etats-Unis a
recommandé 1l'usage systématique de la distribution Log.Pearson III
pour représenter les séries de débits de crue annuels et a insisté
sur la nécessité de poursuivre les &tudes concernant cette loi,
qui a pour cas limite la distribution Log.Normale. D'autre part,
dans de nombreux pays, en paiticulier en Europe de 1'Est, la dis-

tribution Pearson III est d'un usage courant en hydrologie.

-

Au cours des derniéres années on a donc assisté 3 une in-
tensification des études concernant les lois Pearson III et Log.
Pearson III. C'est dans ce courant d'idées que s'inscrit cet ouvra-
ge dont les objectifs principaux sont, de faire d'une part la syn-
thése des travaux connus tout en présentant la loi Pearson III sous
sa forme générale; de montrer d'autre part les développements ré-

cents qui concernent la loi Log Pearson III.

On a particuliérement insisté dans ce travail sur les as-
pects qui ont une importance pratique (intervalles de confiance,
méthodes d'ajustement) tout en rappellant les principales bases
statistiques nécessaires 3 une bonne compréhension. Outre les ré-
férences citées au cours des différents chapitres, le lecteur pour-

ra trouver 3 la fin de 1l'ouvrage une liste de publications, essen-



tiellement dans le domaine hydrologique, qui montrent certaines
utilisations pratiques des lois Pearson III, Log.Pearson III et

de leurs formes simplifiées.

Ce livre est le résultat d'un travail qui s'est poursuivi du-
rant plusieurs années dans le cadre de 1'Institut National de la Re-
cherche Scientifique, avec 1l'aide partielle de subventions du Conseil
National des Recherches du Canada. Je tiens & remercier messieurs
Michel Slivitzky et Jean-Pierre Villeneuve, 1'intérét qu'ils ont mon-
tré pour ces travaux m'a profondément stimulé. Mes remerciements
vont également 3 monsieur Yves Brunet-Moret de 1'ORSTOM pour les fruc-
tueuses discussions que nous avons eues et & monsieur Nicholas Matalas
pour les commentaires qu'il m'a exprimés & l'occasion de publications
dans la revue Water Resource Research. Je remercie particuliérement
messieurs Roland Robitaille et Guy Morin pour leur collaboration
dans 1'établissement des tables, messieurs Magella Cantin et André

Parent pour leur support technique et madame Solanges Marcoux pour

son travail de déchiffrement et de dactylographie.



1.1

1. ORIGINE ET DIFFERENTES FORMES DE LA LOI PEARSON TYPE III

Origine de la loi Pearson type III

On considére une fonction densité de probabilité y = f(x)

continue de la variable x , satisfaisant 1'@quation différentielle:

a - X

i

(1.1)

rh|
a1m
M jFh

2
bo + blx + b2x

ol a, bo, bl’ b2 sont des paramétres

La dérivée %§ s'annule lorsque f(x) s'annule ou lorsque x = a,

ce qui montre que la distribution représentée par f(x) peut avoir un
mode pour x = a et que la courbe repré@sentative peut &€tre tangente

3 1'axe des x 3 1'une ou aux deux extrémités de l'intervalle de varia-
tion de x. Une fonction densité de probabilité possédant ces proprié-
tés générales représente souvent adéquatement des séries de données;
la famille des fonctions densité déduites de 1l'intégration de (1.1),
qui constitue l'ensemble des distributions Pearson joue un rdle trés
important en statistique; cet ensemble de distribution qui a été
étudié en détail et caractérisé par CRAIG (1935), ELDERTON (1938),
HOADLEY (1968) comprend en particulier :

- la loi Béta de lére espéce (Pearson type I) obtenue lors-
que les racines du trindme bo + blx + bzxz)sont réelles et

de signe opposé

- la loi Béta de 2iéme espéce (Pearson type VI) obtenue lors-
que les racines du trindme (b0 + blx + b2x2) sont réelles

et de méme signe

- la loi Pearson type III obtenue lorsque b2 = 0, qui com-

prend comme cas limite la loi normale si de plus b1 = 0.



A partir de 1'Bquation différentielle générale dans laquelle b2 =0,
il est possible de déduire par intégration la forme générale de la

distribution Pearson type III, l'équation (1.1) s'écrit:

1 4f __ ., (-1
f dx o+ (x-m) (1.2)
avec:
g =L
by
m - - Eg
by
b
O-1) = = (a -bﬂ)
1 1

L'intégration de (1.2) conduit &:
Log lfl = -ox + (A-1) Log I(x—m)' + Constante

f est toujours positive puisque c'est une fonction de densité d'od

A-1

f=Ke lx—m[

K étant une constante telle que si A est l'intervalle de défini-

tion de x:

ff(x) dx = 1
A

Deux cas sont & envisager:

a) x-m>200u x>m , ona alors:




en posant v = Iu' (x-m) la relation précédente devient:

1l'intégrale converge si et seulement si o > 0 et A > o et 1'on a alors:

400

A
K= —> avec (A = “[- eV v>\'—1 dv (fonction Gamma)
—0im
e INED)
o
La fonction densité s'@crit:
o -0 (x-m) A-1
£ = pgy e [a(x—m)] (1.3)
FORME A
avec m<xi; A>0 3 0>0
b) xmgo ou x<m, Kest alors déterminé par:
m
Jf K e O (m—-x)k—1 dx = 1
puiiie o3
si v = |ocl (m-x) la relation précédente devient:
USSR R
K e—um .]’ ela V>\_1 dv = 1
o (o)
o[

L'intégrale converge si et seulement si o < 0 et A >0 et 1'on a:

A-1
£ = 1 e~ (xm) [a(x—m)] (1.4)
Forme B
avec x<m; a<o03j A>o0



1.2

La distribution Pearson type III possé&de donc 2 formes suivant le
signe de o, 1'une (Forme A) pour o > o correspond comme nous le verrons
a4 une asymétrie positive, tandis que pour o < o (Forme B) la distri-

bution a une asymétrie négative.

Puisque 1'on a toujours 0(x-m) > o la synthése des deux cas est donnée
par:

A-1

£(x) = %) oo (x-m) [a(x-m)] (1.5)

L'intervalle de définition de x est tel que o(x-m) > o, donc:

si o> o mME x < + (Forme A)
si a<o —» < x<m (Forme B)

Formes simplifi€es de la loi Pearson_ type III

La distribution Pearson typeIlIl définie par (1.5) dépend de 3 paramétres:

m paramétre de position,est la borne inférieure ou supérieure
de 1'intervalle de définition de x suivant que « est po-

sitif ou négatif
o] est un paramétre d'échelle
A est un paramétre de forme

Suivant les valeurs de ces paramétres, la distribution Pearson type III

peut prendre des formes simplifiées.

Si m = o , on obtient la distribution gamma qui bien que définie,

guel que soit 0 est surtout connue et utilisée pour o > o :

lal -0ox (ax)x_l

f(x) = q6N) e Loi gamma (1.6)




avec A>o0
0£x<+»® sid>o0

~© < xgo si <o

La loi gamma comprend comme cas particulier la distribution chi~deux

(x?), en effet X2 avec v degrés de liberté est une loi gamma pour

-1 =V
laquelle o = 3 A= 5 -

La loi gamma est reliée & d'autres distributions en effet:

- la loi binomiale se comporte asymptotiquement comme une loi

gamma.

- la distribution d'Erlang(qui intervient dans la théorie
des queues) est un cas particulier de la loi gamma pour
lequel )\ prend des valeurs enti@res (GREENWOOD et DURAND; 1960)
lorsque A = 1 on obtient la distribution exponentielle

négative.

- la distribution binomiale peut €tre obtenue 3 partir d'une
loi de Poisson dont le paramétre suit une loi gamma (CRAMER
1971)

- la distribution Weibull-Goodrich est un cas particulier de
la loi gamma (KRITSKY et MENKEL, 1969).

Sim=o0eto =1, on obtient 1la loi Pearson type III & un paramétre:

e v A-1

g(u) = (0 u

1.7

Cette forme simplifiée peut se déduire de la forme (1.5) par le

changement de variable u = o (x-m), on a en effet:

dx

glu) = £ {x (u)] du




La distribution Pearson type III est donc trés générale, ce qui ex-

plique le r8le important qu'elle joue en statistique.

Etude mathématique de la distribution Pearson type III

Cette €tude a été effectuée par plusieurs auteurs en particulier par

BRUNET-MORET (1969), dans le cas o > o :

0<A<1l : pas de mode réel ni de point d'inflexion.

f(m) =+ 53 £ (+®) To; f'(m =-w; f' (+x) =o,

on a une courbe en forme de J renversé.

A =1 loi exponentielle, ni mode réel ni point d'inflexion
f(m) =1 ; f(+o) =0 ;3 f' (m) =-1; f' (+>) =0

%—( A-1) , un point d'inflexion pour

x=m+-§—c()\-l+v>\—l)

1 <XA<2 Mode pour x = m +

f(m) = o ; f(+ ) =0 ; f' (m) = +» f' (+») =0
A=2 Mode pour x = m + %—, point d'inflexion pour x = m + %-.

f(m) = o ; f(+») =0 ; £' (m) = +1 f' (+ ) =0
A> 2 Mode pour x = m + é— (A-1), 2 points d'inflexion pour

X =m + l—{h -1z A-1 ]
o

f(m) = o 3 f(+o) =0 ; f' (m) = o ; f' (+o) =o0

La figure 1 donne les différentes formes de la fonction densité suivant
les valeurs de A.
'Si o < o, les courbes densit&s de probabilité de la forme B de la

loi Pearson III sont déduites de celle de la forme A par une symétrie

par rapport 3 la droite x = o ; en effet:



FIG | . Densite de la distribution Pearson I

fa (yymy 202,

f‘( K,—mz.xz,—cz )

,,/////

o m;==mz 0

N
me “Yo* Xo

FIG 2 . Relation entre les densites des formes Aet B de k loi

Pearson X



soient x et y deux variables suivant la loi Pearson IIT respectivement

de forme A (o > o ) de densité fA (x, al, Al, ml),et,de forme B
(a <o) de densité fB (v, az, Az, m2). En considé&rant les relations

(1.3) et (1.4) on a:

fB (Y, m2, )\23 0"2) = fA ("Y, —mz’ AZ’ _0('2) (1.8)

a, <o ; AZ >0 3 ~®©<y<m

La fonction fB se déduit donc de f, par symétrie (fig. 2) avec m_= -m

A 23

A=A o =a..
: 2 1

I1 en résulte que la probabilité au non dépassement, P [y K yo]

de la loi Pearson III de forme B est égale 3 la probabilité au

dépassement de la loi de forme A ,en effet :

YO Fo
plysy,]- f £, () dy = f £y @ ax= P lxz-y] @9

Cette propriété permet donc de déterminer les percentiles de la
forme B de la distribution Pearson III connaissant ceux de la

forme A.



2. DISTRIBUTION LOG-PEARSON TYPE III

La distribution Log-Pearson III ne joue un rdle en hydrologie
statistique que depuis peu de temps,puisque ce n'est qu'en 1968 que le co-
mité d'Hydrologie du Water Resources Council des Etats-Unis (W.R.C.) a
recommandé son emploi systématique pour la représentation des données de

crues annuelles (BENSON, 1968).

De la méme maniére que la loi Pearson III comprend comme cas
limite 1a loi Normale, la loi Log-Normale est un cas particulier de la

distribution Log-Pearson III.

Si du point de vue théorique certaines propriétés de la distri-
bution Log-Pearson III peuvent se déduire de la loi Pearson III, il est
cependant important d'étudier la distribution Log. Pearson III pour mettre
en évidence ses particularités. Dans ce chapitre nous étudions en détail

les propriétés mathématiques de la fonction densité de la loi Log-Pearson III.

2.1 Fonction densité de la loi Log-Pearson III

Siy = logax suit une loi Pearson III, x suit une loi Log-Pearson III,

la fonction densité de y est d'aprés la relation (1.5):

o0+ Jgh 00 fom]

on peut en déduire g(x) fonction densité de x, puisque

e = £ [ye] | &

y = loga x =k In x ou x =a = ey/k

avec k = logae = Li 3 (Ln signifie logarithme népérien)




2,

2

On suppose k > o c'est-3-dire a > 1

on a:

g(x) = {..—%—)]\—)— e—OL(logaX—m) [oc(logax-m)]x—ll{}z
avec 0 < A et —o < m < + ®
L'intervalle de variation est D tel que
si o >o a" = em/k.s x < + ®
51 a <o 0L xL a™ = m/k
La fonction g(x) peut encore s'@crire:
g(x) = |101c(l>\1)< SO Xl«lka [a(k Lnx-m)]x_l (2.1)

Le calcul des dé&rivées premiére et seconde de g(x) donne:

A-2

- latk taxm) | %4 (2.2)

f ‘OC'kOC e
g' (x) T()  Zwok

avec A= (A1) k- (1 +o0k) (k ILn x - m)

" _ IOCI k eO(.m A-3
N G T [u(k In x - m) ] * T (2.3)
X
avec
T = 1% (l4ok) (2+0k) - U o k (A1) (3+20k) + o?k2 (A-1) (0=2)  (2.4)
U=0o (k Ln x - m)

Mode de la distribution

Le mode de la distribution est obtenu lorsque A s'annule.

La valeur modale Xy est telle que:

(A-1) k - (1 + ok) (k In Xy = m = o0

- 10 -



puisque l'on a toujours quelque soit le signe de a
o (k Lnx-m) > o, le mode n'existe que si:

(A-1) a k

1+ak >0

La valeur modale lorsqu'elle existe est atteinte pour:

m (-1
k el +ak

Xy =e (2.5)
on a effectivement un mode (maximum)si g"(xM) <0, autrement il
s'agit d'un minimum, la table 1 déduite de 1l'étude du signe
de g"(xM) indique les différents cas possibles en fonction de
oet A (k et A sont positifs).
La fonction densité de probabilité de Xy est

- A-1

sn <o © lahe Lo (g (2.6)

quand A=l 1'extremum est atteint 3 une borne.

Cas particuliers

Si m = o, on est dans le cas de la loi Log-gamma, c'est-3-dire que

y = logax suit une loi gamma. Dans ce cas, le mode XM,O
et la fonction densité g(xM 0) sont données par:
3
A=1

_ l+ok
e

*M,0

A-1
_lal . k 1 | O-1)ok
s [ D ] (2.8)

(2.7)

g(xM,o

Quel que soit m, on a Xy - 8 (XM) =Xy 8 (xM O) = constante.
b b

- 11 -



1 1
< - = - =< < >
o K K o (o] o (o]
o< A<l Pas d'extremum Minimum Pas d'extremum
Extremum: ' Extremum:
x> 1 Pas d'extremum
Mode Mode

TABLE I : Etude du mode de la distribution Log Pearson III

Donc le point de coordonnées [XM, g(xM)] se déplace sur une hyperbole
quand m varie,pour A et o fixés.

Suivant la base a considérée dans y = loga X, le paramétre k

prend différentes valeurs, en particulier:
si y =1Ln x (base e) omn a: k=1

0.434

n”

si y =log 0 x (base 10) on a: k
1

2.3 Etude des points d'inflexions

" s'annule, donc d'aprés

Les points d'inflexion sont obtenus lorsque g
1'expression (2.3) si le trinome T s'annule. La recherche des points
d'inflexion nous conduit 3 déterminer les racines positives de T

puisque 1l'on a toujours :

U=o(k In x - m) > o.

(le cas U =0 n'est pas considéré) il y aura autant de points d'in-

flexion que de racines réelles positives de T.

- 12 -



Le discriminant du trinOme est:

§ = 82 (A-1) [452+123+7+x] (2.9)

Le signe de § est donné par la figure 3.

FIGURE 3 Signe de 6

v

. Si & <o, il n'y a pas de point d'inflexion et g" est du

signe de T donc de (1 + B) (2 + B)

. Si 8 > o, il y a:

2 points d'inflexions si les 2 racines sont positives
1 point d'inflexion si une seule racine est positive

aucun point d'inflexion si les 2 racines sont négatives

- 13 -



2.4

g" est du signe de (1 + B) (2 + B) & 1l'extérieur des racines

g" est du signe -(1 + B) (2 + B) entre les racines.

. Si & = o, lorsque la racine double est négative, il ne peut

y avoir inflexion, et lorsque la racine double est positive,
il n'y a pas inflexion en réalité car g'" s'annule également
pour la valeur de la racine double (branche AB de la parabole

fig. 4)

Lorsqu'il y a possibilité de point d'inflexion (8§ > o) 1'étude de
la somme et d1 produit des racines du trindme T permet la détermi-

nation du nombre effectif des points d'inflexion (fig.4).

Lorsqu'il y a 1 ou 2 points d'inflexion, la somme et le produit des
racines de T, ainsi que 1'étude de g' et g" permettent de situer ces

points par rapport au mode de la distribution s'il existe.

Signe de g' - Valeurs aux limites de g et g'

Pour pouvoir donner la forme générale des courbes, nous devons con-
naftre le signe de g' ainsi que les limites de g et g' pour les bor-

nes de 1l'intervalle de wvariation.

Signe de g'

Lorsque la fonction densité posséde un extremum, on a, en tenant

compte du fait que x et U = a(k Lnx-m) sont positifs:

M

signe g' = signe [d(l+uk) Ln ;M}= signe [6(1+B) Ln ;;—}

Si g' ne s'annule pas, et garde un signe constant dans 1'intervalle

de variation, la fonction g n'a pas d'extremum et:

signe g' = signe [a(k—lﬂ = signe [B(A—l)]
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]

1 inf. 1 inf.
“ ]
s '
= -

2

2 inf. 1 inf. 0 inf. 2 inf.

quand 6 > 0 on indique le nombre de points d'inflexion

quand § < 0

on indique le signe de g"

FIGURE 4 Détermination du nombre de points d'inflexion
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2.5

Les valeurs de g et g' pour les bornes de l'intervalle de variation

sont telles que:

Si o >o: em/k K x < +®
g {em/k )= Lim U>\_1
U~o
g (4+0) = Lim x_(l+8)
X400
|g'(em/k)’=Lim vh2
U»o
Ig' (+0) ' = Lim X_(2+B)
>0
Si a <o : o xX< em/k
g(o) = Lim X_(l+8)
X0
g ‘em/k) = Lim U>\--1
U-o
|g' (o) = Lim x_(2+6)
X0
Ig' ( em/k )l= Lim U>\_2
U>o

Forme des distributions

La figure 5 donne la forme des distributions pour les différentes

valeurs de A et de B = ok

Ces formes sont définies en fonction des paramétres o et A de la
loi Pearson III et en fonction de k donc de la base choisie dans

la transformation logarithmique,en particulier:

- 16 -~



FIGURE 5 . Différontss formes de o fonchion domsité de il ioi log- Pesrsen XX
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1}

[
=t

Si a=e, on a: y = ILn x avec k

=
n

Si a =10 ¥y = log  x,

1 =,
10 ogloe 434

Les cas spéciaux tels que A= 1, f= -1, R= -2, ne présentent pas

beaucoup d'intérét et s'étudient facilement en considérant les rela-

tions (2.1),(2.2),et (2.3) donmant la fonction et sds dérivées.

Le cas de la loi Log-gamma (m=0) se déduit de la figure 5, l'intervalle

de variation devient (0,1) pour o < o et (1, + ) pour o > o.

A partir des résultats concernant les dérivées premiére et seconde,
1'existence d'un mode et de points d'inflexions, les limites de 1la
fonction et de sa dérivée aux bornes de l'intervalle de variation,
on peut mettre en &vidence les différentes formes de la fonction den-

sité de la loi Log-Pearson III, (Fig. 5).

Dans le cas f < o on est amené & considérer plusieurs cas comme le

montre la figure 5.

Plus particuliérement lorsque -2 < B < =l et 1 < XA < 2 ondoit envi-

sager les deux cas de figure, A et B tels que:

® si 2 <B < -1 et A< - (4B% + 128 + 7)
si 2 <B<-3 et A > - (48% 128 + 7)
si ~3<p<-n et A > - (48 + 128 + 7)

Cette &tude montre que la fonction densité de la distribution Log-
Pearson III prend des formes tré&s variées, ce qui met en évidence 1la

souplesse de cette loi.
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3. PRELIMINAIRES STATISTIQUES

Ce chapitre a pour but de rappeler de maniére succinte des ré-

sultats importants de la théorie statistique, que 1l'on appliquera dans les

chapitres suivants aux distributions Pearson III et Log-Pearson III.

3.1

Moments et coefficients

On considére une distribution continue,définie par sa fonction densité
de probabilité f(x) , 1l'intervalle de définition de la variable aléa-

toire est D.

Le moment non centré d'ordre r de la distribution,défini pour r entier

positif est:
. - r
BL= x f(x) dx (3.1)
D
Le moment non centré d'ordre 1, ui est la moyenne de la distribution,

et 1'on peut définir les moments d'ordre r ( r entier positif) centrés

par rapport & la moyenne par;

. = f(x - u')r f(x) dx (3.2)
1
D

Les moments centrés u_ sont 1iés aux moments non centrés u; par 1la

relation:

=8 oo {—ui)j (3.3)

Le moment centré Yy est toujours nul, le moment centré Uy appelé

variance,caractérise la dispersion de la distribution autour de la
moyenne, (1'écart type est la racine carrée de la variance). Il

est possible de définir 3 partir des moments de la distribution
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certains coefficients caractéristiques tels que:
1

u

coefficient de variation CV = ﬁ% (3.4)
1
U

coefficient d'asymétrie CS = —2572 (3.5)
Mo
U

coefficient de finesse C, = —ﬁi- (3.6)
(ou d'aplatissement) - Uy

Le signe de CS indique si la distribution est & asymétrie positive
(CS > 0) ou négative (CS < 0); lorsque CS = 0, la distribution est

symétrique par rapport i la moyenne.
Dans le cas de 1la Loi Normale, on a CS = o0 et Ck = 3.

Lorsque 1l'on considé@re un &chantillon de taille N constitué d'évé-
nements indépendants tiré&s d'une population, il est &galement possible
de définir les moments de 1'échantillon, qui sont des variables aléa-
toires dont une réalisation donnée est une estimation du moment cor-
respondant de la population.

Si Xy (i =1, ... N) sont les &léments de 1'échantillon, on définit
pour un ordre r entier positif,les moments non centré m; et centré

par rapport 3 la moyenne m_ par:

N
-1 r
m =% Y X (3.7
i=1
N
r
_1
moF N E: (Xi - mi) (3.8)
i=1

De la méme mani@re que précédemment, il est possible de définir cer-

tains coefficients comme fonction des moments de 1'@chantillon.

- 20 -



3.2

Fonction caractéristique, cumulants

La fonction caractéristique d'une distribution est définie par:

we) = | erF f(x) dx (3.9)
D

. . . e .2
t est un nombre réel, i est imaginaire (i” = -1)

Cette fonction est d'une grande importance car elle permet de déter-
miner les moments et les cumulants d'une distribution. Si Y(t) peut

se développer suivant les puissances de t, le moment non centré d'or-

Lo\ T
dre r est le coefficient de Sl%l—~ du développement et l'on a:

. r
p(e) = z L (3.10)
r=o

Connaissant les moments non centrés, il est possible d'en dé&duire les

moments centrés par rapport & la moyenne 3 1l'aide de la relation (3.3).

Pour caractériser une distribution il est possible de déterminer une

série de constantes appelées cumulants qui possé&dent d'importantes

propriétés., Le cumulant d'ordre r, K. est défini comme le coefficient

.\ T
de S%%Q—- dans le développement de Ln ¥ (t) si il existe, on a alors:

. r
Loy (t) = ¥, <. %-E)— 3.11)
r=1 )

A partir des relations (3.10) et (3.11) il est possible d'établir des

relations entre les moments non centrés et les cumulants, et en tenant

compte de (3.3), entre les moments centr@s par rapport a la moyenne,

et les cumulantsj on a en particulier:
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Ll .
L] 1
Hy = Ky
u, = K

3 3 : (3.12)

_ 2 '

u4 = K4 + 3K2
u5 - K5 + 10 K3 K2
W= oK, +15K K, +10 K2 + 15 k3

6 6 4 %2 3 2

J

La fonction caractéristique permet donc de déduire rapidement les mo-
ments et les cumulants de la distribution. Cette fonction posséde de

plus les propriétés suivantes:

N
- Si =z = E: Xj est la somme de N variables indépendantes

j=1

Xj de fonctions caractéristiques respectives wj(t) , la
fonction caractéristique de 2z est le produit des wj(t).

Cette propriété résulte directement de la structure de la fonc-

tion caractéristique et 1l'on a:

wz(t) = wl(t)* el % wj(t)* s ® wN(t) (3.13)

- Si 1'on considére la transformation linéaire = fx + p,on
. P4

peut montrer que:

b0 =Py (@2 (3.14)

- 22 -



et,il est possible d'en déduire les relations entre les cumulants:

K =25 « r=2,3, ...
r,y r,x
(3.15)
Kl,y =2 Kl,x +p
K sont respectivement les cumulants d'ordre r des

et
r,y r,x

variables y et x.

Un cas particulier important est celui ol 1l'on considére la distri-

bution standardisée, la variable standardisée t est telle que:

r,X

r/2 ( en particulier « = 1)
(KZ,X)

2,t

3.3 Distribution des moments

Les moments d'un &chantillon de taille N, tiré d'une population don-
née, sont des variables aléatoires qui suivent des distributions dont

certaines caractéristiques peuvent &tre détermindes (KENDALL 1969):

a) On peut montrer que le moment non centré de 1'échantillon, m% est
distribué avec:

une moyenne E(m;) = u; (3.16)

: ' =_]_-_ | 12
une variance Var(mr) N Moy ~ W', (3.17)
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b)

La distribution de m; est asymptotiquement normale quand N - o,

La covariance de 2 moments m; et mé est telle que:

1
' 1y = ' - 1! 1
Cov(mr, mq) ] [uq+r uq ur‘} (3.18)
Si 1'on considére les moments centrés par rapport 3 la moyenne(mé),

les résultats sont moins simples car la moyenne de 1l'échantillon
est soumise A des erreurs d'échantillonnage, on peut cependant mon-

trer que m est distribué avec:

une moyenne E(mr) ® (3.19)

une variance Var(m ) =L u —p2+r2u u2 -2y LU
r N[ 2r "r 2 r-1 r-1"r+l (3.20)

La distribution de m est asymptotiquement normale quand N > « ,

D'autre part la covariance de deux moments centrés m et mq est:
Cov (m m)=£u “W_ M +rq WoM_ W o-TH U L=qu U
r’ q N|"r+q "r'q 2"r-1"q-1 ""r-1"q+l “Tr+l q—l] (3.21)

Dans le cas des moments centrés, ces formules sont des approximations

- s 1: 1 1

3 1'ordre 1/ /N, c'est-d-dire que les termes en N> §3/2 » --- etc ...
du développement de m suivant les puissances de r sont négligés.
I1 est également possible d'établir au méme ordre d'approximation des

relations donnant la covariance entre un moment centré m_ et la moy-

1
enne m! :
1

Cov(mi,mr) = %'(ur+1 L) ur—l) (3.22)
La relation 3.19 n'est pas exacte,et,l'on dit alors que m_ est une
estimation biaisée du moment [ de la population. (Une valeur non
biaisée ﬁr est telle que E(ﬁr) = ur)- On peut montrer en particulier

que des estimateurs non biaisés de uz, u3 sont:
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= ——m

N
2 TR M (3.23)

2

- N

37 (M- @-2) ™3 (3.24)

=}

55 Ty sont déterminés par la relation (3.8)

On tient habituellement compte du biais introduit par la faible
taille d'un &chantillon dans le calcul de CS en considérant

~

le coefficient corrigé CS tel que:

m Ve
3 = VN (N-1) & (3.25)

c = =
s (a2)3/2 N-2 s
m
= - 3
avec CS = 3/2
)

Cependant, WALLIS et al (1974) ont &tudié pour plusieurs distributions,
et en particulier pour la loi Pearson III, la distribution de Eé. Pour
une taille donnée N ces auteurs générent 100,000 échantillons tirés

d'une loi Pearson III d'asymétrie thé&orique Cy fixée.

Les résultats obtenus prouvent,comme KIRBY (1974) 1'a démontré que E;

(donec ES) est borné par une fonction de N quelle que soit la loi con-

sidérée. On a en effet:

lEs <22 o, |ES| <Vn (3.26)

V-1

A partir des données de WALLIS et al (1974) obtenues pour différentes

asymétries théoriques Cg "de 1la loi Pearson III, BOBEE et ROBITAILLE

(1975) ont &tabli une relation donnant C, a partir de E(E;) moyenne

pour un grand nombre d'échantillons de E;.
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On a pour 20 £ N 90 et 2 KL C§$ 5

¢ = E(E') (1 , 651, 20.20
8 s ) N N2

+

| 2
- E(E;)) (3.27)

1.48 + 6.77
N2

En pratique lorsque l'on ne dispose que d'un seul échantillon on remplace
E(E;) par son estimation E; . La correction donnée par (3.27), valable
quel que soit le signe de l'asymétrie de la distribution Pearson III,

permet une meilleure estimation que (3.25) du coefficient d'asymétrie.

3.4 Distribution d'une fonction de variableg_gléatoires

Soit: g(yl, —=Y;» ~—yk) une fonction des variables aléatoires
Yy (i =1, ..., k) telles que:
E(y;) = 0,

Si 1l'on désigne par:

6 le point de coordonnées (61, cens Gi, ...,Gk)
"y - le point de coordonnées (yl, cees Yy ...,yk)
g(y) est distribué avec:
une moyenne: E [g(y)] = o(6) (3.28)
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une variance :

2
k
var [g(y)] = i‘;]_ [%f'—iy_)} . * var yi
y=

k k
" Z Z [gy.(y)} [%;’I&’-’] * covlyy,yy) (3.29)

R I Jy=o

iZj

La distribution de g(y) est asymptotiquement normale quand N - »

De méme la covariance de 2 fonctions de variables aléatoires

g(y) et h(y) est:

k
ag(y) oh
Cov {g(Y) s h(Y)] = j_Z]_ [: ayiy l,-e [ﬁl] o var x4
= y=

k k
dg(y) [EE&ZL . cov (y.,v.) (3.30)
12'1 'Zl [33’1 L=e Wy k= s

i

Ces relations sont des approximations du méme ordre que celles rela-

tives 3 la moyenne, et & la variance des variables yl, .o yk

A partir de ces résultats il est possible de déduire la moyenne et

la variance de toute fonction de variables aléatoires et en particu-
lier de toute fonction de moments comme par exemple les cumulants, et,
les coefficients de variation et d'asymétrie.

Les différentes formules, concernant les moments centrés et les fonc-
tions de wvariables aléatoires,'sont des approximations qui sont d'au—
tant plus satisfaisantes que la taille de 1'échantillon considéré est

élevée.

Le caractére asymptotiquement normal des distributions est &galement

fonction de la taille N.

Des simulations par la méthode de Monte Carlo peuvent dans le cas

d'une distribution donnée préciser ces différents points.
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3.5

Statistiques d'ordre

Considérons un échantillon de N observations X5 Koy eee ﬁq’ par
ordre chronologique, il est possible de classer ces valeurs par or-

dre croissant et 1l'on obtient la série ordonnée:

Yy <Yy T Yy

y, est la plus petite valeur
y est la plus grande valeur
On suppose que 1'échantillon considéré est tiré d'une population dont:

- la densité de probabilité est £(x);

- la fonction de distribution cumulée est F (x).

On peut montrer (KENDALL 1969) que la fonction densité de probabilité
de 1'événement ordonné Yk est:

o [F () ]k_l. [1 - F (Yk)]N—kf (¥)  (3.3D)

N!
h () = G
C'est la densité que 1l'on obtiendrait si 1l'on avait une infinité de

de la variable aléatoire Y, .

réalisati
e ations yk k

La fonction de distribution de la wvariate Yk est telle que:
H (z,k) = Prob [Yk L Z ] (Probabilité au non-dépassement)
k-1 N-k

[F(Y )] [1-F(Y ) ] dF(Y,)
dH (Z,k) = h(Y) dY, = B (k, N-k + 1)

ou encore

(3.32)

ce qui montre que la distribution de F(Yk) associé& au rang k est

une loi B&ta de 18re espéce (B est la fonction B&ta) ,on peut en

déduire que 1l'espérance mathématique de F(Yk) est:

E [F(Yk)] = (3.33)

- 28 -



Cette valeur est souvent utilisée comme probabilité empirique (plotting
position) pour la représentation de 1'événement d'ordre k d'un échan-

tillon de taille N. Cependant BRUNET-MORET (1973 b) a montré que:

- pour un &chantillon de taille N tiré d'une population
parfaitement connue, il est préférable d'associer 3 1'é-
vénement d'ordre k, la probabilité empirique au non dépas-

sement

_ k-.3
Pk = Y+ 4 (formule de Chegodayev) (3.34)

Cette relation est une approximation de la mediane de F(Yk)

- pour un échantillon de taille N , lorsque la population mére
n'est pas connue (par exemple lorsque l'estimation des para-
métres de la population est effectuée 3 partir de 1'échan-
tillon), la probabilité empirique au non dépassement que

1'on peut associer 3 1'événement d'ordre k est:

Pk = E—:ﬁi—é- (formule de Hazen) (3.35)

On associe 3 la probabilité au dépassement F(x) de la valeur x, la

période de retour T telle que:

==

=1 - F(x) = Pr {x > x] (3.36)

T est le temps moyen sé&parant deux événements supérieurs 3 x, ce qui
ne signifie pas,que 1l'on n'observe pas en réalité durant un temps T
plusieurs &vénements supérieurs & x, on montre en effet (REMINIERAS 1967)

ue la probabilité qu'un événement soit égalé ou dépassé pendant
q P q o g P P

le temps r est:
11\F
P—Pr[szT]=l—{l—-,l—, (3.37)
en particulier pour T grand on montre qu'il y a 637 de chances qu'un

événement supérieur ou égal 3 x,, se produise pendant la durée T.

T
D'autre part BENSON (1967) et APPEL (1968) ont montré que la probabi-

3 - - -~ - 3 - 1 ]-
1ité moyenne de tous les &vénements supérieurs ou égaux a Xy eSt'TZE'
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4.1

4,2

4. PROPRIETES DE LA LOI PEARSON III ET DE SES FORMES SIMPLIFIEES

Introduction

Les différentes formes de la distribution Pearson III
suivant le nombre de param@tres et le signe du paramétre d'échelle o
ont €té mises en évidence dans le chapitre I, les caractéristiques
de ces distributions sont récapitulées dans la table 2. Le but de
ce chapitre est de développer les propriétés statistiques importantes
de la distribution Pearson III et de ses formes simplifiées. Nous insis-
tons plus particuliérement sur les parties originales telles que la
détermination de 1l'erreur-type d'un événement de période de retour
donnée, la construction de tables et graphiques d'intervalles de con-
fiance qui sont d'un grand intérét pratique pour l'utilisation de la
loi Pearson III et plus particuliérement pour son application en

hydrologie.

Fonction caractéristique, cumulants et moments

La fonction caractéristique de la distribution Pearson

III 3 3 param@tres est obtenue d partir de (1.6) et (3.9) et 1'on a:

, A-1
TOIIN [P =N [a(x-m] e~0(xm) ax
A
(m,w) si o >0
avec: A
(=, m) si o <o
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_“[E_

Distribution Fonction densité Domaine de Signe des Caractéristique
variation paramétres
Pearson III o -0, (x-m) ) A-1 o> o0
f(x) = e o (x—m) mg< x Asymétrie
. INOY)
(forme A ) A>o0 L
positive
m quelconque
A-1 o< o .
Pearson III £(x) = r(i) o o (x-m) [u(x—m)] x<m s Asymétrie
(forme B ) négative
m quelconque
Gamma o} o A=1 >0 Asymétrie
— - - m
g(Y) - 1’1(}\) e ¥ (OL ) o < y > 0 7
(forme A ) positive
m= o
< P
Gamma - =0 -0y A-1 ° AfymeFrle
g(y) = TV e (ay) y<£o > o négative
(forme B ) _ Variate
m= o - .
negative
P III v g Asymétri
earson h (u) = §( , v 4> 0 _ symétrie
a 1 paramétre positive
m = o

Table 2

: Caractéristiques de la loi Pearson III et de ses formes simplifiées




en effectuant le changement de variable v = (o - it) (x-m)

la relation précédente s'écrit:

itm 400
_e 1 -v _A-1
Y(t) = oy : 3 e v dv
2T
o
donc
eitm
W = —— (4.1)
it
-]

Cette relation est valable pour la forme la plus générale de la dis-

tribution Pearson III & 3 paramétres quel que soit le signe de a.

Le développement de ILn ¥ (t) permet de déterminer les cumulants de la

distribution on a:

Ln ¥ (t)

n
[
cr
8
!
>
-
s
S
=
1
ll—'
t
—_—

Oou encore

In ¢ (t) =

Par comparaison avec la relation (3.11) on en déduit les cumulants

de la distribution Pearson III de variable x

- ]
= A (D) - pour r > 2

(4.2)

On peut passer de la distribution Pearson III & la loi Gamma par la
transformation y = x-m et la relation (3.15) permet de déterminer

les cumulants de la distribution Gamma:
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4.3

(4.3)

De la méme maniére les cumulants de la distribution & 1 paramétre

obtenue par la transformation u = oy sont donnés par:

Kk =ak = Ar-1)! (4.4)

Y,u r,y

La table (3) résume les différentes valeurs obtenues pour les cumu-
lants jusqu'd 1'ordre 6 ( les notations utilis@es sont identiques

3 celles de la table 2.)

La moyenne et les moments centrés par rapport 3 la moyenne sont cal-
culables 3 partir des cumulants (relation 3.12), et les valeurs ob-
tenues figurent dans la table 4. Le calcul des moments non centrés

peut s'obtenir & partir du développement de Y(t) mais présente peu

d'intérét pratique.

Si 1'on considére la forme la plus générale de la distribution
Pearson III dont la fonction densité€ £(x) est donnée par (1.5), la

forme standardisée est obtenue par la transformation
7K x Iul A
K= ——== = [x —(m + —W (4.5)

la fonction densité de probabilité p(K) de la variable standardisée

est telle que:

: dx

= f [x ,] ——l

P (x) ®) || &

en exprimant p en fonction des paramétres o,A,m il vient:

A-1

e-lh/;))‘ ‘~ - K-‘%‘Tﬂ(\/}\_.;. < Tg_]) (4.6)

pR) = —1-.—(-)\—)——— l.e
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Cumulants
Kl K2 K3 K4 K5 K6 Kr
Distribution
Pearson III
3 paramstres A A 2x 6\ 240 120A Alr=1) 1
param Ty 2 3 4 5 6 r
o o o o a o
A A 2 6\ 24 120X Alr-1D)!
Gamma -~ -— = ~ —=
o 3 4 5 6 r
o2 ol o o o o
Pearson III
1 - A A 2\ 6A 24\ 120X A(r=-1)!
paramétre
Distribution 2
. - 6 24 120 (r-1)!
standardisée c>o o) 1 Wfk 5 373 5 I72-1
.. , A A A
(asymétrie posi-
tive)
Distribution _ 2
standardisée d<o o 1 V A ] _ 24 120 r (r-1)!
X 3/2 2 (-1) —5—5
. - A A r/2-1
(asymétrie néga- A
tive)

Table 3: Cumulants de la loi Pearson III et de ses

formes simplifiées




Moments

1
Ul Uz U3 U4 U5 U6
Distribution (moyenne) variance
Pearson III w2 A 22 A w2y |2 Ga w6 |22 (3aZa260424)
- o 2 3 4 5 6
3 paramétres o o o o o
A A 2 3A 4 5\ 2
Gamma 5 = 3 —Z-(A+2) —3-(5X + 6) —g-(BA +262+24)
o o o o o
Pearson III A A 23 3N (A+2) A% (5) + 6) |5) (3X2+26)+24)
1 paramétre
Distribution
standardisée o 1 3 3 + & —é—-(5+ é—) —2—(24+26A+3A2)
V;\- = A V‘X A }\2
o >0
Distribution 2
. 6 4 6 5 2
standardisée o) 1 VA 3+ 3 - — (5 + = ——(24+262+3)7)
ﬁ Y }\2
o < o0

Table 4: Moments de la distribution Pearson III et de ses formes simplifiées




Cette fonction ne dépend en fait que de A puisque 1l'on a —gT-= 1

suivant le signe de a.
Si o est positif, l'intervalle de variation est:
-VA <K< +

Si o est négatif, l'intervalle de variation est:

- o < K < +“J—;

La fonction caractéristique wK(t) de la distribution standardisée
peut &tre obtenue & partir de celle de la variable x en appliquant

la relation (3.14) 3 la transformation linéaire (4.5) il vient:

il

X
(1-1%—'——5—)
A

Le développement de Ln wK(t) permet ensuite la détermination des

4.7)

cumulants de la distribution standardisée

. Si o >o

. T
In ¢ (£) = it (—\/T+\/7)*%<it>2+...+w_tl_

K \/K)r

r
d'ol:
Kl = o0
e, = A2 ey (4.8)
. Si a <o

r A(ie)’

AT

Ln dk'(t) =it + v.. + (<D

oy 2
W_W) . (;t)
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(4.9)

1-r/2 (

kK = (-1DF a r-1)"!

A partir des cumulants il est possible de déduire la moyenne et les
moments centré&s par rapport 3 la moyenne & 1'aide de (3.12) . On
vérifie en particulier que la moyenne est nulle, les moments centrés et
non centrés sont donc identiques, la variance est &gale § 1'unité,
tandis que les autres moments et cumulants ne dépendent que du para-
métre A, leurs valeurs jusqu'd l'ordre 6 figurent dans les tables

3 et 4.

Les tables donnant la valeur de la variable Pearson III standardisée
en fonction de 1'asymétrie, donc en fonction de A , pour différentes

probabilités au non-dépassement ont &té calculées par HARTER (1969).

Comportement asymptotique de la distribution Pearson III

L'examen des moments et cumulants de la distribution Pearson III
standardis&e montre que lorsque A -+ © les valeurs limites obtenues
correspondent aux moments et cumulants de la loi Normale standardisée.
Ce résultat peut &tre &tendu en montrant que la fonction densité de
la distribution Pearson III standardisée a pour limite la loi nor-

male standardisée lorsque A > =,
D'aprés (4.6) on a:

In pK) = =X + %—Ln A-InTO) - Ki%T A+ (A-1) In (\/X;KT%T)
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4.4

D'autre part il est possible de remplacer Ln T'(A) par 1'approxima-
tion de STIRLING:

In T(A) = (A-3) In A=A +} Lo 27 + —— + €| (4.10)
12 AZ
oi € —%—) est un terme qui tend vers o quand A devient grand.
A
On peut montrer que:
1 1.2 a)\?
an(K)—-—E LnZ'lT—EK (I—OL_I +€l

ol €, est une fonction de A qui tend vers o quand A est

grand, on a alors:

Lim p(K) = L e_%K
Ao Ve

(4.11)
Donc lorsque A devient grand, la distribution Pearson III standar-
disée est asymptotiquement normale quel que soit le signe de o , ce

qui signifie en pratique que:

- La distribution Pearson III de faible asymétrie (positive ou

négative) est voisine de la loi Normale.

- La distribution Normale peut &tre considérée comme un cas
particulier de la loi Pearson III, correspondant & A dinfini

( ou & asymétrie nulle).

Coefficients caractéristiques de la distribution Pearson III

Le coefficient de variation (Cv) défini par la relation (3.4) dépend
de la forme de la distribution Pearson III que l'on consid&re, dans

le cas de la loi 3 trois paramétres on a:

I A
Cy © a| A+ mo (4.12)
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ou encore:

<

si a>o0 C = ———
v A+ mo

si a <o c_=-

Dans le cas de la loi Gamma la valeur de Cv est obtenue 3 partir

de la relation (4.12) dans laquelle m = o d'oa:

o

1
cC = R — 4,13
v T Tl (4.13)
Le coefficient d'asymétrie CS) défini par (3.5) est tel que:
o 2
C = —/— . — (4.14)
s ul ’/A

Le coefficient de finesse (Ck) est indépendant du signe de o et

1'on a:

S, .6
Ck =3 + 3 (4.15)

Par analogie,il est possible de définir des coefficients Cl et C2

faisant intervenir les moments g et U dont 1l'expression pour

la loi Pearson III est:

H
5 o 4 6)
C. = = 5 + = (4.16)
1 572 X
W / lo] Va
u
c.= —0 = 5(3.,26 |24 (4.17)
2 3 ) 2
Uy A
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4.5

Ces différents coefficients (sauf CV ) sont indépendants du nombre
de paramétres considérés, et prennent donc au signe prés les mémes
valeurs pour les différentes formes de la distribution Pearson III.

Le signe de CS et C, est celui de o, tandis que Ck et C2 sont indé-

1

pendants du signe de o.

Ces coefficients peuvent se déduire directement des moments de la

forme standardis&e pour laquelle on a My = 1, donc CS = Uy etc...

Dans le cas général de la distribution Pearson III & 3 paramétres,

il est possible de montrer que Ck’ Cl’ C, s'expriment en fonction

2
de CS par:

- 1.2
Ck“?}(l +'§"CS ) (4.18)
c. =c_ |10 + 3¢ ? (4.19)
1 s :

_ 13 .2 3.4
C2 =513+ 5 CS ) CS ) (4.20)

Dans le cas particulier de la distribution Gamma et de la distri-

-~

bution & un seul paramétre on a de plus:
¢ =2¢C (4.21)

! : .
et CS, Ck’ c C2 peuvent s'exprimer en fonction de Cv'

l’

Soient x Ris eoe X les N éléments indépendants d'un

1> Xgs 00 s 5
échantillon tiré d'une distribution Pearson III. La fonction carac-—

téristique de Xy est d'aprés (4.1):

eitm
Y. (t) = ————
3 1_i_t_A
o
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N
La fonction caractéristique de Z = E: ;% est donnée par (3.13)

j=1
wz(t) = wl(t) oo, % wj(t) L. wN(t)

A 1l'aide de la relation (3.14) il est possible d'en déduire la
fonction caractéristique de la moyenne mi de 1'échantillon
itm

= & (4.22)

L _ it AN
No.

_ t
by (0 = wz(ﬁ—

La comparaison des relations (4.1) et (4.22) montre que la moyenne
d'un &chantillon de taille N, tiré d'une loi Pearson III de paramétres
m, 0%, A est distribuée suivant une loi Pearson III de paramétres

m, No; NA, la fonction densité de mi est donc:

NA-1
f (mi] = L?gi) e_Na(X_m) [Na(x—m)] (4.23)

La distribution de mi est caracté@risée par:

A
" = Ao e
une moyenne E(ml) m o+ T U (4.24)
. A U |
une variance wvar(m!) = —% = = u (4.25)
1 Nuz N "2 .

o 2 1
= C (4.26)
el Vi V@

oili ui, g s CS sont relatifs 3 la population-mére.

un coefficient d'asymétrie Cs(mi) =

Les relations (4.24) et (4.25) correspondent 3 (3.16) et (3.17)

avec la propriété supplémentaire que mi est distribuée exactement

suivant une loi Pearson III, dont le coefficient d'asymétrie est

de méme signe que celui de la population-mére d'aprés la relation (4.26)
Si NXA est grand, mi suit une distribution approximativement Normale,
mais pour les échantillons de faible taille ou lorsque la population-
mére a une forte asymétrie, la distribution de mi ne peut €tre assi-

milée 3 une loi Normale.
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4.6

Erreur-type des moments et coefficients d'un €chantillon

On considére un &chantillon de taille N constitué d'observations
indépendantes (autocorrélation nulle) tirées d'une population donnée;
les moments et coefficients de cet &chantillon sont des estimations
des moments et coefficients correspondants de la population. Si 1'on
considére un grand nombre d'échantillons de taille N, un moment

m% par exemple sera distribué autour de la valeur u% de la popu-
lation avec une variance(ou un &cart-type) que l'on peut &valuer.

La loi suivie par la variate mé est en général difficile sinon im-
possible & déterminer (dans le cas de mi nous avons vu que cette
détermination est possible), on peut alors admettre en premié&re
approximation que mé suit une distribution normale bien que cela

ne soit rigoureux que pour N trés grand. L'écart-type de cette

distribution est appellé aussi 1'erreur-type (E.T.)

Le calcul de 1l'erreur-type d'un moment ou d'un coefficient d'un
échantillon de taille donnée a une grande importance pratique car

il permet:

- la détermination de l'intervalle de confiance de la valeur
correspondante de la population (sous 1'hypothé&se de nor-

malité)

- 1'évaluation de l'erreur d'échantillonnage associée 3 ce
moment ou d ce coefficient;
- la détermination de la taille de 1'échantillon pour atteindre

une précision donnée sur ce moment ou ce coefficient.

HARDISON (1969) a effectué le calcul des erreurs-types de moments
et de coefficients dans le cas d'un échantillon tiré d'une popu-
lation Normale. Le cas de la loi Gamma a Egalement été& considéré
(BOBEE et VILLENEUVE, 1973). En hydrologie cependant, la loi
Pearson III rend en général bien compte de séries observées d'asy-
métrie non nulle, ce qui justifie 1l'@tude des erreurs-types des
principaux moments et coefficients d'un &chantillon tiré de cette

distribution.
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Dans ce qui suit on note E;, E;, Ek, Ei, Eé les valeurs de 1'é-
chantillon pour les distinguer des valeurs correspondantes de la

population Cv’ CS, Ck’ Cl’ C2.

a. Erreur-type sur la variance, (E.T.)m
2

D'aprés (3.20) on a:

2
1 z) Hy
var m, = T =

2 S n {(M T M TN

1)

En tenant compte de la relation (4.18) 1l'erreur type de la

variance de 1'échantillon m, est dans le cas de la forme

générale de la loi Pearson III.

- 2
(E'T°)m2 - ui\J[N

en pratique les valeurs de la population Uy et CS sont in-

3 2
l+—4_CS)

connues et peuvent €tre estimées par les valeurs correspondan-

tes de 1l'échantillon; on a alors
. 2
(E.T.)m2 o méﬁV/N

Dans le cas de la loi Gamma ou de la loi Pearson & 1 paramétre

1 1_%"0‘82) (4.27)

en remplagant C_ en fonction de C_ d'aprés (4.21) on a:

®.1.)_ = mz\/%

2

= 2
1+3 Cv ) (4.28)

b. Erreur-type sur 1l'écart-type

L'écart type de 1l'échantillon est 4 = \/mz qui correspond

3 1'écart type 0 de la population. En appliquant la relation

(3.29) 3 la fonction g(mz) =7 m, on a:

2
3 ,

var 4 = 5 * var m

2

)
II12 -
v )
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En remplagant var m, par son expression déduite de (3.20)

2

il vient:

2
N e e )
4N “2 4N

var 4 =

=

Dans le cas de la loi Pearson IIT 3 3 paramétres on peut rem-—

placer Ck en fonction de CA d'oi :

g 1+2¢2 (4.29)

.\/ﬁ 4 s

Dans le cas de la loi Gamma on a de plus CS = 2CV et la

(E.T.)A =

relation précédente devient

€.1.) = —2\/1+3c? (4.30)
A ﬁ v

En pratique les valeurs de la population O, Cs’ Cv sont

remplacées par leurs estimations 4, Cs’ Cv .

Erreur—-type sur le coefficient de variation

Le coefficient de variation de 1'échantillon est défini par

_ V%
S omp
- _2 _ _2

1 ' . \/mz

= —_— * var m, + - —
v N A 2
2Vmy my | my 1

L |

1'application de (3.29) conduit i:

i
=
N1
=}
8
N
n
=
N

* var m'
1

i 1 o V2
2 Cov (m!, m,)
‘\/ ' = 1 s
2Vmy my | my = 1 " dm, =, 12
1=
MmN m =g



Ce qui s'écrit:

var ( C_) = 1 var m, + o var m! - —l—-cov { '.om
v (Zu' N 2 27 4k bt 3 s 2)
1 2 1 1
avec
~ 1 _ .2 Vs
var m, = o {u4 “2) (d'aprés 3.20)
H
var mi T (d'aprés 3.17)
!
cov lm , mi) T (d'aprés 3.22)
on obtient alors:
¢ [y -u2 w U
var (EV)= -N—V '—4—-2——2— +—£2 - FB‘T (4.31)
4u2 ui 172

Dans le cas de la loi Pearson III, la relation (4.31) devient:

CV 2 213 2Cv
(E.T.)= = — 1 + 2C ) + C _——— ) (4.32)
CV \[EE v s 4 Cs

Dans le cas de la distribution Gamma, puisque CS = ZCv la relation

précédente peut €tre simplifige:

¢ 7
(E.T)g = Yo~ [1+ c, (4.33)
v 2N

d. Erreur type sur le coefficient d'asymétrie

Le coefficient d'asymétrie de 1l'échantillon est E;

en utilisant la relation (3.29) on peut montrer que 1l'on a:

2

- 1 " Wy
var CS Y var m, + 7 5 var m, - —— Ccov (mz, mg)
Ho M2 Ha
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or:

_ 1 2 3 Vs
var (m3) = X [UG My + 9u2 6u2u4] (d'aprés 3.20)

var (m,) = 1 [ - 2]
yXO VI A

Z|=

cov (mz, m,) =

- N
3 [us 4u2u3] (d'aprés 3.21)

en remplagant il vient:

2
u 3u o
- _ 1 2 3 9 3 2 3
var [C) = =53 |[Mg = My v O - Gguy) v T (Mgt (s,
NUZ “2 2

En remplagant dans la relation précédente les moments par les diffé-

rents coefficients on a:

O

-\ - 2 2 , 2)
var [cs) = —-[(cz - ¢S+ 9 -6C, )+ 7C.° (@ -1 —3(08 ¢, - 4c, ]
et puisque dans le cas de la loi Pearson IIT les coefficients Ck’
Cl’ C2 peuvent s'exprimer en fonction de CS par les relations (4.18),

(4.19) et (4.20) on a:

/6 3.2 5 4
(E.T.)ES = ﬁ (l + 5 CS + E CS ) (4.34)
Dans le cas de la loi Gamma on peut exprimer 1l'erreur type en

fonction de Cv:

-\/ 6 2 4
(E.T.)CS “\l 5 (l + 6 Cv +5 CV ) (4.35)
Les différentes formules donnant les &carts-types de moments centrés
ou de coefficients d'un €chantillon ont été établies & partir d'ap-
proximations dont la validité dépend de la taille de 1'échantillon.
De maniére générale pour une taille d'échantillon donnée, les for-

mules relatives 3 des moments d'ordre peu &levé sont plus précises.
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Dans le cas du coefficient d'asymétrie les formules 4.34 et 4.35 ont
été établies en faisant intervenir des moments centrés jusqu'd 1'or-
dre 6, et leur validité pour des petits &€chantillons est douteuse,
MATALAS et BENSON (1968) comseillent de considérer 1'erreur-type

du coefficient d'asymétrie lorsque N > 100. Pour les &chantillons

de faible taille on peut cependant tester si Cé est significative-

ment différent de o, en effet lorsque CS = o la distribution Pearson
III tend vers la loi Normale et FISHER (1931) a montré que pour des

échantillons tirés de la loi Normale on a:

6N (N-1)
(E'T')Es =.\/ m2) (D) (N+3) (4.36)

Lorsque N est grand (E.T.)E- - %—, qui est la limite obtenue
s

dans (4.34) lorsque CS »> o.

De maniére générale les formules &tablies précédemment pour la dis-
tribution Pearson III sont aussi valables pour la loi Normale, il
suffit de faire CS = 0o dans ces formules; 1la table 5 récapitule
les ré&sultats obtenus pour la loi Pearson III, la loi Gamma et la
loi Normale. Les figures 6 et 7 donnent les erreurs-types rela-
tives pour la moyenne, la variance, l'écart-type et le coefficient
de variation respectivement dans le cas de la loi Normale et de la

loi Gamma.

Les formules établies précédemment permettent donc de déterminer
1l'erreur-type de certaines caractéristiques d'un &chantillon tiré
d'une population qui suit la distribution Pearson III od 1'une de
ses formes simplifiées. Ces formules cependant ne sont que des
approximations, d'autant plus valables que la taille de 1'échan-
tillon est élevée. Dans le cas d'échantillons montrant une asymé-

trie et pouvant provenir d'une distribution Pearson III, il est
donc important d'utiliser les relations précédentes et non comme
cela est souvent fait des formules d'erreur-type relatives 3 la

loi Normale qui conduisent & une sous-estimation.
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Distribution

Gamma
Loi Pearson III N Normale
Pearson III 3 1 param@tre
Erreur-type
Moyenne (E.T.)m, g 9 2
N VN N
v
2 3 .2 ) 2 2
Variance (E.T.) —_ 211+ = C ————;\/2(1 +3C ) My £
o Ve R X N
g 2 (o} 2 (0]
1++C¢C 1+3C¢C
Ecart-type (E.T.)é ‘\[21? 4 s ﬁ V v m

Coefficient de

variation (E.T.)C
v

C
-V 1+ ¢C 2
Van v v

Coefficient

d'asymétrie (E.T.)C

s

/e

1+6cz+5c4)
v v

zZ{o

Table 5

Erreurs-types pour les différentes formes de la loi Pearson III et la loi Normale
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4.7

Erreur—type d'un &vénement de période de retour donnée

L'un des problémes les plus importants de 1'hydrologie concerne 1'es-
timation du débit de crue correspondant & une pé&riode de retour don-
1

née T, c'est-d-dire & une probabilité au dépassement p = T - Ce

probléme se pose notamment avec acuité dans les projets de contrdle
de crue, d'aménagements hydroé&lectriques oli le dimensionnement des
ouvrages, le calcul des risques encourus sont conditionnés par la
grandeur de la crue de période de retour T ( T = 1000 ans par exem-

ple) et par l'erreur commise sur son estimation.

Cette estimation est soumise & deux types d'erreur:

- erreur due 3 l'inadéquation de la distribution statistique
choisie pour représenter la population; cette erreur est
difficile 3 &valuer car en pratique plusieurs distributions
sont susceptibles de représenter un phénoméne hydrologique
donné et aucun test statistique ne permet de déterminer la

meilleure loi.

- erreur d'échantillonnage dans la détermination des paramétres
de la distribution choisie, car 1l'on dispose seulement d'un
échantillon de taille N , ce qui se traduit par une erreur-

type (E.T.)Y sur 1'événement estimé YT de période de retour
T
T.

NASH et AMOROCHO: (1966) ont &tudié& 1'erreur-type d'un &vénement ex—
tréme de période de retour T lorsque 1l'échantillon est tir@ d'une loi
Normale ou d'une loi FISHER-TIPPET (double exponentielle). Ici nous
considérons le cas de la distribution Pearson III qui permet souvent
de rendre compte adéquatement des &vénements hydrologiques extrémes.
On consid&re donc un &chantillon de taille N dont les &léments

sont des &vénements extrémes (par exemple la crue maximum annuelle)
tirés d'une distribution Pearson type III, 1'événement de période

de retour T de la population est Y., tel que :

T
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- \
YT Wt X \V My (4.37)

ui et uz étant respectivement la moyenne et la variance de la po-

pulation, ¥ est la variable standardis&e qui est fonction de la

période de retour T et du coefficient d'asymétrie CS de la population.

La valeur estimée YT est donnée par:

]
YT m o+ K\/mz (4.38)

ou

Y

. -
=W (1 + K cv) (4.39)

K, variable standardisée, dépend de la période de retour T et de la
valeur estimée & partir de l'échantillon du coefficient d'asymétrie

C .
s

L'estimation Y,, est une variable aléatoire distribuée approximati-

T

vement selon une loi Normale de moyenne Yo et d'écart type (E.T.)Y :
T

cette tendance vers la normalité qui dépend fortement de la taille de

1'échantillon est due au fait que YT est fonction des moments es-

timés, donc de sommes de variates soumises 4 l'effet du th&oré&me

Central Limite.

La détermination de Oy > dans le cas ol 1l'on suppose connu a priori
T

le coefficient d'asymétrie CS de la population, ce qui revient dans

la relation (4.38) 3 négliger la variabilité de K, a &té effectude par
HARDISON (1969) qui obtient:

2
. U 2
[(E.T.)Y] = 2 [1 s 2 2 Voo x] (4. 40)
T N 2
avec: 'b2 =11+ 3 C 2 )
4 s
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Dans la relation précédente p est le coefficient de corrélation
entre la moyenne (mi) et 1'@cart type (s) de 1'échantillon, il est
cependant possible de montrer BOBEE (1973) que dans le cas de la

distribution Pearson III on a:

C
- S
p =

32
‘\/2\1 ¥ 2C

La relation (4.40) peut alors se mettre sous la forme

2 u 2
{:(E.T.)Y ] = 2 11 4+X
T

1+—csz)+xc (4.41)

Ces différentes formules cependant sont peu réalistes puisqu'elles

sont établies en supposant CS connu, alors qu'en pratique Cs est

inconnu ; on ne connalt quelﬁg,fcoefficient d'asymétrie de 1'échan-

tillon qui est soumis a de fortes erreurs.

Dans ce qui suit nous déterminons (E.T.)Y en tenant compte de
T

la variabilité de K due 3 1l'erreur d'échantillonnage commise sur

C_.
s

En ce qui concerne les différentes formes de la loi Pearson III on

doit envisager deux cas suivant que 1l'on admet ou non la relation

a) Calcul de (E.T.)Y , quand E; =2C

Dans le cas de la loi Pearson III 3 deux paramétres (Gamma)

ou 3 un seul paramétre on a la relation (4.21) : CS =2 CV

entre les coefficients de la population. Cette relation sera
encore vraie pour les valeurs estimées si 1'on utilise la

méthode du maximum de vraisemblance (cf. Chap. 7) pour estimer
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les paramétres de la distribution ( la méthode des moments

conduit en général & E; #2 E; ).

Lorsque l'on a C, = 2 Cv’ Y. donné par la relation (4.39)

est alors fonction de mi et E&, on a donc d'aprés (3.29):

2 ey, P oy, |\ or, | | ox
= — | — — —— ]
(E.T.)Y Y var m'; + | % var C_ + 2 . 5 Cov (m l’Cv)
T 1 v i/0 v [0
0 0
PO . = t = r . - .
Les dérivées partielles sont calculées pour mo= Uy omy T My
-~ - . -~ = . . PR 1 . .
v Cv’ CS Cs’ ce qui est symbolisé& par l'indice o; on
peut alors montrer (BOBEE 1973 a) que l'on obtient:
T 21 x| | 2 (6.42)
= _Z = oR 4,42
(E.T.)YT 4L+ xec, ) r3lx+2c 3 1+c,

)
Si 1'on néglige la variabilité de K, ce qui revient & faire

g%— = o dans (4.42) pn obtient une relation simplifiée
8

(o}

qui se ram@ne 3 (4.41) en tenant compte de CS =2 Cv'

La formule (4.42) fait intervenir les valeurs de la population
pour les moments et les coefficients, en pratique on leur
substitue les estimations obtenues & partir de 1'échantillon,

oK

0 peut d'autre part &tre calculé 3 partir des tables
8

o
de HARTER (1969).
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b)

v

Calcul de (E.T.), quand C_# 2 C
YT s

On se trouve dans ce cas lorsque 1l'on considé&re la distribution
Pearson III 3 3 paramétres, ou lorsque pour les formes 3 2 ou l

paramétres on utilise la méthode des moments.

L'éveénement YT est alors fonction de m!, Cv’ et CS et 1'on a

d'aprés (3.29):

2 ey 57, \? oY, |2
= | — ' —_ —_
(E.T.)Y oy var m'; +| =G var CV +3g var CS
T 1 v s
0 ) )
v, | [y 3Y,, 8Y,
' 1
Y2 3 Cov (m'y, C)) + 2| 5m sc_| Cov (m, C
1 v 1
o o o o)
oY oY
T T
+ 2 T -B—C— Cov (Cv, CS).
v s
o o
Les dérivées partielles sont calculées au point mi = Uqps
m, =Y, etc...., ce qui est symbolisé& par 1'indice o on

peut alors montrer (BOBEE 1973a) que l'on a:

2 . Xi 3 .2 Cs2 K
(E.T.)Y _I\I—_— 1+2 (l+ZCS)+XCS+6(1+TaT
T s
o
2
3K | Cs X
. *C“—J (1+5—4—— * 5 C (4.43)
s
o

Pour 1'utilisation de cette formule on remplace les moments et

coefficients de l1la population par leurs estimations & partir
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dK

9C
s

de 1l'échantillon, est déduit des tables de HARTER (1969). Lors-

o

que l'on néglige la variabilité de K, c'est-3-dire si -%%— = 0, on obtient
s
o

la relation simplifide (4.41).

Lors de l'estimation d'un &vénement de période de retour T, on détermi-
ne 3 partir de 1'échantillon de taille N, la valeur YT ainsi que 1'erreur-
type (E.T.)Y , pour obtenir en particulier les limites de 1l'intervalle

T
de confiance de Yo correspondant 3 un niveau donné. Il est donc important
de mettre en &évidence l'erreur commise dans la détermination des inter-
valles de confiance lorsque 1l'on utilise les formules simplifides au lieu

des relations qui tiennent compte de la variabilité deK.

Si on suppose que YT est distribué normalement avec une moyenne Yo

et un écart-type (E.T.)Y , ce qui est une approximation d'autant plus
T

valable que N est grand, l'intervalle de confiance de Yo correspondant

3 un niveau (1 - o ) 7 est tel que:

- % *

T T

La taille de l'intervalle de confiance pour une période de retour donnée

% & i -
T est donc 2 u&/ (E.T.)Y s ua/2 étant la variable normale stan

2 T

dardisée correspondant 3 la probabilité au dépassement 0/2.

Pour o et N fix@s considérons les rapports:

(E.T.) (E.T.) ]
_ [ YT]Z [ Yrl3

k, = k. =
1 2
(E.T.) (E.T.)
[ YT}l | [ YT]l
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4.8

Les indices 1, 2, 3, sont relatifs respectivement aux relations donnant

les erreurs-types, (4.41); (4.42); (4.43); kl et k2 représentent les

rapports entre les tailles des intervalles de confiance obtenues par
la formule compléte et la formule simplifiée respectivement dans les

cas E; =2 E; et E; F2 E;. Les tables 6 et 7 donnent les valeurs

~ 1 .
de kl et k2 pour une probabilité au dépassement P =7 et une asymétrie

CS données et permettent de mesurer 1l'influence de la variabilité de K

sur les intervalles de confiance correspondant & un niveau donné lors de
1l'estimation d'un événement de période de retour donnée T, & partir

d'un échantillon de taille N.

Les fonctions K(Cs) pour P (ou T) donné ont été ajustées,3i partir des

tables de HARTER (1969), par des polynomes pour déterminer g%- .
s

Les résultats obtenus, représentent en fait la limite des rapports kl

et k2 lorsque N devient trés grand. 1Ils montrent cependant que pour

les périodes de retour é&levées et surtout dans le cas E; # 2 E;

1'emploi des formules simplifies conduit 3 une sous-estimation impor-

tante des limites d'intervalle de confiance.

Génération d'une wvariable suivant une distribution Pearson III

I1 est souvent utile de construire une série tirée d'une population
distribuée suivant une loi Pearson III dont les paramétres 0O, A, m
sont connus ou encore dont la moyenne la variance, le coefficient
d'asymétrie sont fix&s. Ce probléme existe en particulier si 1'on
veut:
- comparer deux méthodes d'estimation des paramétres par
simulation;
- @&étudier par simulation le comportement asymptotiquement
normal de la distribution des moments d'un &chantillon;
- simuler une longue s&rie conservant des caractéristiques

données.

- 57 -



o

DE CONFIANCE LORSOUE ES =2 EV

: INFLUENCE DE. LA VARIABILITE-DE: K:SUR-LES INTERVALLES ¥

Cs .001 .002 .005 .010 .020 .050 .100 .200 .500
0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

.1 1.036 1.032 1.026 1.021 1.016 1.009 1.003 .998 1.000

.2 1.066 1.059 1.048 1.039 1.030 1.016 1.005 .997 1.001

.3 1.091 1.081 1.067 1.054 1.041 1.022 1.007 .995 1.002

.4 1.113 1.100 1.082 1.067 1.050 1.026 1.008 .992 1.003

.5 1.131 1.116 1.095 1.077 1.058 1.030 1.008 .990 1.006

.6 1.145 1.129 1.105 1.086 1.064 1.032 1.007 .988 1.008

.7 1.157 1.140 1.114 1.093 1.069 1.034 1.007 .985 1.012

.8 1.167 1.149 1.121 1.098 1.073 1.035 1.005 .982 1.016

.9 1.176 1.156 1.127 1.103 1.076 1.036 1.004 .980 1.022
1.0 1.182 1.162 1.132 1.107 1.078 1.036 1.002 .977 1.028
1.1 1.188 1.167 1.136 1.110 1.080 1.035 1.000 .974 1.035
1.2 1.192 1.171 1.140 1.112 1.081 1.035 .998 971 1.044
1.3 1.196 1.175 1.142 1.114 1.082 1.034 .995 .968 1.054
1.4 1.199 1.177 1.144 1.115 1.083 1.033 .992 .965 1.066
1.5 1.202 1.180 1.146 1.117 1.083 1.031 .989 .961 1.079
1.6 1.204 1.181 1.147 1.118 1.083 1.029 .986 .958 1.093
1.7 1.205 1.183 1.148 1.118 1.082 1.027 .982 .955 1.109
1.8 1.207 1.184 1.149 1.118 1.081 1.025 .978 .953 1.127
1.9 1.208 1.185 1.150 1.118 1.080 1.022 975 .950 1.145
2.0 1.209 1.186 1.150 1.117 1.079 1.019 .970 .948 1.165
2.1 1.209 1.186 1.150 1.117 1.078 1.016 .966 .946 1.184
2.2 1.210 1.186 1.150 1.116 1.076 1.013 .962 .944 1.204
2.3 1.210 1.186 1.149 1.115 1.075 1.010 .957 .943 1.223
2.4 1.210 1.186 1.149 1.114 1.073 1.006 .953 .942 1.240
2.5 1.210 1.186 1.148 1.113 1.071 1.003 .948 .943 1.255
2.6 1.210 1.186 1.147 1.112 1.069 .999 .943 .944 1.267
2.7 1.210 1.185 1.147 1.111 1.067 .995 .939 .946 1.275
2.8 1.209 1.185 1.146 1.110 1.064 .991 .934 .949 1.277
2.9 1.209 1.184 1.145 1.109 1.061 .986 .929 .953 1.274
3.0 1.209 1.184 1.143 1.107 1.059 .982 .925 .959 1.265
3.1 1.208 1.183 1.142 1.105 1.056 .978 .920 .965 1.249
3.2 1.208 1.182 1.141 1.103 1.053 .973 916 975 1.226
3.3 1.207 1.182 1.140 1.101 1.050 .969 911 .985 1.196
3.4 1.207 1.181 1.138 1.100 1.047 .964 .908 .997 1.159
3.5 1.207 1.180 1.137 1.098 1.044 .960 .904 1.011 1.115
3.6 1.206 1.179 1.136 1.096 1.041 .955 901 1.027 1.065
3.7 1.205 1.179 1.135 1.094 1.038 .951 .897 1.044 1.008
3.8 1.205 1.178 1.133 1.092 1.035 .946 .895 1.063 .945
3.9 1.205 1.178 1.132 1.090 1.032 .942 .893 1.084 .877
4.0 1.205 1.177 1.131 1.088 1.030 .938 .891 1.105 .803

TABIE 6
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Q
vl

.001 .002 .005 .010 .020 .050 .100 .200 .500 |

ol
s & e 8 . . . 0 . . . . o . e . . . e

* @ . L] . .
CQCVWONOOTUMIEBWNHFROWONOUIBWNEFOWONOWUMIEdRWNFHROWONNAAUTAE WNDEO

BWWWWWWWWWWHANNMNNNMNNNMNNNONNNDR P e

1.774 1.657 1.497 1.372 1.249 1.099 1.019 1.005 1.073
1.770 1.659 1.505 1.384 1.262 1.110 1.024 1.002 1.076

1.776 1.668 1.517 1.398 1.275 1.120 1.028 .998 1.083
1.786 1.680 1.531 1.412 1.288 1.128 1.029 .994 1.093
1.798 1.694 1.545 1.425 1.300 1.134 1.029 .990 1.106
1.812 1.708 1.559 1.438 1.310 1.138 1.028 .986 1.122
1.825 1.721 1.572 1.449 1.319 1.141 1.026 .983 1.143
1.837 1.734 1.584 1.459 1.326 1.143 1.022 .980 1.168
1.849 1.745 1.594 1.468 1.332 1.143 1.018 .978 1.198
1.859 1.756 1.603 1.475 1.336 1.141 1.012 977 1.232
1.868 1.765 1.611 1.481 1.339 1.139 1.006 .978 1.271
1.876 1.772 1.618 1.486 1.341 1.135 1.000 .980 1.315
1.883 1.779 1.624 1.490 1.342 1.131 .993 .984 1.365
1.889 1.785 1.628 1.493 1.342 1.125 .986 .991 1.419
1.894 1.790 1.632 1.495 1.340 1.119 .978 1.000 1.478
1.898 1.794 1.635 1.495 1.338 1.112 971 1.013 1.541
1.901 1.797 1.636 1.495 1.335 1.104 .964 1.030 1.607
1.904 1.799 1.638 1.495 1.331 1.095 .957 1.050 1.677
1.906 1.800 1.638 1.493 1.327 1.086 .951 1.076 1.748
1.908 1.802 1.638 1.491 1.321 1.076 .945 1.106 1.820
1.909 1.802 1.637 1.487 1.315 1.065 .941 1.142 1.890
1.909 1.802 1.635 1.484 1.308 1.054 .938 1.183 1.957
1.909 1.802 1.633 1.479 1.300 1.043 .937 1.230 2.020
1.908 1.800 1.630 1.474 1.292 1.031 .937 1.284 2.074
1.907 1.799 1.626 1.468 1.283 1.019 .940 1.343 2.119
1.906 1.797 1.622 1.462 1.274 1.008 .946 1.409 2.151
1.904 1.794 1.618 1.455 1.264 .996 .955 1.482 2.168
1.902 1.792 1.613 1.448 1.253 .985 .966 1.561 2.167
1.900 1.788 1.608 1.440 1.242 .974 .981 1.646 2.147
1.898 1.785 1.603 1.432 1.231 .963 1.000 1.737 2.105
1.895 1.782 1.597 1.424 1.219 .953 1.023 1.834 2.041
1.892 1.778 1.591 1.416 1.208 .944 1.049 1.936 1.954
1.890 1.774 1.585 1.407 1.196 .936 1.078 2.044 1.844
1.887 1.771 1.579 1.398 1.183 .929 1.112 2.157 1.712
1.885 1.767 = 1.573 1.389 1.171 .924 1.149 2.274 1.560
1.882 1.763 1.566 1.379 1.159 .920 1.190 2.395 1.391
1.880 1.760 1.560 1.370 1.147 .917 1.234 2.520 1.210
1.878 1.756 1.554 1.361 1.135 .916 1.280 2.646 1.024
1.877 1.753 1.548 1.353 1.124 917 1.329 2.774 .850
1.876 1.751 1.542 1.344 1.112 .919 1.380 2.902 .721
1.875 1.748 1.537 1.336 1.102 .923 1.432 3.028 .689

TABLE 7 : INFLUENCE DE LA VARIABILITE DE K SUR LES' INTERVALLES DE
CONFIANCE LORSQUE C_ 72 Ev B T
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Les méthodes existantes de génération d'une série de variables
Pearson III utilisent les propriétés de la distribution chi-deux

2 . . . n . . .
(x")s qui est une forme particuliére de la distribution Pearson III

(paragraphe 1.2).

. . ; . . ; 2 =
Soit Z wune variable suivant une distribution ¥~ & Vv degrés

de liberté, Z est également une loi Gamma de paramétre

N =
>
1]

N

o =
o

donc:

i
™
<
o
~~
N
N
"
< |0

1 - .
Wy (2) = v; My (z)
La variable standardisée Pearson III d'asymétrie—\/gg est alors:

_ % “i (2) - Z -V
\V H, (2) V 2v

Une variable X tirée d'une distribution Pearson III 3 asymétrie

K

positive définie par ui x), uz(X), CS(X) est telle que

= @ o+ Vi |22 (4.44)

Vav

8
ec: =\/=
av C, x) N

Si la distribution Pearson III est définie en fonction des paramétres

G, A, m on a:

Va|z-v (4.45)
L RYEN

A
X (m+a)+

= 2

Puisque Vv doit &tre un entier supérieur ou &€gal 3 1, les valeurs

avec: v

possibles de )\ sont des multiples de 1/2 et 1'on a:

cS (X)\<2\/2 ou x;%—
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Pour la génération d'une série tirée d'une distribution Pearson III
d asymétrie négative on utilise la relation qui existe entre les

probabilités des formes A et B de la distribution (Ch. 1 )

Pour obtenir une série tirée d'une distribution Pearson III de pa-
ramétres o, A, m il suffit de construire une série suivant une

. . . 2 . - . - . cez
distribution X & V= 2)\ degrés de liberté, pour cela différentes

méthodes sont possibles:
a) Si l'on considére V variables normales standardisées Y , la

variable Z telle que:

; o . . . . 2 . < .
est distribuée suivant une distribution ¥~ 8 Vv degrés de 1li-

berté et 1l'on peut déterminer la variable Pearson III, X par (4.45)

-~

I1 est possible & partir du méme principe de construire une série
tirée de la loi Pearson III et dont le coefficient d'autocorré&lation

d'ordre 1 n'est pas nul (YEVJEVICH 1966)

suit approxi-

5 11/3
b) WILSON et HILFERTY (1931) ont montré que (%— )
mativement une loi normale de moyenne (1 - 2/9 v ) et de variance
( 2/9 v ); i1 en résulte que si u est une variable normale standar-
disée, K tel que;
2 3
- 2 s s .
K = c 1- 51 Ylg | vl - 1 (4.46)
s

suit une distribution Pearson III standardisée d'asymétrie Cs'
KIRBY (1972) a montré que pour les fortes asymétries (CS >3)

une transformation modifiée est préférable.

c) FISHER et CORNISH (1960) ont montré que l'on peut,pour une dis-

tribution donnée, exprimer la valeur de la variable aléatoire
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correspondant 3 une probabilité au dépassement donnée en fonc-
tion de la variable normale de méme probabilité. Dans le cas
de la distribution X2 d Vv degrés de liberté, la variable Z
de méme probabilité que la variable normale standardisée u

est telle que:

3
Z=v+\2v u+ %-(u2 -1 + 1 (u” - 7u)

Voo V2

1« 6u4 + 14u2 - 32) . 1 (9u5 + 256u3 - 433u)
v 405 vfv 486072

_ _l_ 12u6 - 243u4 - 923u2,+ 1472
v2 25515

-

3753u7 + 4353u5 - 289517u3 - 289717u

1
vAy 9185400 2

BRUNET-MORET (1971) a montré la convergence de ce développement. Les

(4.47)

tables que 1l'on peut &tablir & partir de (4.47) pour la distribution

Pearson III standardisée concordent avec celles de HARTER (1969).

d) JOHNK (1964) a mis au point un algorithme permettant la génération
d'une variate Pearson III 3 partir d'une distribution uniforme sur 1'in-
tervalle (0,1). BERMAN (1971) décrit également ce processus de généra-
tion. Considérons la variate y qui suit une distribution Pearson III

a 1 paramétre A , si [A] et s sont respectivement les parties

entiére et décimale de A on a:

]

y; = -E: log ux T B, Log t; (4.48)
k=1
avec:
vy 1/s ,
B, = =
i Vil/s . wiyKl—s) (4.49)
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Uy s ti > Vg et W, sont des variates tirées d'une loi uniforme définie

sur [O,l]

B, défini par la relation (4.49) suit une distribution B&ta de paramétres
s et (1-s).

Au cours de cette génération on doit vérifier que:
1 1/(1-
Vi/s+wi/( S)<1

Pour générer une variate X, quil suit une loi Pearson III de paramétres

(¢, A, m) on utilise la relation:

Cette génération est valable pour la distribution Pearson III 3 asymétrie

positive (a > 0) mais aussi 3 asymétrie négative (o < 0)

4.9 Statistiques d'ordre de la distribution Pearson III

On a vu (paragraphe 3.5) que la valeur d'ordre k des &vénements
classés d'un échantillon de taille N , tiré d'une population donnée
est une réalisation de la statistique d'ordre k. La fonction den-
sité de cette variate peut s'exprimer en fonction de k, N, et
de la fonction densité de la population considérée, par la relation

(3.31).

La connaissance de la distribution des statistiques d'ordre, done
de la valeur correspondant 3 une probabilité au dépassement donnée,
est utile notamment en ce qui concerne les valeurs extrémes et la

valeur médiane.
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GUPTA (1960) a déterminé la distribution des statistiques d'ordre,dans
le cas de la distribution Pearson III & un seul paramétre prenant des
valeurs entiéres,et,a considéré différentes applications relatives aux
tests de durée de vie. Ici nous considérons le cas de la distribution
Pearson III standardisée en mettant en évidence la relation entre la
distribution de la forme 3 asymétrie positive et celle de la forme 3

asymétrie négative (BOBEE et MORIN 1973 a).

On considére deux échantillons de taille N, 1'un tiré de la loi Pearson

-~

IIT standardisée A4 asymétrie positive dont la fonction de densité est
f et la fonction de distribution F, l'autre tiré de la loi Pearson III

4 asymétrie négative définie par fa et Fa’ les deux coefficients d'asy-

métrie étant opposés
[(C ) ° ]
s s
a

On désigne par Xk 1'événement d'ordre k relatif 3 la loi f et

par Yk celui relatif 3 la loi fa'

Soient h(X ) et h (Y,) les densités de probabilité de et Y, qui
a‘'k k

sont définies par la relation (3.31).
H (z, k) et Ha (z, k) les fonctions de distribution cumulée des

Xk et Yk'

On a d'aprés la relation (3.32)

H (z,k) = Pr [xks z]= ;__h () dx

A

H, (z,k) = Pr [Yk\< z] = h, () dY,

Ee)
I1 est possible 3 partir de la relation (1.8) entre f et fa de montrer

que H et Ha vérifient:

H (z, k) =1 -H (-z, N~k + 1) (4.50)
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Cette relation permet de déterminer les distributions cumulées des
événements ordonnés Yk (k = 1, N) de la loi Pearson III 3 asymé-
trie négative,lorsqu'on connaft les distributions cumulées des &évé-

nements ordonnés Xk (k = 1,N) de la loi Pearson III classique 3

asymétrie positive. ( Le N est le méme pour les 2 lois, tandis que

les CS sont opposés).

Graphiquement la relation (4.50) montre que la statistique d'ordre k
de la forme & asymétrie n@gative se déduit de la statistique d'or-

dre [N - k + l) de la forme & asymétrie positive par une symétrie par
rapport au point o de coordonnées Z = o, P = .5 (P étant la pro-

babilité au dépassement).

Dans le cas particulier de la distribution normale, on a CS = (CS

a
et la relation (4.50) devient:

H (Z,k) =1 -H (-Z, N-k-1) (4.51)

et la statistique d'ordre (N-k+1) est déduite de la statistique

d'ordre k par une symétrie par rapport au point o.

Résultats

Les calculs ont &té effectués par intégration numérique pour CS >0

et permettent k, N, Cs étant fixés, de déterminer Z pour une

probabilité au non-dépassement H,'{ la détermination de la valeur
de la variable Pearson III standardisée correspondant & une proba-
bilité donnée est faite d@ 1'aide du développement de CORNISH-FISHER

(4.8.c)) .

-

Les valeurs relatives 3 un coefficient d'asymétrie négatif sont dé-

duits par symétrie (relation 4.50).

L'ensemble des résultats est présenté sous forme de tables ( BOBEE
et MORIN 1972a ), qui pour chaque couple (CS, N) envisage les valeurs
de k telles que:
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4.10

k=i 10

N'1)+1 10,1, ... 10

CS varie de 0 3 1.8 avec un pas de .1

N prend les wvaleurs 11, 21, 41, 61, 81, 101.
Ici nous présentons les tables et figures correspondant 3:
C = o (table 8; figure 8)
C =+1 (table 9; figure 9)

C = -1 (table 10; figure 10)

Lorsqu'a partir d'un échantillon de taille N on détermine les para-
métres de la distribution dont 1'échantillon est tiré, il est alors
possible d'estimer la valeur d'un &vénement de probabilité donnée.
Cette estimation est soumise & une certaine erreur d'échantillonnage
et le probléme qui se pose est de déterminer 1l'intervalle de confian-

ce de 1'événement de probabilité donné.

BRUNET-MORET (1973 b) a proposé une méthode générale valable en parti-
culier pour la loi Pearson III qui consiste pour un &vénement de pé-

-~

riode de retour T ( ou de probabilité au dépassement p =-%) i

- déterminer les paramétres de la distribution 3 partir de
1'8chantillon de taille N par la méthode la plus adé-

quate;

= simuler r @&chantillons de taille N 3 partir de la dis-
tribution dont les paramétres sont connus ( r doit &tre

assez grand)

- recalculer pour chaque échantillon les valeurs des para-
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STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON III STANDARDISEE

ASYMETRIE = 0.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 11
BROB. /K 1 2 3 y 5 6 7 8 9 10 11
L010 —3,117 =—2,196 =—1,719 —1,381 —1,106 —,863 ~—,636 ~—,413 ~—_182 L075 406
L020 —2,905 ~—2,049 ~—1,596 =1,269 —1,000 ~—,761 —_,536 ~—,313 —_080 .183 .526
L050 —2,601 —1,835 ~—1,%13 =1,103 ~—_,843 ~—_609 ~—,385 ~—_162 L075 L346 L711
L100  —2,345 —1,651 —1,255 —_,957 T _70% T . 474 T _252 ~_027 L21h L495 .882
,200 —2,052 —1,436 —1,067 —,783 —,538 T _311  ~_089 J137 ,385 .679 1,098
.300 —1,854 —1,285 —,935 —,659 — 418 —,193 L028 ,257 L510 .814 1,261
L4000  —1,692 ~—1,160 —,823 ~—_554 T _317  ~_093 .128 L360 ,618 ,933 1,406
.500 —1,546 —1_,045 —_720 <~ , 457 —,222 T _000 .222 457 ,720 1,045 1,546
L600 —1,406 —_,933 —_618 —,360 ~—,128 L093 L317 .554 .823 1,160 1,692
,700 —1,261 —,814  —_510 —,257 —,028 .193 Lu18 ,659 ,935 1,285 1,854
.800 —1,098 —_,679 —,385 —,137 ,089 L311 .538 .783 1,067 1,436 2,053
L9200 -.882 -~ 495 — 214 L027 ,252 J47h L7704 L957 1,255 1,651 2,345
,950 -,711  —_ 386 —,075 L162 .385 L6009 L843 1,103 1,413 1,835 2,601
,980 -.526 —_183 ,080 ,313 .536 .761 1,000 1,269 1,595 2,049 2,906
L990 -,406 —,075 .182 L413 .636 .863 1,106 1,381 1,719 2,196 3,118

ASYMETRIE = 0.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 21
PROB. /K 1 3 5 7 9 11 13 18 17 19 21
,010  —3,303 —2,023 ~1,512 ~1,164 ~—,881 —_630 —_,392 ~ 15k L101 L4011 .852
L020 —3_,102 <T1,912 ~—1,422 ~—1,082 ~—,805 ~—,556 —,319 ~,080 177 L8k L954
,050 —2_815 ~—1,750 ~—1,288 —_,961 T _690  — 445  ~_209 L031 ,293 ,611 1,113
,100 —2.576 ~—1,611 ~—1,172 —_855 ~—,589  —_346  —_111 L131 .398 L725 1,260
,200  —2,306 1,447 ~—1,034  —_ 728 T 467 227 L008 ,253 .526 .867  1,uug
L300 —2.12% ~—1,333 —,935 —_637 —,380 14l N L34l L619 ,972 1,592
L400  —1,977 <—1,237 —,852 —_560 —,306 —,068 .168 JH17 L700 1,062 1,721
.500 T1.846 ~—1,149 —,776 T, 488  —,237  ~_000 .237 u8s .776 1,149 1,846
,600 —1,721 =1,062 —,700 — 417 ~_168 ,068 .306 .560 .852 1,237 1,977
L700 <T1,592  —_972  T,619 T 341 T _09k L1l .380 .637 L935 1,333 2,124
L800  T1,448 —_867 T, 526 —,253  T_008 ,227 J467 728 1,034 1,447 2,306
L900  —1,260 —,725 —,398 — 131 J111 L346 .589 .855 1,172 1,611 2,576
.950 —1,112 —,8l11  —,293 —,_031 L2009 N .690 L961 1,288 1,750 2,815
,980 =,954  —_usy < 177 .080 .319 .556 ,804 1,082 1,822 1,912 3,103
L990 -.852  —,u01  —,101 L154 ,392 .630 .881 1,164 1,512 2,023 3,304

ASYMETRIE = 0.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 41
PROB. /K 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 1
L010  —3,486 =—1,849 —1,337 =,990 =,707 - 453 = _209 L039 L312 .650 1,247
L020  —3,295 =1,769 -—1,272 —,932 —,652 — 400 —_156 L0093 ,369 .,712 1,385
,050 —3,023 -—1,652 —1,177 —,846 =—,570 —,320 —_077 174 Lu5h ,808 1,473
L100  —2,799 —1,551 =—-1,094 -—_,770 —, 498 —,249 —_006 247 .531 .894 1,602
,200 —2.548 —1,431 —,994% —_678 ~— 411 —_ 164 L080 .335 ,625 1,001 1,769
L300  —2,380 =1,347 —,923 -_613 =—_348 —_102 2 .399 ,693 1,079 1,897
400 2 245 ~1,276 ~—,863 —,557 —,294 = _0Uu9 L195  _usy J752 1,147 2,013
,500 —2,126 =-1,211 =,807 =,505 =—,245 —_000 L245 505 L807 1,211 2,126
,600 —2_.013 =—1,147 —,752 —_454 —_195 L049 ,294 .557 .863 1,276 2,246
.700 —1,897 =1,079 ~—,693 —,393 —_ 142 L102 L348 L613 L923 1,347 2,380
.800 ~-1,769 =-1,001 —,625 —,335 —_080 L164 L4111 ,678 L994 1,431 2,548
L900 —1,602 —,894 —_,531 -~ 247 L006 L249 L498 770 1,094 1,551 2,799
L950  —1,472 =—,808 ~— 454 —_ 174 L077 ,320 .570 L8146 1,177 1,652 3,024
.980  —1.334% —_,712 —,369 -—,093 L1586 L400 .652 ,932 1,272 1,769 3,295
.990  —1,246 —,650 —,312 —,039 ,209 L1453 707  ,990 1,337 1,849 3,487

TABLE 8 STATISTIQUES D'ORDRE DE LA LOI PEARSON III STANDARDISEE CS =0
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PROB. /K

L010
L020
L050
L100
L200
L300
L400
,500
,600
L700
,800
.900
L350
,980
.990

PROB. /K
L010
,020
L050
L100
,200
.300
Lu00
.500
,600
,700
,800
,900
L9350
,980
,990

PROB. /K

L010
L0290
L050
L100
,200
L300
L400
,500
,600
,700
,800
,900
L950
,980
,990

TABLE 8

-3,590
—3 404
-3,142
—-2,925
~2,683
-2,523
—2,394
—2,281
-2,173
—2,064
1,943
-1,786
~1,665
-1,537
—1,455

1
~3,663
-3 481
—3,223
-3,012
=2,776
2,621
—2,496
2,386
~-2,282
~2,177
—2,061
-1,911
-1,795
~1,673
-1,595

1

-3,719
-3,539
-3,286
-3,078
-2,847
-2,695
-2,573
-2, 466
~2,365
-2,262
-2,149
=2,004
~1,892
-1,774
~1,699

STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI

ASYMETRIE = 0.000

ASYMETRIE = 0.000

7 13
-1,758 —1,252
-1,693 —1,200
~1,598 —1,122
-1,515 —1,054
-1,416 ~,972
-1,346 —,91%4
-1,288 =, 864
-1,233 =—_,818
-1,180 —,773
-1,123 —_ 724
-1,058 ~—,668
-,969 —_,590
-,896 ~—,526
—.816 ~ 455
-.,763 ~— 408
9 17
-1,701 ~1,200
~1,645 ~1,155
-1,562 1,088
—1,490 —1,029
~1,404 ~_958
T1,.344%  T_907
-1,292 ~,_864
“1.,245 T, 824
-1,198 ~,784
T1,149 T, 742
-1,091 ~—_,693
-1,013 ~_625
-.,949 T _569
-.879 ~,507
—.832 T 1466
ASYMETRIE
11 21
-1,660 =1,164
-1,610 —1,124
—1,536 —1,064
-1,472 —1,011
-1,395 =, 947
-1,3%1 =—,902
-1,295 =—,863
-1,252 =—,827
-1,210 =_,792
-1,165 =—_754
-1,11% =_709
~1,043 —_648
-.985 —,598
-,921 —,543
-.879 —,505

(SUITE)

19

-,909
-,861
-,791
-,728
- .654
=,600
—,55%4
~,512
-, 469
—, k20
-.,371
~,298
=.,239
-,171
-,127

25
—-.859
~.818
=,757
-,703
-,638
-.591
-.552
-.515
- 478
—.438
—-.392
~.329
=,277
=.219
=,180

0.000

31

-,.825
-,788
-,734
-,685
-,627
-,585
-.550
-,516
—,483
—, 448
-,407
-,350
-,303
-,251
-,216

25

-,627
-.582
~,515
=, 455
-,38%4
-,332
~-,288
—,2u7
-.,206
-.163
-.,112
-,0u1

L017

,082

L1268

33
~,578
-,539
- 481
—., 429
~-.367
—-.322
=.284
—.,249
—,213
-.,175
-,131
~.,069
=,019

,038

.076

41

-, 54k
-.509
-.,458
- b1l
-,356
~.316
-.281
-.,250
-.218
-, 184
- luh
-.,089
-, 043

,008

Lokl
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NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 61

31

-.,372
-.,328
~.263
-,205
=,13%
~,084
=, 040
=,000
Louo
Lo8t
J13u
.205
.263
.328
L372

37

-,126
-,082
-,017
Loul
J112
L163
L206
247
.288
.332
.38
455
,515
,582
,627

43

J127
J171
,239
,298
L371
JH2h
L469
L512
L 550
L600
L6510
.728
L791
,861
,909

49

408
U455
.526
,590
.668
J72k
.773
.818
L 86U
Lolu
.972
1,054
1,122
1,200
1,252

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 81

41
—.,323
~,285
-.,228
-.178
-, 117
L073
=,035
L000
,035
L073
J117
178
,228
.285
,323

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 101

51

~,289
-,256
~,205
-.159
-,105
-,065
-,031
~,000
L031
L065
L105
L159
.205
.256
,289

49
~,076
—-,038
L0139
L0639
L131
.175
,213
L2409
L2814
L322
L367
L429
Ju81
.539
,578

61

-.0n1
-,008
Lou3
,089
Jlud
L1814
.218
,250
.281
.316
,356
L411
L458
.509
-

57
,180
,219
0277
.329
.392
L438
478
L515
.552
.591
.638
L703
L757
.818
.859

71

L216
.251
,303
L350
L407
YY:
L 483
L516
.550
.585
,627
,685
. 730
,788
,825

65
LU66
.507
,569
,625
,693
742
. 784
.82
.86L
L907
.958

1,029

1,088

1,155

1,200

81

,505
L5u43
.598
L6438
,709
L754
.792
.827
.863
,902
Lou7

1,011

1,064

1,124

1,164

55

,763
L816
,896
,969

1,058

1,123

1,180

1,233

1,288

1,346

1,416

1,515

1,598

1,693

1,758

73
.832
.879
L949

1,013

1,091

1,149

1,198

1,245

1,292

1,344

1,404

1,490

1,562

1,645

1,701

91

,879
.921
,985

1,043

1,114

1,165

1,210

1,252

1,295

1,341

1,395

1,472

1,536

1,610

1,660

61

1,456
1,537
1,666
1,786
1,943
2,064
2,173
2,281
2,394
2,523
2,683
2,925
3,142
3,405
3,592

81
1,596
1,673
1,796
1,911
2,061
2,177
2,282
2,386
2,496
2,621
2,777
3,012
3,224
3,482
3,665

1,700
1,775
1,893
2,00k
2,150
2,262
2,365
2,466
2,573
2,695
2,847
3,078
3,287
3,541
3,722
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STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON III STANDARDISEE

ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 11
PROB. /K 1 2 3 Y 5 6 7 8 9 10 11
L010 -1,791 ~1,544% —1,352 =—1,183 ~—1,02% ~—,867 —,704 ~—,530 —,332 —,091 .251
L020 -1,747 =—1,490 =—1,293 =1,121 =—,958 —,796 —,628 <~ uhk6 — 239 L016 .383
L050 -1,671 —1,403 ~—1,200 —1,022 —,853 —,684 —,507 ~—,31&% ~—_092 .186 ,599
L100 -1,59% =—1,320 =-1,112 =—,929 —_,755 —,578 —_,393 —_190 Lon7 .3u8 ,808
L200 -1,491 =1,212 =1,000 ~—,811 ~—_629 =, 444  —_248 ~_030 L227 ,560 1,088
L300 -1,411 -1,130 -, 915 ~—_,721 —,53%  — 342  —_,137  ,092 ,365 J724 1,311
L1400 -1,339 -—1,057 —,839 —,642 — 449 —_252 —_039  ,200 L1488 .872 1,518
,500 -1,269 —,986 —,766 —,565 —,368 ~—, 164 L056  ,306 ,609 1,018 1,726
,600 -1,196 =,913 —_690 —,485 —_,283 —,074 J155 415 L735 1,172 . 1,949
L700 ~-1,116 —,833 —,607 —,398 —,190 L027 .264 537 .875 1,345 2,208
,800 -1,019 ~—,736 —,506 —,292 —_077 J1u8 .397  ,686 1,048 1,561 2,539
L3900 -.879 -—,595 —,360 —,138 L086 .325 ,591  ,90% 1,303 1,885 3,055
L950 -.759  —, 474 =234 = 005 .228 478 .759 1,095 1,529 2,177 3,537
,980 -,619  —_333 =—_087 L150 ,395 .659 ,960 1,323 1,800 2,533 &, 1lhy
L990 -.523  —_235 L015 .258 ,510 ,785 1,099 1,482 1,992 2,788 4,590
ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 21
PROB. /K 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
L010 -1,825 ~—1,480 ~—1,252 T1,059 ~—,879  ~,700 ~—,512 ~_,307 ~,067 .245 L771
L020 1,788 ~1,435 ~1,205 ~—1,009 —,826 —,643 451 ~_239 L010 .337 L900
L050 -1,726 ~1,366 <—1,132 —,932 —,74% —_555  ~_356 <, 134 L130 L4580 1,108
L100 -1,66% —1,300 ~1,06% —,861 ~—,669 T_ 474  —_ 268 ~—,036 L2n1 .616 1,310
L200 -1,582 ~1,218 ~—,979 —_,772 —,573 ~—,372 ~_156  ,087 ,383 ,789 1,580
L300 -1,518 ~—1,156 —,915 —,705 ~—,502 ~—_295 ~—,073  ,180 L1490 ,922 1,795
L1400 -1.,462 ~1,102 T,859  T_646 T, 440  —,228 L000  ,262 .585 1,041 1,995
L500 -1,407 —1,050 ~—,806 ~—,590 —,380 16 L071 341 .677 1,157 2,195
L600 -1,352 —,997 —,751 —_,532 —_319 ~_098 J1u3 422 L771 1,278 2,412
L700 -1,291 —,939 ~—_691 ~, 469 ", 252  ~,026 .222 511 .876 1,112 2,663
.800 -1,218 ~—,869 —,619  —,39%  ~_172 L061 ,318  ,619 1,003 1,578 2,985
L900 -1,115 —,770 —,517 T_,286 —,056 .186 .455  ,775 1,188 1,824 3,488
L950 -1,027 ~,685 —.429  ~—_194 L042 ,293 .574%  ,909 1,350 2,041 3,960
,980 -,927 —,s587 —,328 ~,087 L157 417 .712 1,067 1,541 2,303 4,557
L,990 -.858 —,520 —,258 —,013 .235 ,503 .807 1,177 1,674 2,488 4 995
ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 41
PROB. /K 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41
L010 -1,853 =—1,409 =1,159 -—,951 —,757 —,562 —_356 —,126 L150 .526 1,292
L020 ~1,823 -1,374% =—1,123 —,913 =—,716 —,519 —,309 = 07 .210 L600 1,415
L050 -1,772 -1,320 =-1,067 —_855 —,654% — ,452 =, 236  ,007 ,303 L716 1,616
L100 -1,722 =-1,271 =-1,017 —,802 —,598 —_,391 ~—_170 081 .389 .823 1,810
.200 -1,656 ~—1,210 =—,954% =_735 =—,527 —_315 —_087  ,17%& L4897 L960 2,071
L300 -1,606 —1,164% —,907 —,687 —_ 475 —,259 —_026  ,243 .577 1,063 2,279
L400 -1,561 —1,124% —,866 —_ 644 — 430 —,210 L028  ,303 L6488 1,154 2 471
.500 -1,519 -1,087 —,828 ~—,60% —,387 —,164 L079 360 L715 1,282 2,666
L600 -1,476 ~—1,049 —_,789 —,562 —,343 —_117 L1131 419 .784% 1,332 2,876
L700 -1,429 ~1,007 —,746 —,518 —_296 —,065 .188 483 .860 1,433 3,120
,800 -1,3745 =,957 =—_695 =, 464  —_,239 — 004 .255 560 ,952 1,555 3 434
L900 -1,296 -,887 —,623 —,389 —,158 L08h .352  ,669 1,083 1,733 3,927
L950 -1,230 -—,828 —,563 —_325 —_090 ,158 .43%  ,763 1,196 1,887 4,389
,980 -1,156 -,760 —,493 ~—,251 —,011 J2ny .529  ,872 1,327 2,071 4,976
L990 -1,1086 ~,71% —,u45 = 201 T ,302 ,59% 946 1,318 2,200 5,409

TABLE'" 9 - STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON IIT STANDARDISEE CS = + 1
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STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON III STANDARDISEE

ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 61
PROB. /K 1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61
L010 -1,868 —1,370 —1,111 —_898 —_697 ~— 496 —_282 <~ _040 ,253 .662 1,591
L0290 -1,8%1 ~1,340 —1,081 —,866 ~—,663 — 459  ~ _2u2 L00L L30% L726 1,713
L050 -1,796 —1,294 =1,03% —_817 —_611 -,403 T, 180 L073 L38%4 .826 1,908
L100 -1,751 ~—1,253 =—,992 —,772 — _ 564 —_ 352 T _125 ,135 456 L919 2,099
L200 -1,693 ~1,201 ~—,939 —_717 ~_505 ~_289 ~ 056 L212 L5047 1,035 2,354
L300 ~1,649 ~1,164 —,901 -,677  T,462  ~ 243  ~ 005 L270 L614 1,122 2,558
L400 -1,610 ~1,131 ~—,867 ~,642  — 425 ~_202 Y ,320 .673 1,199 2,748
L500 -1,573 ~1,100 =,836 ~—,608 -,389 <~ _ 164 ,082 .367 .729 1,273 2,939
L600 -1,536 =—1,068 —,803 —_,575 —,354 —_125 124 J415 .786 1,349 3,146
L700 -1,495 -~1,03% =_,769 —,538 —,315 —,083 L171 L468 .8L8 1,432 3,387
.800 ~1,448 T 994 T _727 T 495 ~_268 —,_,033 L2286 ,530 ,923 1,533 3,696
L900 -1,381 ~,937 —,669 -.,433  —_203 ,038 .305 ,620 1,030 1,678 4,183
L950 -1,3286 -,889 —_620 -.382 —_1lus ,098 L371 .695 1,121 1,804 b, 641
,980 ~1,263 -.834 —_564  —_322  —_o8h L1867 b7 .782 1,227 1,951 5,223
L990 -1,220 -.797 —,525 ~,282  ~_ 041l L213 L4599 L842 1,299 2,054 5,653
ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 81
PROB. /K 1 9 17 25 33 %1 49 57 65 73 81
L010 -1,878 ~—1,34%3 —1,081 —~,864 ~.660 -,455  ~_235 L013 L3186 L7486 1,801
L020 -1.853 T1,317 ~1,05%4 ~.836 ~.630 -,422 T _200 L052 .362 L80k 1,921
L050 -1,811 =1,277 1,013 =.793 .58k ~.373 —.1u6 J113 k32 .89k 2,114
L100 ~1,770 =1,240 —,976 —, 754 543 -.328  T_097 L167 L1897 .978 2,302
,200 -1,716 ~—1,195 ~—_,930 -.706 <492  —_273 T _036 ,235 L577 1,080 2,554
L300 ~1,676 ~1,162 ~—,896 —_670 —, 45k -.232 ,008 ,286 ,636 1,157 2,755
J400 “1,641 ~1,134 ~_,867 640 =, 421 -,197 07 .329 .687 1,224 2,942
L500 -1,607 ~1,107 ~_,8%0 -.611 -.391 .16k ,083 ,370 ,736 1,289 3,131
L600 -1,573 ~1,079 ~—,812 —_,581 ~.359 -.130 J120 12 .786 1,355 3,336
L700 -1,537 ~1,050 ~—_,781 =.550 -.326 T _09u L161 L458 L840 1,428 3,574
.800 -1,49% ~1,015 ~—,746 —, 512  ~_286 —-,051 .208 .512 L905 1,516 3,882
L9200 -1,43% ~_965 —_695 459  — 229 L011 .276 .589 ,997 1,641 4,365
L950 -1,385 -.,924 T _653 ~.415 -.182 ,062 ,333 L6510 1,075 1,749 4,819
.980 -1,329 —,877 —,605 —,364 ~ 127 J121 .398 ,729 1,165 1,878 5,398
.990 -1,291 -.845 T, 572 T ,330 =,091 J161 Juu3 .780 1,227 1,963 5,826
ASYMETRIE = 1.000 NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 101
PROB. /K 1 11 21 31 51 51 61 71 81 91 101
L010 -1,885 —1,32% —1,060 -.841 -,634 ~,426 —,204 Lou9 ,360 ,805 1,963
L020 -1,861 =—1_,300 —1,035 -.815 -,607 -.397 -.171 L085 Lu02 .858 2,080
L050 -1,822 -1,264 —_998 -.776 -.5866 ~.352 -.122 L1850 U466 L940 2,271
L100 -1,783 -1,231 ~—,964 =, 741 -.528 -.312 =-,078 L190 L5214 1,015 2,457
L200 -1,733 -1,190 —,923 —-.697 —,u82 -.262 —-,023 ,251 .597 1,109 2,707
L300 -1,696 ~—1,161 ~—,893 -.,666 -, 448 -.225 L017 L296 .650 1,179 2,906
Lu00 -1,663 ~1,135 —,867 -.638 ~. 419 -.194 L051 .335 L696 1,241 3,092
L500 -1,632 “—1,111 =,842 =.612 -.,391 -, 164 L08Y ,373 L7480 1,299 3,280
L600 ~1,600 —1,086 —,817 =.586 —.363 -, 134 J117 L410 .785 1,359 3,483
.700 ~1,567 ~1,060 —,790 -.558 -.333 =, 101 L153 L451 .833 1,424 3,719
L800 -1,527 =-1,028 ~—,758 -.524 -,297 -.063 L196 L1499 .891 1,502 4,025
L900 -1,472 -,984 —_713 -, 477 ~.247 -,008 .256 .568 L9273 1,615 4,505
L950 -1,428 -,948 —,6786 -, 438 ~,205 ,038 L307 .626 1,043 1,711 4,957
,980 ~1,375 -,905 —,632 -.392 -.156 .090 ,365 .692 1,123 1,823 5,534
L990 —-1,340 -,877 =,603 ~.362 -, 124 L126 40k .737 1,178 1,900 5,960

TABLE 9- (SUITE) .
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PROB. /K

L010
,020
L050
L100
.200
L300
L400
,500
,600
.700
,800
L900
,950
,980
,990

PROB. /K
L010
L0290
L050
L100
.200
L300
L400
,500
.600
L700
,800
L900
L950
,980
.990

PROB. /K

L010
L020
L050
L100
,200
,300
Lu00
L500
,600
,700
,800
,900
L950
L9280
,990

1

4,590
Ly
-3,537
~3,055
-2 ,539
-2,208
-1,949
~1,726
-1,518
-1,311
-1,088
-,808
~,599

—-.,251

4,995
~y4 . 557
~3,960
-3,488
~2,985
-2,663
-2 412
-2,195
~1,995
-1,795
-1,580
-1,310
-1,108
=,900
=771

1

~5,409
4,976
—4,389
~3,927
—3 434
-3,120
~2,876
~2.666
~2,471
~2,279
2,071
-1,810
~1,616
—1,415
-1,292

STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON III STANDARDISEE

ASYMETRIE =-1.000

2

-2,788
-2,533
~2,177
-1,885
~1,561
~1,345
~1,172
-1,018
-,872
-, 724
-.,560
-.348
-,186
-,016

L091

3

-1,992
-1,800
-1,529
~1,303
-1,048
~,875
-,735
=.609
-, 488
-.365
-,227
—, 047
L092
.239
.332

A

—1,482
-1,323
~1,095

-,904
—-,686
-,537
~ 415
-,306
-,200
-,092
,030
L190
L31u
JUUE
,530

ASYMETRIE =-1.000

3
—2 488
-2,303
—2,041
-1,824
-1,578
-1,412
-1,278
-1,157
—1,041
-,922
-,789
-,616
=~ 480
-.,337
—.245

5
~1,674
-1,541
-1,350
-1,188
-1,003
-.876
-,771
-.,677
~.,585
=490
-,383
-, 241
-.130
~-.010

L067

7

~1,177
-1,067

~.909
-,775
-.,619
~,511
-, 422
-, 341
-,262
=.,180
-,087
L036
J13u
,239
L307

ASYMETRIE =-1.000

5

~2,200
-2,071
-1,887
-1,733
=1,555
~1,433
-1,332
=1,242
~1,154
~1,063
=,960
-,823
~.,716
=.600
-.526

9

-1,418
-1,327
-1,196
-1,083
=,952
~,860
-.784
—,715
-, 648
~,577
-, 497
-,389
-,303
-,210
~.150

13

-,946
-,872
~,763
-.669
~,560
~,483
-, 419
-.360
~.303
=243
-, 174
-,081
~.,007

JO7h

J126

-1,099
—-,960
—-,759
-,591
-.397
—.,264
-,155
-,056

,039
L137
L2u8
,393
.507
.628
.70k

-.807
-,712
=574
-, 455
-,318
-,222
=, 143
-,071
=,000
L073
,156
,268
.356
Lu51
J512

17

-,59¢
-,529
-, 43k
-,.352
~-,255
-.,l88
-,131
-.079
-.,028
,026
,087
J170
,236
,309
,356

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 11

6

.785
.659
L478
.325
L1438
,027
L0718
Jl6h
,252
L3u2
Lt
.578
.68
L796
.867

7

-,510
-,395
-.,228
-.,086
L077
L190
,283
.368
Juu9
.53
.629
.755
.853
,958
1,024

8

~-,258
-.,150
L005
.138
,292
.398
L485
.565
L6u2
L721
.811
,929
1,022
1,121
1,183

9

-.015
,087
L2304
L360
.506
,607
L690
.766
.839
L915

1,000

1,112

1,200

1,293

1,352

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 21

11
,503
417
.293
.186
L061
.026
,098
Jl6b
.228
.295
L372
ST
555
L6143
.700

13
-,235
-,157
-, 042
L056
172
,252
,319
,380
LUk 0
,502
,573
,669
L7t
.826
.879

15
L013
.087
J19b
.286
.39
469
.532
,590
.646
.705
772
.861
,932

1,009

1,059

17
,258
.328
L429
.517
L619
L691
L751
.806
.859
L9115
,979

1,064

1,132

1,205

1,252

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 41

21

.302
J2ul
.158
L08Y
L004
065
J117
16y
L210
,259
.315
,391
J452
,519
.562

25

-,0u3
L0111
L090
L158
,239
L296
L343
,387
430
475
527
.598
654
L716
L757

TABLE 10 STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA FORME DERIVEE DE LA LOI

29

L201
.251
,325
,389
L46h
.518
.562
.60
L6l
.687
,735
.802
.855
L913
L951

PEARSON III CS

33

JBB5
L493
,563
,623
.695
746
,789
.828
.866
,907
L95k
1,017
1,067
1,123
1,159

10

.235
.333
47
,595
,736
,833
,913
,986

1,057

1,130

1,212

1,320

1,403

1,490

1,544

19
.520
,587
,685
L770
,869
.939
,997

1,050

1,102

1,156

1,218

1,300

1,366

1,435

1,480

37

L7k
L760
.828
.887
L957
1,007
1,049
1,087
1,124
1,164
1,210
1,271
1,320
1,374
1,409

-1

11

,523
L619
L7589
.879

1,019

1,116

1,196

1,269

1,339

1,411

1,491

1,594

1,671

1,747

1,791

21
.858
L927

1,027

1,115

1,218

1,291

1,352

1,407

1,462

1,518

1,582

1,664

1,726

1,788

1,825

41

1,106
1,156
1,230
1,296
1,374
1,429
1,476
1,519
1,561
1,606
1,656
1,722
1,772
1,823
1,853



PROB. /K 1

L,010 =5,653
.020 —5,223
L050 —4 6kl
Jl00 =4 183

.200 ~—3,696
.300 —3,387
L4000 T3 146

.500 —2_,939
L600 —2_7us8
,700 <—2,.558
.800 ~2,354
.900 —2,099
L9950 ~1,908
.980 1,713
,990 ~1,.591

PROB. /K 1

.010 ~—5,826
,020 —5,398
L050 4,819
L,100 ~u,365
,200 —3,882

L300 ~3,574
L4000 —3,_.336
,500 —3,131

,600 ~—2,9u42
,700 2,755
L800 ~2 554
,900 —2,302
L,950 ~2,114
L980 ~1,921
L990 ~1,.801

PROB. /K 1

L010 =5,960
,020 —5_534
,050 —4_957
J100 =u_505
,200 —4 025
L300 =3,719
L4000 -3, 483
.500 —3_,280
.600 —3,092
«700 T2.,906
.800 ~2,.707
£900 ~2,n457
«9350  T2,271
.980 T2,080
«990 T1,963

STATISTIQUES D'ORDRE POUR LA LOI PEARSON III STANDARDISEE

ASYMETRIE =-1.000

7 13

-2,054% ~—1,299
-1,951 —1,227
-1,804% —1,121
-1,678 —1,030

-1,533 —_923
-1,432  —_8u48
-1,349  ~_786
-1,273  —,729
-1,199 ~,673
-1,122 T _61lk
-1,035 —_547
-.,919  —_u56
-.826  —,384
-.726  —_ 304
-.662  —_253

19

L8u2
,782
.695
.620
,530
L468
J415
.367
,320
.270
L212
,135
L073
Loou
L0u0

ASYMETRIE =-1.000

9 17

—-1,963 T1,227

~1,876 =—1,165
-1,749 ~1,075
-1,641  —,997
-1,516 —,905
~1,428  —, 840
~1,355 ~,786
-1,289 —_736
-1,224  ~_687
-1,157 ~,636
~1,080 ~,577
-,976 T 497
-.894 T _u32
-.804  ~ 362
-.746  —_316

-_

25

.780
L729
L6510
,589
L512
458
412
.370
.329
,286
.235
.167
113
,052
L013

ASYMETRIE = -1,000

11 21

-1,900 =1,178
-1,823 =—1,123

-1,711 =1,043
-1,615 -,973
-1,502 -,891
—1,u424 -,833
-1,359 -,785
-1,299 =,740
1,241 ~.696
T14179 T.650
“1.,1009 “ 597
~1,015 Te524

Te940 T ek 66

Te858 Teko02

Te805 T.360

TABLE 10( SUITE)

31

.737
.692
.626
.568
L499
Lu451
J410
,373
.335
.296
.251
$190
o140
.085
o019

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 61

25

—.499
= 447

-.305
—-.226
-, 171
-, 124
-,082
—=,0u0
L005
,056
125
,180
L242
.282

33

LR
-,398
-.333
-.276
—.,208
-,161
-, 120
-,083
—.ou7
-,008
L036
.097
146
L200
.235

L1

-, 404 -
-,365 -
-,307 -

-.258
-.,196
-.,153
-,117
-, 084
-,051
-.017
.023
.078
122
171
L2048

31

-,213
-.,167
~,098
-,038
L033
,083
.125
164
L202
L243
,289
.352
L403
L459
496

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 81

41

-.161
-, 121
~,062
-,011
L051
L09u
L130
J16k
L197
,232
,273
,328
.373
422
455

NOMBRE D'OBSERVATIONS N = 101

51

126
L090
.038
.008
L063
J101
J13u
L16h
L194
.225
.262
.312
.352
.397
LB26

37

Loul
.08t
L1u8
,203
,268
L315
L354
,389
425
462
,505
L564
L611
.663
,697

49

L091
127
L182
,229
.286
.326
,359
,391
Lu21
JU5h
492
L5u3
. 584
.630
,660

61

Jl2u
.156
.205
247
,297
.333
.363
.391
419
Luh8
L482
.528
.566
.607
.63k

43

.282
.322
.382
L1433
LJ495
.538
.575
,608
L6u2
.677
717
772
.817
,6866
.898

57

L3390
L36k
J415
459
.512
.550
.581
L611
L6410
L6790
.706
L754
.793
.836
.86

71

.362
.392
L438
477
J524
.558
.586
L612
.638
.666
.697
W 7h1
776
.815
L8411

49

.525
L5610
,620
L6639
L727
L769
,803
.836
.867
L901
,939
L9292

1,034

1,081

1,111

65

572
.605
.653
,695
L746
,781
.812
L840
.867
.896
L9230
L976

1,013

1,054

1,081

81

,603
.632
.676
.713
,758
,790
.817
L8452
.867
.893
.923
L96L
.998
1,035
1,060

61

1,220
1,263
1,326
1,381
1,448
1,495
1,536
1,573
1,610
1,649
1,693
1,751
1,796
1,841
1,868

81

1,291
1,329
1,385
1,430
1,494
1,537
1,573
1,607
1,641
1,676
1,716
1,770
1,811
1,853
1,878

1,340
1,375
1,426
1,472
1,527
1,567
1,600
1,632
1,663
1,696
1,733
1,783
1,822
1,861
1,885
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métres de la distribution pour en déduire une réalisation

de YT.

- Les limites de l'intervalle de confiance symétrique au ni-
veau (1 - p) sont données par les valeurs classées d'ordre
T %— et r(1 - %~), de la série simulée des r wvaleurs de YT.
Par exemple les limites inférieure et supérieure de l'intervalle de
confiance 3 90Z ( p = .10 ), en simulant r = 200 échantillons, sont

la 10éme et la 190éme valeur classée.

Cette méthode doit Eétre employée dans les cas exigeant une bonne. précision
car elle est assez longue,et pour les cas pratiques d'autres moyens

peuvent &tre utilisés. Nous indiquons ici deux autres méthodes.

I1 est possible d'utiliser les ré&sultats du paragraphe(4.7)puisque

YT est distribué asymptotiquement suivant une loi normale,d'erreur

type (E.T.)Y que l'on sait calculer. Cette méthode doit conduire
T

a4 une bonne approximation de 1l'intervalle de confiance si N est

suffisamment grand.

GLADWELL et CHENG-NAN LIN (1969) ont déterminé les intervalles de con-
fiance de 1la distribution normale standardisée en utilisant les sta-
tistiques d'ordre de cette loi; 1'adaptation de cette technique au

cas de la distribution Pearson III standardisée (BOBEE et MORIN 1973 b)

est décrite dci.

Détermination des intervalles de confiance par les statistiques d'ordre.

On considére la distribution Pearson III standardisée, d'asymétrie

positive CS = a > o. La fonction de distribution cumulée de 1'éd-
vénement Xk d'ordre k dans un &chantillon ordonné de taille N,

H (Z,k) peut &tre calculée pour la distribution Pearson III stan-

dardisée; les limites inférieure et supérieure de 1l'intervalle

- 76 -



de confiance au miveau ( 1 - p ) de 1'événement Xk sont 2 t

1 ©
Z2k telles que:

H k)=-g— ; H (Z k)=1-121 (4.52)

(Zy3s
D'autre part la variable d'ordre k correspond & une probabilité

empirique P, donc les points Alk ( P> Zlk) et AZk(Pk ZZk)’

lorsque k wvarie de 1 3 N, permettent de tracer sur un papier de
probabilité les limites inférieure et supérieure de 1l'intervalle
de confiance au niveau (1-p) de la loi Pearson III pour CS et N
connus. Les intervalles de confiance pour la forme 3 asymétrie

négative (B) (CS = -a) de fonction de distribution Ha,peuvent tre

déduits de ceux de la forme 3 asymétrie positive (A) (CS = +a,)
en considérant la relation (4.50) (la taille de 1l'échantillon N

étant fixée).

En effet, les limites inférieure et sup@rieure de l'intervalle de

confiance au niveau ( 1 - p ) pour l'ordre ( N - k + 1) sont

' ! .
Z 1,N-k +1 et Z 2, N -k +1 telles que:
G S I A R 2
(4.53)
Ho(Z2'), y _x 413 N-k+1)=1-p/2

On peut montrer 3 l'aide des relations (4.50); (4.52); (4.53) que:

' = _
2y, n-k+1" "%k

! . = -
Z 2, N-k +1 Zl,k

Les limites inférieure et supérieure de l'intervalle de confiance

correspondant 3 la probabilité empirique PN _x 4+ 1 Sont:
- . ]
Bl,N—k+1 de coordonnées PN—k+l ;s Z 1,N-k+l
= T
BZ,N—k+l de coordonnées PN_k+l ; Z 2,N—k+l)
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Puisque de plus quelle que soit la forme de la probabilité empi-

rique choisie on a Pk + P =1, les points B

N-k+1 1,N-k+1 et

B2 N-k+1 sont respectivement les symétriques, par rapport 3 o
L]

(P =.5, Z=0) des points A (figure 11).

2,k 8 A1k
Donc pour N, P, fixés la limite supérieure (inférieure) de la dis-

tribution Pearson III standardisée 3 asymétrie négative, C = -a,
s

(forme B) est déduite de la limite inférieure (supérieure) de
la distribution Pearson III standardisée & asymétrie positive,

(CS) = -a,(forme A).
Dans le cas particulier de la loi normale puisque CS = lCS) = 0, pour
a

pour un niveau (1-p) et une taille N donnés, la limite inférieure de 1'in-
tervalle de confiance peut &tre déduite de la limite supérieure

par une symétrie par rapport 3 o (P= .5 , Z = 0 ) comme le montrent

les figures 12, 13, 14,

En utilisant les résultats précédents il est possible de détermi-
ner les intervalles de confiance pour toute forme de la distri-
bution Pearson III, puisque si 1l'on connait la moyenne et la va-
riance ( aprés estimation des paramétres ), la variable standar-.

diseée est calculable.

Des tables et graphiques ont &té &tablis (BOBEE, MORIN 1972 b) qui
permettent une détermination rapide des intervalles de confiance

pour les cas rencontrés pratiquement, tout au moins en hydrologie.
Les calculs ont &té effectués pour:

Cs = (0; 1.9) avec un pas de 1

(Cg = o correspond & la loi Normale)

N = 10, 20; 40; 60; 80; 100,
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Pour chaque couple (CS,N) on considé@re les niveaux de confiance

95%, 90%, 80Z.

Les tables correspondant aux valeurs négatives CS zZ o, -.1, ....

~1.9, sont déduites par symétrie.

Les figures 12, 13, 14 et la table 11 donnent les intervalles de
confiance déterminés par la méthode proposée pour CS = o (Loi

Normale) et les niveaux de confiance 957, 907, 80%.

La formule de probabilité empirique utilisée est celle de
CHEGODAYEV (3.34), mais le programme de calcul permet d'uti-
liser toute autre formule pour Pk’
La méthode utilisée a donc permis 1'établissement de tables et
graphiques facilement utilisables, et, qui permettent de donner
rapidement une bonne estimation de l'intervalle de confiance 3
un niveau fixé, pour un événement de probabilité au dépassement
donné. Lors de l'inté@gration numérique, certaines difficultés
prévisibles ont &té rencontrées pour les probabilités extrémes
surtout lorsque N est petit et que l'asymétrie devient &levée.
En effet quelle que soit la méthode choisie, si N est petit,
la détermination des intervalles de confiance relatifs 3 une

période de retour T élevée est trés imprécise sinon impossible.

Cependant, ces tables et graphiques ont &té établis pour ré-
pondre aux cas fréquemment rencontrés en pratique, lorsque 1l'une
des formes de la distribution Pearson III convient pour repré-

senter une série de données.
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MTER =95 ASYM =0.00

-2

-3

-4 oos o1 of &5 ! ¢ . © F ) T T M I s Zn T
FIG 12 . iervalie de confionce ¢ 95% , loi  Pesrsen I =0
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A

INTER =.90 ASYM =0.00

4|

D( 005 01 02 [T} i 2 ] L] » = 0 20 L ] n - °0 ” -»
FIG |3  Intervolie de confience & 0% ., ki Peerson I Cg =0

- 82 -



INTER = .80 ASYM = 0.00

p— p—
400\ 008 01 02 05 ¢ H 5 10 E 0 0 LY © b © 0 " » ”» ”e M L2 ]

FIG i4 . infervolle de confionce ¢ 80 % , loi Peerson M Ceg=0
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TABLE 11: INTERVALLES DE CONFIANCE DE LA LOI PEARSON IIT STANDARDISEE

( Cs = 0 Loi Normale )

Intervalles de confiance pour la loi Pearson IIL N =10
Asymétrie = 0.00
Intervalle Intervalle Intervalie
95 90 80
Probabilité  .g25s +975 <050 <950 +100 +900
+067 +500 2+804 <646 2+568 +821 2+309
<100 +360 24427 -499 2+225 +663 24002
<200 <027 1.761 +153 1-606 +302 1+431
©300 —.248 1.351 —.126 l1e214 <016 1.059
+ 400 —-5014 1.035 —.382 £907 —e242 <761
+500 ~.760 .760 ~e637 +637 ~+496 + 496
©600 ~1+035 <504 —.907 +382 —.761 242
<700 —1.351 s248 “1e214 <126 ~1-059 =016
+800 ~1.161 =.027 ~1-606 —e153 “1.431 —-302
©900 —2.427 —.360 —2.225 =599 —2.002 ~+663
+933 ~2.804 =.500 ~2.568 —eBL6 —2.309 —.821
Intervalles de confiance pour la loi Pearson III N =20

Asymétrie = 0.00

Intervalle Intervalle Intervalle
95 90 80

Probabiliteé ‘025 .975 .050 .950 .100 .900
<034 ©960 3.020 1.084  2.800 1.233 2.559
<050 +855 2.688 .972 2.500 1.111 2.294
«100 <604 2.091 .707 1.951 .830 1.796
«200 +250 1.491 .342 1.383 2451 1.260
<300 -.033 1.111 <055 1.015 .158 .985
«400 ~.299 +810 -.203 .719 -.102 .615
+500 -.543 .54 3 -.456 .456 -.355 .355
«600 -.810 ©2990 -.719 .203 -.615 .103
<700 -1.111 .033 -1.015 —.055 -.905 —.158
.800 ~1.491 =.250 -1.383 -.342 -1.260 =—.451
.900 ~2.081 =.604 -1.951 -.707 -1.796 =—.830
<950 ~2.688 —+855 -2.500 —.972 -2.294 —1.111
©966 ~3.020 =.960 -2.800 ~1.084 ~2.559 —1.233
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TABLE 11: INTERVALLES DE CONFIANCE DE LA LOI PEARSON III STANDARDISEE (suite)

( Cs = 0 Loi Normale )

Intervalles de confiance pour la loi Pearson III N = 40

Asymétrie = 0.00

Intervalle Intervalle Intervalle
95 90 80
Probabilité .025 .975 “050 ©950 $100 <900
«017 1.352 3224 14460 34018 1:590 24791
<020 1.321 34104 1.425 2.910 1.552 2.698
<050 1.062 2.373 1.150 24245 1+254 2104
2100 +788 1+846 +865 1750 <954 1.643
«200 ‘415 1.298 “ 482 1.223 «561 1.137
+300 «125 <938 .189 .871 0262 «794
<400 —.134 647 -.072 +584 -.001 «510
+500 —+386 +386 —.324 «324 ~.252 «252
«600 —.647 «134 —.584 072 —4510 <001
<700 -.938 —.125 -.871 —.189 ~.794 -.262
+800 —1.298 —e415 ~1.223 —.ug2 -1.137 =561
2900 ~1 846 —.788 ~1.750 ~.865 —1.643 ~.954
+950 —2.378 T1.062 ~2+245 14150 —2¢104 1254
+980 —3.105 ~1.321 —2910 T1e426 —2.698 ~1+552
+983 —3.324 —1.353 —3.016 ~1s460 —2¢791 —1.590
Intervalles de confiance pour la loi Pearson III ‘N = 60

Asymétrie = 0.00

Intervalle Intervalle Intervalle
95 90 80
Probabilité c025 <975 .050 .950 <100 .900
«012 1.558 3.338 1.658 3.137 1.779 2.919
+020 1.436 2+906 1+526 2.750 1.634 2.581
«050 1.160 2.231 1.233 2.130 1.321 2.017
+100 «873 1.738 .937 1.662 1.011 1.575
£200 e491 1.213 546 1.152 «611 1.082
$300 $197 «862 +249 +807 +309 o7 Lk
+ 400 —.064 «575 ~.013 «523 045 e 463
+500 ~.316 .316 —.265 «265 ~-.206 .206
«600 —.575 “06H —.523 .013 -.463 -.045
£700 —.862 —.197 —.807 —.249 - 74y -.309
+800 ~1+213 —.491 -1.152 —.546 -1.082 -.611
+900 ~1.738 ~.873 ~1.662 —.937 —1+575 =1.011
«950 —2¢231 =1.160 —2.130 —1.233 —2.017 =1.321
+980 ~2.906 ~1+436 —2.750 ~1.526 ~2.581 —1.634
+988 —3.339 ~1.558 —3.137 ~1.658 —1+920 —1.779



TABLE 11: INTERVALLES DE CONFIANCE DE LA LOI PEARSON III STANDARDISEE (suite)

( Cs = 0 Loi Normale )
Intervalles de confiance pour la loi Pearson III N = 80

Asymétrie = 0.00

Intervalle Intervalle Intervalle
95 90 80
Probabilité <025 <975 <050 <950 <100 +900
«010 1.668 3+308 1.761 3.123 1.873 24924
«020 1.508 2.784 1.588 2.652 1.684 2.508
<050 1.219 2148 1.284 24062 1.361 1.965
«100 <925 1675 .981 1.609 1.046 14535
<200 +536 1.162 +585 1110 641 1.050
2300 <240 «816 .285 $769 .337 .715
« 400 —.022 «532 <022 487 .073 «435
+500 —.e274 274 —.230 .230 —.179 <179
.600 —.532 .022 -.487 -.022 —.435 -.073
<700 —.816 —.2140 —.7649 —.285 -.715 —.337
«800 -1.162 ~.536 =1.110 ~.585 =1.050 —.6u1
+900 ~1+675 —.925 ~1.609 -.981 ~1.535 ~“1:046
+950 —2.148 1219 —2.062 ~1e284 —1:965 "~1.361
+980 —2.784 =1.508 —2.652 ~1.588 =2+.508 ~1.68L
+990 ~3.308 ~1.668 -3.124% ~1.761 —2.924% —1.873
Intervalles de confiance pour la loi Pearson III N = 100

Asymétrie = 0.00

Intervalle Intervalle Intervalle
35 90 80

Probabilité .025 <975 .050 .950 L1600 L900
<0190 1.726 3.200 1.812 3.037 1.915 2.861
<020 1559 2700 1.632  2.585 1.720 2.458
<050 1.261 2.091 1.320 2.015 1.390 1.930
<100 .961 1.632 1.011 1.574 1.070 1.508
<200 +568 1.128 611 1.081 .662 1.027
©300 .269 .785 .310 .74 3 .357 .69
S 400 <006  +508 J0L46 ‘462 .092 516
<500 ~.245 c245 -.206 .206 -.160 .160
©600 “=.508  —.006 —.462  —.0u6 -.416  =.092
<700 -.785 —.269 -.743 -.310 -.694  =.357
+800 -1.128 —.568 -1.081 —.511 -1.027 —.662
<900 -1.632 —.961 -1.574 =1.011 -1.508 =1.070
.950 —2.091 ~1.261 -2.015 =1.+320 -1.930 =1.390
<9890 ~2.701 =1.559 -2.585 =—1.632 -2.458 ~—1.720
<9990 —3.201 =1.726 ~3.038 =1.812 -2.861 =1.915
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5. PROPRIETES STATISTIQUES DE LA LOI LOG-PEARSON TYPE III

5.1 Moments de la distribution Log-Pearson IIT

On reprend dans ce chapitre les mémes notations qu'au cha-

pitre 2.

La fonction caractéristique présentant des difficultés d'intégration,
la détermination des moments non centrés est effectuée directement

3 1'aide de la relation 3.1. Si u; représente le moment non

L

centré d'ordre r de la distribution Log-Pearson III, on a:

= f ol g(x) dx
L

D

'
Ur

oli D est 1l'intervalle de variation défini en (2.1) et g(x) est donné

par la relation (2.1); en posant B = a k ( avec k = 1/Ln a ) on a:

A=1
)] dx

m

g2
(U;) = “[%%%7- e k xr_(1+8) [B(Lnx

D

aa k=

(5.1)

a) Si (1 - %) >0 (c'est-a-dire B <O oufB >r >0)

effectuons le changement v = B(Lnx - % Y (1 - % )
Le domaine de variation de v est D',on a alors:
nr/k
" 18l 1 e A
r B TN A
L r
A
Soit I = e v v>\_l dv

D'
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Si B<0 ona I= d[ e Vv v>\—l dv = =T'(M)
+00

donc:

“{»)L = (5.2)

0
donc
emr/k
' - £
L 1- =
B )
b) Si (l - —-) <0 (c'est-d-dire si 0 < B < r) effectuons le

changement v = -8 (Lnx - %-) (1- %‘)

on a d'aprés (5.1):

' _ erm/k 1 v -l
{ur)L = T (r )A f e’ v dv
. 0

B

dans ce cas l'intégrale est divergente et lu;) n'est pas défini.

L
c) Si B = ok est entier, on peut montrer que pour T =B

u! ) n'est pas défini.
o

r
L

Donc finalement :
— si B =o0k <0 (c'est-3-dire o < 0 ) les moments non centrés de

la distribution log-Pearson III sont toujours définis;
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- si B =0k >0 (c'est-d—-dire o > 0) les moments non centrés de
la distribution Log-Pearson III n'existent que jusqu'd 1l'ordre

r<B=odk .

Dans le cas particulier de la loi Log-Gamma, (m = 0) les relations

(5.2) et (5.3) deviennent:

prl o= —— (5.4)

T A
s

B

ou
r

p') est le moment non centré d'ordre r de la loi Log-Gamma.
LG

I1 est possible de relier les moments (u;] aux cumulants de la dis-
L

tribution Pearson III, la relation (5.2) ou (5.3) peut en effet

s'8crire:

' = E_].:__ —£
Ln ur) X ALn |1 B)
L
Si T%T < 1 on peut remplacer Ln{l - %- par son développement, d'oi:
' _ mr i 1
Im{u - % }\Z a .« T
L k r 8 3

Si 1l'on fait intervenir les cumulants Kj de 1la distribution

Pearson III, on peut écrire d'aprés (4.2):

3
AR 1z
L“(“r)L Z 3T (k) “3

]

ou encore:

J
R T ) g 3 R
u) ze TlE (5.5)
L
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La relation (5.5) présente surtout un intérét quand [B| (donc ]al )

est grand par rapport & r car alors les cumulants Kj deviennent

trés petits quand r augmente.

En particulier si |B| >> r on a:

]

I E‘U
(u') > ek L= ek 1 (5.6)
TlL

ol ui est la moyenne de la distribution Pearson III de paramétres

A, O, m.
Le moment centré d'ordre r , ‘ur) de la distribution Log-Pearson III
L
est déterminé & partir de (ué) 3 1'aide de 1la relatiom (3.3),
L

son - expression devient vite compliquée lorsque r augmente, on a

par exemple pour 1l'ordre 2 (variance):

eZm/k 1

(“Z)L ) 1)
o

(5.7)

Certains coefficients sont importants pour préciser les caractéristi-
ques d'une distribution et présentent une grande utilité pour 1l'ajus-

tement 8 une série observée.

En ce qui concerne la distribution Log-Pearson III nous considérons

plus particuliérement les coefficients de variation (Cv et d'asy-
L

métrie (Cs) définis par les relations générales (3.4) et (3.5),
L

dont l'expression est:
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A
2
(cv) - 1-1/8 -1 (5.8)
L

ll - 2/8)
~_ 1 3 . 2
A A A 3
3 2 1 1
.. b8 g (- b3 6.0
s, = — 5.9
L 1 1 3/2
A 2\
2 1

Ces coefficients sont fonctions de A et B mais sont indépendants de
m, il en résulte en particulier que les expressions (5.8) et (5.9)

sont également valables pour la distribution Log- Gamma (m = 0).

Les valeurs de [CV) et {Cs) ont été calculées de manidre systé-
L L

matique et tabulées en fonction de A et B (BOBEE 1973b) pour &tu-

dier les relations entre ces 2 coefficients.

- Pour A fixé, c'est-d-dire pour une valeur donnée du coefficient

d'asymétrie Cs de la loi Pearson III (d'apr&s 4.14), on obtient

une courbe sur laquelle on se déplace lorsque o varie.

En faisant varier X ( ou CS ) on obtient un ensemble de cour-
bes (fig. 15).

- Pour B fixé  (donc pour o = B/k) on obtient une courbe dont
chaque point correspond 3 une valeur de A. En faisant varier

le paramétre B on obtient une famille de courbes (fig. 16)

Ces courbes permettent d'associer 3@ tout couple (CS) s (CV)
L L

\

un couple (B, CS donc (a, hy ); elles sont d'autre part valables

quelle que soit la transformation logarithmique utilisée qui est

caractérisée par k = 1/Ln a.
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FIGURE I5: Relation emtre (Cg) et (Cy) pour A fixé.



FIOURE 6 . Relation owre (Cg) ot (Cy) pour B fixé.

- 93 -



Dans le cas particulier CS = 0 (fig. 15),0on obtient la distribution
Log-Normale pour laquelle la relation entre le coefficient d'asymé-

trie et le coefficient de variation est (AITCHISON ET BROWN 1957):

SRERR

Sur un papier de probabilité Log-Normal , ol les ordonnées sont en

c

3
v, } (5.10)

échelles logarithmiques et oili les abcises représentent les probabi-
lités au non dépassement, la courbe Log-Normale est représentée par

une droite.

En ce qui concerne la distribution Log-Pearson III deux cas sont &

oo ol [

Les courbes correspondantes sont telles que CS > 0, donc a et B

considérer:

C
v

a) C

sont positifs et la représentation sur un papier Log-Normal

donne une fonction de distribution convexe.

o [lsk]

Les courbes correspondantes sont telles que CS < 0, donc o et B

b) (C < 3ic
S

L

sont négatifs, la représentation sur un papier de probabilité
Log-Normale donne une fonction de distribution concave. Cette
fonction vers une asymptote horizontale pour les fortes proba-
bilités au non-dépassement, puisque l'intervalle de variation

de la variate Log Pearson III pour o < 0 est borné supérieurement.

5.3 Comportement de (C et|C )
v s
__________ L L
a) L'examen des figures (15) et (16) conduit & certaines conclusions
concernant le comportement des coefficients Cv et CS) :
L L
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Si 1'on considé@re la distribution Log-Pearson III correspondant
d o> 0, (donc associée 3 une distribution Pearson III 3 asymé-
trie positive) elle a toujours une asymétrie positive; par contre,
si o < 0, 1l'asymétrie de la distribution Log-Pearson III peut-

€tre positive ou négative.

Si A est fixé (donc CS fixé)

quand |B| croit, CV et | C ) sont des fonctions décroissantes
L

L

et |C est une fonction croissante de |C ; d'autre part

SiL ViL

on a toujours CS) > C, comme le montre la figure (15), donc
L

si 1'on consid&re une population Log-Pearson III d'asymétrie

\CS » la population correspondante des logarithmes a une asymé-
L

c,
L

Si R est fixé

trie C <
s

quand XA croit,

CV) est toujours croissante, mais (C
L

s
L
est croissante si B < 0. Lorsque B > 0, et que A croit

CS est décroissante puis croissante.
L

si B < o,(cS

est une fonction croissante de comme

Cv
L

le montre la figure 16.

Il est également intéressant d'€tudier le comportement asymp-—

totique de (Cv) et Cs quand |B| devient grand. Si 1l'on
L

L
remplace dans la relation (5.5) les cumulants par leur ex-

pression (4.3) on a:

U'
(rL_

erm/k

2 3 4
r r T

Y
A(§-+ 252 + 3 + A S
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. P . AT . . s
Si |B| est élevé et si —5 est petit, le coefficient de 1l'ex-

B

ponentielle est petit et on peut effectuer un développement li-

-~

mité, on obtient 3d l'ordre 4:

1
ur

2 3 4
L _ Ar MO+ r Ar 2 AT
;?E7E' =1 +-§— + 5+ 3 (243X+17) + —

28 68 484

3
11 2. A

Pour obtenir le développement de , p étant un nombre

entier positif, on remplace dans le développement précédent A

par Ap.

A partir de la relation (3.3), il est possible d'obtenir le dé-
veloppement limité & 1l'ordre 4 des moments centrés de la loi
Log Pearson III lorsque IB[ est &levé, et d'en déduire le déve-~

loppement de CV et CS
L L

Comportement de (Cv) quand ‘Bl est grand
L

Quand |B| est 8levé on obtient:

Vo (1 1-) (5.11)

CV)L MR-

Cette relation montre que:

-Si B >0, (Cv) tend vers —*%- par valeurs supérieures
L
lorsque B croit et que (C ) - :YEE 'U-JLA—
vl B B2
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5.4

A e e
tend vers - —= par valeurs inférieures

- si s<o,(cV 3

L

lorsque lBl croit, (donc lorsque B décroit) et que

Comportement de

C ) quand IBI est grand
°lL

En procédant comme précédemment on peut montrer que lorsque 'BI est

- ~ A
€levé et -+ petit
8]

(5.12)

2 |8l ‘ 3 A+l
l P
B8

C N —— =2
S)L Vo B

T2
Donc quand =+~ est petit,

A
|8]

2 gl
tend vers —— — ,
/L Vi B

c'est-3-dire vers le coefficient d'asymétrie de la loi Pearson III.

C

30+1) 18l - 30+1)

Voo g2 Valsl

C >0

-

D'autre part

2
s L \/X'

Donc:
. P - 2
Ssi B >0, CS tend par valeurs supérieures vers Cs s —
L V A
Si B <O (C ) tend par valeurs supérieures vers C_ = - —
3
i1, s GT

Lien entre les distributions Pearson III et Log-Pearson III
Si la variate =x est distribuée suivant la loi Log-Pearson III
y = loga x est distribuée suivant Pearson ITII. Les résultats

€tablis pour la loi Pearson III dans le cas des erreurs-types
(4.6, 4.7) et des intervalles de confiance (4.10), peuvent &tre

utiles pour la variate y (logarithme de 1'&vénement), il est
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ensuite possible d'en déduire les résultats concernant x. En effet,

pour une transformation logarithmique de base a,on a la relation:

}%& N %_ [aAY _ Y ] (5.13)

AY est un accroissement en unités logarithmiques

— 1l'accroissement relatif correspondant & AY

Donc & une erreur type (E.T.) = AY exprimée en unité logarithmique,

. . . . AX
il est possible d'associer 1l'erreur relative T

L'étude de la distribution Log-Pearson III est cependant nécessaire
pour mettre en &vidence certaines de ses propriétés mathématiques et

statistiques.

L'intervalle de définition de la variate x, le signe du coefficient

C et
s

L

d'asymétrie |C la relation existant entre
y s s
L

CV sont en
L

effet autant d'éléments. qui guident dans le choix d'une distribution
susceptible de représenter un phénoméne donné. La table 12 récapi-
tule ces informations pour les distributions Pearson III, Log-Pearson

IIT et leurs formes simplifiées.

En ce qui concerne la loi Log~Pearson III, les résultats ont &été
8tablis en considérant la transformation logarithmique sous sa forme

générale dans une base a.
En pratique les transformations que l'on peut utiliser sont celles de
- base 10: (logarithmes décimaux) on a alors
k = 1/Ln 10 = .434
- base e: (logarithmes népériens) on a alors

k=1
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Loi

Paraméty

es

Intervalle
de la variate

Asymétrie

Particularités

2
Pearson III (A) o > 0, mquelc. (m, + ») cC =—= >0
MR TAY
C.=2¢c (l+nl)
s v a
2
Pearson III (B) o < 0, m quelc. (- ,m) c =-—-—% <9
s
\/)\
2
Gamma (A) a>0,m=0 (0, +) c =—= >0
A
A
c . =2¢C
s v
Gamma (B) 0<0,m=0 (=, 0) Cs:'__z <0
\/ A
Normale A+ (—0, 4 ) CS =0
/k
Log-Pearson (A) o >0, mquelc. (e™X, ) C >0 C > 3fcC + {{C _
s ‘ S]L l S]L l V)L l v)L B=oak
3 k = 1/Ln a
Log-Pearson (B) o < 0, m quelc. ‘0, em/k) (Cs) quelconque (Cs) < 3(Cv) + [(Cv) ] Log-decimal
L L L L
(a = 10)
3 k > 434
Log~Gamma (A) a>0 m=0 1, ») c) >0 (c > 3[c [c
‘ S)L S)L ( ") ( ")L . Log Népérien
3 (a=e)
Log-Gamma (B) a<0 m=0 0,1 ‘CS)L quelconque (CS)I < B{C )L + [(CV)L] k=1
3
Log-N 1 A > 0, = C >0 C = 3{C + C
og-Normale 0, =) ( S)L ‘ S)L ( )L [( V)L]
TABLE 12 : CARACTERISTIQUES GENERALES DE DISTRIBUTION PEARSON III ET LOG-PEARSON III




6.1

6.2

6. ESTIMATION DES PARAMETRES D'UNE DISTRIBUTION

Introduction

Lorsque 1l'on dispose d'une sé&rie d'observations que 1'on sup-
pose tirée d'une population mdre donnée, on doit en pratique estimer
3 partir des valeurs de 1'échantillon, les param@tres de la distribu-

tion et leur variance d'estimation.

Pour une fonction de distribution représentative d'un &chan-
tillon, il existe en général plusieurs méthodes de détermination des

paramétres plus ou moins faciles & mettre en oeuvre et conduisant 3

des estimations plus ou moins bonnes.

Dans le but de comparer les différentes méthodes d'estimation
11 est nécessaire de caractériser les estimateurs auxquels chaque mé-
thode conduit. Nous rappellerons donc les propriétés générales des
estimateurs et les principales méthodes d'estimation des paramétres
d'une distribution en utilisant les ouvrages de KENDALL (1967),
CRAMER (1971), RAO (1952) et DUMAS de RAULY (1968).

Estimateurs corrects et absolument corrects

a. Estimateurs corrects

Si 1'on considé@re un échantillon de taille N, Xys eereesXy, ON
peut déterminer un estimateur ty = ¢(xl, .....XN), pour un échantil-
lon donné on obtient une valeur de tN qui est l'estimation cherchée,

1'estimateur tN est donc une variable aléatoire.

L'estimateur ty du paramétre 6 est correct (ou convergent)
s'il converge en probabilité vers la vraie valeur 6 c'est-3a-dire si

quels que soient € et n arbitrairement petits, on peut trouver un

nombre entier p tel que pour tout N > p :

Pr[ItN—G <aJ>l—n (6.1
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6.3

En pratique si:

E (tN) =0 + £(N)

tN) = g(N)

I1 est possible de montrer d'aprés le théordme de Bienaymé-Tchebychev

var

que si:

Limg(N) =0 et Lim £(N) =0
N->o0 N

alors tN est un estimateur correct de ©.

b. Estimateurs absolument corrects

Un estimateur correct peut &€tre biaisé, on a alors E( tN) # 6.

Un estimateur correct et non biaisé& sera dit absolument correct.
L'obtention d'un estimateur absolument correct est souhaitable, sur-
tout lorsque l'on considére des échantillons de petite taille, mais on
peut étre amené 3 préférer des estimateurs corrects et biais&s possé-

dant d'autres propriétés.

Estimateurs efficaces

Il est possible de trouver plusieurs estimateurs absolument
corrects d'un méme param@tre, ces estimateurs de méme moyenne ont,
en général, des variances différentes. On choisit alors 1l'estimateur
qui a la plus petite variance, car sa distribution est moins dispersée
autour de la valeur vraie du paramétre. Il est cependant possible de

montrer qu'il existe une valeur limite de la variance.

a. Variance minimum d'un estimateur

On considére la fonction densité& de probabilité £(x,6) ol
0 est le seul paramétre 3 déterminer, la fonction vraisemblance est

définie par:

L=1L Xy Ky eeeeses X3 6)=f (xl,e ) £ (XZ’ 6) ceeesss oF (XN,G)

L est aussi la densité de la distribution jointe des observations.
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Soit t = ¢ Xys seee Xg| un estimateur non biaisé de la fonction Y(6)
du paramétre 6, (on a E(t) = P(0) puisque t est non biaisé).

Si de plus:

. 1'intervalle de définition de la variate x est indépendant de 0

. les deux premiéres dérivées de L par rapport 2 0 existent

. la dérivée de la fonction ¢ par rapport & 6 existe.

On peut alors montrer que var(t) est toujours supérieur ou &gal 3 une

limite qui est la variance minimum possible

412
var t }(fé”-) '/I (6.2)

2
A 39 392

I est la quantité d'information du paramétre 0.

La limite est indépendante de la méthode d'estimation choisie et tout
estimateur. non biaisé conduisant 3 cette limite est le meilleur esti-

mateur non biaisé. On dit alors que t est un estimateur efficace.

. Dans le cas particulier oi t est un estimateur non biaisé de 6

( on a alors Y(6) = 6), la relation (6.2) devient:

var t 2 (6.4)

1
Dans le cas oi t est un estimateur biaisé de 0 tel que:

E(t) = 6 + b(8) = Y (6) , on peut montrer que:
2 db 2
E [ (t-e)z] > [b(e)] - [1—’“—1—/‘16—] (6.5)

b. Forme de la fonction vraisemblance, pour un estimateur efficace

Il est possible de montrer que la condition nécessaire et suf-
fisante pour que la variance de 1'estimateur t atteigne la valeur

minimum est que la fonction vraisemblance soit de la forme:
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L= Ll exp (t 61 + 62) (6.6)

ol
Ll et t sont fonction des observations (xl, ..... XN) seulement
61 et 62 sont fonction de 6 seulement
avec:
a0, a*o,
E (£) =Y = - —== var t ¥ - —— 6.7)
do 2
1 del
La condition (6.6) peut encore s'écrire:
3_396_&14 = A (0) [t - w(e)] (6.8)
ol: del
A est une fonction de 0 seulement |A = TR
et 1'on a:
dy
— 7/d6
var t = NG (6.9)

Si donc la fonction de vraisemblance vérifie (6.6) ou (6.8) on est
certain de pouvoir trouver un estimateur efficace t de Y(B) et
les relations précédentes permettent de déterminer Y(6) & partir
de la forme de L. La variance minimum sera atteinte pour une seule

fonction Y(0)

C. Efficacité d'une estimation

L'efficacité absolue d'un estimateur t est définie par:

e (0) = —t (6.10)

Si t est un estimateur efficace de © on a e(d) =1
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L'efficacité relative de 1l'estimateur t , par rapport 3 l'estimateur

t' est définie par

_ il - 0?)

e/t . [(t B e)z]

Lorsque t et t' sont non biaisé&s on a:

_ wvar t'
t/t' T Var t (6.11)

Dans certains cas, on définit 1'efficacité relative par le rapport des
tailles d'échantillons conduisant & des variances égales. Souvent,
lorsqu'il n'existe pas d'estimateur efficace pour une taille N donnée
d'échantillon, la variance minimum est atteinte lorsque N devient
infini; on dit alors que l'estimateur considé&ré est asymptotiquement:

efficace.

Statistique exhaustive
Nous nous plagons encore ici dans le cas d'un seul param@tre 3

déterminer.

a. Définition
En général, il est possible de déterminer plusieurs estimateurs
d'un paramétre 6 résumant plus ou moins bien l'information contenue

dans un échantillon.

Une statistique T est exhaustive si elle contient toute
1l'information de 1'échantillon relative au paramétre 6 . On montre
que la condition nécessaire et suffisante pour que T soit exhaus-
tive pour le paramétre © est que la fonction vraisemblance soit de

la forme:

L (xl, oo X3 8) = g (T;90) k(xl, cee XN) (6.12)

g(T,0) dépend uniquement de T et O

k est une fonction des observations et ne dépend pas de 0

- 104 -



b. Rapport avec la variance minimum

Si 1'on dérive (6.12) par ra@port 34 6 on a:

d Log L _ 3 g(T;6)
30 36

(6.13)

On peut alors voir que si la relation (6.8), (condition néces-
saire et suffisante pour avoir un estimateur efficace) est vraie alors
(6.13) l'est aussi, la réciproque est fausse. Donc un estimateur ef-
ficace est exhaustif alors qu'un estimateur exhaustif peut ne pas

étre efficace.

On peut montrer que lorsque T est exhaustif pour 0 , toutes

les fonctions biunivoques de T sont exhaustives pour 0.

Parmi cette famille de fonctions il existe une seule fonction
t, (T) estimateur non biaisé de ¢(0) qui peut atteindre la variance

minimum si elle existe.

On recherchera donc 1'estimateur efficace lorsqu'il existe
parmi les fonctions non biaisées de la statistique exhaustive T .
En particulier si il y a une seule fonction non biaisée de T et si
un estimateur efficace existe, ce sera cette fonction. On peut de

plus montrer que:

. Une condition nécessaire pour qu'une distribution possé@de une

statistique exhaustive T est qu'elle soit de la forme:

£ (x,e)aexp[A (6) B (x) + C (%) +D (e)] (6.14)

C(x) et B(x) sont fonction seulement des observations

(Xl R EER XN

A (0) et D (0) sont seulement fonction du paramétre 3 estimer.

. Si de plus 1l'intervalle de la variate x est indépendant de ©

la condition (6.14) est suffisante.
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6.5

I1 existe toujours une fonction tO(T) de la statistique exhaustive

T de O qui est le meilleur estimateur de E (to) = P(6)

Cas ol l'intervalle de définition dépend d'un paramétre

Nous considérons une fonction densité f(x,0) 1'intervalle
de définition de la variate x &tant fonction du paramétre 3 estime
Nous nous intéressons ici au cas ot une seule des bornes dépend de

par exemple la borne inférieure on a alors:
a () xg<hb.
I1 est possible de montrer que:

. Si f[ a ; 6] = (0 la relation donnant la variance minimum reste

vraie :

var t 2>

9 £(x;0)

.. 8i de plus 6 w=a 0
2 2
on a: E (é—%%gé- = - E E—E%EE
' a0

et les relations (6.2) et (6.3) restent vraies.

. Si a(0) est une fonction monotone, on peut montrer que s'il
existe une statistique exhaustive, ce ne peut €tre que x5 et

Xy est exhaustif si f(x,0) est de la forme:

f(x,e) = g(x) / h(0) (6.15)

Les résultats précédents se transposent aisément au cas ou la

borne supérieure seule est fonction de § .

- 106 -

r
0

s



6.6 Estimation de plusieurs paramétres

Soit f(x; 81, - 6k ), une fonction densité dépendante

de k paramétres que l'on estime conjointement.

Si la fonction vraisemblance

L=g (Ty, .. T3 6, .u.

on dit que Tl’ “oe Tr

métres 61, cen 6k.

individuellement exhaustif pour ©

Ceci n'implique

1
individuellement exhaustifs pour 0

que T T

1> Ty eeo

l’

sont conjointement exhaustifs,

L peut se mettre sous la forme:

Gk) % k(xl, oo XN) (6.16)

sont conjointement exhaustifs pour les para-

pas que Tl par exemple est

De méme si T T sont

12 Ty eeo
62 ... 5 cela n'implique pas

I1 est possible de montrer (sous les hypothéses de ré&gularité

décrites en 6.3 a) que pour r < k 1'estimation de

vy (61, ce Gk) par des fonctions non biaisées t,

T sont telles que:

var ti 2 55;

j=1 I=1

R

Ij . étant le terme de la ligne j

Y

BGZ

r fonctions

des statistiques

i -1
I,
i1

2

(6.17)

et de la colonne [ de 1l'inverse

de 1a matrice d'information I définie par:

dLogL
00,
J

I,_=
51 F [

dLlogL
38,

(6.18)

La relation (6.17) est la généralisation de (6.2).

On montre par ailleurs qu'une fonction densité dépendant de k para-

métre (1l'intervalle de définition de
param@tres) posséde une série de k

haustives pour les k paramétres si
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6.7

k

£ (x5 0, -en 0 = exp{D(Gl, el 8+ C Z A8, oee ) By ()
L j=1

oui: les fonctions Bj et C sont indépendantes des paramétres
les fonctions D et A.j ne dépendent que des k paramétres.

Méthode du Maximum de Vraisemblance

a. Principe de la méthode

Lorsque nous considérons la fonction vraisemblance L (xl, ceo XN;G),

pour un échantillon donné, cette fonction ne dépend que de 6. La mé-
thode du maximum de vraisemblance (M.V.) consiste 3 déterminer 6 pour
que L (ou ce qui est &quivalent LogL ) soit maximum &tant donné

1'&chantillon (xl, . xN) ce qui se traduit par:

2
M =0 avec ?__L_O_& <0 (6.20)
26 862

Si 1'on consid@re une distribution & k paramétres el, ves Gk

on a les conditions:

%35=0 i=1, ..v k (6.21)
h|

avec la condition que la matrice de terme général:

2
| 9" LogL . P . .
aij =150 50, soit définie négative
i ]
b. Propriétés de la méthode dans le cas d'un seul paramétre

. lLes estimateurs par le M.V. sont corrects quoiqu'en général biais@s

( ils ne sont donc pas absolument corrects).
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. Si une statistique exhaustive T du paramétre O existe

(relation 6.12), la méthode du M.V. conduit & une solution unique

6* fonction de T.

D'aprés les résultats de (6.4b), il suffira de rechercher la

fonction t(9,) estimateur non biaisé de P(6). S'il existe un es-
timateur efficace de 0, c'est alors la fonction t(e*) dont la

variance est minimum,et est donnée par la relation (6.2).

Donc s'il existe un estimateur efficace non biaisé@ il est

donné par la méthode du maximum de vraisemblance.

. Dans le cas ol une borne de l'intervalle de définition de la
variate est fonction du paramétre 3 déterminer 6, si la re-
lation (6.15) est vérifiée on sait qu'il est possible de trou-

ver une statistique exhaustive, et les conclusions précédentes

s'appliquent. On peut alors montrer que dans la relation (6.15),

on doit déterminer B pout minimiser h(6) ij;(x) dx

. S'il n'existe pas de statistique exhaustive de 6 on peut

montrer que lorsque:

. les dérivées premiére et seconde de L existent

. E a_Legl'_ = 0
26
2 BZL L oLogL 2
. R°(6) = - E g 08L |- g | 208 est définie et non nulle

862 06

pour tout O
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Alors la solution 0, de l'équation du maximum de vraisem-

blance est asymptotiquement normale avec:

- une moyenne 60, 60 étant la valeur vraie de ©

1
RZ(GO)

- une variance asymptotique

Puisque la variance asymptotique de 0, tend vers la limite d'un

*
estimateur efficace, on dit que dans ce cas la solution du M.V,

est asymptotiquement efficace.

Dans le cas particulier ol une borne de l'intervalle de
définition de la variate dépend du paramétre 6 et si il n'existe
pas de statistique exhaustive (relation 6.15 non vérifi&e), on peut
montrer que la solution obtenue par le M.V. peut avoir une variance
supérieure 3 celle de l'estimation obtenue par une autre méthode.
Ceci est vrai en particulier si la fonction densité ne s'annule pas
pour la borne dépendant du paramétre puisque (6.2) et (6.3) ne
sont plus vérifiées. Le M.V. peut donc ne pas &tre optimum dans

ce cas méme pour les grands échantillons.

De manif&re générale il est donc souhaitable d'avoir une
statistique exhaustive pour que la solution du Maximum de vraisem-
blance soit optimum. Si il n'existe pas une telle statistique
exhaustive, la solution du Maximum de vraisemblance est douteuse

pour les petits échantillonms.
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c. Cas de plusieurs paramétres

Les équations du M.V. pour plusieurs paramétres sont don-

nées par (6.21).

Si pour une distribution & k paramétres il existe k

statistiques t e b conjointement exhaustives pour 61, ...ek,

l’

-~

les estimateurs 0 6, obtenus par le maximum de vraisemblance

10 0 O

s £ i .o .
ont des fonctions de tl, tk

Dans le cas ol les dérivées premiéres et secondes de la
fonction de vraisemblance existent, et si l'intervalle de défini-
tion est indépendant des paramétres, on montre que les &quations
du M.V. conduisent & une solution unique fonction des k statis-

tiques exhaustives.

Dans le cas particulier oli une borne de l'intervalle de défi-
nition est fonction d'un paramétre 3 déterminer pour lequel il existe
une statistique exhaustive il est encore possible de déterminer la

solution du M.V. comme dans le cas d'un seul paramétre.

Dans le cas oli il n'existe pas k statistiques exhaustives

pour les k paramétres, les estimateurs possédent des proprié&tés

optimales pour les grands &chantillons seulement. On montre alors
que les estimateurs conjoints du M.V, suivent asymptotiquement une
distribution multinormale dont la matrice de dispersion V est

1'inverse de la matrice d'information.
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6.8

2
e | | e e 6.2
I1 est possible de montrer que le déterminant de la matrice
de dispersion de n'importe quel ensemble de k estimateurs corrects
est toujours supérieur ou égal 3 |V| obtenu pour la solution du
M.V. Donc pour de grands &chantillons le déterminant de la matrice
de dispersion (variance généralisée) est minimum pour la solution du

M.V.

- Remarque:

~

Lorsque les estimateurs 61, .o ék du M.V. ont des statis-

tiques exhaustives, la relation précédente pour des &chantillons de
taille élevée devient:

[ .2

-1 - _ o LogL

v ) 36, 96, (6.23)
ij i 7]

0=0

Méthode des moments

a. Principe de la méthode

La méthode des moments appliquée 3 une loi & k paramétres
consiste 3 &galer les k premiers moments non centrés de 1l'échantil-
lon aux k premiers moments théoriques correspondants de la distri-

bution exprimés en fonction des paramétres.

On dispose ainsi de k &quations & k inconnues, dont la
solution conduit i 1'estimation des paramétres par la méthode des

moments.
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6.9

Cette méthode s'appuie sur le fait que les moments non centrés
de 1'&chantillon sont des estimateurs absolument corrects des moments

correspondants de la distribution.

Les estimations obtenues par cette méthode sont correctes

mais biaisées et généralement non efficaces.,

En pratique, cette méthode est souvent utilisée en considérant
les moments centrés, les cumulants ou des coefficients (variation,
asymétrie) et dans ce cas on tient compte du biais &ventuel de ces

grandeurs.

b. Variance des paramétres

Le calcul de la variance des paramétres est important en par-
ticulier pour déterminer 1'efficacité de la méthode des moments. Si
1l'on peut exprimer les paramétres en fonction des moments, il est
alors possible de déterminer la variance des paramétres (cf. ch. 3.3

et 3.4).

On considére une fonction de distribution définie par:
x-m
8

Cette distribution est caractérisée par deux paramétres, un paramétre

dF(x) = f(xém) d

de position m , un paramétre d'échelle B .

a. Méthode du maximum de vraisemblance

On considére la variable réduite u = —é;- et 1'on pose

g(u) = Log f(u).
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On démontre (KENDALL 1967) que si
. g'(uw) et ug'(uw, g'"(u) existent pour tout u

. f(u) est nulle aux bornes
la matrice de dispersion des paramétres m et B dans cet ordre est:
| E [uzg"(u) —1] E [—ug"(u)]
ve=ob_ (6.24)

E [—u g"(u)] E[ g"(u)]
L y

avec
2

>
n

E [g"(u)] * E [u?g"(u) —1] - E[ -u g"(u)]

Si g(u) est une fonction paire, c'est-3-dire si la distri-
bution est symétrique autour de m (loi Normale par exemple) la
matrice de dispersion est diagonale. On peut alors dire que les pa-
ramétres m et R sont aymptotiquement indépendants, puisque leur

covariance asymptotique est nulle.
- Remarques

. La validité des résultats précédents est soumise aux hypothéses

générales de régularité de la fonction vraisemblance (cf. 6.7b)

. Si la distribution possé&de un ou plusieurs autres paramétres que
m et B , on doit les supposer connus pour appliquer les ré&sul-
tats précédents, car 1l'application du M.V. pour trois paramétres
par exemple ne conduit pas pour m et B aux mémes résultats

que (6.24).
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b. Méthode de moments

8 = ———— (6.25)

)
Y 2

= m' - — v
ml.\/‘— mon
H
m! et m!

> sont les moments non centrés de l'échantillon (xl cee XN)

(6.26)

m

ui est la moyenne théorique de la distribution de u

M. est le moment centré par rapport 3 la moyenne de la distribution
de u.

Si N est la taille de 1l'échantillon, la variance des paramétres est

donnée par:

B 2
var B = 5 (p4 - “2) (6.27)
4NU
2
2
2 Ui U Than
- B 173 1 2
var m = o |, - ™ + 5 (u4 M, ) (6.28)
2 4u
2
2 ut
B 1 2
Cov (m,8) = = [211 - =y, -\ )] (6.29)
4Nu2 3 K, ( 4 2

Ces formules sont des approximations & 1l'ordre 1/N
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6.10 Conclusion

En pratique, lorsque l'on veut estimer les param@tres d'une loi,
le choix de la méthode d'estimation est tré&s important, puisqu'il con-

ditionne la validité de 1l'ajustement.

La méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance
sont les plus fréquemment utilisées. La premiere est en général carac-
térisée par sa facilité d'application,la seconde par son efficacité

mais aussi par sa difficulté d'application pratique.

Le choix de la méthode est souvent effectué suivant 1'objectif
poursuivi et l'usage que l'on compte faire de la distribution ajustée,
cependant 1'utilisation croissante des ordinateurs favorise la méthode
du maximum de vraisemblance. Cette derniére permet en effet lorsqu'il
existe des estimateurs efficaces de les déterminer. Cependant, lors-
qu'il n'existe pas de statistiques exhaustives des paramdtres, 1'op-
timalité du maximum de vraisemblance n'est qu'asymptotique et il est
dangereux d'étendre les propriétés de cette méthode 3 des échantillons
de faible taille. D'autres méthodes d'estimations sont parfois employées
(X2 minimum, quantiles, statistiques d'ordre), mais leur efficacité

ne peut &tre examinée que dans des cas bien précis.
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7.1

7. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA DISTRIBUTION PEARSON IIT

1.7):

avec

avec

T x (7.1)

La fonction densité peut se mettre sous la forme (6.14):

f(x,)) = exp [(X—l) Log x - x - Log F(X)]

A(A) = A-1 ; B(x) =Logx; C(x) =-x3 D(N) = -Log I'(A)

La distribution possé@de donc une statistique exhaustive de A ,

il est donc possible de trouver un estimateur efficace t d'une fonc-

tion de

A qui atteint la variance minimum.

La fonction vraisemblance pour un échantillon de taille N

est telle que:

N N

log L = - x; - N Log 'y + (-1 }: Log x, (7.2)
i=1 i=1

Q_L%%_E_ peut se mettre sous la forme (6.8) en effet:

d Log L. _ 1 _dLog T

— N[N Z Log x; = ——g5—— (7.3)
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N
Donc 1l'estimateur t = N }: Log Xy de la fonction E(t) telle que:
i=1
E(t) = y(A) = + Q—E%%—ESAA- atteint la variance minimum:
1 % Log T(W)
var t = & —%— (7.4)
dx

Donc le seul estimateur efficace atteignant la variance minimum est

1 . P .
t = ﬁ'E: Log X (logarithme de la moyenne géométrique). Un estima-
teur to tel que E(to) = A aura toujours une variance supérieure

3 la variance limite, donc:

1 _ 1
var to > 5 = 3
s [d Log L] y & Log TO)
dA dA
b. Méthode du maximum de vraisemblance

L'équation donnant la solution X* du maximum de vraisem-

blance est obtenue en annulant (7.3) d'ou:

N
d Log T'(\)

1
o = 5 Log x; (7.5)

i=1
La solution A, du M.V. est unique, mais dans le cas de cet
estimateur exhaustif la variance minimum n'est pas atteinte (puisque

P(A) # A ). Cependant pour les grands &chantillons A, a une variance

asymptotique telle que:

var (),) = L =l (7.6)
_E [d Log LJ y & Tog TO)
dA dA
A, a une efficacité asymptotique de 1 .
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La résolution de 1l'équation (7.5) du M.V. donnant A, peut &tre ef-

fectude 3 1l'aide des tables de la fonction Digamma (DAVIS 1933).

c. Méthode des moments

Les moments de la distribution Pearson III & 1 paramétre sont,

(4.2):
moyenne : ui = A
variance: UZ = A

La détermination du paramétre A par la méthode des moments a pour

solution:

N
A=le=m' (7.7)
o N i ‘

i=1
Cet estimateur est absolument correct et a pour variance:

]

_ _ A
var Ao = var m T o (7.8)

D'aprés (6.11) 1l'efficacité de cette estimation est pour de grands

échantillons:

1 (7.9)

e(Ao) =

d2 Log T'(A\)

a2

A.

e(xo) est toujours inférieur 3 1 et tend vers 0 quand A =+ 0.

Quand X devient grand e(Ao) tend vers 1. La méthode des moments

est donc d'autant plus efficace que la distribution Pearson III 3

1 paramétre a une faible asymétrie, comme 1'indique la table 13.
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Ao 64 16 8 4 2 1 36 .25 16 04
c. |.25 |.s0|V2 |1 2 |3.33 | 4 5 10
s | = V2
e(AO) 99 .97 .94 .88 .78 | .61 .32 .23 .15 .04
Table 13 : Efficacité de la méthode des moments, Pearson III 3 1 paramétre.

a. Propriétés générales d'estimation

La forme générale de la fonction densité de la loi Gamma est:

f(x) = —lgl e X (ax)x—l

T (7.10)

avec ¢ A >0 et ox > 0 (o peut étre positif ou négatif)
f(x; o, A) peut se mettre sous la forme (6.19), en effet:
f(x; a, A) = exp [( A Log |a| - Log I‘(A)) - ax + (A-1) Log IX'J

il est donc théoriquement possible de trouver 2 statistiques conjoin-

tement exhaustives pour les paramétres o et A

. Si o est fixé

Q
=]
[
)
aQ
=
1

= N Log |a| - N Log T(A) - ay, x, + (A-1) ), Log (ax,)

dLogL _ _ dLog T (M) 1
Sogl - |- dee TO) -, 2 2 Log (ox,) (7.11)
La relation (7.11) peut se mettre sous la forme (6.8) avec

_1< _ dLog T (A -
tl—l—\I-ZLogocxi;lp()\)——gi-;—(—l ; ASN

- 120 -



L'estimateur t, = L Log ax, est efficace et exhaustif pour A
1 N i

si o est fixé et 1l'on a:

r(x)
E( 1)
1 d? Log TV
dax

Pour o = 1 , on retrouve comme cas particulier (7.1a)

Si A est fixé

on a: OLogL _ ﬁ-—}: X, N (X 1
o i

X,
3LogL=_ Zl 1 ,
e NA N 5 (7.12)

La relation (7.12) est de la forme (6.8) avec:

25

A@ =N ;g =red oy @ =2

1
Donc l'estimateur t, = ;l mi = %-Z:xi est la moyenne de 1l'échantillon

est efficace et exhaustif pour le paramétre o , lorsque A est fixé et

il est tel que:
E (tz)
1

var t, =
2 Nkaz

1
o

Cet estimateur atteint donc la variance minimum.
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b. Méthode du Maximum de vraisemblance

La détermination des paramétres o et A par la méthode du

M.V. est obtenue par la résolution des équations:

/
SLogL _ o | 1 _ ™|
da NA e
M = 1'_ - dLO F(A) -
5A N[N Y. 1ogo x| ax 0

\

Puisque 1l'on sait qu'il existe des estimateurs conjointement exhaustifs

de o et A, la solution a,, A, du M.V. est unique.

*

Le systéme des &quations du M.V. peut se mettre sous la forme:

- A

a' —_— ——

m'l
(7.13)

Log A - d Log T()) _ A
dx

ol : mi est la moyenne arithmétique de 1'échantillon.

N X
A= - 1 }: Log =
N '
i=1 ™
L'équation (7.14) est implicite en A et peut tre résolue par itération
en utilisant les tables de DAVIS- (1933) qui donnent la fonction digamma
d Log T'(V)
dA
Cependant il existe des tables permettant de déterminer directement A,
connaissant A, citons en particulier les tables de MUSUYAMA et KUROIWA (1951),
et celles de GREENWOOD et DURAND (1960).

THOM (1958) montre que 1l'on peut directement déterminer une valeur approchée

de A par:
_ 1+ \/l + %-A

Ae T AN (7.14)

- 122 -



Connaissant A, , a, est déterminé par (7.13).

%

Les estimateurs A, et 0o, obtenus par la méthode du M.V. sont fonc-

* *

tion des statistiques conjointement exhaustives, mais la distribution

conjointe de «a, et A, n'est pas connue, on peut cependant déter-

%
miner la matrice de dispersion de la distribution normale asymptotique

de X* et o, .

L'inverse de la matrice de dispersion est obtenue en utilisant la rela-

tion (6.23) on a:

A -1/
-1 @2 %
W =N
L d*Log T(N)
o dxz
' - d® Log T (fonceion Tri 1
En posant : ¢y = 5 (fonction Trigamma) et n =- . 5
dX
2 A
on obtient: var o, = %—Xyﬁ (7.15)
var A, = N——ln (7.16)
- _ G
Cov o, , Ag| = A (7.17)

Les relations précédentes sont des limites asymptotiques et ne sont ri-

goureusement valables que pour les grands &chantillons.

I1 est possible de déterminer le coefficient de corrélation entre

o, et k* on a:

*

- O 1
P 2\ (7.18)

O s Ay o] '
PR

Le coefficient de corrélation est du signe de o , quand A devient

grand il tend vers 1.
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- Remargue

. Si o est connu, on détermine seulement A, par (7.14)

- 1'estimateur A, est exhaustif, mais il n'est pas efficace

%
sa variance asymptotique est alors:

var A, = —
Ny
. Si A est fix€, on détermine seulement o, par (7.13) ,
cet estimateur est exhaustif mais il n'est pas efficace, il est
seulement asymptotiquement efficace et 1'on a:

2
var OL* = ﬂ

c. Méthode des moments

Si mi et mé sont respectivement la moyenne et la variance

de 1'échantillon, la méthode des moments conduit &:

4

s
)
Q>

A
2~ 2
o

\

La premidre équation est identique a (7.13).

On déduit du systéme précédent, la solution o> A

o
m'
o =L (7.19)
o m
2
m'2
A== (7.20)
"o m
. 2
L'application de la relation (3.29) donne:
2
\ 1]
var o = L var m! + El—- var m Z-Ei— Cov( m! m
o 2 1 4 2 3 1° z)
Hy Hy Hy
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En utilisant (3.17), (3.20), (3.22) et en remplagant les moments théo-
riques en fonction des paramétres de la distribution (Table 4), on
obtient:

2
= &
var o = 5% i + 3) (7.21)

De la méme maniére, on obtient:

var A = %l o+ 1) (7.22)
Cov]joa , A | = gg-(1 + ) (7.23)
0o’ "o N )

Le coefficient de corrélation entre o et Ao est:

o 1+ A
e = \/ (7.24)
o ,XO jo] A+ %/é

(o}

Le coefficient de corrélation est du signe de o , il augmente quand

A croit, donc quand 1'asymétrie diminue.

d. Efficacité de la méthode des moments

La méthode du M.V. conduit 3 des estimations asymptotiquement
efficaces, les variances des paramétres a, et A, sont des valeurs
limites quand 1'@chantillon devient grand. Dans la méthode des mo-
ments, les variances des paramétres sont é&galement des approximations

valables quand N est suffisamment €levé.

On évalue cependant l'efficacité de la méthode des moments
par rapport 3 la méthode du Maximum de vraisemblance en considérant
le rapport des variances des estimations d'un méme paramétre par ces

deux méthodes.

On a: e(oc ) - = (a*) = v (7.25)
© var (GJ n (2x + 3)

Y' et n sont définis en (7.2 b)
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e( xo) =

var X*) _

1

var (AJ

n 2x (A+1)

(7.26)

Quand X devient grand, c'est-3-dire quand 1'asymétrie de la distri-

bution tend vers

0 , l'efficacité relative de

(¢4

et A tend vers 1.

Ce résultat est logique puisque la loi Gamma tend vers la loi Normale

lorsque

A devient grand et dans ce cas la méthode des moments et du

maximum de vraisemblance sont équivalentes.

La table 14 donne les valeurs des efficacités e(ao] et e(AO) pour

quelques valeurs de X

A 64 16 8 4 2 1 .36 .25 .16 04

CS .25 .50 —-\{—2_ 1 V—E 2 3.33 4 5 10
e(ao) 98| .92| .8 | .76 | .64 | .51 | .39 | .37 .36 | .02
e(xo] 98| 92| .8 | .74 | .57 | .39 | .17 | .12 .08 | .02

Table 14: Efficacité de la méthode des moments pour la loi Gamma

I1 est également possible de donner des valeurs approchées de

e( aO) et é{ Xo) pour A é&levé, en effet la formule de Stirling donne

pour A

éleve:

Log T(X) = (A -

N
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7.3

On a alors pour A grand:

~ - i_ 19,
e {ao) 1 N + 9A2 + (7.27)
1 4 13
e( Ao) 3X 9>\2 (7.28)

Pour A > 4 ces formules approchées donnent une erreur relative

inférieure 8 57 sur e (do) et e( XO)

Remargue:

. S8i 1'on consid@re la loi Gamma, avec o fixé A priori on est dans

le cas de la loi Pearson III & un seul paramétre et 1l'on a:

e (A) = Xir

On retrouve la relation (7.9)

. S8i 1'on considére la loi Gamma avec A fixé & priori, o &tant le

seul paramétre 3 déterminer, la solution de la méthode des: moments est:
2

Y

A
o = — avec var d
(o} ml o

On retrouve le méme résultat que dans la méthode du M.V. (c¢f 7.2 b)

on a donc dans ce cas

La forme générale de la distribution Pearson III donnée par
(1.5) est:
A-1

£ (x; a, A, m) = I‘,‘A) o~ (x-m) [a<x-m)]

1'intervalle de définition est tel que o(x-m) > 0, A >0
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. Si o, A, m sont inconnus:

La fonction densité ne peut se mettre sous la forme (6.14), il n'ex-
iste donc pas de statistiques conjointement exhaustives pour les para-
métres G, A, m. On ne pourra donc trouver d'estimateurs efficaces,

c'est-d-dire atteignant la variance minimum, pour ces paramétres.

. Si o et A sont inconnus, m é&tant connu:

On est ramené au cas de la loi Gamma avec le changement d'origine
vy = (x-m), puisque m est connu. Il est alors possible (7.2 a) de
trouver deux statistiques conjointement exhaustives pour o et A.

Tout ce qui a &té vu pour la loi Gamma s'applique dans ce cas.

. Si o et m sont inconnus, A &tant connu:

I1 n'est pas possible de mettre en &vidence deux statistiques con-

nointement exhaustives pour 0o et m.

. 8 A et m sont inconnus, 0 é&tant connu:

Comme dans le cas précédent, il n'y a pas de statistiques conjoin-

tement exhaustives.

. Si o est inconnu, A et m &tant connus:

La fonction densité peut se mettre sous la forme (6.14) et 1'on a:
f(x;a) = exp[ -o(x-m) + (A-1) Log |x—m| +( A Log |a| - Log T(Kﬂ]

On retrouve le cas de la loi Gamma appliqué & la variate y = (x-m)

lorsque A est fixé (7.2 a). Il est encore possible de montrer que:

2 (x - m
N

1
t = Y T est un estimateur efficace de (o) =

Q=

qui atteint la variance minimum >
N Ao
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. Si A est inconnu, 0o et m &tant fixés

On retrouve le cas de la loi Gamma avec o fixé. 1I1 existe un

estimateur efficace atteignant la variance minimum.

. Si m est inconnu, o et A étant fixés

Dans ce cas on ne peut appliquer la relation (6.14) puisque 1'in-
tervalle de définition de la variate est fonction du paramétre m,

que 1l'on doit estimer.

D'autre part, la fonction densité peut se mettre sous la forme

(6.15) seulement et seulement si A = 1, on a alors:

fal
IOV)

-0x om
f(x;m) = e * e
Donc si 1'on doit déterminer seulement m (00 et X &tant fixés)
ce paramétre possé&de une statistique exhaustive lorsque X = 1,

cette statistique est:

L}
[

. X, , plus petite valeur de 1'&chantillon lorsque o > 0 et A

1

1]
Ja

. Xy plus grande valeur de 1'échantillon lorsque o < 0 et A

De plus, la variance minimum n'est pas atteinte car pour A =1 ,

la fonction densité ne s'annule pas & la borne x = m. Les re-
lations (6.2) et (6.3) donnant la valeur de la variance minimum

(que celle-ci soit ou non atteinte) restent vraies si la fonction et

sa dérivée s'annulent pour x = m, ce qui est obtenu pour X > 2.

b. Méthode du Maximum de vraisemblance

Cas oli les 3 paramétres 0o, A, m sont inconnus

Nous avons vu que dans ce cas, il n'existe pas de statistiques
conjointement exhaustives des paramétres, les propriétés du M.V. sont

donc asymptotiques et valables pour de grands échantillons.
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La fonction vraisemblance L est telle que:

N N
Log L = N Log Ial - N Log I'(A) - o 2: (Xi-HD + (A-1) E: Log [a(xi—m)] (7.29)

i=1 i=1
La solution my, , o, , A, du M.V. est donnée par:
_i_aLOL:AN.._i (x.-m) =0 (7.30)
oa. a2 ¥ '
dLogL dLogl'(\) X
SSEL =y dieslll) g;l Log [a(xi—nQ] =0 (7.31)
229&&4: oN - (A-1) §E 1 - 0 (7.32)
om ’

S xymm)
Ces &quations permettent plusieurs remarques:

. Puisque 1'on a o(x-m) > 0, quel que soit le signe de o , 1'équation
(7.32) conduit toujours 3 ume solution A, >» 1 . Si 1l'&chantillon pro-
vient d'une population telle que 0 < X < 1, la solution du M.V. est

donc biaisée.

. Si A< 1, la fonction densité ne s'annule pas pour la borne x = m,
et d'aprés ce qui a été vu en (6.5), la relation donnant la variance
minimum n'est plus vraie. La méthode du M.V. n'est pas optimale méme
asymptotiquement pour de grands échantillons, et une autre méthode que

le M.V. peut conduire & des estimations de plus faible variance.

La méthode du M.V. présente donc un intérét pour les grands échan-
tillons lorsque A > 1. Si de plus X > 2 , la fonction densité et
sa dérivée s'annulent pour x = m et le calcul de la variance minimum

est simplifié (6.5).
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La résolution des équations du M.V. est difficile a obtenir puisque 1l'on
doit résoudre un systéme de trois équations non lin&aires a trois incon-

nues.

I1 est possible d'utiliser les méthodes décrites pour la loi Gamma (7.2 b)
pour m fixé en considérant les &quations (7.30) et (7.31), et de calculer
le premier membre de (7.32); on fait varier m jusqu'd ce que cette

quantité s'annule.

Une autre méthode décrite par MATALAS et WALLIS (1973) consiste 3 déter-

miner o et A & partir de (7.30) et (7.32) en supposant m connu, on a:

e
.=l Xi—m
A, = = (7.33)
1 N 1 )_ NZ
~ -m N
i=1
_ N
O(.l = Xlg:ﬁ-*——— (7.34)
(x.-m)
i=1

On reporte a, et Al dans R tel que

d Log T (Xl)

g
R=-N +

Lo .~ .

g oy Goy-m) (7.35)
et 1'on fait varier m , jusqu'3d ce que |R|< €, € étant une valeur
petite fixée & priori en fonction de la précision désirée.

I1 est possible de calculer les variances asymptotiques des estimations

Oy, A, et m, obtenues par la méthode du M.V., en utilisant la rela-

tion (6.22), valable pour X > 2.
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L'inverse de la matrice de dispersion est en prenant les paramétres sui-

vant l'ordre o, A, m

A 1

27 "a "t
o
-1 _ 1 ' o
v N T v A-1
o OLZ
-1 1 A2
L. -
d® Log T(N)
avec Y' = YP' (N) = — (fonction trigamma)

dA

Le déterminant de V_l est A, tel que:

-1 p_ 2 1
S OEY [2¢ AT (A_l)Z] (7-36)

Et 1'on a en particulier pour les variances asymptotiques:

var [a,) = of | w1 (7.37)
*) NA, | A-2 (A_l)z '
| 2
var{}\*) = m (7.38)
var( m } =AY -1 ' (7.39)
* N OLZ A
*

Ces résultats sont vrais pour de grands échantillons, lorsque A > 2

Lorsque 1 < A £ 2, il est encore possible théoriquement de déterminer
la matrice de dispersion asymptotique, mais les calculs sont plus com-
plexes, puisque 1'on ne peut utiliser la dérivée seconde de la fonc-

tion vraisemblance.

Cas oi. o et m sont inconnus, A é&tant fixé

Ce cas peut étre important en pratique, car il est parfois possible de

fixer 8 priori le coefficient d'asymétrie de la distribution, donc

A est connu.
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La solution o, et m,

et (7.32), on suppose A fix& tel que A > 2 pour pouvoir appliquer

les résultats de (6.9 a)

_ X=m
On pose u = —5— avec B

B

1
Q|

La fonction densité de la variate u est telle que:

e—uvuk—l
f(u) = -T(ﬂ—— u>0 ; A>2
g(u) = Log f(u) = - u + (A-1) Log u - Log T'(})
' - A-1
g'(u) = -1 + .
u
On peut en déduire:
400
E rg"(u)} -f g"(u) £(u) du
- o
o] O [ o,
5 ] : S
’ r(1-2) 1
E .g"(u)- = - (A_l) F()\) = - (}\_2)

De la méme maniére:

E [—u g"(u)] = +1
EJ:u2 g'" (u) —l} =-A
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D'aprés (6.24) la matrice de dispersion des paramétres m et B pris

dans cet ordre est:

=_B A =2
A NE avec =2

On peut alors déduire:

A

var m, =-A—£A%%l—§—
2
var B, = %ﬁ

Si 1'on revient aux paramdtres o et m on peut écrire:

var m, = A—SA:%l (7.40)
2N o
_002
var o, = oo (7.41)
Cov ta* m*) = %ﬁg (7.42)

Ces relations donnent les variances et la covariance asymptotiques des
paramétres déterminés par la méthode du maximum de vraisemblance qui
est optimale pour de grands échantillons lorsque A est plus grand

que 2.

c. Méthode des moments

Cas oli les 3 param@tres o, A, m sont inconnus

Puisque 1'on doit déterminer trois param@tres, nous considérons trois

moments (ou fonctions de moments) indépendants.

1 k2, k3 . les estimations non biaisées des trois premiers

cumulants, obtenues 3 partir de 1'échantillon.

Soient k
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Les trois équations de la méthode des moments s'@crivent alors:

S LA
kl =m o+ o (7.43)
A
k = AN
2 0Lz (7.44)
K, = 2A ' (7.45)
3 3
o

On peut également considérer comme troisiéme E&quation, le coefficient

k
d'asymétrie CS = —2375- , ce qui conduit & la méme solution que le
k)
systéme précédent.
Connaissant kl, k2, k3 déduits de 1'&chantillon, on peut déterminer
explicitement la solution o s Ao’ m ot
ki
A o= 4 =< (7.46)
o k2
3
kZ
a, = 2 T (7.47)
3
4 kg
mo=kl—a;—kl—2’1;3~ (7.48)

Le signe de L est celui de k3 (ou du coefficient d'asymétrie).

Pour de grands échantillons kl, k2’ k3 sont respectivement la moy-

. - o}
enne mi, la variance m,, le moment centré du 3 ordre m, de

1'échantillon, puisque la correction de biais n'a plus d'ingluence
si N est grand. Il est donc bossible de déterminer les variances

aym@totiques des faramétres Oys Ao’ m obtenus par la méthode

des moments en utilisant la relation (3.29).
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m, H M
var o_ = 4 var S var m, + — var m, — 2 2 Cov{m m )
o m 2 2 4 3 3 22 73

31 1 M3 3

En utilisant (3.20) et (3.21) puis en remplagant les moments

théoriques U, en fonction des paramétres on obtient les variances

asymptotiques:
az 2
var o = fiﬁ-(24 + 250 + 317) (7.49)
_ 6)\

var Ao =N (A +1) (A +5) (7.50)
var m_ = A ha 1) (3A + 10) (7.51)

o 2

2No,

Cas oi o et m sont inconnus, A étant fixé

Puisque X est connu, les &quations (7.43) et (7.44) suffisent pour

déterminer uo et m

o (signe k3)\/ %; (7.52)

Q
]

=k - A
m kl 3 (7.53)

o

Les variances asymptotiques sont alors:
var o = L A+ (7.54)
o 2 AN '
var m =-&—£&e§—ll (7.55)
2 N o
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d. Efficacité de la méthode des moments

La méthode du Maximum de vraisemblance permet l'estimation des
paramétres de la loi Pearson III lorsque le paramétre de forme A est
plus grand que 1. La méthode est alors asymptotiquement efficace, et
les variances limites d'estimation des paramétres pour des &chantillons

de taille &€levée ont été calculés en (7.3 b) pour X > 2.

La méthode des moments est applicable indépendamment de la
valeur de A , ici encore le calcul des variances effectué n'est

valable que pour de grands échantillons.

Pour A > 2 il est possible de comparer les variances asymp-

totiques obtenues par les deux méthodes.

Cas ou les 3 paramétres o, A, m sont inconnus

L'efficacité pour le paramétre A est donnée par

A, et Ao étant respectivement les estimations par le M.V. et par

la méthode des moments, données par les relations (7.38) et (7.50).

1
3K A (A +1) (A +5)

e()) = (7.56)

avec

K= (A-2) 4, :{‘2 V- 2] (7.57)
{(A-1)°
Connaissant la fonction Trigamma wf(k) 3 partir des tables de DAVIS

(1933), on peut calculer e()) pour différentes valeurs de X (table 15).

Pour A suffisamment grand, on peut obtenir une valeur approchée,en

effet la formule de STIRLING donne Log I'(})

1

Log A - X + l-LOg 2T + —
360X

2

o 1 1
Log T'(A) = (A 5 57}
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2
D'od 1'on déduit y' (1) = S 08 T()

a2
1 1 1 1
AN OY REE + - (7.58)
A S TS T
Puisque T()) = (A-1) T(-1)
on a PO = PO - —= 5
(A-1)

En remplagant dans (7.57) ¢'()) en fonction de Y'(A-1) et en déve-
loppant Y'(A-1) d'aprés (7.58) on obtient:

1 1
Ke—0|1- —2—
3(-1)3 [ S(x-l)zJ

[(A-1)3 - %-(x-lﬂ

e = =D o)

(7.59)

Pour A > 3 cette formule approchée conduit & une erreur relative infé&-

rieure a3 1Z%.
Quant A devient trés grand, l'efficacité e(A) tend vers 1

L'efficacité relative de o est obtenue en utilisant (7.37) et

(7.49)
A -2
A
[ (A—l)z]

(332 + 251 + 24

e(o) = %ﬁ (7.60)

K est défini par (7.57)

Une formule approchée donnant une erreur relative inférieure 3 17 pour

,k > 3 est:
[2-2.12]
e(a) = 5 25 (7.61)
(A + 32+ 8)
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L'efficacité e(a) calculée pour quelques valeurs de A est indiquée

table (15).

L'efficacité relative de m est obtenue 3@ 1l'aide des relations

(7.39) et (7.51):

20 y' - 1) . (A-2)
K A(A+1) (32+10)

(7.62)

Pour A > 3, on peut calculer e(m) avec une erreur relative inférieure

3 17 par la formule approchée:

.0 2 1, 7312
e(m) 0 | A 3 A+ 15 = 5% (7.63)
La relation (7.63) montre que e(m) tend vers 1 quand A devient grand.

La table 15 donne les efficacités relatives des différents paramétres

pour N éleveé.

A 64 16 8 5 4 3

Cs .25 .50 .71 .89 1 1.15
e () .87 .59 .37 .22 .15 .09
e(o) .88 .62 .42 .29 .24 .17
e(m) .87 .57 .33 .17 .10 .04

Table 15: Efficacité relative des paramétres o, A, m de la loi Pearson III
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Cas oi m et o

sont inconnus,

étant fixé

Ici encore la comparaison n'est faite que pour X > 2, en supposant

les échantillons de taille élevée.

et (7.54) d'une part, (7.40) et (7.55) d'autre part:

e(a)

e (m)

Ces efficacités tendent vers 1 quand A

est éleveé.

On a en utilisant les relations (7.41)

(7.64)

(7.65)

La table 16

indique les valeurs de quelques efficacités pour différentes valeurs de A

A 100 64 16 8 5 4 3
CS .20 .25 .50 .71 .89 1 1.15
e(a) .97 .96 .84 .73 .63 .57 .50
e(m) .97 .95 .82 .67 .50 .40 .25
Table 16: Efficacité des paramétres de la loi Pearson III, ) &tant fixé
Remarque:

I1 est possible de faire des calculs similaires lorsque 1 ou 2

paramétres sont fixés et de comparer les méthodes des moments et du M.V.

Certains de ces cas se raménent 3 la loi Pearson III 3 1 param@tre ou 3

la loi Gamma, et les autres cas présentent peu d'intérét pratique tout

au moins en hydrologie.
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8.1

8. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI LOG. PEARSON IIT

Nous envisagerons successivement le cas de la Loi Log.Gamma (m=0)

et celui de la loi Log.Pearson III i 3 paramétres, dans le cas général

d'une transformation logarithmique de base quelconque.

a. Propriétés générales d'estimation

La fonction densité de la Loi Log.Gamma est obtenue par la re-

lation (2.1) avec m=0 :

‘alk 1

- A-1
g(x) = T Xl+dk (ok Log x) (8.1)

A est positif et 1'on a : (o Log x) 2 0

La variate y = 1oga x suit une loi Gamma, la transformation logarith-

mique est considérée dans la base a quelconque (a > 1).

On a : loga x = k Log x (Log = log. Népérien)
avec k = log e = L (k est > 0 puisque a > 1)
a Log a

La fonction densité g(x) peut se mettre sous la forme (6.19), en

effet en tenant compte de 1'inégalité (o Log x) > 0 on a:

g(x) = exp A Log (klal) - Log T(W)| - (1 + ok) Log x + (A-1) Log|Log x

I1 est donc théoriquement possible de trouver 2 statistiques conjoin-
tement exhaustives pour les param@tres o et A, cette détermination

est délicate en pratique lorsque o et A varient.

b. Méthode du Maximum de vraisemblance

L'existence de statistiques conjointement exhaustives pour
o et A assure 1l'unicité de la solution obtenue par la méthode du

maximum de vraisemblance. Cette solution (o, A, ) est de plus
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fonction du couple de statistiques conjointement exhaustives, mais

et A

Q ne sont pas conjointement exhaustifs et n'atteignent la

% %
variance minimale que de manié&re asymptotique.

La fonction vraisemblance L de la loi Log.Gamma pour 1'échan-

tillon (xl, ceee XN) est telle que:

Log L = NX Log |al k = N Log T'(}) - (l+ak)§E:Log x, + (A~ l)E: Log[Log x; (8.2)

i=1 i=1

La solution o,, A, est retenue par la résolution des &quations:

N
9 Log L Ag_ E:
Ba a

=0

N
9 Log L__d Log I'(A) + Log|o|k + %_E: Log

Y ar Log x;

\ i=1
En tenant compte de la relation entre Vi et X (yi = k Log Xi)’

le systéme précédent se met sous la forme:

(4 = Q =X (8.3)
1 y
N E: yl
i=1
<
al y
LOg )\ _ d LOdAF(A) =_§— Z Log _—1- (8,4)
\
y

N
- _1
avec Yy X v

Ces équations sont celles du maximum de vraisemblance de la Loi Gamma

appliquée 3 1'échantillon (yl, R yN) (c£ 7.2 b)
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En pratique pour ajuster par le maximum de vraisemblance la loi Log.Gamma

4 un &chantillon (Xl’ e xN), on ajuste la loi Gamma par le M.V,

Qs

1'échantillon (yl, cee yN), ol vy < loga x;. La solution (o, A, )

est la méme dans les 2 cas. Il s'ensuit que les propriétés asympto-
tiques des estimateurs a, et X* déterminées dans le cas de la loi
Gamma de variate y sont valables pour la loi Log.Gamma de variate x

telle que y = 1ogax.

Ces estimateurs sont en particulier asymptotiquement efficaces
ce qui constitue 1'intéré€t principal du M.V. pour de grands échantillonms.
Dans le cas de petits échantillons, comme ceux que l'on rencontre en
hydrologie par exemple, la méthode du M.V. a un inté&ré&t plus réduit

puisqu'elle n'est plus optimale.

C. Méthode des moments

L'application de la méthode des moments & un &chantillon
(xl, cens xN) que 1'on suppose tiré d'une loi Log.Gamma consiste 3
identifier les moments de 1l'échantillon (xi) et ceux de la popula-
tion Log.Gamma. On considére encore la transformation logarithmique
dans une base a quelconque (a > 1).

Soient Zl et Z2 les moments non centrés d'ordre 1 et 2 de

1'échantillon (xl, veee XN); en utilisant la relation (5.4) on obtient

les &quations permettant de déterminer les paramétres ¢ et A, on a:

Log Zl - X Log (1 - 1/o0k) (8.5)

Log Zz = - X Log (1 - 2/0k) (8.6)
k est défini par la base a choisie.

Connaissant Zl et I, déduits de 1'échantillon on peut alors déterminer

2
o et A & partir des &quations. Lorsque o est positif, 1l'ajustement
n'est possible que si ok > 2 car autrement les moments ne sont pas

définis, comme on 1'a montré en 5.1 .



Variance des paramétres

Si la solution obtenue par la méthode des moments est (uo, Ko)

il est possible de déterminer la variance de ces paramétres pour de

grands échantillons, on a en utilisant la relation générale (3.29):

2
_ | 20 90. 30, Lo
var o =|=s7—| var Zl t| 57| var Zz + 2 || 57 Cov(Zl, Zz)
1 2 1 2
2
_[ = 2 a\[a
var Ao = 571~ var Zl + -gfg var Zz + 2 azl 8Z2 Cov( Zl’ Zz)

La détermination des dérivées partielles de o et A par

rapport 3 Zl et Z2 est obtenue 3 partir des équations (8.5) et

(8.6), le calcul de la variance et de la covariance des moments

Zl et Zz est effectuée par les relations (3.17) et 3.18).

En posant:

A =1-1 (r=1,2,3,4

~
1]

2A, Log A, - A, Tog A

1 1 2 2
M =<AA Log A
1“8 &
A
N A2 Log Al
p = 2Ai\+l
_ A+l
Q —Az

on obtient finalement:

N
N

- a4 k2
N A2k

var o

Sl

] (8.7)

2
A Az)

_[Log

RO L
+

p?SJZ
|
N

u?;JE
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2 2 2
var A =4 1B & Lo By (8.8)
2| x TX ) 2
N | A A) )

Méthode pratique d'ajustement

La solution des &quations (8.5) et (8.6) ne conduit pas 3a une
forme explicite des paramétres o et A, mais on peut remplacer ces

équations par le systéme:

Log Z2 Lo
- Log (1 - 2/0k)
J Log I, " Log (1 - 1/0k) (8.9)
v __eth (8.10)
A Log (1 - 1/0k) )

Nous considérons le cas de la transformation logarithme décimal
(a=10) on a alors k =1/ Log 10 = .434 .
Log Zz

R et l'on déduit
Log Zl

A partir de 1'échantillon on calcule A
a d 1'aide de 1la table 17, la relation (8.10) donne ensuite Ao .

Le cas o < 0 pour lequel l1l'intervalle de définition de la variate est
(0,1) présentant moins d'intérét en pratique, la table (17) a &été
établie pour o > 0 , de plus on doit avoir o > 4.60517 pour que les

2 premiers moments de la Loi Log.Gamma existent.

Cette table peut en fait €tre utilisée quelle que soit la base a

de la transformation logarithmique, en effet, si 1'on connait 0y

(pour la base 10) donné par la table 17, on détermine o, pour la

base a par:

log a

% = Q% Log 10

(8.11)

En particulier pour la transformation logarithme népérien, base e ,

o
. - o N
ona: o = 10 434 o (8.12)
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4.606
4.607
4.608
4,609
4.61

4,611
4.612
4.613
4.614
4,615

4,616

4.617

4,618 -

4.619
4,62
4,621

4.622

5.623
4,624
4,625
4.626
4,627
4.628
4,629
4.63
4.631
4,632
4.633
4,634
4,635
4.636

4,637 ————--

4.638
4.639

© 4,641

4.642
4.643
4.644
4,645
4.646
4.647

A

12.4417
11.3044
10.6787
10.2452

9.91356
9.645
9.41944
9.22508
9.05439
8.90228
8.76512
8.64028
8.52575
8.41997
8.32172
8.23002
8.14406
8.06317
7.98681
7.91449
7.84582
7.78047
7.71812
7.65852
' 7.60145
7.5467
7.4941
7.44348
7.39472
7.34767
7.30224
~7.2583
7.21578
7.17458
7.13463
7.09586
7.0582
7,02159
6.98598
6.95131
6.91754
6.88463

TABLE 17

a

4.648
4.649
4.65
4,652
4.654
4.656
4.658
4.66
4.662
4.664
4.666
4.668
4.67
4.672
4.674
4.676
4.678
4.68
4.682
4.684
4.686
4.688
4.69
4.692
4.694
4.696
4.698
4.7
4.71
4.72
4.73
4.74
4.75
4.76
4.77
4.78
4.79
4.8
4,81
4.82
4.83
4.84

: Relation entre o et A

A

6.85253
6.82121
6.79063
6.73155
6.67508
6.62099
6.5691

6.51924
6.47128
6.42507
6.38049
6.33745
6.29585
6.25559
6.21659
6.17879
6.14211
6.1065

6.07189
6.03824
6.0055

5.97362
5.94256
5.91227
5.88274
5.85391
5.82577
5.79828
5.66966

5
5
5

5
5
5
5
4
4
-4
4

4
4
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.55381
L4485
.35225
.26357
.18149
.10515
.03387
.96706
.90426
.84504
. 78905
.73598
.68559

4,85
4.86

4.87

4.88
4.89
4.9

4.91
4,92
4.93
4.94
4.95
4.96
4.97
4.98
4.99

5.01
5.02
5.03
5.04
5.05
5.06
5.07
5.08
5.09
5.1
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16

- 5.17

5.18
5.19
5.2

5.21
5.22
5.23
5.24
5.25
5.26

A

4.63763
4.59191
4.54825
4.50648
4,46647
4.42809
4.39123
4.35579
4.32167
4.28879

4.25707

4.22645
4.19685
4.16823
4.,14053
4.11369
4.08767
4.06244
4.03794
4.01415
3.99103
3.96855
3.94668
3.92538
3.90465
3.88444
3.86475
3.84554
3.8268

3.8085

3.79064
3.77319
3.75614
3.73948
3.72318
3.70724
3.69164
3.67636
3.66141
3.64677
3.63242
3.61837



5.27
5.28
5.29
5.3

5.31
5.32
5.33
5.34
5.35
5.36
5.37
5.38
5.39
5.4

5.41
5.42
5.43
5.44
5.45
5.46
5.47
5.48
5.49
5.5

5.51
"5.52
5.53
5.54
5.55
5.56
5.57
5.58
5.59
5.6

5.61
5.62
5.63
5.64
5.65
- 5.66
5.67
5.68

A
3.60459
3.59107
3.57782
3.56482
3.55207
3.53955
3.52726
3.5152
3.50335
3.49171
3.48028
3.46904
3.458
3.44714

3.43646

3.42596
3.41564
3.40548
3.39548
3.38565
3.37596
3.36643
3.35705
3.34781
3.33871
3.32974
3.32091
3.31221
3.30364
3.29519
3.28686

3.27865

3.27056
3.26257
3.2547

3.24694
3.23928
3.23173

| 3.22427

3.21692
3.20966
3.2025

o A
5.69 3.19543
5.7 T 3.18845
5.71 3.18156
5.72 3.17476
5.73 3.16804
5.74 3.1614
5.75 3.15485
5.76 3.14838
5.77 3.14199
5.78 3.13557
5.79 3.12943
5.8 3.12327
5.81 3.11717
5.82 3.11115
5.83 3.1052
5.84 3.09932
5.85 3.09351
5.86 3.08776
5.87 3.08298
5.88 ' 3.07646
5.89 3.07091
5.9 3.06541
5.91 3.05998
5.92 3.05461
5.93 3.04929
5.94 3.04404
5.95 3.0388:%

. 5.96 3.03369
5.97 3.0286
5.98 3.02357
5.9 3.01859
6 3.01365
6.01 TT3L00877 T
6.02 3.00395
6.03 '2.99917
6.04 2.99443
6.05 2.98975
6.06 2.98511
6.07 2.98052
6.08 2.97598
6.09 2.97148
6.1 2.96703

TABLE 17 (suite)
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6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.2

6.21
6.22
6.23
6.24
6.25
6.26
6.27
6.28
6.29
6.3

6.31
6.32
6.33
6.34
6.35
6.36
6.37
6.38
6.39
6.4

6.41
6.42
6.43
6.44
6.45
6.46
6.47
6.48
6.49
6.5

6.51
6.52

A
2.96262
2.95825
2.95392
2.94964
2.94539
2.94119
2.93703
2.9329
2.92882
2.92477
2.92076
2.91678
2.91285
2.90895
2.90508
2.90125
2.89745
2.89369
2.8899¢
2.88627
2.8826
2.87897

- 2.87537 -

2.8718

2.§6826
2.86475
2.86128
2.85783
2.85441
2.85102

2.84766

2.84432
2,84101
2.83774
2.83448
2.83126
2.82806
2.82488
2.82174
2.81861
2.81551
2.81244



6.53
6.54
6.55
6.56
6.57
6.58
6.59
6.6
6.61
6.62
6.63
6.64
6.65
6.66
6.67
6.68
6.69
6.7
6.71
6.72
6.73
- 6.74
_6.75
D 6.76
6.77
6.78

6.79
6.8

6.81
6.82

6.83

6.84
6.85
6.86
6.87
6.88
6.89
6.9
6.91
6.92
6.93
6.94

A

2.80939
2.80637
2.80337
2.80039
2.79743
2.7945
2.79159
2.78871
2.78584
2.783
2.78018
2.77738
2.7746
2.77184
2.7691
2.76638
2.76369
2.76101
2.75835
2.75571
2.75309
2.75049
2.74791
2.74535
2.7428
2.74028
2.73777
2.73528

2.7328

2,73035

272791

2.72549
2.72508
2.72069
2.71832
2.71597
2,71363
2.7113

2.70899
2.7067

2.70443
2,70216

A

2.69992

2.69768
2.69547
2.69327
2.69108
2.6889

2.6846

2.68035
2.67616

2.67202

2.66793
2.66389
2.6599

2.65597
2.65208
2.64824

2.64444

2.64069
2.63699
2.63333
2.62971
2.62614
2.62261
2.61912
2.61567
2.61225
2.60888
2.60555
2.60225
2.59899

2.59577

2.59258
2.58943
2.58631
2.58323
2.58018
2.57716
2.57417
2.57122
2.56829
2.5654

2.56254

TABLE 17 (suite)
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7.74
7.76
7.78
7.8

7.82
7.84
7.86
7.88
7.9

7.92
7.94
7.96
7.98

8.02
8.04
8.06
8.08
8.1

8.12
8.14
8.16
8.18
8.2

8.22
8.24
8.26
8.28
8.3

8.32

(8.34
©8.36

8.38
8.4

8.42
8.44
8.46
8.48
8.5

8.52
8.54
8.56

A

2.55971
2.5569
2.55413
2.55138
2.54866
2.54597
2.54331
2.54067
2.53806
2.53547
2.53291
2.53038
2.52787
2.52538
2.52292
2.52048
2.51807
2.51567
2.5133
2.51096
2.50863
2.50633
2.50404
2.50178
2.49954
2.49732
2.49512
2.49294
2.49078
2.48864

2.48651

2.48441
2.48232
2.48026
2.47821
2.47618
2.47416
2.47217
2.47019
2.46823
2.46628
2.46435



8.58
8.6
8.62
8.64
8.66
8.68

8.7
8.72
8.74

" 8.76
8.78 .

8.8

8.82
8.84
8.86
8.88
8.9

8.92
8.94
8.96
8.98

9.02
9.04
9.06

9.08
9.1
9.12

9.14
5.18

. 9.2 .

9.22
9.24
9.26
9.28
9.3

9.32
9.34
9.36
9.38
9.4

9.42

A

2.46244
2.46054
2.45866
2.45679
2.45494
2.45311
2.45129
2.44949
2.4477

2.44592
2.44416
2.44241
2.44068
2.43896
2.43725
2.43556
2.43388
2.43222
2.43056
2.42892
2.4273

2.42568
2.42408
2.42249
2.42091
2.41934
2.43779
2.41625
2.41472
2.41169
2.41019
2.4087

2.40723

2.40576
2.40431
2.40287
2.40144
2.40001
2.3986

2.3972

2.39581
2.39442

a

9.44
9.46
9.48
9.5
9.52
9.54
9.56
9.58
9.6
9.62
9.64
9.66
9.68
9.7
9.72
9.74
9.76
9.78
9.8
9.82
9.84
9.86
9.88
9.9
9.92
9.94
9.96
9.98
10
10.1

~-10.2

10.3
10.4
10.5
10.6
10.7
10.8

. 10.9

11
11.1
11.2
11.3 .

TABLE

A

2.39305
2.39169
2.39034
2.38899
2,38766
2.38633
2,38502
2.38371
2.38241
2,38112
2,37984
2,37857
2.37731
2.37605
2.37481
2.37357
2.37234
2.37112
2.36991
2.3687

2.36751
2,36632
2.36514
2.36396
2.3628

2.36164
2.36049
2.35934
2.35821
2.35263

e =22 2.,.34723

2.342
2.33692
2,33199

2.32721

2.32256
2.31805
2.31366
2.30939
2.30524
2,3012

2.29726

17 (suite)
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11.4
11.5
11.6
11.7
11.8
11.9
12

12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
12.6
12.7
12.8
12.9
13

13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
13.6
13.7
13.8
13.9
14

14.1
14.2
14.3
14.4
14.5
14.6
14.7
14.8
14.9
15

15.1
15.2
15.3
15.4
15.5

A

2.29343
2.2897

" 2.28606

2.28251
2.27905
2.27568
2.27239
2.26917
2.26603
2.26296
2.25997
2.25704

2.25418

2.25138
2.24864
2.24596
2.24334
2.24078
2.23827
2.23581
2.2334

2.23104
2.22873
2.22646
2.22424
2.22206
2.21993
2.21783
2.21578
2.21376

2.21179.
12.20984

2.20794
2.20606
2.20423
2.20242
2.20065
2.1989

2.19719
2.19551
2.19385
2.19223




15.6
15.7
15.8
15.9
16

16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
16.6
16.7

16.8
16.9.

17

17.1
17.2
17.3
17.4
17.5
17.6
17.7
17.8
17.9
18

18.1
18.2
18.3
18.4
18.5

18.6 . -

18,7
18.8
18.9
19

19.1
19.2
19.3
19.4
19.5
19.6
19.7

A

2.19063
2.18905
2.18751
2.18598
2.18449
2.18301
2.18156
2.18014
2.17873
2.17735
2.17599
2.17465
2.17333
2.17203
2.17074
2.16948
2.16824
2.16701
2.16581
2.16462
2.16344
2.16229
2.16115
2.16002
2.15891
2.15782
2.15674
2.15568
2.15463
2.1536

T 215257

2.15157
2.15057
2.14959
2.14862
2,14767
2.14672
2,14579
2.14487
2.14396
. 2.14306
2.14218

[+

19.8
19.9
20
20.1
20.2
20.3
20.4
20.5
20.6
20.7
20.8
20.9
21
21.1
21.2
21.3
21.4
21.5
21.6
21.7
21.8
21.9
22
22.1
22,2
32.3
22.4
22.5
22.6
22,7
Y
22,9
23
23.1
23.2
23.3
23.4
23.5
23.6
23.7
.23.8
23.9

- A

2.1413
2.14044
2.13958
2.13874
2.13791
2.13708
2.13627
2.13547
2.13467
2.13389
2.13311
2.13234
2.13159
2.13084
2.1301

2.129%
2.12864
2.12792
2.12721
2.12651
2.12582
2.12513
2.12446
2.12379
2.12312
2.12247
2.12182
2.12117
2.12054
2.11991
2.11929
2,11RA7

2.11806

.2.11746

2.11686
2.11627
2.11568
2.1151

2.11453

2.11396
2.1134
2.11284

TABLE 17 (suite)’
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24

24.1
24.2
24.3
24.4
24.5
24.6

247

2.8
24.9
25

25.1
25.2
25.3
25.4
25.5
25.6
25.7
25.8
25.9
26

26.1
26.2
26.3
26.4
26.5
26.6
26.7
26.8
26.9
27

27.1
27.2

«27.3

27.4
27.5
27.6

27.7

27.8
27.9
28

28.1

A

2.11229
2.11175
2.11121
2.11067
2.11014
2.10961
2.10909
2.10858
2.10807
2.10756
2.10706
2.10657
2.10607
2,10559
2.1051

2.10463
2.10415
2.10368
2.10322
2.10275
2.1023

2.10184
2.1014

2.10095
2.10051
2.10007
2.09964

2.09921 -

2.09878
2.09836

72709794

2.09752
2.09711
2.0967
2.0963
2.0959
2.0955
2,0951
2.09471
2.09432
2.09394
2.09356



28.2
28.3

28.4°

28.5
28.6
28.7
28.8
28.9
29
29.1
29.2
29.3
29.4
29.5
29.6
29.7
29.8
29.9
30
30.1
30.2
30.3

©30.4
30.5
30.6
30.7
30.8
30.9
31
31.1
31.2
31.3
31.4
31.5
31.6
31.7
31.8
31.9
32
32.1
32,2
32,3

A

2.09318
2.0928

2.09243

2.09206
2.09169
2.09133
2.09097
2.09061
2.09025
2.0899

2.08955
2.0892

2.08886
2.08851
2.08818
2.08784
2.0875

2.08717
2.08684
2.08652
2.08619
2.08587
2.08555
2.08523
2.08492
2.08461
2.0843

2.08399
2.08368

- 2.08338

2,08308

2.08278

2.08248
2.08219
2.0819

2.08161
2.08132
2.08103
2.08075
2.08046
2.08018
2.0799

32.4
32.5
32.6
32.7
32.8
32.9
33
33.1
33.2
33.3
33.
33.
33.
33.
33.
33.
34
34.1
34.2
34.3

O 0N Oy e

34.4

34.5
346
34.7
3.8

~34.9

35
36
37
38
39
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90

A

2.07963
2.07935
2.07908
2.07881
2.07854
2.07827
2.07801
2.07774
2.07748
2.07722
2.07696
2.07671
2.07645
2.0762

2.07595
2.0757

2.07545
2.0752

2.07496
2.07471
2.07447
2.07423
2.07399
2.07376
2.07352
2.07329
2.07305
2.C7081
2.06869
2.0667

2.00452

206305 T T e

2.05545
2.04949
.04468
.04073
.03742
.03461
.03219
.03009
.02824
2.02661

NN N DN

TABLE 17 (suite)
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95
100
125
150
175
200
250
300
400
500
600
700
800
900

1000

A

2.02515
2.02385
2.01895
2.01571
2.01342
2.01172
2.00934
2.00776
2.00581
2.00464
2.00386
2.00331
2.00289 |
2.00257
2.00231



Remargue:

Lorsque la variate x suit une loi Log.Gamma, la variate

y = loga x- suit une loi Gamma. Pour un &chantillon de tré&s grande

taille, l'application de la méthode des moments & 1'@chantillon

valeurs transformées v (cf 7.2 ¢) doit conduire aux valeurs ao, Ao

obtenues par 1'application de la méthode des moments d l'&chantillon
des valeurs originales X . Pour un échantillon de taille réduite
comme ceux que 1l'on rencontre en hydrologie ce n'est plus vrai. Il
est préférable d'appliquer la méthode des moments & 1'&chantillon
(xi) car on donne ainsi le méme poids & chaque observation, alors

que la méthode des moments appliquée aux variables transformées vi

donne le méme poids aux logarithmes des valeurs observées.

d. Efficacité de 1la méthpde des moments

Pour mesurer l'efficacité de la méthode des moments on compare
les variances asymptotiques des paramétres obtenues par la méthode des
moments et par le M.V. Cette efficacité n'a un sens que pour de grands
échantillons, puisque 1l'on sait que la méthode du M.V. est asymptotique-

ment optimale.
Si 1'on pose B = ok on a:
var B = k2 var o
La méthode du M.V. donne d'aprés (7.15)

8% ¢
N'A n

var B* =

La méthode des moments donne d'aprés (8.7)

gb
var B = ——5— (Al )

2| w2 g2 MN [
e 1 Log
N A K

A
1
A—H (8.13)

On peut alors calculer:

var B*

e (B) =

E—]}To' on a e(B) = e(oc)
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8.2

I1 est possible de la méme maniére de calculer e()) 3 partir des

relations (7.16) et (8.8).

Les efficacités des paramétres B et A dépendent de A et de B
alors que dans le cas de la loi Gamma elles sont fonction de A
seulement. Le calcul de e()) et e(B) pour différentes valeurs de

A et B permet de tracer les figures 17 et 18.

Les courbes de ces 2 figures ont sensiblement la méme forme pour les
paramétres o et A, il est 3 remarquer que pour A fixé, l'effi-

cacité croit notablement avec B (donc avec o).

Quand B > 50 , 1l'efficacité ne croit plus trés rapidement pour A

fixé, et elle est d'autant plus &levée que X est grand.

Dans le cas d'un &chantillon de taille suffisante, les figures 17 et 18
permettent rapidement de voir si un ajustement obtenu par la méthode

des moments conduit 3 de bonnes estimations.

Estimation des paramétres de la loi Log.Pearson IIT

a. Proprigtés_générales_d'estimation

La fonction densité de la loi Log.Pearson III & 3 paramétres
donnée par (2.1) ne peut se mettre sous la forme de la relation (5.19).
Il n'est donc pas possible de trouver des statistiques conjointement

exhaustives des paramStres d, A, m.

Si m est connu, on est ramené au cas de la loi Log.Gamma

par le changement de variable y = loga X - m L'ensemble des ré-
sultats du paragraphe précédent peuvent alors e€tre appliqués a la

variate y . Nous examinons dans ce qui suit, lorsque m est
i . . - 1] . . -~
nconnu, les principales méthodes d'estimation des paramétres

a, A, m de la loi Log. Pearson III.
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Fig. 18 . Efficacité de la méthode des moments, loi log-gomma .(Paramétre de forme ‘A )



b. Méthode du maximum de vraisemblance

Si 1'on considére la fonction densité donnée par (2.1) les

équations du M.V. sont:

N
Mg%g_L=ANa_Z (k Log %, - m) =0 (8.14)
i=1

N
u&%_L:_Né_L_Oés_TQ\l,,Z Log[a(kLogxi-m)]=o (8.15)

oA dx
i=1
N
9 Log L _ e Z 1 =
——Lam N a - (A-1) & Tog x, =@ 0 (8.16)

i=1

Ces &quations sont les mémes que celles obtenues pour la loi Pearson IIIL
(cf 7.2 ¢) x @&tant remplacé par (k Log x). Il suffit donc de trans-
former 1'échantillon des valeurs observées (Xl’ oo XN) pour obtenir

| 34 I = =
1'€@chantillon (yl, ves yN) tel que vy loga X k Log X -

L'application de la méthode du M.V. & l1l'échantillon (yl, cen yN) que
1'on suppose tiré d'une distribution Pearson III conduit 3 la solution

(0gs Ays my ).

Les restrictions sur la méthode du M.V. décrites dans le cas
de la loi Pearson III existent de la méme maniére pour la loi Log.

Pearson III:

- Le M.V. conduit 38 des estimateurs asymptotiquement efficaces

pour A > 1

- Pour de petits é&chantillons la méthode du M.V, n'est pas

optimale.

- Pour A< 1, on ne peut définir de variance minimum mEme

comme limite asymptotique.

Les variances asymptotiques des paramétres, pour A > 2

sont données par les relations (7.37, 7.38 et 7.39).
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c. Méthode des moments (W.R.C.)

Le Conseil des Ressources en Eau des Etats-Unis (Water Resources
Council) a suggéré 1'emploi généralisé de la distribution Log.Pearson IIL
pour 1'@tude des crues annuelles. BENSON (1968) indique les raisons qui
ont conduit 3 ce choix et décrit une méthode permettant la détermination
des paramétres. La technique proposée consiste & appliquer la méthode
des moments sur la série des logarithmes des valeurs observées, en sup-
posant que cette série transformée est tirée d'une distribution Pearson

ITI. Nous en décrivons les étapes:

. Soient (xl, .o xN) 1'échantillon des valeurs observées que

1'on suppose tiré d'une distribution Log.Pearson III
. on en déduit 1'échantillon des valeurs transformées
(yl, - yN) tel que vy = log X

(Nous considérons ici la transformation logarithme décimal,
mais la méthode est générale quelle que soit la base des

logarithmes utilisée.)

. on peut calculer les moments de l'@chantillon des v;
. la moyenne M est donnée par (3.7)
. la variance S2 non biaisée est donnée par (3.23)

. Une estimation du coefficient d'asymétrie est obtenue par la

relation (3.25), qui donne Cs

. La méthode des moments permet alors de déterminer les paramé-
tres o, A, m, en considérant que la série des vy suit une

distribution Pearson III.

. Cette méthode d'ajustement est systématiquement utilisée par
les agences fédérales américaines pour 1'étude des débits de
crue. L'évaluation d'un débit de crue QT de période de
retour T, c'est-3-dire ayant une probabilité au dépassement

1/T, est effectuée par la relation:
(M + K S) (8.17)

QT = 10
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K est la valeur de la variate Pearson III standardisée correspondante

~ cqs, . 1 ~ P .
a4 une probabilité au dépassement T et 4 une asymétrie Cs , qui est

donnée par la table de HARTER (1969).

Plusieurs critiques peuvent &tre adressées a cette technique d'ajustement:

. Le coefficient d'asymétrie de 1'échantillon est déterminé par
la relation (3.25), qui conduit en général i une estimation

assez fortement biaisée ,(WALLIS et al 1974).

. La détermination des paramétres est effectuée en donnant le
méme poids aux logarithmes des valeurs observées ce qui a pour
effet de diminuer 1'influence des valeurs extrémes, et de con-
duire 3 un biais dans 1l'estimation des paramétres. En effet,
lorsque la variate x suit unme distribution Log.Pearson III

de paramétres 0 Ao’ m la population des logarithmes de

x suit une distribution Pearson III de paramétres ao, Ao’ m,s

mais quand 1l'on considére un &chantillon de taille N 1'appli-
cation de la méthode des moments sur la s&rie observée d'une
part, et sur la série des logarithmes des valeurs observées
d'autre part, conduisent 3 des estimations différentes des
paramétres. Ceci revient & dire que 1l'on doit choisir entre
conserver les moments de la série observée, ou conserver les

moments de la série des logarithmes des valeurs observées

(ce quefait la méthode W.R.C. qui a &té décrite).

Cette dernidre critique en particulier, nous a conduit & pro-
poser une autre technique qui conserve les moments de la série observée

et donne le méme poids 3 chaque observation de cette série.

d. Méthode des moments appliquée 3 la série observée

Les moments non centré&s de la distribution Log.Pearson III
sont donnés par la relation (5.2), lorsque l'on considére la trans-

formation logarithmique dans une base quelconque a.
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Pour appliquer la méthode des moments on estime les 3 premiers moments

20 I3
on obtient ainsi les 3 relations permettant de déterminer les para-

métres o, A et m (BOBEE 1975).

non centrés de la population par ceux de 1l'&chantillon Zl’ l

m/k
1 =——9———X (8.18)
L1
- 3)
, eZm/k
7’2 - . ______>\ (8.19)
1 -2
[+-£]
e3m/k
13 = —— (8.20)
1 -3
3]

k est déterminé par la base a de la transformation loga~

rithmique choisie (k = 1/Log a)
Connaissant B et k on en dé&duit o = B/k

Le systéme précédent peut encore s'écrire:

Log[(l —%)3/(1 -g)] _log 1y -3 log I

5 (8.21)
Log[(l——Bl-)Al—é)J Log Zz—ZLog Zl
| = Log Zz -2 Zog Zl (8.22)
e (1 3] /12 - 3
m=k[Log Zl-\- A, Log(l—%)] (8.23)
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1° ZZ’ Z3 sont calculés 3 partir de 1'&chantillon, la relation

(8.21) permet de déterminer Bo’ on calcule ensuite Ao par (8.22) et
m~ par (8.23).

Lorsque 1

B

On obtient ainsi la solution Oy = Eg-, A, m . de 1'ajustement de la

(o}

loi Log.Pearson par la méthode des moments.

La méthode proposée détermine la solution O s A, m d partir des

o
moments de la série observée (et non comme la méthode précédente 3

partir des moments de la série des logarithmes des valeurs observées).

Cette méthode est valable quel que soit le signe du paramétre o ,
on doit cependant remarquer que pour 0 < B 3 , il est impossible de
faire 1'ajustement décrit puisque les moments non centrés jusqu'd

1'ordre 3 ne sont pas tous définis.

L'équation (8.21) est implicite en B et peut €tre résolue par approx-
imations successives, il est cependant plus pratique d'établir des

tables donnant B lorsque 1l'on connaft B tel que:

) Log Z3 - 3 Log Zl

= — (8.24)
Log Zz 2 Log Zl
La table (18) permet de déterminer BO connaissant B & partir de

1'échantillon.

. Dans le cas particulier od c'est le logarithme népérien de la
variate qui suit une distribution Pearson III on a k =1, et

la valeur o est directement donnée par la table 18.

Dans le cas ol l1l'on considére la transformation logarithme déci-
mal (base 10),on a k = 1/Log 10 =~ .434 , et 1'on détermine

o, par o = Bo Log 10
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23.
21.
19.
18.
18.
17.
.9954
.5495

16
16

16.
15.
.5550
.2811

13
12

11.
10.
.2137

17777
.40848
.08955
.80997
.12276
.27521
. 74308
.37124
.09411
.87836
.70498
.56225
44247
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6326
2479
8610
8823
1268
5125

1578
8088

4038
7415

04742
.82500
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w N
[=> TN e

O W 0 0 ~N N O & W
o Lo o o u

TABLE

W W W W W W W W W W W W WwWwWwWwWwWwWwwWwWwowLwwwwwwwwwww

.68151
.58097
.50651
.44908
.40343
.36624
.33536
.30930
.28701
.26773
.23603
.21106
.19087
.17422
.16024
.14834
.13809
.12916
.12132
.11437
.10818
.10263
.09762
.09307
.08893
.08514
.08167
.07846

.07550
.07275

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
52
54
56
58
60
62
64
66

68
70

18: Relation entre

3.0720

3.06782
3.06559
3.06351
3.06155
3.05971
3.05798
3.05635
3.05480
3.05334
3.05196
3.05064
3.04939
3.04820
3.04707
3.04598
3.04495
3.04396
3.04302
3.04211
3.04041
3.03884
3.03739
3.03604
3.03479
3.03362
3.03252
3.03150
3
3

.03054
.02963

et B

72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94
96
98
100
125
150
175
200
250
300
350
400
450
500
600
700
800

900
1000

3.02878
3.02797
3.02721
3.02649
3.02581
3.02516
3.02454
3.02395
3.02339
3.02286
3.02235
3.02186
3.02139
3.02094
3.02051
3.01633
3.01356
3.01159
3.01013
3.00808
3.00672
3.00576
3.00503
3.00447
3.00402
3.00335
3.00287
3.00251

3.00223
3.00201
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W o0 N O W

.001
.002
.003
.004
.005
.006
.007
.008
.009

DN N NN NN NN DNRNRNDRN DD DO D NN RN N DD N NN NN N

.04623
.05195
.05599
.05923
.06201
.06446
.06669
.06873
.07063
.07242
.08654
09727
.10634
.11440
.12175

.12857
.13498
.14105
.14684
.19521
.23391
.26716
.29663
.32320
34742
.36969
.39028
.40942
.48842

54794

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
-15 2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

-30 2

TABLE 18 (suite)

.59470
.63252
.66379
.69009
.73194
.76377
.78881
.80904
.82572
.83972
.85163
.86189
.87082
.87867
. 88562
.89181
.89736
.90238
.90692
.91107
.91485
.91833
.92154
.92450
.92725
.92980
.93218
.93441
.93649

.93845

-70

: Relation entre

NN DN N DN DN DN DD DN DD DN DD DN DN DD NN DN DD DN DD DD

D

.94028
.94202
.94365
.94519
.94666
.94804
.94936
.95061
.95180
.95293
.95402
.95505
.95604
.95698
.95789
.95876
.95959
.96039
.96116
.96190
.96330
.96460
.96581
.96694
.96800
.96899
.96992
.97080
.97163

.97241

B et

B

-100
-125
-150
~-175
-200
-250
-300
-350
-400
-450
-500
-600
-700
-800
-900

-1000

2.97315
2.
.97452
.97515
.97576
.97633
.97688
.97740
.97790
.97838
.97884
.97927
.97969
.98010
.98049
.98431
.98689
.98873
.99012
.99208
.99339
.99433
.99503
.99558
.99602
.99668
.99715
.99751
.99778

2

RN DN DN N DN DD DN DD DN RN DN DD DN DN DN DD D DD DD NN

N

ES)

97386

.99800



La table 19 a été spécialement construite pour ce cas fréquent en pra-

tique, elle permet de déduire directement uo connaissant B.

La relation (8.23) s'dcrit pour a = 10 :

— 1 A
m = log Zl( 1 - é) (8.25)

. Connaissant Oy Ao et m_ il est possible de déterminer les

moments de la distribution Pearson II1. Ces moments ne sont
pas égaux 3 ceux de l'échantillon des logarithmes des valeurs

observées.

On peut en particulier calculer la moyenne, la variance et le coefficient
d'asymétrie et en déduire la valeur d'un événement XT de période de
retour T . Dans le cas d'une transformation log décimal par exemple

on a:

A q/
&3 ; A ) (8.26)
ou XT = 10

K est la variable standardisée Pearson III fonction de T et du coef-

ficient d'asymétrie

Remarque:

Lorsque |B| est assez é€levé on peut déterminer ce paramétre directe-

ment par la formule approchée

_ 1+ V58 - 14 (8.27)

o B -3

B

Pour IBI > .30, la détermination est effectuée avec une erreur rela-

tive inférieure a8 1%.
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.910
.912
914
.916
.918
.920
.922
924
.926
.928
.93
94
.95
.96
.97
.98
.99
.00
.01
.02
.03
.04
.05
.06
.07
.08
.09
.10
.11

.12

23.
21.
20.
.2585
18.
17.
L4097
.9693
.5815
.2353
.9230
14.
13.
13.
L6045
.1428
11.
11.
11.
10.

19

17
16
16
16
15

12
12

10
10

O WO O O O W

7204
5275
2055

5215
9189

7039
8309
1544

7461
3992
0916
8159

.5665
.3391
10.
.9379

L7594

.59317
.43780
.29207
.15498

1304

.02565

.13
14

O 00 ~N NN NN NN NN
. . . . . - .
o ~N O o~ WwN

et
[e]

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

TABLE 19 :

W W W W WwWwwwWwWwwwwwwwwsese P> Uy O 8 00 0 o

3

Relation entre

a

.90335
.78742
67731
.19863
.48802
.97594
.58378
.27107
.01435
.79891
.45573
.55107
.14523
.91092
75741
.64872
.56759
.50465
.45436
+41325
.37900
.35002
.32517
.30363
.28477
.26813
.25333
.24008
.22816

.21736

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
50
52
54
56
58
60
62
64

66

o et B

.20754
.19857
.19035
.18278
.17579
.16932
.16330
.15770
.15248
.14758
.14300
.13868
.13463
.13080
.12718
.12376
.12052
11744
.11452
L11174
. 10909
.10415
.09964
.09551
.09170
.08819
.08493
.08191
.07910

W W w W W W W W W W W WwWwwwwwwowowwwwwwwowwww

.07647

68
70
‘72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94
96
98
100
125
150
175
200
250
300
400
500
600
700
800
900

1000

(logarithme dé&cimaux).

.07401
07171
.06954
.06750
.06558
.06376
.06204
.06041
.05887
.05740
.05600
.05467
.05341
.05220
.05104
.04993
.04887
.03862
.03193
.02721
.02371
.01886
.01565
.01168
.00932
.00775
.00663
.00580
.00515
3.00463

W W W W W W W W W W W WwWwWwWwwwwwwwwwwwwwwow
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.04079
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.05273
.05452
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.05896
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.07005
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.08329
.08855
.09329
.09765
.10173
.10556
.10920
.13918
.16304
.18374
.20235
.21944
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.26430
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.33592

.38398
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19 (suite): Relation entre

B

.42480
.46013
.49112
.51858
.54311
.56519
.58517
.60335
.63524
.66231
.68560
.70585
.72363
.73937
.75340
.76599
.77735
.78766
.79705
.80564
.81353
.82081
.82753
.83377
.83958
.84499
.85004
.85478
.85922

86341
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.86735
.87106
.87458
.87791
.88106
. 88406
.88691
.88962
.89221
.89468
.89703
.89929
.90144
.90351
.90549
.90739
.90922
.91098
.91267
.91429
.91737
.92023
.92290
.92540
.92774
.92994
.93201
2,
2.

93396
93581

93755

-98
-100
-125
-150
-175
-200
-250
-300
-350
-400
-500
-600
-700
-800
-900

-1000

(logarithmes décimaux)

o

N DN DN NN DN DN DN NN N DD DN DN DN DN D DN DN DN DN N DD DN DN DN NN

.93920
.94076
.94225
.94366
.94501
.94629
.94751
.94868
.94980
.95087
.95190
.95288
.95383
95474
.95561
.95645
.96478
.97043
.97452
97762
.98199
.98494
.98706
.98865
.99089
.99240
.99347
.99428
.99492

.99542



Pour cette comparaison il est nécessaire de considérer la taille
de 1'échantillon A partir duquel on effectue l'ajustement. Pour de trés
grands &chantillons on sait en effet que la méthode du Maximum de vrai-
semblance devient optimale et est donc préférable & la méthode des mo-
ments qu'elle soit appliquée directement aux valeurs observées (8.2 d)

ou aux logarithmes des valeurs observées (8.2 c).

I1 est d'ailleurs possible d'utiliser les résultats de (7.3 d)
pour comparer la méthode du Maximum de vraisemblance et la méthode des
moments appliquées aux logarithmes des valeurs observées. Dans ces
deux méthodes on suppose en effet que l'échantillon du logarithme des

valeurs observées est tiré d'une distribution Pearson III.

En ce qui concerne la méthode des moments appliquée directe-
ment & la série des valeurs observées (8.2 d) le calcul des variances
d'échantillonnage des paramétres o, A, m est possible mais trés
laborieux. Ce calcul n'est valable que pour des &chantillons de tail-
le &levée et présente un intéré&t réduit puisque dans ce cas 1l'utili- V

sation de la méthode du Maximum de vraisemblance est préférable.

En pratique les échantillons dont on dispose sont de taille
réduite et quelle que soit la méthode d'ajustement utilisée il n'est
pas possible de déterminer précisément les variances d'é&chantillonnage
des paramétres. En particulier dans le cas du Maximum de vraisem-
blance les variances d'@chantillonnage calculées en 7.3 b sont des
limites asymptotiques, et 1'optimalité de la méthode n'est plus vraie

pour de petits échantillons.

En ce qui concerne l'application de la méthode des moments a
des &chantillons que 1'on suppose tirés d'une distribution Log-

Pearson III, il est préférable, si 1'on veut faire jouer un rlle
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identique i chaque individu de 1'&chantillon, de donner le méme poids
aux valeurs observées plut8t qu'aux logarithmes des valeurs observées.
C'est pourquoi la méthode des moments (8.2 d) appliquée directement

d la série observée devrait conduire 3 un meilleur ajustement que la
méthode des moments (8.2 c) appliquée & la série des logarithmes des
valeurs observées. Dans le premier cas on conserve les moments de

la série observée alors que dans le second on conserve les moments

de la série transformée obtenue en prenant le logarithme de chaque

valeur observée,

Pour des échantillons de taille réduite, comme ceux que l'on
rencontre en hydrologie pour 1l'étude des débits de crue annuels par
exemple,on observe un grand écart entre les résultats obtenus par

ces deux méthodes.

De maniére générale, la comparaison des différentes méthodes
pour 1'ajustement de la loi Log.Pearson III 3 des petits échantillons
devrait Etre effectuée par simulation. Une telle &tude reste A fai-
re et devrait s'appuyer sur un algorithme de génération d'une varia-
te Log.Pearson III de trés bonne qualité et bien testée. A partir
d'un tel algorithme il serait possible de générer un tr@s grand nom-
bre d'échantillons de taille donnée, tirés d'une distribution Log.
Pearson III de paramétres fixés et ensuite d'appliquer & chaque &chan-

tillon les différentes méthodes d'ajustement.
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