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1 Introduction 

On a Xi et J~, i = 1,2, ... ,11, une série de variables aléatoires observables à valeurs dans R. On 

veut tester si la moyenne des 0 a pu subir un changement systématique 5 ER à un certain 

moment TE {1,2, ... ,1l-1} alors que les 'Yi sont uniformes dans le temps. On souhaite estimer 

les paramètres T et â en tenant compte d'une éventuelle corrélation entre XI et Y; pour 

i = 1,2, .. . ,11. Un tel scénario peut se retrouver en météorologie. Par exemple, on pourrait être 

intéressé à étudier les précipitations enregistrées par un pluviomètre en profitant des données de 

précipitations d'une station voisine, dans le but d'identifier la date de début d'un mauvais 

fonctionnement de l'appareillage. De même, en hydrologie, on peut être intéressé à étudier 

l'impact des changements climatiques sur les régimes hydrologiques. On pourrait alors étudier les 

débits moyens annuels d'une rivière ell tenant compte des températures moyennes annuelles de la 

région. 

La section 2 contient une revue de littérature exposant diftërellts modèles qui ont été développés 

dans le passé pour la détection de changements systématiques. Dans la section 3, on décrit 

d'abord la structure de changement étudiée dans ce travail de recherdle et on en énonce les 

hypothèses de départ et les distributions (( l'rio/'i des paramètres clu modèle. Les sections 3.1 et 

3.2 donnent les fonctions de distribution conjointe et marginales ({ !)()sleriori pour les paramètres 

T et li. La section 3.3 présente une méthode pour généraliser les hypothèses sur les distributions 

Ct priori. La section 3.4 donne les résultats d'un test de simulation impliquant deux changements 

systématiques sur la moyenne. On retrouve une application des résultats théoriques de la section 3 

dans la section 4. Les données utilisées sont les débits moyens annuels des rivières Moisie et 

Romaine dans la province de Québec, Canada. 





2 Revue de littérature 

Plusieurs chercheurs ont déjà étudié le problème de la détection de changements systématiques 

pour différentes structures de changement. Maronna et Yohai (1978) ont développé un test 

bivarié pour détecter de tels changements sous l'hypothèse que les (.:(,}~) suivent tous la même 

f h + l'X + li , 
loi normale bivariée. Le modèle qu'ils ont utilisé est }~ ~c'll ' \ .. ' 1/ 

) + () + C • . ,+ i' 

1 :S i :S T 
. où h, 5, 

T<,:Sn 

c et T sont des termes constants et les {Ii sont les termes d'erreur aléatoire. Ce modèle sera 

considéré dans ce rappol1. Lettenmaier et al. (1994) ont présenté les résultats d'une application du 

test de Maronna et Yohai (1978) en combinant des données météorologiques et hydrologiques. 

Dans le cas univarié du problème, une procédure bayésiellnc a été proposée par Lee et Heghinian 

f h+l!, l:Si:ST 
(1977). En prenant la même notation, leur l1)odèle était }; =1/ ,{/' .' Ouarda et 

l > + () + " T < , :S Il 

al. (1996, 1998) ont appliqué cette procédure sur les débits moyens annuels de plusieurs stations 

de jaugeage de la province de Québec, Canada, dans le but de détecter la date d'un éventuel 

changement climatique. Perreault et (//. (1998) ont appliqué la méthode de Lee et Heghinian 

(1977) pour la détection d'un accroissement de précipitations annuelles. Bernier (1994) a 

généralisé la procédure de Lee et Heghinian (1977) en considérant dit1ërentes structures de 

changement de la moyenne dans le cas utlivarié. Solow (1988) a aussi développé un test bayésien 

{
a. + h i + l! o () J ~ 

univarié sur le modèle de régression linéaire >; = l' {1 
al+>J+ '" 

1 :S i :S T 

. où (fI>' al' b" et bl 
T < 1 :S Il 

sont des termes constants (f priori inconnus. Il a appliqué sa méthode sur un problème de 

détection des changements climatiques. Chin Choy et Broemeling (1980) ont présenté un test 

. {X,fJl +{/" 
bayésien multivarié avec pour modèle J, = X' fJ l' 

\' , ~ + J, ' 

1 :S i :S T 
où les X sont des vecteurs 

T<i:S1l ' 

1 x p de p variables indépendantes et fJl et fJ~ sont les vecteurs px 1 des coefficients 
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correspondants. Ce modèle fait varier tous les paramètres du modèle de régression entre les deux 

phases, contrairement à celui de Maronna et Yohai (1978) - utilisé dans ce rapport - dont la 

stmcture du changement entre les phases n'implique que l'ordonnée à l'origine. Les travaux de 

Ouarda et (fI. (1998) et de Perreault et al. (1998) contiennent plusieurs autres références sur 

l'ensemble des techniques qui ont été développées sur le sujet. Dans le présent rapport, on 

propose une approche similaire à celle de Lee et Heghinian dans le sens que les mêmes 

distributions a priori seront introduites dans le modèle et que les distributions a posteriori de T 

et ô sont fournies. La diftërence majeure entre notre approche et celle de Lee et Heghinian 

(1977) consiste en l'ajout dans leur modèle d'une variable aléatoire observable .-'( qui pourrait 

être corrélée avec la variable réponse };. Le modèle ainsi obtenu avait déjà été introduit par 

Maronna et Yohai (1978). 



3 Distributions a posteriori de r et 8 

On considère le modèle 

y = h + cX + li i = 1,2, ... , Il , 1 1 J , , (1) 

où les Xi sont des variables aléatoires observables, indépendantes et identiquement distribuées 

(iid) selon une loi normale d'espérance ,li et de variance (J: (N(,u,(}:)) et où les (fi sont des 

termes d'erreurs aléatoires iid suivant une loi /V(o,(},~), Les .'( sont indépendantes des [Ji' Les 

Jo, 
hi sont des paramètres tels que h, =h+({, â , i= 1,:2, ... ,11, où (f, =11, 

1 ::; i ::;; r 
. . Les paramètres 

T<t::;;/l 

T, Ô, h, c, ,li, a: et (),~ sont des constantes inconnues. On peut en déduire que les variables r; 

sont indépendantes avec loi N(h + ((, C)' + C,lI,c:(): + (J,;), On peut aussi noter que le modèle (1) 

implique une corrélation entre les .\", et les J~. En etTet, on a ('()\{ .Y
" 

J';) = ca:, i = 1,2, ... ,11, ce 

qUI implique que la matrice de 
. . 

vanance-covanance du vecteur est 

C(}- ) 
" ,pour i = 1,2, . .. ,/l. Ainsi, sous les hypothèses du modèle (1), 

c-a- + (),~ 
on peut 

montrer (voir Appendice A) que la fonction de densité conjointe de X, et J-; est celle d'une 

normale bivariée 

1 (1 ( x - LI ') T ! ( x, - ,li )J 
/\').(.1.",,),,) = Î ~expl--7i )' -h~(/'ô-(.J '1 I\\" -h-a,ô-c'I 

_J["-! - \.. J ,1" /. 1" 

(2) 

-c(}-) 
, . En substituant ILl et L -1 dans (2), on a 

()-

(3 ) 
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On introduit maintenant le contexte bayésien du problème en proposant des distributions Cl priori 

pour les paramètres inconnus. Les distributions a priori des paramètres r, 8, h et JI suivent Lee 

et Heghinian (1977). On a convenu que la distribution a !Jr;()/,; de c est normale. 

"Cr) = 1/(11- 1), r = 1,2, ... ,11- 1, la distribution uniforme discrète; 

1) - N(O, O',~) avec O',~ connue; 

h - N(O,O';) avec 0'1; connue; 

c - N(O,O',2) avec 0'(.2 connue; 

n{u) est arbitraire pour JI ER; 

"(0') est arbitraire pOllrO' E (t:, x{, [; > 0 ; 

,,(0' ) CI: 0' l 'wec Œ ESC [,.. 'X'[ ,. > 0 11 U' 1/ k '/1 ' "1 (i/l . 

On considère les paramètres r, S, h, (', ,/l, (T et (Til comme indépendants. On remarque que les 

distributions a priori pour les paramètres ,li et Œ sont plus générales donc moins précises que les 

autres. On pourra constater dans la prochaine section que leurs densités a pr;()ri n'ont aucune 

influence sur l'estimation (( !}()s(er;or; des autres paramètres. 

3.1 Distribution conjointe a posteriori de r et 1) 

On présentera ici la densité conjointe li pos/l'rior; de r et â, soit if( r, âl!,~) où ~ et ~ sont les 

vecteurs des observations x, et .l'" ; = U., ... ,II. La notation « ,-~ » indique la proportionnalité 

entre deux valeurs. Selon le théorème de Bayes, on a 

,,(r,sl~,~) CI: "(:r,:!jr,S),,(r, s) = f j f f f ifC~,[,h,C,JI,O',O'u!r,â)if(T,Ô)dhdcdJldO'dO'u' 
S "R R R 

En raison de l'indépendance des paramètres. 

;r{r.âk·[)x f f f f r7~·[lh.c . .u.(T.(Ti" T.()}(h)/r(c),7Cll).T((Th(a" k(r),7(()·~lhcl(d.ucl(T(ICïu (4) 
s .. : R R R 
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On note ici que 

Jr(::!,~lh,c,p, 0-. O-u' T, â) = n ILl" (x, ,)',) 
,"1 

En substituant les densités (f priori dans (4) et en supprimant quelques termes constants en T et 

â de l'intégrale. on obtient 

11 

"Ç' ()' - h - (( () - ex ) ~ L.I 1 1 

(5) 

><: exp -
Î 

1 1 

(J 

+ Il 
(J,~ 

dhdcd,lld ad 0-" . 

Les détails de la résolution de cette intégrale sont présentés dans l'appendice B. On propose de 

calculer numériquement les intégrales dont la résolution analytique est trop compliquée. 

L'expression finale pour la densité conjointe (f posteriori de T et â est défInie pour Il ~ 2. 

pour T E{I.2, ... ,/l-I} et â E R ou 
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( 
" ) 1 (" )è C(T, a ) = ""').'2 - ,)'(Œ )lIy2 - ( ) ""' ... x V - S(Œ )/lXV 

/1 ~. 1 /1.. l? ~ / .. / 11..-

,,1 Œ" ,1 

et 

r(T,a,,) = Œ,; +(Il-T{I-S(Œ,,{Il-T)]--cl )[tx, -S(Œ"XIl - T}t]2 
Œ,) '\ '\ Il R Œ" ,r+1 

De même, pour TI} E {1,2, .. . ,11- I} et (~I ER, la fonction de distribution cumulative conjointe a 

posteriori est donnée par 

S(Œ,,) 
R( Œ" ) r( r , Œ" ) 

( 1 [, H2 (r,Œ")]J [ ~r(r,(),,) [, H(r,ŒJJ] 
x exp - 2Œ 2 (( r, ŒJ - .. ( ) <D 212 ---;;-_.- (\ - .. ( ) dŒ" 

" 1 r, Œ" . " 1 r, Œ" 

(7) 

où <D est la fonction de distribution cumulative d'une loi normale standardisée N( 0,1), c'est-à-

dire 

x 1 (l') <D(x) = f-j-exp - -;- cil. 
,,) _lT -

3.2 Distributions marginales a posteriori 

On peut déduire la fonction de distribution marginale (( p()steriori de r à partir de la valeur de 

Q. Le développement détaillé du facteur de réduction Q est présenté dans l'appendice C. 

( . ,) _ .[2; f-I 1 S(ŒJ . ( __ 1 , _ H"( r,a")]J 
lT Tb.,:!.. - Q " 2 \1 ( ) .. ( ) ex p Î 2 (( r, Œ" ) .. ( ) cl Œ" 

~ s Œ" R Œ" 1 r, Œ" _Œ" 1 r, Œ" 

(8) 

pour r E{I,2, ... ,Il-I}. 
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De même, la densité marginale a posteriori de ô est obtenue en sommant sur T la densité 

conjointe a posteriori lT( T, ôl~,~) . 

lT( 81~,~) = ~ f f -b- .\'((Œ" )) exp(- ? 1 2 (r( T, Œ" )8" - 2R( T, Œ,,)8 + C( r, Œ,,))1 dŒuC9) 
r=1 S Œ" R Œ" _Œ" ) 

On pourra visualiser dans l'exemple de simulation de la prochaine section que TI!,y et ~.!,~ ne 

sont pas indépendantes, c'est-cl-dire qu'en général lT(T,âl:r,~) ~ lT(TII,~)lT(ôII,l.:)' 

3.3 Généralisation des distributions a priori 

On a introduit précédemment le modèle ( 1) et les distributions (( priori des paramètres. Toutefois, 

les distributions choisies ne permettent pas d'inclure l'information {{ priori sur les espérances des 

paramètres Ô, b et c. C'est pourquoi on propose ici un modèle équivalent qui contourne ce 

problème. Soit l = ô + JI,;, h = h + JI" et c = C + Jle avec /i, h et c qui suivent les distributions 

{( priori données précédemment et avec JI,;, ,li" et JI,. qui sont des con'stantes réelles connues. On 

pose le modèle 

-" -r: =h +a/i+cX, +(1" i= 1,2, ... ,11, (10) 

ce qui est équivalent à 

r: - p~ - a, p,; - ,lIe..'( = h + aJi + c.\', + 1 l" i = 1,2" .. ,1/. 

En posant J+;: = y, - ,li" - (fi,ll,; - ,l/,X, , on obtient à nouveau le modèle initial (1) 

~ =b+{(,ô+c.\", +(!" i= 1,2" .. ,1/. (lI) 

On note toutefois que la variable f.1~ doit être mise à jour à chaque fc)is qu'on modifie la variable 

T dans le cas où .u,i 7:- 0, car la fonction ((, dépend de T. Cependant, ce modèle permet 

l'utilisation de tous les résultats des sections précédentes et les distributions (( posteriori des 

paramètres de ce modèle sont à une translation près de celles des paramètres du modèle (10). 
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3.4 Test de simulation 

On présente dans cette section un test de simulation pour étudier le comportement des 

distributions a posteriori lorsque deux changements systématiques ont eu lieu à deux moments 

différents. Ce test servira à souligner les avantages ainsi que les faiblesses de la procédure 

bayésienne bivariée proposée dans le présent rapport. Les données ont été simulées avec la 

fonction génératrice 1I0f'l11rJ/d de la version 5.1 du logiciel AfA JIA H (the! Marh Works IIlC., 1997) 

sur une plate-forme compatible IHlv! FellfilflJl 133 MHz avec 256 K de mémoire Cache et 32 

Mega-octets de mémoire vive. Les programmes développés pour etrèctuer les tracés des 

distributions ({ posteriori sont disponibles auprès des auteurs. L'algorithme utilisé pour effectuer 

l'intégration numérique est la méthode récursive " Newton Cotes 8 panel" - fonction quad8 de 

A1A IIAB. 

Le modèle de simulation est donné par 

}7 /' . \:, \:, '\'" (1.1 1 , = ) +0I.,UI +a:./(I: +G." / + ,,1 = ,_, ... ,11 

{
O, 

avec au = 1, et ({ :., 
TI < i :::; 1/ 

1 :::; i :::; T, 

L <i:::;11 
Les valeurs des paramètres de simulation 

sont 

Il = 60 

8' - 40 1-

8: = -40 

T, = 40 

Les distributions (( priori des paramètres du modèle (1) 

}~ = h, + (;.{, + (J" i = 1,2, . .. ,Il 

sont 

Jr(r) = 1/(11- 1), r = 1,2, ... ,11-1 : 

X; - N (.U = 1 00, CT: = 1 52 ) 

(l, - N( 0,20 2 
) 

h' = -50 

G' = 2 
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N( ...' ... ,) C - LI =.) ()- = .) - . 
1 C ' c: ' 

n( ()u)x (),~I avec ()u ES = [5,50]. 

Les distributions a priori de P et () sont arbitraires. Comme Ph = -40 et Pc = 3, on utilisera la 

généralisation décrite dans la section précédente. On pose TV,: = Y; - Ph - f./cXj . Les figures 1 et 2 

montrent les diagrammes de dispersion des couples de variables (X, J~) et (X" TV,). Les 

données simulées sont présentées dans le tableau 1. 

260 -- x 
1 240 -l-- y 

220 

200 

180 

>-
x 160 

140 

1 2 a 

100 

80 

10 20 30 40 50 60 

Figure 1 : Série chronologique des couples (XI' J;) t'n fonction de i . 
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Tableau 1 : Données générées pour le test de simulation. 

Variable X 
100.0006 95.2321 116.4251 71.8901 106.4227 113.4346 
110.9644 108.6679 100.6047 110.1563 108.5335 96.1653 
94.3380 95.5617 77.8730 96.4899 101.7767 104.7221 
121.6526 94.7354 109.3485 111.9857 114.1133 85.1186 
103.1805 103.5682 84.8835 88.8693 116.2344 98.0275 
105.8482 101.3198 90.4680 91.6064 106.6548 85.7514 
111.7177 108.5344 87.6743 96.0159 82.1833 66.9652 
114.7951 92.2205 104.9105 103.5109 100.3220 84.9408 
85.7928 94.3836 82.2117 84.1615 122.0872 100.8362 
8 I. 7402 99.3816 83.0748 79.7608 96.0835 114.3020 

Vadable y 
147.8385 132.1363 183.4768 95.2187 157.1131 182.8237 
177.8745 167.1476 152.8459 171.1859 166.I:U5 145.9596 
135.7343 152.0393 105.0640 143.5495 158.8872 159.7407 
192.8270 135.3090 210.1691 207.2905 221.7983 168.3551 
192.9022 201.4264 166.0371 159.7700 215.2640 188.9107 
199.6970 196.0896 175.0142 176.7723 209.7609 164.8459 
219.3896 201.0565 165.2496 181.2482 106.3463 85.2169 
174.3078 141.5167 155.7956 159.6654 151.7406 115.2722 
110.7322 138.4712 109.3702 121.3952 196.7131 160.1345 
) 16.4369 145.5452 118.0514 104.4761 142.0694 178.3629 

1=;= x 
1 50 W 

100 

50 

~ 
>< 0 

-50 

-1 00 

-150 
0 1 0 20 30 40 50 60 

Figure 2 : Série chronologique des couples (X" H<) en fonction de i . 
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Les figures 3 et 4 donnent les distributions conjointes a posteriori de T et 5, et les distributions 

marginales de T et (5 respectivement. On y remarque que les deux décalages ont bien été détecté. 

Toutefois, les amplitudes des décalages sont sous-estimées par rapport à la réalité. Ceci peut être 

expliqué par le fait que le modèle (1) n'est pas conçu pour détecter deux décalages. Ainsi, chaque 

amplitude du décalage tient compte du reste de l'ensemble de données. La présence des deux 

cloches séparées sur la figure 3 donne un contre-exemple qui permet de rejeter l'hypothèse 

d'indépendance a posteriori des paramètres T et /i. On souligne cependant que l'amplitude du 

décalage a été estimée correctement par la procédure dans le cadre d'une première simulation 

dans laquelle un seul décalage a été généré. 

'QJ 0.03 

.0 0.025 
'" .0 

2 0.02 
c-
QJ 

'0 0.015 

'QJ 

'" 
0.01 

c: 
QJ 

0.005 '0 

0 
100 

60 

delta -100 0 
ta u 

Figure 3 : Densité de probabilité conjointe li posteriori de T (tau) et /i (delta). 
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DISTRIBUTION DE PROBABILITÉ A POSTERIORI DE TAU 
.(1) 

0.4 -
.0 
ca 
.0 0.3 
e 
c-
(1) 0.2 

"0 

(1) 

en 
0.1 en 

ca 
E 

0 
0 10 20 30 40 50 60 

ta u 
.(1) FO Ne TIO N DE DE NS ITÉ MARGINALE A POSTERIORI DE DEL TA 

0.06 
.0 
ca 
.0 

e 0.04 c-
(1) 

"0 

.(1) 0.02 .-
en 
c: 
(1) 

"0 

0 
-60 -40 -20 0 20 40 60 

delta 

Figure 4 : Dist.'ibution marginalt.'s fi posteriori dt.' r (tau) t.'t Ô (delta), 



4 Application 

Les rivières Moisie et Romaine sont situées sur la Basse Côte-Nord dans la province de Québec. 

Au milieu des années 80, on a observé une brusque diminution des débits de crues printanières 

sur ces rivières. La figure 5 montre la série chronologique des débits moyens de mai et de juin 

pour ces rivières. Les données numériques sont dans le tableau 2. 

--- riviè re Mois ie 

1600 -t-- riviè re Rom a in e 

~ 
1400 

E 

.Q) 
~ 1200 
:J 
(/) ., 
E 

1000 .-
.n 
. ., 
'0 

800 

600 

400 ~ ____ ~ ______ ~ ______ -L ______ ~ ______ L-______ ~~ __ ~ ______ ~ 

1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 
a Il Il e e 

FigUl'e 5 : Série chronologique des débits des ."ivières Moisie et Romaine. 

Tableau 2 : Données des l'Îvières Moisie et Romaine. 

Les débits sont cn ml/s. 
RiYiè.'c M()isie 
Annéc 1965 I%(i 1%7 1%8 1 <)()') 1<J70 1971 
Débit - 12.H.O - 88.-LO 1250.() 13()5.0 IO):U 
Année 1 <)7() 1<)77 1<J78 l'n<) I<)XO 1<)81 IlJX2 
Débit 1293.) 1 290.() 1 34().() 1)20.{) 11()4.o 1)850 1 1 1 ().() 
Année 1987 !tJ88 ItJ8tJ ]<)tJO ]tJ91 ItJlJ2 l<)tJJ 
Débit 528.) 'n').) 8.+).) 930.() 84().5 X%.5 79().() 

1')72 1<)73 1<J7.+ 
12()).) 13{)3.) 1204.() 
1')8.'" 1<)84 1985 
J:W90 1134.) X34.0 
]<)<)4 1<)95 
1085. () 'J1 X. 5 

1995 

1975 
1185.0 
1986 
8'+3.0 
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Ri\'iè.·c Romainc 
Année 1956 1957 1958 1959 19ôO 19ô1 19ô2 1963 1%4 1965 
Débit NaN 722.5 755.0 781.5 (j98.0 719.0 633.0 794.0 7(j9.0 1001.0 
Année 19(j(j 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 
Débit 891.0 623.5 757.0 939.0 X54.5 775.5 901.5 8n.O 692.0 727.5 
Année 1976 1977 1978 1979 19lW 1981 1982 1983 19X4 1985 
Débit 842.5 973.5 913.5 709.0 <)28.0 1180.0 806.0 1034.0 999.5 523.5 
Année 1986 1987 1988 19:-\9 1990 1991 19<)2 1993 1994 1995 
Débit 515.0 423.5 819.0 692.5 529.0 640.0 470.5 522.5 817.0 686.5 

On tentera de vérifier à l'aide du modèle développé dans le présent rapport si l'une des rivières a 

subi une baisse plus importante que l'autre. En effet, sous l'hypothèse Hn: t5::: 0, on a une 

relation uniforme entre les deux rivières sur toute la période de données et la baisse du régime de 

la rivière Romaine est explicable par la baisse de régime de la rivière Moisie. Ce genre de test ne 

peut être effectué avec la procédure de Lee et Heghinian, qui n'inclut pas une deuxième variable 

aléatoire dans le modèle. 

Pour les calculs, on n'a conservé que les annees pour lesquelles on dispose de mesures 

concomitantes pour ces deux rivières. On a donc une donnée manquante (année 1(67) séparant la 

série de débits. Étant donné que le modèle utilisé présuppose l'indépendance des observations, on 

a simplement lié les années 1966 et 1968 ct on a alors considéré qu'il n'y avait aucune donnée 

manquante. 

On a d'abord déterminé des distributions a pr;or; peu informatives sur les paramètres. 

Jr(r)::: 1/(11-1), r::: 1,2, ... ,1/-1 

5 - N(u. ::: 0 0': ::: 100( 2
) . 

J ,) "1 () .. 

h - Neu" ::: 0,0',; ::: 500 2
) 

c - N( '1 ::: 1 0' 2 ::: Î 2) . 
f" c ' (.' - .. 

Puisque /-Ie:;t:. 0, on a dû effectuer une transformation des données avant de calculer les 

distributions CT po.'i'le/';o/'i. On note W la variable transformée. La validation des hypothèses de 

normalité ne peut pas être effectuée de manière automatique pour la variable transformée, car la 

moyenne de cette variable dépend de l'année du changement de régime. Bien que le graphique de 
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normalité des débits de la rivière Moisie (figure 6) semble montrer une anormalité dans les 

données, il a été vérifié par un test de Shapiro-Wilk (Shapiro et Wilk, 1965) que l'hypothèse de 

normalité est respectée pour cette rivière. 

9 9 

9 8 

o .9 5 

o .9 0 

o .7 5 

0 50 

0 2 5 

0 1 0 

0 o 5 

0 o 2 + 
0 o 1 

40 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0 1 4 0 0 1 600 

Figure 6 : Diagramme de normalité des débits de la ,'iviè.,c lVloisic, 

Pour vérifier l'hypothèse de normalité de la rivière Romaine, il fàudrait connaître à l'avance Je 

moment d'un éventuel changement par rappOJ1 à la rivière Moisie. On convient donc d'effectuer 

d'abord l'analyse bayésienne pour ensuite valider la normalité des données de la rivière Romaine. 

Les tracés des distributions conjointes ({ posteriori de T et ()' (figure 7) et des distributions 

marginales (( posteriori de T et /i (figure 8) ne montrent pas une diminution significativement 

plus impOJ1ante de la moyenne des débits de la rivière Romaine par rappOJ1 à celle de la rivière 

Moisie. On détecte cependant un possible changement en 1984. Ainsi, en visualisant le graphique 

de la densité (f posteriori de (~( T = 1984). c'est-à-dire la densité (f posteriori de t5 sous 

l'hypothèse qu'ull décalage a eu lieu en 1984 (figure 9), on constate que la probabilité que t5 2: 0 

est plus faible avec un seuil de 8%. Il semble donc que la grande diminution du régime de la 

rivière Romaine depuis 1984 ne soit pas entièrement explicable par la baisse des débits de la 

rivière Moisie. Cette affirmation sera validée si la normalité des données transformées de la 

rivière Romaine est respectée. Sous l'hypothèse que le changement a bien eu lieu en 1984, le 

calcul numérique de l'espérance du paramètre â donne 
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E(ol(r = 1984t~,~) = f S;r(SI(r = 1984),~,~~8 ~ -96.77. 
R 

:2:! 5 

..0 

cu 4 
..0 
o 

0. 3 
CIl 

" 
:2:! 2 
CIl 
c: 
CIl 1 

" 
o 

500 

-4 
X 10 

delta (m'/s) -500 1960 
onnè e du dé calage 

Figure 7 : Densité de 1)I'ohabilité conjointe (f posteriori de l'allné{' de décalage et de 
l'amplitude du décalage, 

2000 
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DISTRIBUTION DE PROBABILITÉ A POSTERIORI DE L'ANNÉE DE DÉCALAGE 

~ 0.08 r----------.----------.-----------r-------~_.----------_r--------__, 

.0 
ca 
.0 e 0.06 

Ql 
"'0 

Ql 0.04 
1/) 

1/) 

ca 
E 

0.02 
1965 

-Ql X 10 
+" 5 
.0 
ca 4 .0 
0 
"'-
Cl- 3 
<Il 

"'0 

-Ql 
2 -1/) 

C 
Ql 

"'0 
0 

-500 

-3 

-400 

1970 1975 1980 1985 1990 1995 
anné e de dé calage 

DENSITÉ MARGINALE A POSTERIORIDE DELTA 

-300 -200 -100 o 100 200 300 400 500 
delta (m 3 15) 

Figure 8 : Distributions ma.'gin:lles li posteriori de l'année de décalage et de l'amplitude du 
décalage, 

.0 

'" '0 

'" c 

" '0 

x 1 0 
6 

o 
- 5 0 0 - 4 0 0 2 a 0 3 0 û 4 0 0 5 0 0 

delta (m 15) 

Figure 9 : Distribution de l'amplitude du décalage li jJosteriori étant donné que l'année du 
décalage est 1984, 

19 
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On peut ainsi ajuster les valeurs de la variable transformée W pour créer une variable dont la 

moyenne resterait inchangée dans le temps. La formule de transformation est 

-"j,; = W; -o;E(51(r = 1 984)'!,lJ 

Le diagramme de normalité de cette nouvelle variable (figure 10) montre que la normalité des 

données transformées de la rivière Romaine est effectivement acceptable sous l'hypothèse que le 

changement a eu lieu en 1984. 

o .9 9 

o 9 8 

o 9 5 

o 9 0 

o ; 5 

o 5 0 

o 2 5 

o 1 0 

o 0 5 

o 0 2 

o 0 1 

~ 9 0 0 

-+-
- 8 1) 0 

Figure 10 : Diag.·amme de nonnalité des données ajustées de la rivière Romaine sous 
l'hypothèse qu'un décahlge a eu lieu en 1984. 



5 Conclusion 

Le modèle de détection d'un décalage systématique de la moyenne d'une variable présenté dans 

ce rapport de recherche permet de tenir compte d'une autre variable corrélée avec la première. 

Toutefois, les distributions (f jJoslL'/'io/'i contiennent une intégrale qui est résolue numériquement, 

ce qui pourrait avoir pour effet d'augmenter légèrement le temps de calcul par ordinateur. 

La procédure étant basée sur des couples de données concomitantes, on a dû dans l'exemple 

d'application éliminer les premières données de la rivière Romaine (1956-1964) puisque les 

débits de la rivière Moisie sont seulement disponibles à partir de 1965. Comme les données 

manquantes sont fi-équentes dans la réalité, il serait intéressant de trouver un moyen de les inclure 

dans la structure de changement exploitée dans ce rapport. 
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Appendice A : Calcul de la densité conjointe de X et Y 

Soit .f(; (Tf), la fonction de densité de la variable aléatoire lf du modèle (1), Fi'! (II), sa fonction 

de distribution cumulative, et l':\' (x), la fonction de distribution cumulative de la variable 

aléatoire X . On a 

1;:r.r (x,)l= p(X ::; x, Y ::; y) 

= f IJ(X ::; x, eX ::; J' - hi - Il )./i, (1I)cl1l , 
R 

Si c = 0, alors 

\'-h 

1·:\".r (.r, y) = f ;':\' (x }/i· (II )dll = F\, (x )/·i· Cl' - hJ, 
-J:: 

ce qui implique que 

/r.l(x,y)=Ir(x}/i·(v-h i ), 

Sic> 0 , alors 

où v > y - hi - ex , 

En utilisant la formule de différentiation d'une integrale définie contenant Lin paramètre 

(Gradshteyn ct Ryzhik, 1994), on obtient 

et donc 

Ir.r (x, y) = Ir (x }fi· (1' - hi - ex), 
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Par symétrie, ce résultat est aussi vrai dans le cas où c < 0 . On a donc en général que 

Ir.r (x, y) = Ir (x )'/(' Cl' - hi - ex). 

Cette formule peut se ramener à la densité d'une loi normale bivariée. On suggère pour montrer 

cette dernière affirmation de pm1ir de la densité de loi normale bivariée pour arriver au dernier 

résultat. 

o 



Appendice B : Résolution de l'intégrale (5) 

(5) 

dhdcd,lIdadcr" 

On remarque tout d'abord que les termes en .u et Œ peuvent ètre isolés dans l'intégration. C'est-

à-dire 

r 

Il '\ 

_" () ( ) Y' (x - li) è 1 ')- Ji li Ji cr 1 ~ l , 

Ji(r,sl!'2::) xexp(-~)f f Il exp --;; 1 \ 2 J d,lldcr 
_cr,) J: R cr - cr 

\. 

r 
( II \ 

)' (\' - h - li â - ex )2 . . 1 

1 Il ........... , 1 1 h- C- J -exl)! - - 1 \ , - + -,- + -'. dhelcdcr. 
Il'' l J - - - " cr" - cr" cr" cr, S R R 

." Ji(lI)Ji(Œ) r lli=(x, -,u)è]l 
Or, f f '11 exp - -;; 1 \ è d,lIdcr converge. En effet. puisque cr 2: E> 0, 

:: R (J" i - Œ 

~ l ) 
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On réduit ainsi l'intégrale (5) à 

(12) 

x f f f -hexp 
S I{ R Œil 

dhdedŒII . 

Les intégrales sur h et c peuvent se ramener à une forme connue (Graclshteyn et Ryzhik, 1994) 

( 1,) (r2) . f exp - - (/- - r/) dl = .r;;;; exp -. - lorsque J) > () . 
N P 4p 

(13) 

Ona 

[ .., J 1 e-
x f--, f exp - --.., r exp 11+ • ') _ • 

S Œil R -(Je R 2 

(14) 

, 

() 

IIŒ-
Soit 5,' Œil : = , h 2' en utilisant l'équation (13), on obtient la solution de l'intégrale sur h. 

cr-+II(J 
Il h 

, l ,( )( - Il - r _ _ '). ,( ) 1 ~ ( _ ) 2 h- -1 \\ (J' 1 )' - () - ex 1 + ,\ cr L..)' - u l> - ex 
" \' Il ) " Il 1 1 • 1 1 1 

2 S( Œ,,) 
(J" 

db 

JI 
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, 
Œ,: 

S(ŒII ) = 27f--Œ exp 
Il " 2 

1/ 2 ("-r )2 L (y, - (Ii 5 - exi ) - S( Œ,,)II .P - --·5 - ex 
, , Il 

En insérant ce résultat dans l'équation (12) et en laissant tomber les facteurs constants en r, 0, 

e et Œ", il reste à résoudre 

r 
1/ , - ("-r )2 

I
L (v, - a/i - ex, t -s( Œ"),, .f - Ô - c.~ f ' , . 1/ C 

x " exr 2 .... -(J-,~-' -------- + -(J-,' 

(15) 

dedO"II . 

Ona 

1/ 

On note que H( Œ" ) > L (x, -.~ r 2: O. On peut donc uti 1 i ser l'équation ( ) 3) et on obtient 
,-, 

r l
( t.'_ (v -((/i-cx,):-S(Œ,)J/(f-I/-r()-C.~\I!: , ii 

1 ~., , " . Il J e - J f exp - - -- , -'-- -, de 
" ,-c- re-

l{ "- <J " "c-

l ) 
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j2;(J/I 
= exp -
~R((JJ 2 

, 
(J,; 

(J,; R( (J/I) 

On a donc 

d Œ" . 

( 
1/ ( 11- [ )) 2 2>", (y, - a,â) - s( o-JII.X' .f' - â 

1 1 Il 

(16) 

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour tenter de résoudre la dernière intégrale. L'intégration 

directe, l'intégration par parties, le développement en série de Taylor du terme exponentiel, le 

changement de l'ordre d'intégration, aucune n'a mené à une solution analytique. On s'est souvent 

référé à Gradshteyn et Ryzhik (1994). On proposera donc d'intégrer numériquement la dernière 

intégrale. II reste maintenant à calculer le ülctellr réducteur D de la densité n-( T, ôl!,~) 

(1/ , (11-[ )2 ,() l Y'(v-uâ)--S(Œ)lIlf--- <5 1/ 1 1 ) (J 1 .:.....J.'" /l,' '" f '" f 1 -1 - Il D=~ --1 -- exp -- " , 
ccl S (J,:' U( (J" L~ 2 0-,; 

(17) 
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On va encore se ramener sous la forme de l'équation (13), 

Étant donné que les calculs en cause ne sont pas complexes mais excessivement lourds, on ne 

donne ici que le résultat de la simplification du terme à l'exposant. 

1 (~' B(r,ŒJ C(r,ŒII )] 

=( ,Œ,~ 'J Ô--28 r(r,ŒJ+r(r,Œ II ) 

r( r, Œil) 

où 

[ 
Il " J 1 [" J( Il l H(r. uJ= I>', -S(u ll XI1- ,}i' - Nu ) L:>', y, -,\'(u" )/Ixy :2>, -S(uJ(n- ,)x , 

,--r-I (II 1 l , >1 

( " ) 1 (" )-C(r Œ ) = "'\' V 2 
- S(cr )1If'2 - -- "'\' x l' - .";(cr )1/.\1' 

, Il L..... 1 Il. I)() L.... '." Il.-
, 1 \ cr

ll 
,1 

et 

r( r, cr
ll

) = Œ,; + (1/ - r)( 1 - S( Œ
II
)( 1/ - r )) - (1 ) ( f x, _ S( Œ" )(11 _ r )x) 2 

Œ" "R Œ" ,r'i 

On note que l'expression (16) peut alors s'écrire 

Pour pouvoir utiliser l'équation (13) dans le but de calculer l'intégrale sur 8, il faut que 

r(r,Œ,,) > 0 pour r = 1,2, ... ,11-1 et cr" > 0, C'est ce qu'on montre ici, Soit r E {1,2, ... ,n-l} 

et Œ" > 0, on a 

Œ

2 

( ("-r)) 1 (" )è T(r,crJ=-f+(Il-r) I-S(Œ,,) - - ( ) LX,-S(Œ,,)(n-r)x 
Œ" Il R Œ" '-7-1 

> (Il - r { 1 - S( Œ" )( Il - r)) _ -( 1_) ( i x, _ S( Œ" )(11 _ r).Y) 2 

1/ R Œil 1 r-I 
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On va vérifier que la dernière expression est bornée inférieurement par O. 

1 ( Il ) ~ ( . (11 - r)) <=>( Il ~. _~) ;~Ix,-S(CTII)(JI-r)x ~(II-r) I-S(CTII ) -/1-

LX, - ,\( CT Il )IIX 
, 1 

<=> iX,:(I-S{CTJ("- r)) +S{CTII )(2X i x, -11.\":) - ( ~ )(ix,)~ ?o 
,1 JI , ,.1 1/ r ".1 

<=>LX~ I-S(CT - +-' _II LX - LX - LX?O Il ( {fl-r)) \'(CT )(( n ): (r ):] 1 (" )~ 
,,,1 ' Il 1/ JI, ,.1' ,l' (I/-r) ,,,,,_l' 

<=> (1 -S(CTII f ~JJ[(i>~,: -~(t x,): J + [ f x,: -~(f x,)~ Jl 
\. JI ,Ir, l , ,.1 JI r '·'r ··1 

+(I-S(CTII{~)J[~(tx,Y +_1 r fx,\j:: 
"\ 1/ r, 1 ) Il - r \, ,.1 

S(CT ) [( 11 Y (' î è 1 (/1 î: +--" LX"· 1 - y\' 1 --- y\' i >0 
JI ".1") 7:'i"' ,) (IJ- r)~'~I' ,) -
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<=> (1 -S( Œ,,)( ~ ))[t (x, -~(i. XiJJ 2 +i (XI - ~( i X JJJ 2] 
Il 1 1 r J -1 1 r' 1 Il r J ... r·' 1 

+ (I-S(Œ"))(iXI)è :20 
r 1-1 

Comme 0 < S( Œ" ) < 1 , on a bien 

( 1- s(Œ" {~)J[i:(XI --~(i:x, JJ2 + f(X I -~( fx, JJ2] 
\ fi IIT.I 1 1-,'1 Il T .1 ."1 

+ (I - .\'(Œ" ))(t x, J2 
r Il 

~ 0, 

ce qui implique que 7'(r,Œ,,) > 0 pour r = 1,2, ... ,1/-1 et (T" > O. 

On peut maintenant uti liser l'équation ( 13) et on a 

_ '1 1/-1 _1_ S(Œ,,) , [_1. f{( r, aJJJ 
D - ,Fi;I f 1/ 2 Î ( ). '( ) ex p - '1 2 (( r, au ) - _ '( ) da" . 

r .. 1 S a" ~ N. a" 1 T, a" - a" 1 r, au 
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(19) 
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Appendice C : Calcul de la fonction de distribution conjointe 

On énonce d'abord une généralisation de l'équation (13), 

U ( l,) (1'2) (211-I'J f exp - -(r - ri) dl = .j;;; exp -, - cD r;:;-:: avec /) > 0 
,1' 4/) "1/21' 

(20) 

où cD est la fonction de distribution cUlllulative d'une loi normale standardisée N(O,l). Soit 

T" E{I,2, ... ,II-I} et li" E~n, en se basant sur le calcul de Q effectué précédemment et en 

utilisant l'équation (20), on arrive à 

o 




