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CALCUL DE PROBABILITES CONJOINTES DE DEUX VARIABLES
PROVENANT DE DEUX LOIS DE PROBABILITE DIFFERENTES

Le but de cette étude consiste a établir une méthodologie pour calculer la loi
de probabilité jointe de deux variables X et Y quand ces deux variables ne
suivent pas la méme loi de probabilité marginale. En d'autres mots, il s'agit

de calculer la probabilité au non-dépassement:
P[X<x, Y<y] (1)

pour x et y quelconques, quand X et Y proviennent de deux lois de probabilité

différentes.

En raison du tres grand nombre de lois de probabilité que les variables X et Y
peuvent suivre, il n'est évidemment ni réaliste, ni possible de calculer 1la
probabilité conjointe pour tous les couples de lois possibles de X et Y. Pour
cette raison, nous avons délimité 1le probleme pour qu'il soit a la fois

abordable mathématiquement et utile pour des fins pratiques.
Etant donné que:

- la loi normale bivariée est une loi treés bien étudiée et documentée dans
la littérature;
- plusieurs études traitent du probieme de transformation d'une variable X

vers une loi normale U,

nous avons décidé de nous limiter au probléme ou 1'on peut supposer qu'il existe
une fonction f(X,Y) qui transforme le couple de variables (X,Y) (variables qui

nous intéressent) en un couple qui suit une loi normale bivariée (U,V).

Nous avons donc commencé par faire une revue de littérature sur ce sujet de
transformations vers la normalité en passant, en particulier, par les transfor-
mations "SMEMAX" et "SMEMAX modifiée" proposées par Loganathan et al., (1985),
la transformation Box-Cox introduite par Box et Cox (1964) et utilisée, entre
autres, par Hernandez et Johnson (1980), Loganathan et al., (1985, 1987) et
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Linnet (1988), et plusieurs autres transformations étudiées par Skees et Shenton
(1971).

Aprés avoir examiné toutes ces approches, la méthode jugée la plus utile pour
des fins pratiques a été retenue. I1 s'agit de la transformation Box-Cox donnée
par 1'équation:

xk—l (2)

u = fx(x) = { N rz0
logx A=0

ou x est la variable transformée vers une 1oi normale u de moyenne u et de,
variance o?. Cette méthode est la plus étudiée et la plus appliquée parmi les

méthodes que nous venons de mentionner.

Donc, si on considere X comme le débit maximum annuel d'une riviere, par
exemple, le but de la transformation Box-Cox sera de transformer la variable X
en une variable U qui suit une 1oi N(u,02). Nous voyons tout de suite que cette
transformation agit comme une loi a 3 paramétres (A, u ef;az) qu'on ajuste a la

variable X.

Supposons que nous avons a notre disposition les données suivantes:

- premier échantillon : X;, X5, ..., XN de taille N, (3)
1 N
- deuxieme échantillon : Y, Y,, ..., YN de taille N , (4)
* * * * *2 *
- N COUp]ES (X19 Yl)’ (XZ, YZ)’ MR} (XN’ YN) (5)

formés des valeurs concomitantes entre le premier échantillon X et le
deuxieme échantillon Y (notons qu'en général N peut étre différent de N,
et N,).

Pour transformer chacun des échantillons Xi’ i=1, ..., Nyg; Yi’ i=l, ..., N, a

une distribution normale, nous avons procédé en réalisant les étapes suivantes:

(1) nous avons placé 1'échantillon X,, X,,..., XN en ordre croissant:
1



(2)

X:€ X, ... <X (6)

nous avons calculé la valeur optimale A\, de A, qui transforme la variable
X en une variable U suivant une loi N(u,02) par 1'équation (2). Cette
valeur optimale A,, a été calculée par la méthode du maximum de vraisem-
blance (M.V.), une méthode dans laquelle i1 faut résoudre (Linnet, 1988)

1'équation suivante:

sl M 1 M 9
—-—=Z 1nXi-—Z(Ui‘H)—‘=0 (7)
ax  i=l o? i=1 oA
aui 1
=5 [(1+xu;) Tn (1auy) - Au] (8)
A
us = £ (%) (9)
Ny
w=(I/N;) § ou, (10)
i=1
Ny
2 2
o = (1/Ny) _Zl.(ui - u) (11)
1=

La résolution de 1'équation (7) pour déterminer A, a été réalisée en
utilisant la méthode de la sécante (Burden et al., 1978). Suite aux
calculs des équations 7 a 11 le logiciel "SMPLNORM" qu'on a préparé,

imprime la valeur de \; et les valeurs de 1'échantillon u;, u,, ..., uy
1

calculées a 1'aide de 1'équation (9) en remplagant A par A;. D'aprés la
théorie utilisée (Box-Cox), cet échantillon devra suivre approximativement

une loi normale (u,02) ol Y et o2 sont donnés par les équations (10) et

(11).
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(3) Nous avons testé si 1'échantillon u., i=1l,..., N, obtenu a 1'étape
précédente suit réellement une loi normale. Pour se faire, nous avons
choisi le test statistique d'Anderson-Darling (Linnet, 1988) pour les deux

raisons suivantes:

(i) c'est un test relativement sensible aux valeurs extrémes de 1'échan-

tillon (ce qui est important pour un phénomene comme les crues);

(ii) les wvaleurs critiques nécessaires pour appliquer ce test sont
disponibles (Linnet, 1988) dans le cas ou X n'est pas connu, mais
plutét estimé a partir des données (ce qui est le cas dans le

probléme actuel).
Pour appliquer le test d'Anderson-Darling, nous avons procédé selon les étapes
suivantes (Linnet, 1988):
(a) standardisation des valeurs us, (i=1, ..., N;) en utilisant
1'équation:
*
u; = (u’i -y /o (12)

ol u et o sont donnés par les équations (10) et (11) respectivement.

(b) calcul de la statistique A* d'Anderson-Darling donnée (Linnet, 1988)

par:.
. 2
A* = A2(1 + 4.2 /N, - 43/N;) (13)
ol ‘
N, ,
2 1 .
AT Ny - {iga (2i-1)[1Inz; + ]n(l—zN1+1_i)]} (14)

z, est la probabilité cumulative correspondant a la ieme variable normale

*
standardisée u, . Pour calculer z;, on utilise la formule suivante:



*

-u.
z. = 0,5 - ERFC (—) (15)
v 2
ou ERFC : fonction d'erreur complémentaire calculée a partir de fonctions

rationelles de degré k au numérateur et m au dénominateur (Cody,
1969 et Abramowitz et Stegun, 1970)

Le Togiciel SmpiNorm imprime la valeur de A* et spécifie si cette valeur est
statistiquement significative ou non en se basant sur la Table 2 donnée par
Linnet (1988).

De plus, le logiciel montre de fagon graphique les valeurs normalisées standar-
disées u? sur du papier de*probabi1ité normale. Une droite sur ce graphique
signifie que les valeurs us, i=l, ..., N; (donc les valeurs us, i=l, ..., N;)
suivent une loi normale et que la transformation Box-Cox (2) est adéquate pour

1a variable X.

(4) Nous avons répété les étapes (1), (2) et (3) pour le deuxiéme échantillon
Yi’ i=1l, ..., N, (4) en remplagant X par Y et N; par N, dans (6), u par v
dans (2), (7)-(12), u* par v* dans (12) et A; par X\, dans (2), (7).

* *
(5) Nous avons considéré les couples (Xi’ Yi) , i=l, ..., N des valeurs
concomitantes de X et Y (5), sur lesquelles les transformations suivantes

ont été appliquées:

* f)\(Eq.Z), A=Ay Eq~(;‘-2) *
X; - U, ——— > U,
1 1 1 * *
= (uy, vi) (16)
« £(Eq.2), =\,  Eq.(12) «
Y3 TV T 7Y

Nous avons calculé une estimation du coefficient de corrélation p entre les

* *
couples de valeurs normalisées standardisées (ui, Vi) et nous avons testé si ce
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coefficient .est significativement différent de 0 selon une procédure décrite en
appendice (Appendice A). (Notons que du point de vue théorique ce test n'est pas

nécessaire, mais du point de vue pratique, il peut 1'étre).

(6) Les variables (u*, v*) peuvent ne pas suivre conjointement une loi normale

bivariée méme si de fagon marginale u* et v* suivent une loi normaie.

. * *
C'est pourquoi nous avons testé si les couples (ui, Vi)’ i=1l, ..., N
suivent une loi normale bivariée selon une procédure décrite en appendice
(Appendice B).

(7) Nous avons calculé les probabilités
PlU<u, V <V] (17)

en se basant sur une loi normale bivariée standardisée pour des valeurs
fixes de u et v en utilisant la routine "MDBNOR" du logiciel "“SMPLNORM"
(Owen, 1962). Dans le logiciel SmpINorm que nous avons développé, 1'utili-
sateur peut choisir jusqu'a six valeurs différentes de période de retour T
pour U* (les mémes valeurs sont prises pour V*) et le programme calcule la

valeur de u (v) satisfaisant la relation:
* * .
PU <su) [=P(V =v)] =p=1/T

Les probabilités (17) sont aisément transformées 2 des probabilités de 1la

forme:
P[X <x, Y <y] (18)

* *
en utilisant la transformation inverse de (16), qui donne x et y en fonction
* *
de u et v , respectivement.

Notons que la transformation inverse de (2) est donnée par



1/x Az 0
X = f;l(u) - {(l);U‘l’l) . (19)
e

A partir de 1'équation (18), nous avons calculé les probabilités:
* * -
P[X 2x, Y 2y] . (20)

en utilisant la relation suivante:

*

* * * * *
P[IX2x, Y 2y ] =P[X2x] +P[Y2y] +P[X<x,Y=<y]-1 (21)

* *
ou P[X 2 x] et P[Y 2 y] sont les probabilités marginales au dépassement,

* *
connues en fonction de la période de retour T qu'on a fixée pour X et Y .
(*) Note sur la précision du calcul des probabilités (20) et (18).

L'application du logiciel SmpIlNorm nous a montré que la routine "MDBNOR"
utilisée pour calculer les probabilités (17) et (18) (Owen, 1962) peut donner
des résultats imprécis lorsque des périodes de retour T supérieures a 1,000 ans
sont utilisées. Lorsque cela arrive, nous avons prévu que la valeur imprécise
soit identifiée dans la sortie du programme en 1'indiquant par une lettre "E"
(par exemple E.900020 veut dire que la valeur .900020 manque de précision).
Dans ce cas, une valeur corrigée est donnée dans le programme. Cette valeur

corrigée est basée sur le fait que log P[X 2 XP , Y2 YP ] devient une fonction
1 2
presque linéaire avec log P[X 2 XP ] lorsque P, devient tres faible, ou T = 1/P,
1

devient trés élevé (T > 1000, par exemple).

Basé sur cette linéarité, nous avons utilisé une interpolation linéaire simple
pour corriger la valeur imprécise (20) et nous avons ensuite utilisé la relation
inverse de (21) pour corriger la valeur imprécise correspondante (18) (pour

chaque valeur imprécise (20) i1 y a une valeur imprécise correspondante (18)).



Exemple:
Probabilité conjointe Probabilité marginale X
au dépassement
P[X 2 XP1’ Y2 Yp2]> P, =P(X 2 XP:L] T=1/P,
.000100 .5 2
E.000120 .1 10
.000083 .02 50
P2 =P[Y 2Yp ] .0001 Probabilités marginales Y
2
T = ],/P2 10000

Valeur imprécise

.000120 (1a valeur exacte doit étre inférieure a .000100

mais supérieure a .000083)

Tog(valeur corrigée):

-+ valeur corrigée = .000091.

Notes générales

_ log .000100 (109.02 - log.1l) + 109.000083(1o0g.1-10g.5)
- 1og.02 - log.5 '

(1) si on ne réussi pas a obtenir une loi normale avec la transformation

(2), i1 sera probablement utile de considérer d'autres transforma-

tions en remplagant x par

log x
exp (x)

(x-m) ou m est un quatriéme paramétre choisi tel que

(0<m <xmin) ou X .o
log(x = m); 0<mc<

(xmin
(log x - m); 0<m< log x

est le plus petit élément de 1'échantillon

(2) si la valeur de X calculée par M.V. (Eq. 2) est proche de 0, la loi

log-normale sera une bonne 1oi pour représenter la variable X.
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APPENDICE A

TEST SUR LE COEFFICIENT DE CORRELATION : p =0

Pour un échantillon (ui,vi) i=1l, ..., N, de taille N, ou les variables u et v

sont normalement distribuées, nous calculons r le coefficient de corrélation:

- Z(ui—a)(vi—V) | ' (A1)

-2 -2
J[Z(ui—u) . Z(vi-v) ]

Pour des variables normalisées standardisées, 1'équation de r est donnée par:

Si p =0, 1a quantité

t = — r (A2)
v [(1-r2) / (n-2)]

suit une loi de Student a v = (N-2) degrés de 1liberté (d.1.). Pour tester
1'hypothése p = 0, nous calculons t par 1'équation (A2) et nous comparons sa
valeur avec la valeur critique tp calculée selon une Toi de Student a v = (N-2)

d.1. au niveau de signification p = 0,05 , p = 0,01.

Pour calculer tp, nous avons utilisé 1'approximation 26.7.5 d'Abramowitz et
Stegun (1970):

X X X
£ ~ x +91(p)+92(p)+93(p)+“.

p p v 12 V3
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1 3
e = x)
1 5 3
g,(x) = 5 (5x + 1lbx + 3x)
1 7 S 3
gsz(x) = 384 (3x + 19x + 17x - 15x)

9 7 5 3
ga(x) = §§%€ﬁ (79x  + 776x + 1482x - 1920x - 945x)

ou xp est la variate normale standard donnée par 1'équation 26.2.23 d'Abramowitz

et Stegun:
2
Cot Cyt + Cot 5
X, =t - + e(p), t = v(In 1/pf)
P 1+d,t + dyt? + djt3
-4
le(p)] < 4.5 x 10
Co = 2.515517 d, = 1.432788
c, = .802853 d, = .189269
c, = .010328 d; = .001308

Le logiciel SmplNorm qu'on a développé spécifie si 1'hypothese p = 0 est

acceptée (ou rejetée) au niveau p = 0,05, p = 0,01.
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APPENDICE B

VERIFICATION DE LA NORMALITE D'UNE DISTRIBUTION JOINTE

Comme on a mentionné auparavant, il peut étre nécessaire dans 1'analyse de
données pairées de s'assurer que la distribution bivariée que 1'on considére est

normale.
On dispose généralement de N paires d'observations (ui, Vi) pour i =1, ..., N.

On examine préalablement les distributions marginales de U et V comme on 1'a

fait auparavant.

On peut montrer qu'une loi normale bivariée (NB) a des distributions marginales

normales alors que la réciproque est fausse, donc :

- si les distributions marginales de U et de V ne sont pas normales, la

loi jointe n'est pas normale;

- si la normalité des distributions marginales est acceptable, la loi
jointe peut étre normale, mais cela n'est pas certain; on doit effectuer

un examen plus approfondi. La procédure est la suivante :

- on estime a partir des données les moyennes u, v, les écarts types s,, s, et

le coefficient de corrélation r.

- on calcule Bi tel que:

(ui - u)2 (ui - u) (Vi - V) (Vi - v)2
B. - 2r +

i~ - 2 2 2
(1 -r2) s S:1S, s

1

- On examine si les Bi suivent une 1oi khi-2 a v = 2 degrés de liberté, on a
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pour la fonction de densité cumulée (FDC) de cette loi:

F(x§) =1 -e
on en déduit :
X5 = - 2 Log [1 - F(x3)]
ou encore en logarithme a base 10:
X3 = - (2 x 2,303) log [1 - F(x3)] = - 4,605 log [1 - F(x3)]

En posant G(¥2Z) = 1 - F(%x3) qui représente une probabilité au dépassement, on a

la relation théorique :
Tog G(x3) = - 0,217 %3

Cette relation théorique dans un diagramme (G(%3), X%) avec une échelle

logarithmique apparait comme une droite de pente négative.

Pour comparer les valeurs expérimentales avec la droite théorique, on classe les
Bi par ordre croissant et on leur affecte la probabilité empirique Fi’ on en
déduit Gi =1 - Fi et on peut alors comparer les points (log Gi’ Bi) avec la

droite théorique.
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APPENDICE C

VERIFICATION DES HYPOTHESES DE BASE NECESSAIRES
A UNE ANALYSE DE FREQUENCE ET APPLICATION DE QUELQUES LOIS STATISTIQUES INCLUSE
DANS LE LOGICIEL AJUST (INRS-Eau)

Avant de faire une analyse statistique de fréquence a partir d'une série de

données (échantillon), i1 faut montrer que:

- les observations de 1'échantillon sont indépendantes;
- les observations de 1'échantillon sont homogénes, c'est-a-dire qu'elles
proviennent d'une méme population statistique;

- 1'échantillon ne comporte pas d'observations aberrantes.

Chaque hypothése peut étre vérifiée par différents tests statistiques

appropriés. Dans AJUST (logiciel développé et utilisé a 1'INRS-Eau), trois tests

sont utilisés, chacun vérifiant une des trois hypothéses ci-dessus:

- le test d'indépendance de Wald-Wolfiwitz;
- le test d'homogénéité de Mann-Whitney;

- le test de détection des valeurs aberrantes de Grubbs & Beck.

En appliquant ces tests aux données des deux stations Mauricie et Gentilly, on a
constaté que la premiere station passe les 3 tests au niveau de 5% mais la
deuxiéme station ne passe pas deux de ces test (indépendance et homogénéité)
méme au niveau de 1%. Un examen visuel des données de cette derniére station
nous a revélé un certain changement dans les débits commengant vers 1'année 1971
et allant jusqu'a 1'année 1985 (derniére année de données). En effet, en
regardant les données de Gentilly, il est tres facile de voir que les débits de
la période 1971-1985 sont, en moyenne, sensiblement plus élevés que les débits
de la période précédente (1922-1970).
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Pour cette raison, il nous a été nécessaire de reprendre les 3 tests statisti-
ques ci-haut mentionnés sur une partie des données de Gentilly qu'on a jugé plus
homogéne. En prenant la période de 1922-1973, nous avons obtenu d'apres les 3
tests un échantillon de valeurs homogénes, indépendantes et qui ne contient pas
de valeurs aberrantes (voir les résultats numériques qui suivent). Nous
n'allons donc considérer que cette période dans nos analyses subséquentes pour

la station de Gentilly.

Dans Tle présent appendice, nous trouvons 1'application de quelques Tlois
statistiques du logiciel AJUST (INRS-Eau) aux deux stations qui nous concernent.
Le but de ces ajustements est de compléter, d'une certaine maniere, les
ajustements déja effectués par 1'équipe d'Hydro-Québec en considérant une série
de données plus homogenes pour la station Gentilly et en incluant 1'ajustement
de la loi gamma généralisée (GG) qui peut porter un certain intérét a cause de

sa flexibilité.



~ APPENDICE D

RESULTATS NUMERIQUES ET GRAPHIQUES DU LOGICIEL SMPLNORM
APPLIQUE AUX STATIONS MAURICIE ET GENTILLY

Résultats D.1. : Données des stations
de Mauricie: (période de 1922-1985) et
de Gentilly: (période de 1922-1973).

Résultats D.2. : Données des stations
de Mauricie: (période de 1922-1985) et
de Gentilly: (période de 1922-1985).
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LOI BIVARIEE

(Base: transformation rs la normalite)

<
{

Probabilite conjeointe au non- d epassement pour
les debits (m3/s) des stations suivantes:

DEBIT MAXIMUM ANNUEL
DEBIT MAXIMUM ANNUEL

#1 - BASSIN MAURI
#2 - BASSIN GENTI

E*O

o
Sefies

248 R R KK ROK RO R KO R A R R Sk KK R SRR R o 5K K K K 0K S A K R K R KR R Sk R OK SR OK 5KOK HCK KR K R K K R K K K 0K R K K K R KO 1 KOk kK

* *¥DERIT DE LA STATION: Station #1 *V. MARGINALES: *
* , * * Station #2 *
* SORRACA AR Sk A S R o K 0K SOHOR KK SR N Sk 5ROk YR KKK Sk KK KR SO K KK % KOK K ok KOK K KOR Y s ¥ R k ok ok k.
*DEBIT DE: * ) .
*¥Station #Z4 25175 3927.0 E5170.0 &704.4 7542.9 89533.6*P{X>XP) *T(ans) *
¥ * ¥ b
SR KR OK SK k RR R K K S kR K S o 8 S r SR K KKK K K K o S K Dk R R K AR s 8 A R 8 b o R R SRF R O A DK R R AN A O OR Ak
X * ok ¥
o 17E40.4 x 349022 (4887035 498100 (4939635 (489351 .500000% 50006 2. X
* * * *
* 0 Z1169.7 % 488703 837655 (891248 (8386307 .899326H.9000z0% 1000 * 10. *
¥ * ¥ b
* 0 23481.1 = 972761 879477 .8T79%83x | L2uu =% 50, %
* * ES *
* Z24315.6 % 981784 989341 .989961% .0100 =x 100, *®
* * * *
kL8724, 2 % 9859341 .988088 .998gigxy _001C = 1000, ¥
2 ES . X
¥ ZB768.8 ¥ .288861 .998918 .998804x 0001 * 10000, =
* ¥ X *
2K KK R OK K K KK K OK K KK ok KK K R R A o8 6K K K K K K K K K K KK K K K K 2K K kK K K 3R K R R K o S K K K K 8 K AR R A or b R R K
*P(Y>YFE) * 5000 1000 0200 .0100 .0010 OOGl*V MARGINALES: *
(an:)‘ * 2. 10, B 100, 1600, moo‘ Stetion £10 s

E = VAuEUR IMDQECIVL: uA VAL'UB LOER;UEE Eo : .699991



LCI BIVARIEE

(Base: transfermation vers la normalite)

Probabilit e conjointe au depassement pour
les debits {(m3/s) des stations sulvantes:
#1 - BASSIN MAURICIE DEBIT MAXIMUM ANNUEL
#2 - BASSIN GENTILLY DEBIT MAXIMUM ANNUEL

PR AR KR R R R R SR AR K R R OK K  O SS 5 SR o KOR R K AR E oK Dk b K D b K KK R A S K RO R OR ROR b SR R R R x w x
X «DERIT DE i STATION: Station #1 *V VAhCiBAun% x
24 X g x
* DK A K 2K R R D 2K K R R ok k. K KKK R KK K R K R K o 1 K K K K K K 3K K K k2K K K Kk 3R KK R ROKOK R ROE 3 A R A0 A e s 2y
*DERIT DE: % * *
*otation #2%  2H17.0F Raz7.0 5170.0 88704.4 TH42.9 9533 .6*%FP(X>XF) #T(ans *
k4 P b3 x
P FR S ES RS FES ST PEIEIISLESELESSSSIESSSLSESTPEERESSFIS SIS ST SPTSC PSR EE L SN R . 2
* * ¥ x
¥ o 175404 * 349022 .088703 012100 .009685 .000991 .000100x 5000 X z
* * X x
¥ 211697 % 088703 037855 011248 .008307 .000826E.000120* . 1000 =x 1o 0
¥ * * -
# 2348101 % 019100 .011248 .004441 002761 .000477 .000083*% 0200 =« SO
¥ o+ k3 =
# Z4318.6 * 009695 . 006307 002781 001784 .000341 .000061x .01G0 4 100 o~
* O ZB8724.2 % 000891 .000826 .000477 .000341 .0000886 .000018*% 001G + 10060, =
* * X x
¥ 287688 ¥ Q00100E.00012C 000083 .000ael CCOGIB 000004+ .00CT ¥ 100uLC. ¥
X* *. X *
****ii************x%**************X********%***“*Y********Y*X*%Xﬁ*a%*??wwr-?f
¥P(Y>TP) * L5000 L1000 020 L0100 . 00190 000KV, MARZ IR .
¥T (ans) & 2. 10. S0 )u 1000, W’MMJH.*» Sffr,‘: *
*******H***i*n*%?fk&***?#n**vﬁa‘19*w**x‘**YY***»**#*»*4*4*******4* R E N R x s

E = VALEUR IMPRECISE; LA VALEUR CORRIGEE EST: .000091
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APPENDICE E

LISTING DU PROGRAMME SMPLNORM

Instructions pour la compilation et 1'exécution du logiciel
""SMPLNORM"

Listing du programme principal "SMPLNORM"

et des programmes annexes:

SMTEST1, SMTESTZ et SMPLOT

Exemples de fichiers de données:

"MAURI .ECH" (période 1922-1985)
"GENT .ECH" (période 1922-1985)
"GENTZ .ECH" (période 1922-1973)



