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Résumé

L’essor rapide des systemes de communications radio-mobiles a donné lieu a une nécessité de plus en
plus croissante pour des services de géolocalisations efficaces. Une estimation précise des directions d’arrivée
(DDAS) est donc nécessaire pour améliorer les performances de ces systémes. Le sujet de ce mémoire de
maitrise porte sur le développement d’un estimateur de direction d’arrivée pour des signaux turbo-codés.
Nous proposons particulierement une méthode novatrice permettant d’exploiter l'information extrinseque
provenant des décodeurs dans I’estimation des directions inconnues. En effet, le décodage est principalement
basé sur un échange itératif d’une séquence d’information extrinseque entre les deux décodeurs, sous forme
de rapport de vraisemblance logarithmique (LLR). L’estimateur opére donc & chaque itération turbo en
exploitant ces informations extrinseéques pour raffiner 'estimée de DDA. Cette derniere est utilisée pour
diriger un beamforming dans la direction des signaux utiles tout en éliminant 'interférence. Dans ce travail,
nous nous proposons de développer un estimateur de DDA & maximum de vraisemblance (MV) pour des
signaux turbo-codés. Afin de caractériser théoriquement le gain de performances en termes d’estimation des
DDAs qui est dii a l'assistance du décodeur, nous développons aussi, pour la premiere fois, ’expression
analytique exacte de la borne de Cramér-Rao (BCR). L’analyse de performances montre que notre méthode
surpasse la méthode d’estimation aveugle (aucune assistance du décodeur) et aboutit a des performances
optimales par rapport a la BCR sur une large plage de rapport signal sur bruit (RSB). On montre également

lefficacité du nouvel estimateur par rapport aux deux techniques sous-espaces classiques MUSIC et ESPRIT.

Mots-clés Direction d’arrivée, turbo-codes, rapport de vraisemblance logarithmique, maximum de vrai-

semblance, beamforming, borne de Cramér-Rao, MUSIC, ESPRIT.






Abstract

In this report, we address the problem of direction of arrival (DOA) estimation from turbo-coded square-
QAM-modulated transmissions. We devise a new code-aware direction finding concept, derived from maxi-
mum likelihood (ML) theory, wherein the soft information provided by the soft-input soft-output (SISO)
decoder, in the form of log-likelihood ratios (LLRs), is used to assist the estimation process. At each turbo
iteration, the decoder output is used to refine the ML DOA estimate. The latter is in turn used to perform a
more focused receive beamforming thereby providing more reliable information-bearing sequences for the next
turbo iteration. In order to benchmark the new estimator, we also derive for the very first time the closed-form
expressions for the exact Cramer-Rao lower bounds (CRLBs) of code-aided (CA) DOA estimates. Simula-
tion results will show that the new CA direction finding scheme lies between the two traditional schemes
of completely non-data-aided (NDA) and data-aided (DA) estimations. Huge performance improvements are
achieved by embedding the direction finding and receive beamforming tasks within the turbo iteration loop.
Moreover, the new CA DOA estimator reaches the new CA CRLBs over a wide range of practical SNRs the-
reby confirming its statistical efficiency in practice. As expected intuitively, its performance further improves

at higher coding rates and/or lower modulation orders.

Keywords: Turbo-codes, direction of arrival estimation, beamforming, log-likelihood ratio, maximum

likelihood, Cramér-Rao lower bound, code-aided, QAM signals, non-data-aided, data-aided.
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Introduction

Les communications mobiles figurent sans doute aux premiers rangs du palmares des triomphes de I'in-
dustrie des télécommunications. La premiere génération, parue dans les années 90, rassemble les systémes
de communications numériques connus sous le nom GSM (Global System for Mobile communication). Ces
systemes ont permis la transmission de messages alphanumériques et de la voix a bas débits. Les systémes
de troisieme génération, UMTS (Universal Mobile Telecommunication System), ont été introduits en 2003
et ont permis une transmission a des débits supérieurs a ceux fournis précédemment. Cependant, le boom
actuel d’utilisation des différents services mobiles (voix, vidéos, photos, acces internet) dépasse quasiment
toutes les prédictions de naguere. L’offre de la mobilité dans les communications est devenue un indicateur de
développement social et économique. L’adaptation des systémes de communications sans fil aux utilisateurs,
de plus en plus nombreux et avides de mobilité, est devenue donc cruciale. Dans le but de développer de
tels systémes, une connaissance plus précise des différents parametres du canal de propagation est nécessaire.
En particulier, 'angle d’arrivée des signaux par rapport au récepteur est un des parametres clé du canal de
propagation.

L’estimation de directions d’arrivée (DDAs) constitue un intérét de primordial pour diverses applications
telles que le RADAR, le SONAR et plus récemment les communications cellulaires. L’estimation des DDAs
est surtout nécessaire dans la formation de voie (de I'anglais “beamforming”). En effet, les performances
des antennes se traduisent fondamentalement par leur faculté a focaliser le rayonnement dans une direction
particuliére tout en minimisant 1’énergie dans les autres directions. Ce processus nécessite donc la parfaite
connaissance des différentes directions d’arrivée justifiant ainsi le travail de ce mémoire de maitrise. Les mé-
thodes d’estimation des DDAs sont diverses et peuvent étre classifiées en deux catégories: les méthodes basées
sur la notion de sous-espace et les méthodes du maximum de vraisemblance (MV). Comme son nom l'indique,

une méthode de sous-espace est basée sur 'idée du partage de 1’espace d’observation en deux sous-espaces:



le sous-espace signal et le sous-espace bruit. Ces deux sous-espaces ont la particularité d’étre orthogonaux
permettant ainsi de localiser les sources. Malgré le fait que ces méthodes sont souvent qualifiées de méthodes
a haute résolution fournissant une estimation d’angle d’arrivée d’une grande résolution, leurs performances
d’estimation se dégradent considérablement en présence d’un faible rapport signal sur bruit (RSB) et/ou un
nombre réduit d’observations [1]. Les méthodes sous-espace les plus connues sont les méthodes du goniometre
ou MUSIC (MUTItiple SIgnal Classification) et ESPRIT (Estimation of Signal Parameter via Rotational In-
variance Techniques). La méthode du maximum de vraisemblance a été introduite par Sir Ronald Fisher en
1912. Fisher a présenté cette méthode comme étant zéro-défaut par rapport aux méthodes qui existaient a
I’époque en mettant 'accent sur la richesse de ses propriétés théoriques. En effet, I'estimation par MV possede
deux propriétés fondamentales: la normalité asymptotique et la convergence. Les propriétés asymptotiques
ont été largement étudiées [par Cramér (1949), Van Der Vaart (1998), Scholz (2006)]. L’estimation par MV
est basée directement sur les échantillons regus (au lieu de leurs statistiques d’ordre supérieur), ce qui rend
ces méthodes efficaces, fournissant en géneral d’excellentes estimées. La multitude d’applications utilisant des
méthodes & MV est le meilleur témoin de leur efficacité, parfois au dépend de la complexité [2]. Selon une
autre perspective, les techniques d’estimation des DDAs peuvent étre classifiées en deux différentes catégo-
ries selon le cas si une information a pripori sur les symboles envoyés est présente ou absente au niveau du
récepteur: NDA (de I'anglais Non-Data Aided) et DA (Data Aided). Les méthodes NDA sont des méthodes
aveugles qui nécessitent un nombre d’échantillons assez élevé. Leurs performances se dégradent souvent a
de faibles RSB. Les méthodes DA, par contre, sont des méthodes assistées nécessitant la connaissance de
toute la séquence envoyée par ’émetteur. Elles sont connues pour leur performance élevée au détriment de
I’ensemble du débit du systeme. Il semble donc raisonnable de concevoir une troisieme alternative comme un
juste milieu entre ces deux cas extrémes. L’estimation assistée par le décodeur (CA) a été congue précisément
dans cet objectif.

Tout canal de transmission présente un bruit aléatoire qui perturbe la communication. L’effet du bruit se
traduit par des erreurs de transmission a la réception. Le codage canal a vu le jour pour lutter contre ces
perturbations. En effet, 'insertion de maniere judicieuse d’une redondance dans le message émis permet de
corriger les erreurs éventuelles a la réception. En 1948, Claude Shannon, un jeune ingénieur des Bell La-
boratories, a congu une borne réelle définissant la quantité d’information maximale qui peut étre transmise
sur un canal de transmission, prédisant sans le savoir, les performances ultimes pouvant étre atteintes par
la technique de redondance. Cependant, la théorie de I'information ne montre pas comment atteindre ces

performances. Au départ, deux familles de codes ont été introduits: les codes convolutifs et les codes en blocs.



Ces deux familles titubaient contre une barriére appelée complexité sans pour autant s’approcher de la limite
de Shannon. L’année 1993 marqua le début d’une nouvelle ére. C. Berroux et A. Glavieux inventérent le
turbo-code, un modele astucieux de codage et de décodage. L’idée de base était de concevoir un turbo dé-
codeur constitué de deux décodeurs covolutifs qui s’échangent une certaine information mutuellement. Cette
information, appelée 'information extrinséque, représente une mesure de confiance des décodeurs envers les
bits décodés. Ce schéma ingénieux a permis d’atteindre la limite de Shannon, jugée impossible a atteindre
jusque-la.

L’incorporation de I’estimation dans le processus de décodage est une recette qui a attiré plusieurs chercheurs
au fil du temps. Une pléthore de travaux de recherche traitant ’estimation des décalages en temps, en phase
et en fréquence ont été rapportés dans la littérature (voir [3-17]). En effet, information extrinséque echan-
gée entre les décodeurs, se prouve un ingrédient utile pour optimiser la qualité des estimées sans préenter
aucun impact négatif quant a 'efficacité spectrale du systéme. L’efficacité spectrale est d’une importance
primordiale pour les futures générations des systémes de communication sans fil qui promettent de garantir
une haute qualité de service, en satisfaisant ’accroissement continu en termes de débit et de capacité. Il est
donc nécessaire d’utiliser, en parallele aux turbo-codes, des modulations & haute efficacité spectrale tels que
les modulations QAM. Actuellement, les turbo-codes, conjointement avec les modulations d’amplitude en
quadrature (QAM), sont adoptés par les standards WiMAX [18], Long Term Evolution (LTE)-, Advanced
(LTE-A) et Beyond (LTE-B) [19].

Une revue bibliographique approfondie a révélé qu’aucune contribution n’a abordé le probléme d’estimation
des DDAs dans le contexte CA. Ce qui a suscité un vif intérét et une grande motivation de notre part pour
attaquer ce probléme, pour la premiere fois. Nous proposons un estimateur DDA CA derivé dans le sens
MYV a faible cofit ol les processus de turbo-décodage et d’estimation sont performés cote a cote [20]. On va
encore plus loin en considérant des signaux modulés en QAM. L’algorithme propose d’utiliser I'information
qui provient des décodeurs, a chaque itération turbo, pour raffiner les DDAs estimées. Cette méme esti-
mée est utilisée- dans l'itération turbo suivante- pour améliorer les performances du décodage & travers un
beamforming désormais redirigé dans une meilleure direction. Afin de caractériser théoriquement le gain de
performances en termes d’estimation des DDAs qui est dii a ’assistance du décodeur, nous développons aussi,
pour la premiére fois, ’expression analytique de la borne de Cramér-Rao (BCR) [21]. Cette borne présume
que les données disponibles sont utilisées de facon optimale pour estimer le parameétre recherché. Nous vali-
derons aussi I'expression analytique de la BCR a travers une approche empirique basée sur des simulations

Monte-Carlo exhaustives.



Ce rapport est organisé comme suit: le chapitre 1 est un chapitre introductif qui servira comme une mise
en contexte du travail réalisé. Dans le deuxiéme chapitre, nous développerons 'estimateur DDA MV CA. Le
chapitre 3 fournit les dérivations nécessaires pour le développement de I'expression analytique de la BCR.

Nous terminerons par présenter les résultats obtenus dans le chapitre 5 avant de terminer par une conclusion.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter des généralités concernant l’estimation des DDAs. Ensuite nous
introduirons les turbo-codes et leurs importances dans ’estimation des différents parametres qui caractérisent
le canal sans fil. Nous présenterons également la borne de Cramér-Rao (BCR), utilisée pour caractériser

théoriquement le gain de performances en termes d’estimation des DDAs qui est dii & I’assistance du décodeur.

1.2 Estimation des DDAs

1.2.1 Applications de I’estimation des directions d’arrivée

L’estimation des directions d’arrivée est d’'un immense intérét pour les applications radar, sonar mais aussi
pour les communications sans fil. En effet, I’angle d’arrivée du signal au récepteur est un des parametres clés
caractérisant le canal de propagation. Il convient donc de I'utiliser afin d’optimiser la liaison radio. En d’autres
termes, utilisant les données regues au niveau de ’antenne, les méthodes d’estimation des angles d’arrivées ont
pour objectif de repérer les signaux de I'utilisateur utile et d’éliminer les autres signaux qualifiés d’interférant.
Ce mécanisme permet de maximiser la puissance dans la direction de 'utilisateur privilégié. De ce fait, une

précision extréme des estimés des directions d’arrivée est nécessaire afin de garantir la qualité de service



promise par les nouveaux standards des systémes de communications sans fil. De surcroit, ’estimation des
DDASs est aussi utilisée dans la vidéo conférence pour diriger la camera vers le locuteur. Les DDAs sont aussi

présents dans 1'univers robotique pour déterminer la direction précise du robot.

1.2.2 Configuration des antennes réceptrices

L’estimation des DDAs repose sur la géométrie des antennes réceptrices. Les deux configurations les plus
populaires dans la littérature sont le réseau linéaire uniforme (ULA) et le réseau circulaire uniforme (UCA)

qu’on présentera ci-dessous.

Configuration d’un réseau d’antennes linéaire uniforme

Depuis leur introduction, les réseaux d’antennes linéaires uniformes ont réussi a attirer plusieurs cher-
cheurs. Cela est dii en grande partie a leurs échantillonnages spatiaux uniformes qui se traduisent par des
vecteurs ayant une forme Vandermonde. Cette forme est au cceur des dérivations de plusieurs estimateurs tels
que MUSIC et root-MUSIC. La Fig. 1.1 représente un réseau ULA. Ce réseau est constitué de M antennes

isotropes, alignées et espacées d’une méme distance d.

Far-Field Source

Figure 1.1 — Réseau d’antennes linéaire uniforme

Pour cette configuration, le vecteur directionnel (de anglais steering vector), fonction de 'angle d’incidence
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0, est donnée par:

a(e) _ [17 6j7rsin(9)7 ejﬂ'sin(@)’ s 6j7r(M71)sin(6) T ) (11)

Configuration d’un réseau d’antennes circulaire uniforme

Soit le réseau d’antennes circulaire uniforme représenté dans la figure Fig. 1.2. Il s’agit de M antennes
isotropes espacées sur un cercle. L’avantage de ces configurations est la couverture azimutale. De plus, ces
configurations sont intéressantes dans le développement de systémes expérimentaux [22] puisqu’ils permettent
de produire des faisceaux qui pointent vers des élévations basses & intermédiaire, évitant ainsi les pertes des

configurations classiques.

Far-Field source

yuln)
win

yan

win

Figure 1.2 — Réseau d’antennes circulaire uniforme

Le vecteur directionnel de la configuration UCA est donné par [19]:

jrcos(0) jmeos(8—2m /M) jmeos(6—2(M—1)m/M)1 T
a(@) — [17 e 2sin(x /M) ,€ 2sin(x/M) R 2sin(w/M) . (1_2)

)



1.2.3 Classification des estimateurs de DDA

Les estimateurs de DDA peuvent étre classifiés en deux extrémes catégories, les estimateurs complétement
aveugles ou NDA et les estimateurs DA:
i) L’estimation NDA est effectuée & partir des échantillons regus sans aucune connaissance de ce qui a été
transmis au préalable. Ces techniques sont souvent utilisées lorsque les décisions ne sont pas disponibles ou ne
sont pas fiables et que les données sont complétement inconnues. Elles ont ’avantage d’étre indépendante de
la phase évitant ainsi la boucle a verrouillage de phase et de fréquence. Cependant, ces techniques souffrent
d’une dégradation de performance en présence d’'un SNR faible ou d’un nombre réduit d’échantillons.
ii) L’estimation DA, quant a elle, repose sur des séquences parfaitement connues. Elles offrent de bonnes

performances en présence d’'un nombre limité d’échantillons mais cela va au dépend du débit du systéme.

1.3 Les turbo-codes

Le codage canal a été congu pour lutter contre les effets néfastes du canal de transmission. Il consiste
a donner une forme particuliere au signal transmis afin de corriger les erreurs éventuelles introduites par le
canal, et en particulier le bruit. Plus précisément, le codage canal consiste a introduire une redondance au
signal qui permettra au moins de détecter les erreurs survenues a la transmission, voire méme les corriger.
Cependant, choisir le meilleur code canal consiste & prendre en considération trois contraintes différentes:
il faut d’abord avoir une idée d priori des effets du canal. Ensuite, il faut considérer le débit souhaité et
le taux d’erreur binaire admissible par le systéme. Il est vrai que la redondance introduite a pour effet de
diminuer les erreurs de transmission, elle dégrade, cependant, le débit de transmission du systéme. Le but est
de choisir le codage canal qui permet de s’approcher de la capacité introduite par Shannon tout en ayant la
complexité la plus faible. En pratique, les symboles de redondance sont une combinaison linéaire des symboles

d’information.

1.3.1 Qu’est-ce que les turbo-codes?

Les turbo-codes ont été présentés a la communauté scientifique en 1993 par deux chercheurs de I’Ecole
Nationale Supérieure des Télécommunications de Brest, Claude Berroux et Alain Glavieux. La communauté

des spécialistes du codage canal a été trés sceptique face aux performances des turbo-codes, si proche de
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la limite de Shannon. Cependant, beaucoup de chercheurs ont réussi a avoir les mémes résultats peu apres,
confirmant ainsi le battage médiatique autour des turbo-codes. Depuis, les turbo-codes ont marqué I’histoire
des codes correcteurs d’erreurs ce qui a eu pour effet de dynamiser les recherches dans plusieurs domaines.
Aujourd’hui, ils sont utilisés dans les standards LTE et LTE-A ainsi que dans les agences spatiales mondiales.
L’originalité des turbo-codes se manifeste dans le procédé de décodage. Un procédé itératif permettant d’afhi-
ner les résultats de maniere progressive. En effet, les itérations du décodage permettent de corriger de plus en
plus d’erreurs. D’ailleurs, les turbo-codes doivent leur nom a ce processus itératif: la combustion des moteurs
turbo est favorisée grace a une partie des gaz d’échappement telles les informations échangées entre les deux

décodeurs améliorent les performances.

1.3.2 Turbo encodeur

Depuis plusieurs années, les codeurs étaient implémentés en série. Les turbo encodeurs ont apportée, la
aussi, une nouveauté par rapport a ce qui existait auparavant. Il s’agit de deux codeurs convolutifs récursifs
implémentés, non en série, mais en parallele (cf. Fig. 1.3). La séquence d’information de K bits constitue
I’entrée directe au codeur 1 et via I’entrelaceur au codeur 2. Le role de I’entrelaceur est, comme son nom
Iindique, de permuter les bits avant de les faire alimenter au deuxiéme codeur. Cette opération permet d’avoir
des séquences de parité aussi indépendantes que possible. La sortie du codeur 1, qu’on a appelée p dans la
Fig 1.3 est constituée des bits d’information codées et des bits de parité. De méme, la sortie du codeur 2, q
dans la figure, est constituée des bits d’information codés et des bits de parité relatifs a ce codeur. Soit Ry

et Ry les taux de codage relatifs de chaque codeur. Le rendement global du turbo encodeur est donnée par:

1.1y (1.3)
R R Ry '

1.3.3 Turbo décodeur

Bien que le codage paraisse simple, le décodage turbo est bien plus complexe. Comme on peut voir a la
figure Fig. 1.4, le décodage nécessite deux décodeurs SISO (de I'anglais Soft-Input Soft-Output). Le premier

décodeur va recevoir la séquence de bits systématiques (les bits d’information bruités) et la séquence de bit
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K bits information

Code 1

(Convolutif récursif)

v

Entrelaceur Code 2 - »q
(Convolutif récursif)

Figure 1.3 — Turbo encodeur

de parité qui découle du premier codeur. Le second décodeur recevra aussi les bits systématiques ainsi que les
bits de parité provenant du deuxieme codeur. Les deux décodeurs vont ensuite délivrer, chacun, une estima-
tion de la fiabilité de chaque bit codé. En effet, cette estimation se traduit par le rapport de vraisemblance
(LLR) obtenu selon le critére de Maximum de Vraisemblance a Posteriori (MAP) comme suit:

Pr{b, = 1/observation}

T=1
o8 Pr{b; = 0/observation}’

ol by, est le bit codé. Chaque décodeur procede au calcul de ce LLR qui comporte une composante dépendant
uniquement des bits de parité, qu’on appelle information extrinseque. Il suffit donc d’extraire I'information
extrinseque et de l'injecter a I’autre décodeur. Cette information constitue donc une mesure de confiance de
Iestimation et elle sera échangée, de maniere itérative, entre les deux décodeurs. Apres un certain nombre
d’itérations, les informations extrinseques des deux décodeurs, deviennent de plus en plus corrélées et ’esti-

mée s’approche de plus en plus d’'une une estimée MAP.

1.3.4 Généralités sur la borne Cramér-Rao

La borne Cramér-Rao est une limite inférieure sur la variance de tous les estimateurs non-biaisés. De fagcon
générale, il est bien plus simple de calculer la BCR que la variance de I'estimateur. Cette borne présume que
les données disponibles sont utilisées de fagon optimale pour estimer le parameétre recherché. Le calcul de la
dite borne est souvent d’un grand intérét, aussi bien pour les problémes théoriques que pour des applications

pratiques. Dans un probléme théorique, la borne BCR permet de s’assurer s’il reste de la place pour des
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Bits d’information bruités

Bits de parité du codeur 2 Bits de parité du codeur 1

v y

A

SISO 1 Entrelaceur

— > SISO 2
Inf. extrinséque a priori

a priori

Inf. extrinséque

Désentrelaceur

A

SISO: Soft-Input Soft-output

Figure 1.4 — Turbo décodeur

améliorations possibles en matiére d’erreur d’estimation. Pour des applications d’ordre pratiques, il s’agit
souvent de développer un systéme qui répond a des spécifications définies au préalable. La BCR permet dans
ce cas de s’assurer que le nombre envisagé d’observation permet d’atteindre les performances requises. Selon
la forme du signal transmis, on peut définir deux catégories de la BCR: la BCR stochastique et la BCR
déterministe.

Considérons N échantillons regus disponibles au récepteur, {y:(n)}n:ww’ - Chaque échantillon regu, affecté

par un bruit aléatoire, a la forme suivante:
y(n) = S(n,0) +w(n),

ou S(n,0) est le signal transmis et 6 est le parametre inconnu & estimer. Dans le cas stochastique, la forme
d’onde du signal transmis, S(n), est supposé étre généré d’un processus aléatoire stationnaire [23—-25]. Dans
le cas déterministe, le signal transmis est supposé étre déterministe mais inconnu. Contrairement a la BCR
déterministe, connue d’étre inatteignable dans le cas général, la BCR stochastique peut étre atteinte asymp-
totiquement par l'estimateur MV stochastique [21]. Dans notre travail, nous nous proposons de développer

la BCR stochastique afin de valider la performance du nouvel estimateur MV.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un apercu de ’estimation des directions d’arrivée ainsi que les appli-
cations qui requierent la connaissance de la direction précise des signaux. Ensuite, nous avons introduit les
turbo-codes en donnant une vue d’ensemble sur les processus d’encodage et de décodage. Enfin, nous avons
donné une bréve description de la borne de Cramér-Rao. Dans le chapitre suivant, nous allons procéder au

développement du nouvel estimateur MV assisté par le turbo décodeur.



Chapitre 2

Développement de 'estimateur a
maximum de vraisemblance de la

direction d’arrivée

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons de présenter le modeéle du systéme et de dériver sa fonction de
vraisemblance. Ensuite nous procederons au développement de ’estimateur & maximum de vraisemblance.

L’estimation sera assistée par le décodage au niveau de chaque itération turbo.

2.2 Modele du systéme

On considére une architecture constituée de deux encodeurs récursifs systématiques (RSC) concaténés en
parallele et séparés par un entrelaceur (cf. Fig. 1.3). Les encodeurs RSC sont les plus utilisés parce qu'’ils
offrent de meilleures performances que les encodeurs non systématiques. Le taux du codage R du turbo-
encodeur de la figure Fig. 1.3 est de 1/3. Il est également possible de poingonner les bits de parité des

encodeurs pour atteindre un rendement de 1/2.
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Les bits codés (c.-a-d., les bits d’information et les bits de parité) sont ensuite mappés vers une constellation
M-QAM codées en Gray. Le codage de Gray est connu d’étre efficace puisque le passage d’un symbole & son
plus proche voisin sur la constellation ne requiert que le changement d’un seul bit. L’ordre de modulation
est dénoté par M ou M = 227 pour un entier ¢ > 1. L’alphabet de la constellation est dénoté par C, =
{c1,¢1,- -+ ,car}. Le récepteur est équipé de N, antennes et le signal regu est supposé étre affecté par un bruit

blanc Gaussien additif (AWGN). A chaque indice de temps k, les échantillons regus sur toutes les antennes

sont empilés dans un seul vecteur y(k) = [y1(k),y2(k),- - ,yn, (k)]". Dans la terminologie de traitement de
signal, y(k) est connu sous le nom de snapshot et il est modélisé comme suit pour £k =0,1,..., K — 1:
y(k) = Sa(@) z(k) + w(k), (2.1)

ou S est le coefficient du canal et z(k) est le k-ieme symbole transmis. De surcroit, a(f) est le vecteur direc-
tionnel fonction de la direction d’arrivée & estimer, 6, et donné par:

T

a(g) = [e/2me0(®) oi2me() ej?rwzvﬁ(@)} (2.2)

Dans I'équation (2.2), {pi(0)}N25" représentent les transformées du paramétre scalaire 6 et dépendent de
la configuration du réseaux d’antennes (cf. 1.2.2). Les éléments aléatoires du bruit, w(k), sont modélisés
par des vecteurs Gaussiens complexes circulaires ayant des parties réelles et imaginaires indépendantes et de
matrice de covariance E{w(k)w!(k)} = o?I. Afin de développer l'estimateur et 'expression de la BCR, il
est connu dans les pratiques de la théorie d’estimation qu’il est essentiel de trouver ’expression analytique

de la fonction logarithmique de vraisemblance (LLF) du systéme, ce qui sera 1'objectif de la partie suivante.

2.3 Dérivation de ’expression analytique de la LLF

La LLF globale du systéme est donnée par:
L(Y;0) £ In (p[Y; 9]), (2.3)

Y etant la matrice qui regroupe tous les snapshots, c.-a-d., Y = [y(0),y(2), - ,y(K — 1)] et p[Y;0] est la

fonction de densité de probabilité (pdf) de Y paramétrée par 6. Utilisant '’hypotheése d’un entrelaceur de
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large taille, il convient de supposer que les bits codés sont indépendants. Cette hypothese a été largement
utilisée dans la littérature (voir [26,27]). Les symboles transmis, étant des représentations de différents blocks

de bits codés, sont aussi supposés étre indépendants. De ce fait, p[Y; 0] peut se factoriser comme suit:

K-1

p[Y;0] = ] ply(k); ). (24)
k=0

Dans (2.4), la pdf de chaque snapshot s’obtient & partir de (2.1) comme suit:

ply(k);0] = Y Prz(k)=cn] p[y(k); 0la(k) = cpn]. (2.5)

cm€Cy
Dans I'équation (2.5), Cq = {c1,c2,...,car} est Ialphabet de la constellation de Gray utilisée et { Pr[z(k) =
cm]}m sont les probabilités d priori (APPs) des symboles transmis dont on développera 'expression dans la
prochaine sous-section. De plus, utilisant le fait que y(k) conditionné par z(k) a une distribution Gaussienne
=

et en remarquant que |a(6) N,, il s’ensuit que:

Py ()] = e oo~ & ly(R)1?) De(6), (26)

dans laquelle Dy (6) est donnée par:

Dy(0) = Z Prixz(k) = c¢m] exp (—%) X exp (%?R{S e, aH(H)y(k)}>. (2.7)

cm€Cy

Dérivation de I’expression des APPs

Nous nous proposons de trouver I’expression des APPs des symboles transmis en fonction des LLRs a priori
des bits.

Considérons une constellation QAM arbitraire d’ordre M ou chaque point ¢, de son alphabet est mappé vers
une séquence de log,(M) = 2q bits, {E;}?il, suivant les régles du mapping de Gray. On utilisera dorénavant

la notation suivante pour dénoter le mapping:
o b BB BB

M

A chaque instant d’indexe k, un symbole (k) est sélectionné parmi les M points de la constellation, {c,, }M_,,

et envoyé a travers le canal. On utilisera la méme notation pour souligner le mapping entre le symbole x(k)

et la séquence de bits qu’il couvre, c.-a-d.:

a(k) «— bYDS - b -+ b
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En raison de I'indépendance entre les bits codés, les APPs de chaque symbole transmis, x(k), se réduisent au

produit des APPs des bits comme suit:
2q B
Priz(k) = cn] = [[Prbf =b"], Vem€Cy (2.8)
1=1

On définit également le LLR du [-iéme bit codé, bf, obtenu suite & la transmission de (k) par:

a Pr [bk = 1]
Li(k) 2 1n (PT[blf“:O]) . (2.9)

Utilisant I'équation (2.9) et le fait que Pr[b} =0] + Pr[bj =1] = 1, on peut écrire les APPs des bits

transmis en fonction des LLRs @ priori sous la forme suivante:

eli(k)

T 1+ eli®)

1

k __ —
P'f‘[bl—l] —m

et Pr[bf =0] (2.10)

Pour des raisons de clarté, les deux équations dans (2.10) vont étre fusionnées ensemble pour obtenir une

seule expression générique:

N T
Priby =] = 2 cosh (Li(k)/2) -

Ly(k)
2

(2.11)

Le bit l_){” prend une des valeurs 0 ou 1 dépendamment de: i) les régles du mapping de Gray utilisées et ii)
lequel des symboles {c,,}_; est transmis a l'instant k. En remplagant Pr[bf = l_){”] par leurs expressions,

on réécrit les APPs des symboles comme suit:

Li(k)
2

rlz(k)=c,] = 1 _r ] (b7 —1)
Prz(k)=cp) EQCOS}] L2 ll;[le (2.12)

B

Dans ce qui suit, nous nous proposons de présenter une procédure simple, constituée de 3 étapes, permettant
la construction d’une constellation QAM arbitraire et codée suivant les régles de Gray. Ce processus récursif
sera minutieusement étudié pour que les propriétés de ces constellations soient bien exploitée afin de factoriser

Dy.(0) dans (2.7).
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Concept de construction d’une constellation QAM codée en Gray

Utilisant ce processus récursif, on peut construire une constellation QAM d’ordre 227 en partant unique-
ment de deux ingrédients:
i) Une constellation QPSK quelconque pourvue qu’elle soit codée en Gray.

ii) Une constellation QAM en Gray d’ordre 22(4—1),

Le processus est décrit en 3 étapes comme suit:

o étape 1: Peupler le quadrant supérieur de droite de la constellation 22¢—QAM désirée par les points
de la constellation QAM d’ordre inferieur (la constellation d’ordre 22(4=1) dont on dispose). Il est clair
que les points obtenus manqueront de 2 bits, ceci est simplement parce qu’ils ont été clonés a partir
d’une constellation d’ordre 22(9=1) o1 chaque point est représenté par 2g —2 bits. Par souci de simplicité
et sans perte de généralité, on assumera que les 2 bits manquants, dans chaque point de la nouvelle

constellation, sont les bits de poids le plus faible.

o étape 2: Peupler les 3 quadrants restants de la constellation 22¢—QAM par symétrie par rapport aux
axes des x, celui des y ainsi que du point central. Tous les points de la constellation désirée auront
désormais 2 bits manquants.

e étape 3: 1l est maintenant temps d’utiliser la constellation basique QPSK. Il suffira de prendre les deux
bits de chaque quadrant de cette derniere et les copier a la place des bits manquants dans les quadrants

correspondant de la nouvelle constellation obtenue suite a 1’étape 2.

Nous présentons dans la figure Fig. 2.1 un exemple illustratif du dit processus permettant la construction
d’une constellation 16—QAM & partir d’une constellation 4—QAM et d’une constellation QPSK basique.
On référe aux deux bits manquants des étapes 1 et 2 par “xx” dans les figures Fig. 2.1-a) et Fig. 2.1-b).
Ces derniers seront ajoutés a la troisieme et derniere étape et seront marqués en quatre couleurs différentes.
L’exemple de la figure Fig. 2.1 permet d’affirmer que la constellation construite est bien une constellation de
Gray. En effet, prenons deux points adjacents quelconques ¢,,, et ¢, de la constellation 229-QAM obtenue
(deux points adjacents vérifient principalement |¢,,, — ¢m,| = 2dq, 2d, étant la distance minimale entre deux
symboles). Deux hypothéses sont & envisager dans ce cas:

1) Si les deux points choisis, ¢,,, et ¢p,,, appartiennent au méme quadrant alors, & la lumiére de la 3e
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étape du processus de construction, ces deux points posseédent les mémes bits de poids le plus faible, c.-
a-d., byt = by et byt = bh* . La séquence des bits restants (quon a noté bt £ b"by" - bty et
bz £ PR 7;’;{2) a été obtenue a partir de deux points adjacents de la constellation de Gray d’ordre
22(¢—1) (voir les étapes 1 et 2 du processus de construction). Ces deux séquences, BZ“ et 5;”2 different donc
par un seul bit et ainsi les deux séquences correspondantes & ¢, et ¢, B;”@g;ﬂ&g;ﬂl et 52”21372’;{2672’2{1,
ne difféere que par un seul bit.

2) Si les deux points, ¢, et ¢m,, n’appartiennent pas au méme quadrant alors le fait qu’ils soient adjacents
implique qu’ils sont symétriques par rapport a l'axe des x ou 'axe des y. Ils possedent donc, suivant I'étape
2, les mémes 2¢ — 2 premiers bits, c.—au—d.,l_)f;“”1 = l_);”?. Utilisant le fait que leurs bits de poids le plus faibles
manquants sont copiés a partir d’'une constellation de Gray. Ces derniers different donc par un seul bit.
Pour conclure, on peut affirmer, qu’en utilisant le processus de construction établit ci-haut, toute constella-

tion obtenue est une constellation de type Gray.

|_ — iy Légende
| 107) ‘2 } 7 10 | 11
100 |01, @ symboles indéfinis  xx: bits indéfinis <& -—-% symétries T \\
L1l _g 00 | 01 N
N
\ \
1 \&
- | ———---- | 10 \ 11
| 10XX 11xx | 11XX 10XX | 10XX 1xx | 110 1010 1011 1111
° ° | . . | . . | | . . . .
| | Mimennnd i | |
° ° I ooxx 01XX : 01XX 00XX I ooxx 01XX : 0110 0010 | 0011 011
| . . . . | . . . . \ . .
Lottt it ittt ] “'I____‘___l /
?
- \
01XX 00XX 00XX 01XX 0001 0101
@ Y [ ] [ ] . . . . Oim o?m | i S
00 01
° ° P ° 11.XX 1QXX quX 11.XX 1{@ 1(:& 1(1@ 11.071
a) Etape 1 b) Etape 2 C) Etape 3

Figure 2.1 — Illustration de la construction récursive d’une constellation 16— QAM de type Gray a partir d’une

constellation 4—QAM de type Gray

Il ne va sans dire que I'exemple illustre la construction d’une seule constellation 16—QAM de type Gray.
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Il est possible, cependant, d’obtenir toutes les constellations 16—QAM de type Gray possibles. Utilisant
Iexemple de la figure Fig. 2.1, on peut obtenir toutes les constellations 16—QAM de type Gray possibles en
suivant trois étapes: i) utiliser une constellation QPSK différente que celle utilisée dans Fig. 2.1. ii) utiliser une
constellation de base 4—QAM différente aussi de celle de ’exemple de la figure Fig. 2.1. iii) utiliser n’importe
quelle position pour les bits manquants de I’étape 1 (les positions ne sont pas nécessairement consécutives).
Pour obtenir toutes les constellations 64—QAM, il suffit de commencer par n’importe quelle constellation
Gray 16—QAM et appliquer ii) et iii). Par souci de clarté et de concision, on utilisera la constellation QPSK
de la figure Fig. 2.1-c comme la constellation de base qu’on utilisera dans toutes les itérations nécessaires a
la construction d’une constellation d’ordre souhaité. Pour les mémes raisons, on assumera aussi que les bits
manquants de I’ “étape 1”7 sont toujours les bits de poids le plus faible.

Rappelons qu’on a dénoté I'alphabet de la constellation Gray 22¢—QAM obtenue par C,, on dénotera désor-
mais son quadrant supérieur de droite par CNq. Ainsi, tout point ¢, € C, appartient & un ensemble de quatre
points symétriques {¢,, &, —Cm, —¢5, } pour un point ¢é,, € 54. De surcroit, due aux symétries de I’ “étape
27, ces quatre points possédent exactement les mémes 2q — 2 bits de poids le plus fort, 5’1’153’1—)?...55}1_35’2’;_2.

De ce fait, si on considere ces 2¢ — 1 bits uniquement et on définit la quantité suivante:

s T @8 —1) )
prq(em) = J] % 2 Ve €Cy (2.13)
1=1
on conclue immédiatement que:
1k,q(Em) = pk,q(—Cm) = 1k,q(rn) = Hk,q(—Crn)- (2.14)

De plus, on peut réécrire (2.12) sous la forme suivante pour tout ¢,, € Cg:

rm Lag (k) rm
Priz(k)=cm] = Bi tiq(Em) e~ DT5 (20D

Log—1(k)
2

(2.15)

Les deux bits impliqués dans les deux exponentielles de 1’équation (2.15) sont exactement les mémes pour
tous les symboles appartenant au méme quadrant (car ils ont été ajoutés a 1’ “étape 37). En considérant la

constellation QPSK de la figure Fig. 2.1-c, ces bits auront les valeurs suivantes:

S 11V &y, €0y, S 0L v &, eCy,
bog—1b5q = . et byg—1b24 = -
00 YV —ém e —C, 10 V-—é, e —C

(2.16)

Il est clair que ces résultats peuvent changer suivant le choix de la constellation QPSK de base. Une ques-

tion légitime peut étre alors posée: comment le résultat final restera-t-il valide pour toutes les constellations
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224 _QAM possibles? Dans ce travail, le choix de C~q comme étant le quadrant supérieur de droite est dii au
fait que les bits “11” sont placés dans ce méme quadrant de la constellation QPSK de base. Les dérivations
a venir resterons valide en choisissant C~q comme étant le quadrant qui reflete les bits “11” dans tout autre

constellation de base QPSK.

En utilisant (2.16) dans (2.15) et en faisant appel aux égalités dans (2.14), on retrouve que:

Log—1(k) Lag(k)
2

Priz(k)=¢mn]) =0k phq(Cn) e 2 e 2 (2.17)
Log—1(k) Log(k)
PT[x(k):E:n] :ﬁk ,uk,q(énL) e 2 e 2z (218)
Lag—1(k) Lag (k)
Priz(k)=—Cm] =Bk prq(@n) e 7 e 7, (2.19)
Log—1(F) Lag (k)
Pria(k)=—&5) = Br prg(@m) e T e F (2.20)

Les quatre équations ci-dessus sont définies pour tout ¢,, et ses points symétriques appartenant aux autres
quadrants. Ils forment 1’ensemble complet des probabilités a priori pour chaque symbole transmis z (k). Il est
a noter que, chaque quatre points symétriques, é,, ¢, —¢m, et —C,, se partagent le méme terme Sy g, q(Gm ).

3
m>s

Cette propriété se prouvera de grande importance dans la factorisation de ’expression de Dy (0).

Factorisation de Dy(6)

L’objectif de cette partie est de réécrire 'expression de p[y(k); 0] comme étant le produit de deux termes
homologues ce qui nous permettra de simplifier ’expression de la LLF du systéme. D’aprés ’équation (2.6),

factoriser ply(k); 0] revient simplement & factoriser Dy () dont expression était donnée (2.7) par:

Dy(0) = Z Prixz(k) = ¢m] exp (—M) X exp (%%{S e, aH(H)y(k‘)}).

cm€Cqy

Commencons tout d’abord par utiliser la décomposition C;, = C, U (—C,) U 5;‘ U (—5:; ) pour transformer la
somme sur ¢,, € C, dans (2.21) en une somme sur é&,, € CNq. Nous utiliserons aussi le fait que les quatre points

symétriques, (Em, —Cm, Cr, and —67*11), posseédent le méme module pour écrire Dy () sous la forme suivante:
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Dy(0) =
Z~€7’)Na‘ém|2 {Pr[x(k) = é;]exp(%% {e,Sa" (G)y(k)}) +Pr(z(k)=-¢,] exp(%% {-¢,Sa" (G)y(k)})
em€Cyq

+Prla(k) = &) exp(%% {6mSaH(9)y(k)}) +Pria(k) = —éy] eXp(%% {—émSaH(H)y(k;)})} (2.21)

Ensuite, en injectant les expressions des APPs (2.17)-(2.20) dans ’équation (2.21) et en utilisant la fameuse

identité e® 4+ e~* = 2 cosh(x), on retrouve que:

_ ~ 2
Dk(e) - 2/8]62 ,Uk,q(ém)e pNa|Cm\ X

Em€Cy

<% H =~ H
[cosh (zse{cms; (0)y(k) } n L2q,21(k) n LZQQ(k)> + cosh <2&e{cmsi2 Oy} LQq,Ql(k) n quz(k)>‘| . (2.22)

Pour aller un peu plus loin, il suffit d’utiliser la formule suivante: cosh(z) + cosh(y) = 2 cosh(%¥) cosh(£5%)

avec les deux identités triviales: &}, + ¢, = 2R{¢n} et &, — ém 2§3{émn}. Ceci nous permettra d’avoir:

_ <12
Di(6) = 4Bk Y tig(@m)e PNl 5

Em€Cqy

cosh (%ukw)—i—h#@) x cosh (ka(@_’_hq%ﬂk))’ (2.23)

ot ug(0) et v, (@) représentent les vecteurs de formation de faisceaux de réception dans la direction & estimer

(de langlais receive beamforming output). Ils sont donnés par:

ur(6) = = R{a” (O)y(k)} . (2.24)
u(0) = A= S{al(O)y(k)} . (2.25)

Notons aussi que le quadrant supérieur de droite de la constellation 229—QAM obtenue peut étre exprimé

~ q—1
en fonction des coordonnées cartésiennes comme suit: Cq = {(2i — 1)d, + j(2n — 1)dq}?n:1. Tout point de
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la constellation peut donc s’exprimer ainsi: &, = (2i — 1)d, + j(2n — 1)d,. Il devient ainsi trés commode de
remplacer la somme sur ¢, € C~q dans (2.23) par une somme sur les deux compteurs i et n.

Dans ce cas, factoriser Dy (6) revient a factoriser le terme pig (). En effet, il suffira de réécrire ce dernier
sous la forme d’un produit de deux termes indépendant I'un en fonction du compteur i et 'autre en fonction
du compteur n. Pour ce faire, il est utile d’étudier minutieusement les propriétés de la constellation de Gray
obtenue a travers le processus de construction en trois étapes décrit précédemment. Par abus de notation,

on utilisera 'exposant (i,n) au lieu de m, c’est-a-dire:

nro= b, for 1=1,2,...,2q. (2.26)

Partant de cette nouvelle notation, on peut utiliser les deux propriétés suivantes obtenues en examinant la
constellation:

1) Les bits de position impaire, B(;lfi, ne changent pas pour tous les points de la constellation situés sur une
méme ligne horizontale. Ils ne changent donc pas en variant I’abscisse du symbole ou encore le compteur i.
2) Les bits de position paire, l_)gl’"), ne changent pas pour tous les points de la constellation situés sur une
méme ligne verticale.

Ces deux propriétés peuvent étre vérifiées au moins informellement sur la constellation QPSK initiale de la
figure Fig. 2.1 (ce qui correspond & un ordre de modulation ¢ = 1). Procédons maintenant a une démonstra-
tion par récurrence sur I’ordre de modulation gq.

Démonstration:

Supposons que ces propriétés sont vraies jusqu'a 'ordre ¢ — 1 (correspondant a la constellation QAM d’ordre
22(q_1)). Rappelons que la constellation d’ordre ¢ — 1 a été placée au quadrant supérieur droite de la constel-
lation d’ordre g et que les trois autres quadrants ont été obtenus grace a la symétrie de de I’ “étape 2°. En
conséquence, ces propriétés sont vérifiées pour les 2g — 2 premiers bits de tous les symboles de la constellation
d’ordre g. Les bits restants sont copiés a partir de la constellation QPSK de base faisant que ces propriétés
soient vérifiées pour ’ensemble des points de la constellation. Ce qu’il fallait démontrer.

En bref, les deux propriétés présentées précédemment peuvent étre exprimées différemment. En effet, les bits
de positions impaires, {Eglf% i1, ne changent pas sur une ligne horizontale ce qui les rend inchangeables en

variant 'abscisse des symboles (2¢ — 1)d, ou encore en variant le compteur i. Ces bits sont donc fonction du

compteur n seulement. Le méme raisonnement s’applique sur les bits de position paire, {Bézl’n)}?zl, ce qui
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nous permet d’adopter les notations suivantes:

. ..\ 4
{bg’lnl =b ot by >zbgl>}l : (2.27)

Ainsi, en utilisant le résultat de (2.27) dans (2.13) et en regroupant les bits impairs et les bits pairs dans
deux termes différents, on obtient la décomposition suivante du terme pig (¢ ):

fi,q(Em) = 1k,2q(2) X Mk 20-1(n), Vém € Cq, (2.28)
ol Ny,24(%) et Mg 24—1(n) sont données par:

p—1
500 _ 1) L)
M2q(i) = He(%” “HEE (2:29)

L2zf1<k)

™
Mhog-1(n) = He(zb e (2.30)

Enfin, en utilisant le résultat de (2.28) dans (2.23) et le fait que le module de chaque symbole de la constel-

lation est donnée par: [ém |* = d2([2i — 1]* 4 [2n — 1]?), Dy(0) s’ecrit comme suit:

Dy(6) =

HM

Z {nk (i) P Nodi (2i-1)7 COSh(?SPF;Muk(QH LTUC)> o

(n)e " Nadg (2n—1)? cosh

Me2g-1(n (BB Retay () 4 L2 )] (231

11 suffit maintenant de séparer les deux sommes dans (2.31) pour retrouver une forme trés intéressante de

Dy.(0) comme suit:

Dk(e) = 4Bk Hk,gq (uk(ﬁ)) Hk’gqfl (Uk(e))7 (232)

dans laquelle Hy, 4(.) est donnée par (pour s = 2q ou 2¢ — 1):

201
Hio(x anq Je—pNal2i=1] dqcosh(%[m’;]zm‘qu-k qu(k)).
i=1

L’objectif de cette partie étant de dériver expression de la LLF du systéme donnée par I’équation (2.3) et

qui, en remplacant p[y(k); 0] par son expression trouvée dans (2.6), devient:

L(Y;0) = —KN,In ( 2ZHy Uﬁim(m(e))
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Il suffit maintenant de remplacer Dy (6) par son expression déja établit dans (2.32) la LLF du systéme se

décompose immédiatement en la somme de deux termes analogues:

K—

,_.

K—

In (Hk o (s (6 ) + Y (Hk o vk(é)))) (2.33)
k=0 k=0

,_.

La forme intéressante de la LLF du systéme est une étape cruciale franchie et qui apportera beaucoup

d’aisance dans le développement de I'estimateur MV ainsi que de la BCR.

2.4 Dérivation de ’estimateur MV CA [20]

Comme mentionné précédemment, les techniques d’estimation de directions d’arrivée qui existaient au-
paravant ne semblent pas percevoir le décodeur. En effet, sans connaissance d priori, ces techniques operent
sur les snapshots recus, {y(k)}kK:_Ol. Ensuite, un générateur de faisceaux de réception (de langlais receive
beamformer), dirigé dans la direction de 1'estimée acquise de maniére aveugle, é\NDA, retourne la séquence
d’information correspondante y(é\NDA) qui va étre utiliser pour décoder les données. Il est & noter que é\NDA
peut étre acquise en utilisant n’importe quelle technique d’estimation classique. Cependant, la technique MV
fournit I'estimée la plus précise et c’est cette technique qu’on utilisera dans ce travail. L’estimée MV (EMV)

NDA est donnée par:

§MV_NDA = argmaxg, E(O)(H’), (2.34)

ot LO(.) est la LLF NDA obtenue & partir de (2.33) en utilisant L;(k) = 0 pour tout [ et k. En effet, dans
le cas NDA, le récepteur ne possede aucune information d priori sur les données transmises. Ceci se traduit
par P[bf = 0] = P[b} = 1] = 1/2. En conséquence, on déduit & partir de (2.9) que L;(k) = 0. La LLF NDA

est donc donnée par:

i

£O@) = > [m(H @ (0)) + n (H(o(0))], (2.35)
0

ES
I

ou H(.) s’écrit comme:

29~1
H((E) = Z eprad§[2ifl]2 COSh (w .T) .

o
=1
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Il est & noter que uk(0') et vi(0') impliqués dans (2.35) sont, respectivement, la partie réelle et la partie
imaginaire de la sortie d’'un beamformer de réception dirigé dans une direction candidate, 6’, que la vrai
DDA inconnu, 8, pourrait prendre. Il est clair que 'EMV donnée par 1’équation (2.34) est celle qui maximise
le gain d’antenne et elle n’est atteinte que quand €’ prend la valeur de la vrai DDA, 6.

Apres beamforming, la séquence de sortie s’écrit comme:

Y(gMV-NDA) = [?JO@MV-NDA), yl(é\MV-NDA)y Sy yK—1(§Mv-NDA)} T

Cette séquence, dans le cas NDA| est utilisée pour décoder les données une fois pour toute. Cette approche
expose le systéme a diverses erreurs de décodage si §MV_ND A N'est pas suffisamment précise due a un RSB
faible. Pour remédier a cela, on propose une nouvelle et plus efficace solution ou 'estimation de la direction
d’arrivée est judicieusement incorporée dans le turbo-décodage. Pour bien appréhender ce mécanisme, il est

important d’introduire d’abord quelques notions relatives au turbo-décodage.

Quelques notions relatives au turbo-décodage

Supposons qu’un beamformer de réception dans la direction de la vrai DDA, 6, retourne la séquence

d’information suivante:

y(0) = [50(6),51(0), ..., yx—1(0)]", (2.36)
uk(0) = —A=a® (O)y (k). (2.37)

En utilisant cette séquence d’information, le démodulateur extrait les LLRs des bits (bit likelihoods) comme

suit:

s (PYO)6r =1]
Ay(k) £ In <p[y(9)|b;:0]> , (2.38)

et les alimente au turbo décodeur. Ensuite les deux décodeurs SISO échangent une information extrinseque

afin de mettre a jour les LLRs a posteriori des bits codés données par:

B Pr [bk = 1|y(9)]
(k) = In <W> : (2.39)
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Sachant que le turbo-décodage est basé sur un principe itératif, on dénotera les LLRS a posteriori, a chaque ité-
ration r par TZ(T) (k). Apres un certain nombre d’itération R, un état d’équilibre est atteint ou TZ(R) (k) =~ T (k)
pour tout [ et k. Le signe de cette derniére sera utilisé pour détecter les données. De plus, en utilisant la

formule de Bayes, on peut écrire:

y(0)[bf = 1] Pr[bf =1]
ply(0)] ’

Pr [bf :1’y(9)] = p[ (2.40)

et
p[y(8)|bf = 0] Pr[by = 0]
ply(0)]

Priof=0ly(0)] = (2.41)

En prenant le ratio de (2.40) et (2.41) et en appliquant la fonction logarithme, on retrouve les LLRs a priori

comme suit:
Li(k) = Ti(k) — Ay(k) ~ T (k) — Au(k), (2.42)

Les LLRs d priori sont donc calculés & partir des LLRs a posteriori a 1’état d’équilibre et des A;(k) obtenus
par le démodulateur. Ces équations sont tout ce dont on aura besoin pour introduire notre mécanisme

d’estimation.

Incorporation de 1’estimation dans le turbo-décodage

La séquence d’information donnée par (2.36) est utilisée pour initialiser le processus de décodage. L’esti-
mation de la direction d’arrivée ainsi que le beamforming sont ensuite incorporés dans chaque itération r du

décodeur turbo. On modifie alors (2.42) comme suit:
L k) = 17 k) = AV (). (243)

Ceci nous permettra d’avoir des LLR. d priori plus fiables et donc des EMV DDA, 5(1\22,0 A» de plus en plus
fiables apres chaque itération. Les vraisemblances des bits, Al(rfl)(k), sont obtenues a partir de la séquence
d’information retournée par le beamformer durant 'itération précédente r — 1. C’est-a-dire qu’elles sont ob-

tenues en remplacant y(6) par y(g(l\;["\_,l()JA) dans I’équation (2.38):

(r—1) N p[Y(éTT__l)A”bf = 1]
AT (k) 2 ln< . ;A(VQ)C’Z)? =) . (2.44)
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L’EMV DDA de l'itération r, éTI\R,_CA, est donc donnée par:

é};{,_CA = argmax LM (#), (2.45)

0’

ott LM (6) est bien évidemment la LLF du systéme codé (LLF CA), obtenue en remplacant L;(k) par Ll(r) (k)

dans l'equation (2.33):

K
£OO) = > w (B, () + W (HD, 4 (0(0))), (2.46)
k=1

dans laquelle H,ETS)() s’ecrit comme suit (pour s = 2¢ et 2¢ — 1):

29—1

r i— (r)
Z 77( ) (§)e—rNali-112a2 ool (25[2 UVt L52<k>>.

Dans ce cas aussi, n,(cf%q(i) et n,(cr)%qfl(i) sont obtenus en remplagant L;(k) par Ll(r)(k:) dans (2.29) et (2.30). A
ce stade, le lecteur peut poser la question suivante: Comment la LLF CA de ’équation (2.45) est maximisée

a chaque itération r du turbo décodeur? La réponse a cette question fera ’objet de la prochaine partie.

La technique de maximisation de la LLF CA

Etant donné que c’est I'expression analytique de la LLF CA qu’on a retrouvée dans (2.45), il est bien
simple de la maximiser utilisant n’importe quelle technique de maximisation itérative. Dans ce travail, on a
choisi une des techniques les plus populaires: la technique Newton-Raphson. A chaque itération i de 'algo-

rithme Newton-Raphson, 'EMV DDA, 0 , est donnée par:

—1

S A O?LM(0)\  oLM(6)

P = g l( T i . (2.47)
=6"

Cet algorithme se caractérise par le critére de convergence: [6”—9'", | < € qui, une fois atteint, produit "TEMV
DDA CA, HMV ca» de l'itération r du décodeur turbo. Le seuil € est prédéfinit et constitue un parametre clé

qui a un impact considérable sur la qualité des estimées. Il est clair aussi que ’algorithme Newton-Raphson
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0

Estimateur ML CA

Iteration 7" du decodeur turbo

Figure 2.2 — Architecture de ’estimateur MV CA incorporé dans le turbo décodeur.

est lui aussi itératif et nécessite donc d’étre initialisé par une estimée efficace afin d’assurer sa convergence vers

un maximum global de la LLF considérée. Pour ce faire, a chaque itération turbo, I’algorithme est initialisé

par 5(1\2{,_%1%, c.-a-d.:

By = B (2.48)
ol 5(1\2\7% A est la MVE obtenue a l'itération précédente.

Notons que tout le mécanisme est initialisé via la MVE NDA obtenue & I'équation (2.34). Cette derniere
est aussi obtenue par la maximisation de E(O)(H) en utilisant I’algorithme Newton-Raphson avec comme ini-
tialisation une estimée obtenue par une recherche a large échelle (de I'anglais grid search) sur §. Pour mieux

comprendre ce nouveau processus, on va procéder a sa schématisation dans ce qui suit.

Schématisation du nouveau mécanisme Estimation/turbo-décodage

Le nouveau schéma d’estimation et de décodage est illustré dans la figure Fig. 2.2. Plagons nous dans une
itération r du turbo décodeur. Le démodulateur extrait les vraisemblances des bits a partir de la séquence
d’information sortie du beamformer de I'itération r — 1. Ces vraisemblances des bits vont ensuite alimenter les
deux décodeurs SISO. Ces derniers vont retourner les LLRs a posteriori de 'itération r. Plus précisément, le

premier décodeur retourne les LLRs a posteriori correspondant aux bits de données et de parité du premier
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codeur. Ensuite, il y’a extraction des LLRs a posteriori, '/I\'Y)

, correspondant uniquement aux bits de données,
lesquels seront utilisés pour trouver I'information extrinseque. Cette information va étre passée au deuxiéme
décodeur. Ce dernier va, a son tour, produire les LLRs a posteriori, ?gr), correspondant a la méme séquence
de bits d’information et au bits de parité provenant du deuxieme codeur cette fois. Puis 'YY) et ?g” subiront
une perforation dans le but d’obtenir les LLRs a posteriori de tous les bits codés, Y™ Les LLR d priori

correspondant sont ensuite obtenus et servent d’entrée au bloc d’estimation afin de trouver I'estimée MV de

I’itération r, éTNR,_CA.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dérivé I'expression de la fonction de vraisemblance du systeme. Celle-ci a
été écrite comme la somme de deux termes analogues facilitant ainsi toutes les dérivations. Ensuite, nous
avons procédé a la dérivation du nouvel estimateur MV CA. On a expliqué I'intégration de I’estimation dans
le décodage. Ces derniers s’améliorent mutuellement apres chaque itération turbo. Dans le prochain chapitre,

on se propose de dériver la borne Cramér-Rao afin de valider I'estimateur développé.






Chapitre 3

Développement de ’expression

analytique de la borne de Cramér-Rao

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons de développer 'expression analytique de la borne de Cramér-
Rao. Cette borne servira comme référence permettant d’affirmer si les données disponibles sont utilisées de
facon optimale pour estimer le parameétre recherché, la DDA dans ce cas. Cette borne inferieure revient
originellement & Fisher dans un de ses travaux sur ’estimation a MV. Sa forme a été modernisée par la suite
par Cramer (1946) et Rao (1945). Dans le contexte MV, seul le résultat asymptotique est intéressant puisque
les estimateurs a MV ne sont pas sans biais. Il nous suffira de vérifier que I'estimateur & MV CA développé

précédemment atteigne cette borne asymptotiquement.

3.2 Développement de ’expression analytique de la BCR [21]

La BCR est une borne inferieure de la variance de n’importe quel estimateur sans biais 9 de 0:

E{(f — 6)*} > BCR(6).
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Son expression analytique est donnée par:

BCR(0) = % (3.1)

ou I(6) représente I'information de Fisher (FI) des données regues définie par:

82L(Y;0) } (3.2)

1(0) 2 ]E{ 50

En utilisant 'expression de la LLF donnée par 1’équation (2.33) et en dénotant:

Taol®) 2 = B{0%In (Hyaq (us(0))) /06°},

Tag-1(0) 2 = B{0*In (g1 (ux(0))) /062,

on peut facilement réécrire () comme suit:

K-1

100) = > [%2q(9)+7k,2q—1(9)]~ (3.3)

k=0
Afin de retrouver les expressions de 7y 24(6) €t vi,29—1(6), il est nécessaire de trouver les pdfs de uy () et

vg(0). Trouver ces pdfs est le but de la prochaine étape.

o Pdfs de ug(0) et vi(0):

Le modele du systéme s’écrit comme dans (2.1):

qui nous permettra d’écrire:

ye(0) = SvNaa(k) + =al®)w(k),
—_—
wi, (0)

5

ot W (0) est une variable aléatoire (RV) de moyenne zéro et de variance donnée par:

@) = E{[a®)"wk)] [a0)"wk)]"},
= a(O)"E{w(k)w(k)  a(0)",

= 0'2.
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Ainsi, pour tout ¢, € C, la pdf de la variable aléatoires yi(0) dans (3.4) s’écrit comme:

Pluk(@)le(k) = cm] = Lz exp { =L |ye(8) — SV Noem|’}. (3.4)

En moyennant (3.4) sur tous les points de la constellation, utilisant le fait que yx(0) = ug(0) + jug(0), et en

rappelant lexpression de Dy () dans (2.7), il s’ensuit que:

Plu(0)] = iz exp { — 29" bexp {2210 1 Dy (9). (8.5)

En remarquant que B = Br,2¢8k,2q—1 avec:

q q
1 1
Bsg = Sl et B = F[[ 50

o cosh (Lai(k)/2) 4 cosh (L1 (k)/2)

et en explicitant Iexpression de Dy () tels que dans (2.32), il s’ensuit que:

_ug(0)? ) v (0)2
plun(0)] = e T mn, (w) 22 e T sy ().

11 suffit maintenant de rappeler 'indépendance de ug(0) et v (0), c’est-a-dire que plyx(0)] = pluk (), vi(6)],
pour trouver leurs pdfs comme suit:

g, (0)2

plun@)] = 22 H o (un(0) e 7, (3.7)
2
0 _ 2Bk,2q-1 0 —%
plon(0)] = 725 Hyoga(wk(0) e 2. (3.8)

Dans ce qui suit, on va présenter les détails relatifs au développement du terme 7 24(6). Il sera tres facile
de retrouver les dérivations relatives au terme 7 24—1(6) en utilisant la méme démarche grice aux symétries
apparentes entre les pdfs de uy(0) et v (0) (voir (3.7) et (3.8)).

Commengons d’abord par dénoter la premiére et seconde dérivées de Hy, 24(7), respectivement, par Hj , q(x)

et Hy,,(x). On peut alors montrer que:

9? o | Hi g (ui(0)) a2, (uk(0)) o Hy o (ui(0))
g 1 Ao O) = 6O\ Z= 2GS~ T2 w@)| T O @)

ot Uy (0) = Ouk(0)/00 et iir(0) = 0*ui(0)/0%0. Ensuite, en utilisant I'indépendance entre les deux variables
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ug(0) et g (0), on obtient espérance de cette quantité comme suit:

Yeoa(0) = E{i2(0)) [E{H(“(e))} —E{H(“("))H - E{uk(Q)W}. (3.9)

H}igq(uk(e)) Hi2q(ur(6)) Hi2q (u1,(0))

Dans ce qui suit, on se propose de détailler les dérivations des quatre termes impliqués dans I’équation (3.9).
Pour des raisons de clarté, nous allons définir deux termes qui vont apparaitre a plusieurs reprises dans les

résultats futurs (pour s = 2¢g ou 2¢ — 1):

Wes 2 22 By cosh (@) 2 e (0)(20 — 1)2, (3.10)
2 94 nh (Z=®)S™ 2 6)(2i — 1 311
Qs o Bre,s sinh (257 o () (20 — 1). (3.11)

1) Derivation de E {a(6)}:

En utilisant la définition de ux(0) dans (2.24) avec I’équation (2.1), la dérivée premiere de uy(6) par rapport

a la variable 6 s’écrit comme suit:

w(0) = R{aO)"a@)z(k)} + FR{a0) wk)}, (3.12)

ott 4(0) = 0a(#)/00. En notant z = a(d)7a(0)x(k) et en utilisant I'identité R{z} = 1(z+ 2*) avec le fait que

a()fa(9) +a(0)”a(h) = 0 (ceci provient du fait que |a(6)|?> = N,), on obtient:

w(0) = 2Ea0) a@)S{x(k)} + A=R{a0)Tw(k)}. (3.13)

Il est & remarquer que a(6)"a(6) est un imaginaire pur. De plus, les symboles transmis et le vecteur de bruit,

w(k), sont indépendants. Ceci nous permet d’écrire:
. 2 . 2 . 2
E{i20)} = 5 a0"a@ E{S @)} + HE{R{a0) wr)}’}. (3.14)

Suite a de fastidieuses manipulations algébriques, on prouve, dans I’Annexe A, les deux identités suivantes:
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E{&%{é(&)’{w(l@)}z} = 2 Ja)|, (3.15)
E{%{x(k)}Q} = Whagt. (3.16)

Finalement, on retrouve l'expression analytique de E {43 (6)} comme suit:
E{w(0)’} = Z-la@)]® + T2t ja(0)a(0)). (3.17)

2) Derivation de E {H,;?Qq (u(0))/HZ 4, (uk(é’))}
Ce terme représente 'espérance mathématique d’une transformation connue de la variable aléatoires uy(6).

La distribution de cette derniére a été donnée dans ’équation (3.7). De ce fait, elle peut étre évaluée en

intégrant sur p[uy(#)] pour obtenir:

E{Hk(“k(“’))} _ /Hk (we®) (0] dug (6)

HZ,, (ur(0)) H2 5, (u(0))
/ —u2(6)
2Bk,2 Hk%zq(uk'(a)) %
= et e o2 dug(9), 3.18
Vro? /R om0 (0) k() (3.18)
ol H,’C’zq(x) £ OHy, 24(x)/0x est donnée par:
27-1
Hj, o (z) = 2552 an 20(i)(2i — 1)2ePNPII o iy (252 ey LagB)) (3,19

En injectant (3.19) dans (3.18) et en utilisant le changement de variable ¢ = 2u(0)/o, il s’ensuit que:

H2, (ur(6)
E {k'zq( : )} = 4;\£aka,2q(p)a (320)

HE 5 (ur(0))
ol v, 24(.) est donnée par:

oo f£2
_ d§ Bk,2q * fk,Qq(tvp) _ 2
Vi,2q(p) = v o Gh2a(tip) e~ Tdt, (3.21)
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Dans cette équation, fr s(t,p) et gi s(t, p) S'expriment par (pour s = 2¢ et 2¢ — 1)

Fostip) = 20020 — Vpa(i) e~ @D 4eNe 5 ginh (,FPNQ [2i — 1)dyt + Lo >), (3.22)
r.s(t, p) 2 s (i)e= D arNa o cosh (WPN [2i — 1]d,t + L <k>) (3.23)

3) Derivation de E {H,’C”Qq (ur(0))/Hp 24 (ur(6)) }:

En utilisant le méme raisonnement que dans (3.18), cette espérance est calculée en intégrant sur la pdf

de ug(0), ce qui nous donne:

Hl/x/,Qq(uk(e)) o Hl/c/,2q(uk(9)) " w
{Hh?(I(“k(e))} B /]R Hh?q(uk(e)) p[ k(e)]d 79(9) <324)

En remplacant plug(6)] par son expression établit dans (3.7), on retrouve que

Hy! 5y (ur(0)) } 26y — (@)
Tr2 WL 2Beag [ () e o dug(6), 3.25
{Hk,zq(uk(G)) Vra? R . (I( 8 )) k( ) ( )

ou Hy/,, () £ 0%Hj, 24()/0x? est donné par:

2 2 2 2 ] —
my Qq( 2) 48 d Z —_—" 22_1) e~ PNad;[2i=1] XCOSh(QS[Ql ;]chqu+ Lag (k)

] ) (3.26)

Pour donner une forme intégrable a H;' k.2q dans (3.26), on développe son expression en utilisant la fameuse

identité cosh(z+y) = cosh(z) cosh(y)+sinh(x) sinh(y). On injecte le résultat trouvé dans (3.25) et on exploite

12 . . . . , . . .
le fait que sinh(z)e™ "z est une fonction impaire (son intégrale est identiquement nulle) pour obtenir

! (u(k)) 8Bk,2q S Nad? Log (k
E k,2q — 129 2 cosh zq( )
{Hk,gq(Uk(T))} (Vma?)o4 cos ( ) x
ga-1 , —u? (6)
3 (21— 1)1, (i)e PN 2D /cosh (Wﬂ%uk(o))e T dug(0).  (3.27)
i=1 R

De plus, en utilisant une intégration par partie, on montre que pour tout a > 0 et b € R on a

+oo 2 b2
/ cosh(bz)e ™ dz = },/Zeia. (3.28)
0
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On procede par la suite & une simple identification avec le résultat de (3.27) pour retrouver l'expression

analytique de l'espérance dans (3.25) comme suit:

HY (ukw))}
E k2 2L = ANy o 3.29
{Hk,zq(ukw)) o? P2 (3.29)

4) Dérivation of E {uk(e)H,;)zq (ur(60)) / Hy. 2, (uk(ﬂ))}:

Pour trouver cette espérance, on adopte une approche probabiliste dans laquelle on commence par trou-
ver I’espérance par rapport a g (6) conditionnée par rapport & ug (). Puis on moyenne le résultat trouvé par

rapport & ug(f). En faisant ainsi, on obtient:

o Hiog(ue(@)) . Hj, 5, (uk(0))
E{uk(e)lamq(’uk(ﬁ))} = Euk{EiLkluk{ukw)‘“k(@)}W}- (3.30)

On démontre dans I’Annexe B que iy (6) s’exprime en fonction de ug(6) et v (0) comme suit:
ir(0) = —a; [a@)]ur®) — 3-3{a@)"a0)} v (9) + 2(9), (3.31)

ol zx(0) est une variable aléatoires de moyenne nulle et indépendante de ug (). En utilisant I'indépendance

de ui(0) et vi(0) déja établie précédemment, il s’en suit que:

E{in@)|ur(®)} = —xla@)]u(®0) - 53{a(0)"4(0)} E{vx(0)} .

Pespérance de vy (#) peut étre obtenue aisément en intégrant par rapport a sa distribution établit dans (3.8)

ce qui donne le résultat suivant:

E {vx(0)} = S /N, thog-1.

Utilisant ces résultats dans (3.30) et intégrant par rapport a la pdf de ug(6),plur(€)], on obtient:

H, 2q\u % . .
E{u(k)Hh E kiezi} = 2p]a(0)]" wi2e — 203 {a(0)TE(0)} 2021 (3.32)
k,2q\ Uk
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Apres avoir trouvé les quatre termes dans (3.17), (3.20), (3.29), et (3.32), on les injecte dans ’équation (3.9)

pour obtenir:

Vr,2q(0) =

20%wk 2912 (0)A(0)|* V24 (0) — wii2q) + 20[4(0) | i 20(p) + 20 S{a(0)7E(0) } vk 290 201

La symétrie entre les distributions de wug(6) et vg(f) permet de trouver, utilisant le méme raisonnement,

Iexpression de g 24—1(#) comme suit:

7k,2q—1(9) =

20%wy 0q|a (0)4(0) | [Vh2g-1(p) — wr2g1] + 20]|4(0) | vi2g-1(p) — 20S{a(0)"E(0)} ak gk 2 1.

Les BCRs des DDAs CA sont finalement obtenues comme suit:

1

BCR(0) = .
) Sy [1hi2q(8) + r2g—1(0)]

(3.33)

Il est a noter que l'expression de la BCR dépend des LLRS a priori des bits codés a travers les coefficients
Whk.s, Vk,s, €6 s (pour s = 2q et s = 2¢ — 1) impliqués dans les expressions de vy 24(0) et yx.24—1(6). Ces
LLRs sont obtenus a partir des décodeurs dans un systéme turbo-codé selon (2.42). Cependant, ce résultat
peut étre généralisé au codes LDPC (Low density parity check) qui utilisent un des algorithmes de décodage
itératif MAP ou BCJR (voir [28] et [26]) et ou les noeuds des variables et les nceuds de contrédle jouent le role

des deux décodeurs SISO dans les systemes turbo.

Aussi intéressant qu’il puisse paraitre, ce résultat de la BCR ne dépend pas de la géométrie d’antenne
et est donc valide pour toutes les configurations. Les configurations les plus utilisées étant les configurations

ULA et UCA. Pour ces deux géométries, la transformation de la DDA est donnée par:

cos (6 — 2[i — 1] /N,)
2sin(mw/N,)

VLAG) = (i —1)sin(8), et 7N =

K2

(3.34)
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En conséquences, les deux facteurs géométriques, [a(6)7a(6)|* et ||a(6) ||2 impliqués dans vy 24(0) et vx,24—1(6)
sont explicitement exprimés par dans le Tableau 3.1. Il est & noter que le tableau ne contient pas ’expression

du facteur %{a(@)HEi(@)} puisque ce dernier s’annule suite a addition des deux termes g, 24(6) et Vi, 24—1(0).

Table 3.1 — Les facteurs géométriques des configurations ULA et UCA

ULA UCA
AO)  |n2 YR cos?(0) | e
2
[a(0)7a(0)|*|| 72 cos?(0) (X" k) 0

On insiste sur le fait que l'expression de la BCR dépend des DDAs a travers ces facteurs géométriques
uniquement. Ces facteurs dépendent du parameétre 6 pour la configuration ULA et sont indépendants de
celui-ci pour la configuration UCA grace a sa symétrie circulaire. Dans ce qui suit, on va évaluer I'estimateur
MV de DDA CA développé dans le chapitre précedent par rapport a la BCR dont 'expression est donnée

par (3.33).

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé I'expression analytique exacte de la borne de Cramér-Rao. Afin
de valider cette dernieére, nous évaluerons cette borne par une approche empirique. Nous comparerons égale-
ment Pestimateur MV CA développé dans le chapitre 3 non seulement contre la BCR mais aussi contre des

estimateurs tres célebre dans la littérature.






Chapitre 4

Evaluation de performances

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on procedera & une étude de performance de 'estimateur MV développé. On commencera
par valider I’expression analytique de la BCR en utilisant une approche empirique. On évaluera ensuite les
performances de I'estimateur MV CA par rapport a la BCR des 3 scénarios: NDA, DA et CA. On comparera

aussi notre nouvel estimateur par rapport aux deux estimateurs classiques: MUSIC et ESPRIT.

4.2 Parametres de simulations

Pour toutes les simulations qu’on présentera ci-apres, on considere un encodeur constitué de deux enco-
deurs RSC identiques de polynéme générateurs (1,0,1,1) et (1,1,0,1). Les deux encodeurs possédent chacun
un taux de codage Ro = 1/2 (deux bits de sortie pour un bit d’entrée). La sortie de I’encodeur est poingonnée
pour atteindre le taux de codage désiré, R. La mémoire du code ou le nombre de registre a décalage est
fixé a 4. On considere aussi les deux types de modulation 16— et 64—QAM comme exemples illustratifs des

modulations QAM. On considére 4 antennes (N, = 4) et pour toutes les figure la DDA considérée est 6 = 45°.
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4.3 Validation de ’expression analytique de la BCR

Dans cette section, on se propose de valider la BCR CA développé dans le chapitre 4. Pour ce faire, on
adopte une approche qui évalue cette borne a travers des simulations Monte-Carlo exhaustives. On utilise
une définition différente de 'information de Fisher qui fait appel a la premiere dérivée de la LLF et non la
deuxieme.

En effet, comme démontré dans [49], I'information de Fisher peut étre exprimée par:

I(6) = Ey {(85(;;9))2} (4.1)

On utilise aussi une nouvelle définition de la LLF comme suit:
MK
L(Y;0) = In (lel Prix = x] p[Y]x = x5 9}), (4.2)

ou {x;}M }1( représente toutes les valeurs possibles que la séquence des symboles transmis, x = [2(0), z(1),

.., o(K —1)]T, peut prendre. Ensuite, en remarquant que:

OplY|x = x;36] _ _ 9 (p[Y]x = x5 6])
X Y = 0 L , (4.3)
on obtient la dérivée premiere de (4.2) par rapport & 6 comme suit:
3£(Y 6) ZPrxfxl p[Y|x =x;;0] 0ln (p[Y]x = x;6])
- [Y; 0] g a0 '
Puis, en utilisant la formule de Bayes’ exprimée par:
Prix = x]p[Y|x = x;0]
Prlx =x|Y;0] =
T[X Xl‘ ) } p[Y; 9] )

on obtient:

oL(Y:0) NS am(p[Y|x=x;6]) O n(p[Y]x: 6])

T ZPr[x =x;|Y;0) 50 = By [ (4.4)

=1

De surcroit, 'indépendance des snapshots qui se manifeste par:

p[Y|x; 6] H ply 0, (4.5)

est utilisée pour démontrer que:

K-1

MY - v ooy 2 R {a(0) "y (K)o (k) }}. (4.6)

k=0
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Il est intéressant de constater que I’espérance conditionnelle de la quantité de droite de (4.6) peut étre évaluée
empiriquement. En effet, les probabilités a posteriori des bits codés (c.-a-d., Pr[bf = 0[Y] and Prbf = 1|Y])
sont obtenues a partir des LLRs correspondant, TI(R)(k), a D’état d’équilibre comme montré dans (2.10).
Celles des symboles transmis sont obtenues & partir du produit des probabilités a posteriori résultantes des
bits associés. Cette espérance conditionnelle est ensuite obtenue comme suit:

E.ory {2 R{A0O) Ty 02k} = Y Prie(k) = el V(2 R {a(0)Ty()er }). (4.7)

cm €C

Pespérance par rapport & Y dans I'équation (4.1) est quant a elle évaluée par des simulations Monte-Carlo
exhaustives. On réalise un nombre L assez élevé de réalisations bruitées, {Yl}le, pour Y et ’espérance est

donc approximée par la moyenne suivante:

{20 ()

t~ \

=1

On note que la fonction intégrale donnée par (3.21) prend des valeurs extrémement petites quand |¢| aug-
mente. Par conséquence, l'intégrale sur | — 0o, +00[ peut étre approximée, sans perte de précision, par une
intégrale finie sur un support approprié, [=T,T], dans lequel la méthode de Riemann peut étre appliquée.
Dans notre travail, on considére T' = 25 et cette valeur nous permet d’avoir une valeur tres précise de I'inté-

grale infinie.

Dans la figure Fig. 4.1, on trace les courbes de la BCR CA dont 'expression analytique a été donnée par
(3.33) avec la BCR empirique obtenue dans la section 5.3. Nous tragons également les deux BCRs des cas
extrémes a savoir la BCR NDA correspondant & une estimation aveugles (@\MV_NDA donnée par (2.34)) et la
BCR DA ou tous les symboles sont connus a la réception. On remarque que la BCR CA coincide parfaitement
avec la BCR obtenue empiriquement ce qui permet de valider I’expression analytique qu’on a développé dans
le chapitre 3. De surcroit, comme prévu intuitivement, la BCR CA est inférieure & celle correspondant a
une estimation NDA. Ceci n’est pas surprenant puisque ’estimation NDA n’implique aucune connaissance
a priori des données transmises. Ce résultat met en évidence les améliorations apportées par I'estimation
assistée par le décodeur. Une autre caractéristique tres attrayante du résultat obtenu est que, contrairement
a la BCR NDA, la BCR CA décroit rapidement et atteint la BCR DA a partir d'un RSB assez faible. En

d’autres termes, la BCR CA atteint, a partir d'un RSB faible, les mémes performances d’estimation que celles
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obtenues dans le cas le plus parfait, ¢’est-a-dire quand tous les symboles transmis sont connus & la destination.

10

= = = BCR NDA

=—0O—-3RCR CA (Analytique)
== BCR CA (Empirique)

BCR DA

10"

= = = BCR NDA
=—0O—-3RCR CA (Analytique)
=== BCR CA (Empirique)

BCR DA

Figure 4.1 — BCR NDA, DA, et CA (analytique et empirique) avec R = 1/3 et K = 206 pour: (a) 16-QAM, et

(b) 64-QAM.

4.4 Etude de performances de ’estimateur MV CA

Les figures 4.2 et 4.3 illustrent les performances du nouvel estimateur MV CA pour les deux modulations

16— et 64—QAM et pour deux taux de codage (R = 1/3 et R = 1/2). Les performances sont étudiées en

termes d’erreur quadratique moyenne (MSE). On trace également les BCRs NDA, DA et CA. Ces dernicres

sont utilisées comme référence pour évaluer les performances du nouvel estimateur. Comme le montre les

deux figures, peu importe la modulation et le taux de codage, ’estimateur MV CA est capable d’atteindre

les performances prédites théoriquement par la BCR CA confirmant ainsi son efficacité dans la pratique.

Concentrons-nous maintenant sur 1’étude de I'impact de l'ordre de modulation ainsi que le taux de codage.
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En effet, comme prévu et pour un RSB faible, les performances de I'estimateur s’améliorent en diminuant le
taux de codage. Ce résultat n’est guere surprenant puisqu’en introduisant plus de redondance, le décodeur
est de mieux en mieux capable de détecter les bits erronés. En d’autres termes, plus de redondance rime avec
de meilleures estimée des LLRs a priori impliqués dans la LLF CA de tout le systeme. D’autre part, en fixant
le taux de codage et en augmentant la modulation, on voit trés bien que les performances de I'estimateur
MV CA se détériorent pour toute valeur du RSB. Ceci est un comportement typique souvent observé dans
les problemes d’estimation utilisant une modulation linéaire, quel que soit le parametre estimé. En effet, en
augmentant ’ordre de modulation, la distance entre les symboles dans une constellation normalisée diminue.
Dans ce cas, le bruit a beaucoup plus d’impact sur la détection des symboles détériorant ainsi la qualité des

estimées.

O EMV NDA O EMV NDA
- = =BCR NDA = = =BCR NDA
100 100
H H
= =
[9p)] n
= o = 10"
| 16-QAM, R=1/2 | | 16-QAM, R=1/3 |
-2 1 1 2 1 !
10 -5 0 5 10 10 -5 0 5
RSB [dB] RSB [dB]

Figure 4.2 — EMV CA vs BCR pour 16—QAM, K = 206 avec: (a) R=1/2, et (b) R=1/3.
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(b)
NDA ' O MV NDA
NDA ‘a - = =BCR NDA
CA ‘& —O0—EMV CA
CA o —e—BCR CA
DA \Q BCR DA
10 r \Q 7]
\
o\
T = .
) ) 2
M = N
= = by
1 1 \
Q
\
Q
2+ \ 4
10 Q
\
8
0
| 64—QAM, R=1/2 | | 64—QAM, R=1/3 | 4
-2 L L L L
107, 0 5 10 0 5 10 15
RSB [dB] RSB [dB]

Figure 4.3 — EMV CA vs BCR pour 64—QAM, K = 206 avec: (a) R=1/2, et (b) R=1/3.

Dans les figures Figs. 4.4 et 4.5, nous comparons ’estimateur MV CA développé dans ce mémoire contre trois
estimateurs: SP-EM, MUSIC [29] et ESPRIT [30]. Commengons d’abord par I'estimateur SP-EM MLE. Ce
dernier est basé sur une combinaison de deux concepts: sum-product (SP) et expectation maximization (EM).
L’algorithme repose sur ’approximation du critere de vraisemblance lui-méme et est considéré comme une
autre approche MV. Il est clair que I'estimateur MV CA proposé surpasse SP-EM MLE sur une bonne plage
d’un RSB faible. Cet avantage est surtout accentué en augmentant ’ordre de modulation ou en diminuant le
taux de codage.

Il convient également de remarquer les performances du nouvel estimateur par rapport aux deux techniques
sous-espaces a savoir MUSIC et ESPRIT . L’estimateur MV CA proposé dépasse de loin ces deux derniers
sur toute la plage du RSB. Rien d’étonnant dans ce résultat puisque les estimateurs MUSIC et ESPRIT sont
tous les deux complétement aveugles et sont donc bornés par la BCR NDA indépendamment du nombre

d’échantillons et du RSB.

1. Notez bien que l'estimateur ESPRIT a été implémenté utilisant les configurations suivantes: deux sous-espaces qui che-

vauchent séparés d’une distance ds = 1, pour plus détails, on réfere le lecteur a [31].
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—O—ESPRIT ' —O0—ESPRIT
-+ =-MUSIC =+ =MUSIC
—>—SP-EM MLE —>—SP-EM MLE
10° O MV NDA O MV NDA
b = = =BCR NDA = = =BCR NDA
—O—EMV CA —O—EMV CA
—e—BCR CA =——e—BCR CA
& BCR DA BCR DA
5a
=,
B
=107
| 16-QAM, R =1/2 | | 16-QAM, R=1/3 |
1072 i 1072 .
5 0 5 10 -5 0 5 10
RSB [dB] RSB [dB]

Figure 4.4 — MSE de différents estimateurs de DDA pour 16—QAM, K = 206 avec: (a) R=1/2, et (b) R=1/3.

(a) (b)

N2

= =ESPRIT I = ¢ =ESPRIT
=+ -music -+ =MUsIC
—>—SP-EM MLE \$ —>—SP-EM MLE
O MV NDA ~Q2 O MV NDA
= = =BCR NDA 3 = = =BCR NDA
—O—EMV CA 107 ‘%Q —O—EMV CA
=——+—BCR CA \O: =——e——RCR CA
BCR DA & & BCR DA
20
3 =
N\, —
%® =
¥, z
N =
o %
\
Q
\
) 8 102
102F
| 64—QAM, R=1/2 | | 64—QAM, R=1/3 |
0 5 10 15 0 5 10 15
RSB [dB] RSB [dB]

Figure 4.5 — MMSE de différents estimateurs de DDA pour 64—QAM, K = 206 avec: (a) R=1/2, et (b) R=1/3.
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Pour compléter notre étude, nous examinons aussi la complexité de tous les estimateurs considérés ci-dessus.
La figure Fig. 4.6 représente les complexités en terme du nombre d’opérations. Il est intéressant de voir qu’en
termes de complexités, notre estimateur est la aussi loin devant SP-EM. Notre estimateur est 30 a 65 fois
moins gourmand en opérations que SP-EM. Cependant, les deux méthodes de sous-espaces s’averent moins
complexes. Ceci revient a faire face au compromis performance/complexité et le choix dans ce cas dépendra

du systéme considéré.

—_
o
©

—x— EMV SP-EM
—o0— EMV CA

— ¢ —MUSIC
e ESPRIT

—_
o
~

—_
o
)

—_
o
o
T T
Lol

Nlir. des opérations ($+$,$-$, $\times$, $\div$)
T

>~ e
g

- g
o

Ordre de modulation (M)

Figure 4.6 — Complexité de EMV CA, SP-EM MLE, Esprit et MUSIC.



Conclusion

Dans ce mémoire de maitrise, nous avons développé un estimateur a maximum de vraisemblance de
direction d’arrivée dans un contexte turbo-codé. Cet estimateur apporte la nouveauté d’étre intégré dans
le processus de turbo-décodage. En effet, les deux décodeurs turbo échangent une information extrinseque
qui représente une mesure de confiance des bits décodés. Cette information est utilisée par ’estimateur pour
raffiner I'estimée de la direction d’arrive a chaque itération turbo. Cette estimée sera ensuite utilisée, par
I’itération turbo suivante, pour améliorer le décodage.

Afin de caractériser théoriquement le gain de performance en terme d’estimation du DDA qui est di a
l’assistance du décodeur, nous avons aussi développé la borne de Cramér-Rao. La dérivation de 1’expression
analytique exacte de cette borne a été aussi un vrai défi mathématique qui a nécessité 'imagination d’un
processus de construction de constellation qu’on a aussi présenté.

Ce travail a été couronné par d’excellents résultats obtenus en comparant notre estimateur aussi bien a la
borne Cramér-Rao développée qu’a d’autres estimateurs classiques. L’intégration du processus d’estimation
avec les turbo-codes s’est prouvée efficace procurant des performances tres similaires au cas le plus parfait, a
savoir quand toutes les données sont disponibles a la destination.

Le travail réalisé est basé principalement sur deux volets : les dérivations mathématiques et ’analyse critique
des résultats. Dans un premier temps, j’ai commencé a faire les dérivations mathématiques nécessaires pour
le développement de la borne Cram er-Rao présentée dans le chapitre 3. Aprés avoir analysé les résultats
avec mon directeur et mon co-directeur de recherche, on a proposé d’avancer dans la méme voie en dérivant
un estimateur & maximum de vraisemblance ou l'information extrinseéque est utilisée a chaque itération pour
améliorer la qualité des estimées de la direction d’arrivée. J’ai alors entamé une étude bibliographique sur
cette technique. Une fois les notions théoriques assimilées, j'ai procédé aux dérivations mathématiques de

I’estimateur tel que présenté dans le chapitre 2. Mon co-directeur a ensuite proposé une étude de complexité
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de ’estimateur développé pour donner de 'ampleur au travail réalisé en se comparant a d’autres travaux. J’ai
alors réalisé une étude de complexité basée sur le nombre d’opérations mathématiques de chaque technique
(voir le chapitre 4).

La principale perspective de recherche qui apparait a l’issue de ce travail est d’étendre les résultats décrits

précédemment, en utilisant des manipulations équivalentes, aux réseaux d’antennes rectangulaires uniformes.



Annexe A

Preuve de (3.15) et (3.16)

A.1 Preuve de (3.15)

Avant d’entamer le vif du sujet, on va prouver les deux identités suivantes:
2 2
]E{ [w(k)Ha(o)} } =0 ot E{ [a(a)HW(k)} } = 0. (A1)
En effet, on a:

B [wao)] | = efwmaow mac)},

|
&=

{
{a@7wtwi s}
_ E{

a0 (wibwn") a0 |
= a7 (E{w(k)w(k)T}) *a(e). (A.2)

Cependant, pour un bruit circulaire, on a: E{w(k)w(k)”} = 0. Cette identité est utilisée dans (A.2) pour
trouver directement la premiére identité de (A.1). La deuxiéme identité s’obtient en utilisant les mémes
manipulations.

En utilisant maintenant I'identité triviale R{z} = 1 (z + 2z*) avec z = a(0)”w(k), il s’ensuit que:

B{w (a0 i)} = 15{ [ ma0) +a0)mw]" . (A3)
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De ce fait, on obtient:

E{&% {a(e)Hw<k)}2} - %E { [WH(k)a(e)r} + ;é(G)HE{W(k)wH(k)}é(G) + i]E{ [é(@)Hw(k)r}.

Ensuite, en exploitant le fait que E{w(k)w (k)} = 02Iy, et en utilisant les deux identités de I'équation

(A.1), on obtient:

E{%{é(G)Hw(k)}z} = La@)2e> (A.4)

A.2 Preuve de (3.16)

L’espérance de S{x(k)}2 est obtenue en moyennant sur tous les points de la constellation comme suit:

E{3{z0)}’} = > S{en} Prie(k) = cul. (A.5)
cm €C

En décomposant I’espace constellation comme suit: C = cu (—5) UC*U (—5*), ot C est le quadrant supérieur

de la partie droite, et en remarquant que S{ém}Q = g{, 5m}2 = S{é:‘n}z = %{f éfn}z YV ém € C~, on obtient:

E{i‘s{x(k)}Q} = Y st (Pr [2(k) =] + Prlz(k) = —ém ]|+ Prla(k) =]+ Prle(k) = —e:n]). (A.6)
émeC

De plus, en utilisant les expressions explicites des APPs données par les équations (37)-(40) de [32] avec

lidentité cosh(z) + cosh(y) = 2 cosh(ZH2) cosh(25%), on retrouve que:

Prz(k)=én]|+Prz(k) =~y |+ Pr|z(k)=¢, ]+ Pr|z(k)=—&,]
= 2Bk ttk,q(Cm) {cosh (—L2q<k>+§24’1(k)>+cosh (—L2q(k)72qu71(k))} ,
= 4B ik, q (€, )cosh (quT(k))COSh (L“%l(kv (A7)
Utilisant le fait que dans un systeme de coordonnées Cartésien chaque point é,, € C~p s’ecrit comme &, =
[2n — 1]d, + j[2i — 1]d, pour 1 < i,n < 2971 la somme de la partie droite de I'équation (A.6) peut s’écrire

comme une double somme sur les deux compteurs n et i. Ajoutant a cela la décomposition utilisée dans

I'équation (49) de [32], i.e.:

[k, (Cm) = uk,q<[2n —1]dq + j[2i - 1]dq) = Nk2¢ (1) Mk 2g-1(n), (A.8)
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on retrouve que (A.6) est équivalente a:

E{S{a(h)}’}

2071 ga—1
=40 Z [(271 - 1)2d3 Mi,2¢ (1) Nk, 2¢—1 (1) cosh (LQ"Q(k)) cosh (LQ"%(M)}
=1 n=1
21~1 2071
= |2Bk,2-1c0sh (LQ%‘(“) > (2n—1)%dnk 29-1(n) | | 2Br.24c08h (LQQTU“)) > Mk2q(i) |, (A.9)
n=1 i=1

ou on utilise la décomposition By = Bk 240k,2¢—1- De plus, il a été démontré dans la LEMME 3 de [32] que:

2¢~1

20k, scosh (LSQ(k)) Do Meys(n) = 1. (A.10)

En rappelant U'expression de wy 24—1 dans (3.10) et en injectant (A.10) dans (A.9), on obtient le résultat

donné par (3.16).






Annexe B

Expression de 1.(0)

En considérant l'expression de ug(0) dans (2.24), on peut écrire:

2U
(o) = T {w0) ()

En remplacant y(k) par son expression, i.e., Sa(f)z(k) + w(k), on obtient:

e (0) = &%{a(e)ffa(e)x(k)} + ﬁ%{é(@)Hw(k)}. (B.1)

Ensuite, en utilisant identité R{z} = 1(z + z*), on retrouve que:

in(0) = 3k [SE(0)Ta(0)x(k) + Sa(0)TE(0)2(k)*] + A=R{&(0)Tw(k)}. (B.2)

De plus, en rappelant 'expression de yi(6), on peut montrer que z(k) peut s’exprimer en fonction de wuy(6)

et vg(0) comme suit:

2(k) = s [n(6) + jun(8)] — sh-a(®)w(b) (B.3)
En injectant maintenant (B.3) dans (B.2) et en utilisant 'identité:
a0)7a(0) + a(@)fa0) + 20a@))* = o, (B.4)
obtenue & partir de Ha(@)”2 = N,, il s’en suit que:
i(0) = —LLuw(0) — ES{E0)a0)}u(0) + 2(0),

avec:

w(0) = R{EO W)} - R {E0) a@)a®) wk)}
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En dénotant Z(0) =

k)}, on obtient:

2(0) = Zu(0) — o R{E0)"a0)a0) w(k)} . (B.5)
et
up(9) = SVNR{z(k)} + 2.(0). (B.6)

Pour montrer I'indépendance de ug(6) et z;(6), il convient de remarquer d’abord que zj (6) reflete uniquement

la contribution du bruit, R{z(k)} et z,(#) sont donc indépendants. De plus, on montre que:

Efz0)a0)] = E{20%0)) — 5l E{zO) R{E0) a@)a@) " wk) | |

= a0 e® - k(- 1a@)%0?),

On peut facilement vérifier que Zj () et z1(0) sont deux variables aléatoires Gaussiennes et sont ainsi indépen-
dantes. En conséquence, uy(0) et z(0) sont indépendants. En utilisant le méme raisonnement, I’expression

de U (9) impliqué dans 7y 24—1(0) s’obtient comme suit:
a 2
Uk(e) — _la@" g\?j" Uk<9) + NL(\{ }uk +zk

ol zx(0) est donnée par:
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