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Résumé

Le protocole ARQ Hybride (Hybrid Automatic Repeat reQuest) permet
d’assurer et d’améliorer la fiabilité des transmissions dans les réseaux de com-
munication. Ce mécanisme combine les techniques de retransmission ARQ
avec un code correcteur d’erreurs FEC (Forward Error Correction).

Dans ce travail, on considère la transmission HARQ à redondance incré-
mentale et HARQ avec Chase combining dans un canal à évanouissements
par blocs. On suppose que l’émetteur, n’ayant aucune information sur l’état
du canal, peut soit allouer la puissance en connaissant des statistiques du
canal, soit l’adapter en fonction des états précédents du canal. L’objectif de
notre travail est de trouver la puissance optimale qui minimise la probabilité
de coupure sous contrainte sur la puissance moyenne à long terme.

Pour les SNR de grandes valeurs, on propose une approche alternative afin
d’exprimer, d’une manière analytique, les valeurs optimales de la puissance.
Ainsi, on obtient l’expression analytique de la diversité et du gain obtenus
grâce à la connaissance des états précédents du canal.

Étudiant Directeur de recherche
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Liste des acronymes

– ACK Acknowledgement

– ARQ Automatic Repeat reQuest

– CC Chase Combining

– CRC Cyclique Redundancy Check

– CSI Channel State Information

– DP Dynamic Programming

– FEC Forward Error Correction

– GP Geometric Programming

– HARQ Hybrid Automatic Repeat reQuest

– IR Incremental Redundancy

– NACK Negative Acknowledgement

– OSI Open Systems Interconnection

– SNR Signal-to-Noise Ratio

– dB décibel
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Chapitre 1

Introduction

Chap_1

Un des problèmes majeurs de la communication des données consiste
à contrôler les erreurs de transmission causées par le bruit et l’évanouis-
sement du canal. Afin d’assurer la fiabilité des transmissions, on distingue
deux approches : L’approche réactive ARQ (Automatic Repeat reQuest) où
l’émetteur réagit à la signalisation d’un paquet erroné ou carrément perdu, en
retransmettant ce paquet. Cette signalisation peut être effectuée par l’émis-
sion d’acquittements positifs ACK (ACKnowledgement) ou négatifs NACK
(Negative-ACKnowledgement). La deuxième approche est proactive FEC
(Forward Error Correction) où l’émetteur ajoute de la redondance afin de per-
mettre au destinataire de détecter et de corriger une partie des erreurs. Cela
permet d’éviter la retransmission et donc de faire des économies de bande,
voire d’assurer la transmission, dans certaines situations où il n’y a pas de
voie de retour. Pour donner de meilleures performances, ces deux mécanismes
sont souvent combinés ; une telle combinaison est appelée " ARQ hybride " ou
HARQ (Hybrid Automatic Repeat reQuest). En principe, HARQ retransmet
le paquet infiniment jusqu’à la réception d’un ACK. Dans le cas particulier
où le protocole permet uniquement un nombre fini de retransmissions, on
parle de HARQ tronqué.

1.1 Objectifs

Le but principal de notre travail est d’optimiser les performances des
systèmes de communication implémentant le mécanisme de retransmission
HARQ.
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Couches supérieures

CanalCodage Décodage

Contrôleur Contrôleur
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ACK/NACKACK/NACK

Transmetteur Récepteur

Figure 1.1 – Modèle du système HARQmodel_HARQ

Les schémas HARQ sont généralement implémentés dans la deuxième
couche du modèle OSI. Comme le montre la figure 1.1, le canal d’acquitte-
ments est utilisé pour transmettre une information sur l’état du décodage
du paquet (ACK/NACK) au niveau du récepteur. D’autres informations sur
l’état du canal CSI (Channel State Information) peuvent être transmises avec
ces messages d’acquittements. Habituellement, il existe un retard entre le mo-
ment où le CSI est acquis par le récepteur et le moment où le transmetteur
le reçoit, ceci est dû au temps pris par le CSI dans le canal du feed-back
pour atteindre le transmetteur ; on parle dans ce cas de CSI retardée. Notre
objectif est d’explorer comment utiliser les CSI retardées afin d’améliorer les
performances des systèmes de communication.

1.2 Contributions

Notre projet se place dans la catégorie des travaux visant l’amélioration
des performances de HARQ. Spécialement, on vise à trouver une politique
d’allocation et d’adaptation de la puissance dans les systèmes HARQ, per-
mettant de diminuer la probabilité de coupure sous contrainte sur la puissance
moyenne à long terme. C’est dans ce cadre que :

1. On utilise la programmation dynamique afin de trouver le schéma op-
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timal d’adaptation de la puissance. Le but est de minimiser la probabi-
lité de coupure sous contrainte sur la puissance moyenne à long terme.
Cette approche est valable quand la fonction de répartition de l’éva-
nouissement du canal est continue, ce qui est le cas de la majorité des
modèles existants.

2. On suggère une fonction simple d’adaptation de la puissance. Il s’agit
de la fonction linéaire qu’on optimise à l’aide de la programmation
géométrique.

3. On traite le cas de l’allocation de la puissance pour le HARQ tronqué.
La méthode d’optimisation proposée couvre deux protocoles différents
de HARQ. On adopte le cas général du canal Nakagami-m.

4. On démontre l’expression analytique de la valeur maximale de la diver-
sité.

5. On définit et on caractérise le gain obtenu grâce à la connaissance des
états précédents du canal.

6. On présente une approximation simple et exacte de la probabilité de
coupure pour IR-HARQ dans un canal Nakagami-m.

7. Finalement, on illustre avec des exemples numériques, le gain des so-
lutions optimales proposées, par rapport à l’allocation constante de la
puissance.

1.3 Structure du document

Ce document est divisé en trois principaux chapitres et une conclusion.
Le chapitre suivant présente le modèle du système et les notations adoptées.
Nous y rappelons notamment les métriques et les techniques d’optimisation
utilisées par la suite. Dans le chapitre 3, nous allons définir notre objectif
d’une manière formelle. Puis, nous passons à résoudre notre problème d’op-
timisation à l’aide de la programmation dynamique. Nous nous intéressons à
résoudre le problème relatif aux grandes valeurs de SNR dans le dernier cha-
pitre. La programmation géométrique sera au rendez vous afin de résoudre
ce problème simplifié. Nous développons les expressions analytiques de la di-
versité et du gain obtenus grâce à la connaissance des états précédents du
canal. Les chapitres 3 et 4 seront clôturés par des illustrations numériques.

Finalement, le dernier chapitre de ce document sera un résumé du travail
effectué ainsi qu’une vue sur les horizons possibles lors de travaux à venir.
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Chapitre 2

Modèle et notions de base

Chap_2

Dans ce chapitre nous posons le cadre de notre travail et nous présentons
les différentes notions utilisées dans les chapitres qui suivent. Nous passons en
revue dans un premier temps les différents protocoles HARQ. Nous définis-
sons ensuite le modèle du canal à évanouissements par blocs et les différentes
caractéristiques qui lui sont associées. Puis, nous présentons les métriques
utilisées, à savoir la probabilité de coupure et la puissance moyenne à long
terme. Enfin, nous introduisons quelques outils d’optimisation.

2.1 HARQ

Pour garantir une transmission fiable des données et afin d’améliorer la
robustesse dans les canaux bruités, deux techniques fondamentales sont sou-
vent utilisées : Forward Error Correction (FEC) et Automatic Repeat reQuest
(ARQ). Dans les schémas FEC, un code correcteur d’erreurs est utilisé pour
corriger les erreurs de transmission. Concernant les régimes ARQ, si une er-
reur est détectée dans un message reçu, alors une retransmission est deman-
dée par l’envoi d’un accusé de réception négatif (NACK). Pour les protocoles
ARQ typiques, ceci est répété jusqu’à ce que le paquet soit reçu sans erreurs,
ainsi un accusé de réception positif (ACK) est envoyé à l’émetteur.

La combinaison des deux mécanismes ARQ et FEC est appelée HARQ
(Hybrid Automatic Repeat reQuest). Ce dernier offre de meilleures perfor-
mances comparé aux approches ARQ ou FEC [1] .
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2.1.1 HARQ type I

HARQ type-I utilise un code conçu pour détecter les erreurs et un autre
pour les corriger. Quand un message est prêt à être transmis, les bits Cyclique
Redundancy Check (CRC) sont d’abord générés et ajoutés aux données, en-
suite, la trame résultante est codée avec FEC.

A la réception du paquet, si une erreur est détectée, c’est-à-dire que le
nombre d’erreurs dans le paquet reçu est au-delà de la capacité de correction
de FEC, alors le récepteur rejette le paquet et une retransmission est de-
mandée. La retransmission ultérieure est un paquet identique et le récepteur
tente à nouveau de récupérer correctement le message transmis.

Cette opération sera répétée jusqu’à la réception du paquet correct ou
l’atteinte du nombre maximal de transmissions permises (certaines appli-
cations ont des contraintes de délai et le protocole ne peut pas permettre
un grand nombre de retransmissions), ce cas particulier est appelé HARQ
tronqué [2], [3].

2.1.2 HARQ avec Chase combining

Ce protocole se base sur le même principe que le HARQ type-I, la seule
différence consiste en la conservation des paquets erronés. En effet, si le pa-
quet n’est pas bien reçu, le récepteur garde les paquets erronés et demande
une retransmission. A cette étape, le récepteur procède à une combinaison
du nouveau paquet reçu avec les anciens paquets, dans le but de décoder le
message. il est à noter que tous les paquets sont identiques. Dans ce qui suit,
on notera HARQ avec Chase combining par CC-HARQ.

2.1.3 HARQ à redondance incrémentale

Comme le protocole précédent, lorsque le récepteur détecte la présence
d’erreurs, il enregistre le paquet erroné dans une mémoire temporaire et de-
mande la retransmission du message. La différence entre ce protocole et CC-
HARQ est que les retransmissions ne sont pas généralement identiques, elles
contiennent de différents bits de redondance.

Après chaque tentative, la nouvelle redondance, reçue et combinée avec
les transmissions précédentes, donne un mot de code plus apte à la correction.
Si les retransmissions ne peuvent être décodées qu’après la combinaison avec
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les paquets précédents, alors on parle de HARQ type-II. Dans ce qui suit, on
notera HARQ à redondance incrémentale par IR-HARQ.

2.2 Modèle du système

Un canal radio est typiquement modélisé par un bruit additif blanc Gaus-
sien et un gain multiplicatif. Le bruit additif s’ajoute au signal transmis à
l’entrée du récepteur. Le gain multiplicatif représente les évanouissements
que subit le signal transmis au cours des différents chemins possibles pour
parvenir au récepteur. Un canal est dit à évanouissements par blocs, si ses
évanouissements restent constants pendant un bloc et varient d’une façon
indépendante d’un bloc à un autre. La durée d’un bloc est donc inférieure au
temps de cohérence du canal.

Canal

Codage, taux R Décodage

CSI

Z

X YM M̂× +
√

SNR

Figure 2.1 – Modèle du canal à évanouissements par blocs (block fading)

Nous considérons un système HARQ dans un canal à évanouissements
par blocs. Le signal reçu yk après la (re)transmission k est donné par :

yk =
√

γkPk(CSIk−1) · xk + zk, (2.1)

où xk est le signal transmis, zk représente un bruit blanc Gaussien de moyenne
nulle et de variance égale à 1. Pk(CSIk−1) ≥ 0 est la puissance utilisée dans
la kième transmission et elle est une fonction des réalisations précédentes du
canal CSIk−1. γk est le SNR instantané qui caractérise l’évanouissement du
canal.

Pour garantir une transmission fiable des données, on suppose que le
système utilise la technique HARQ-tronqué où un paquet est retransmis au
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maximum K − 1 fois. Le débit de transmission est constant pour toutes les
transmissions et est égal à R.

On suppose que la valeur de γk est parfaitement connue (ou estimée) au
niveau du récepteur (mais inconnue au niveau de l’émetteur) et γk varie d’une
façon i.i.d (indépendante et identiquement distribuée) d’un bloc à un autre,
avec γk = Eγk [γk], où Eγ [·] représente la moyenne mathématique sur γ.
L’indépendance est justifiée par le cas pratique où les différentes transmis-
sions ne sont pas envoyées d’une façon successive. On les sépare par une
période de temps suffisante pour garantir que les réalisations du canal de-
viennent indépendantes.

Dans les exemples numériques, on va considérer que γk suit la loi Nakagami-
m. La densité de probabilité pγ(x) est donnée par :

pγ(x) =
mm · xm−1

γm · Γ(m)
exp(−m · x

γ
), x > 0, (2.2)

où

Γ(m) =

∫ ∞

0

tm−1e−tdt, (2.3)

est la fonction Gamma.
Donc, la fonction de répartition de γ est donnée par :

Fγ(x) = 1−
Γ(m, m

γ
x)

Γ(m)
, (2.4)

où

Γ(s, x) =

∫ ∞

x

ts−1e−tdt, (2.5)

est la fonction Gamma incomplète supérieure.

2.3 Métriques

Dans cette section, nous présentons les métriques à analyser. Nous défi-
nissons tout d’abord le concept de la probabilité de coupure et de la puissance
moyenne à long terme. Nous passons par la suite à des approximations de la
probabilité de coupure pour les deux cas CC-HARQ et IR-HARQ.
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2.3.1 Probabilité de coupure

Notons par fk la probabilité que le récepteur n’arrive pas à décoder cor-
rectement le paquet après k transmissions. Dans le cas de IR-HARQ, fk est
égale à la probabilité que l’information mutuelle accumulée est inférieure au
débit de transmission R. Dans le cas de CC-HARQ, fk est égale à la proba-
bilité que le SNR accumulé est inférieur à un SNR cible : γth=2R−1.
Autrement dit, fk est donnée par [4] :

fk =




Pr
{∑k

l=1 log (1+γl · Pl(CSI l−1)) < R
}
, pour IR-HARQ,

Pr
{
log
(
1+
∑k

l=1γl · Pl(CSI l−1)
)
< R

}
, pour CC-HARQ,

(2.6) eq.outage

=




Pr
{
I

(IR)
k < I

(IR)
th

}
pour IR-HARQ,

Pr
{
I

(CC)
k < I

(CC)
th

}
pour CC-HARQ,

(2.7)

où I
(IR)
th = R , I

(CC)
th = γth , I

(IR)
k =

k∑

l=1

log (1+γlPl(CSI l−1)) et I
(CC)
th =

∑k
l=1γlPl(CSI l−1) .
Par définition, la probabilité de coupure Pout est égale à la probabilité

d’échouer à décoder correctement un message après avoir retransmis le paquet
K − 1 fois. Alors on a :

Pout = fK . (2.8)

Allocation et adaptation de la puissance
sec.app.outage.IR

Nous considérons trois scénarios différents en fonction de la façon dont le
CSI est utilisé par l’émetteur :

– Transmission avec puissance constante si la puissance est fixe le long
du processus HARQ, c’est-à-dire Pk(CSIk−1) ≡ P̄ .

– Allocation si la puissance est uniquement une fonction de l’index de
retransmission k, c’est-à-dire, Pk(CSIk−1) ≡ P̂k · I(Ik−1 ≤ Ith) avec
I(x) = 1 si x est vrai et 0 sinon.

– Adaptation si une information sur l’état du canal CSI est connue au ni-
veau de l’emetteur, alors ce dernier pourra ajuster la puissance dans la
retransmission suivante en fonction de cette information, on parle alors
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de l’adaptation de la puissance. D’après l’équation (2.6), l’échec du dé-
codage après la kième transmission dépend uniquement de I

(∗)
k−1 et de γk

pour les deux protocoles IR-HARQ et CC-HARQ, avec ∗ ∈ {IR,CC}.
Notons qu’on a supposé que γk est inconnu au niveau de l’émetteur et
qu’on ne peut pas prédire sa valeur à cause de l’indépendance entre
les blocs. En conséquence, I(∗)k−1 est le paramètre unique nécessaire pour
adapter la puissance Pk :

Pk(CSIk−1) ≡ P̃k(Ik−1) · I(Ik−1 ≤ Ith), k = 1, ..., K, (2.9)

où I
(∗)
0 = 0 et P̃k(x) = 0 pour x > I

(∗)
th car la kième transmission n’arrive

que si le décodage échoue après la (k−1)ème transmission.
Afin de simplifier l’analyse, on suppose que l’émetteur a une connaissance

parfaite de I
(∗)
k−1. Autrement dit, on ignore les erreurs dûes à la discrétisation

de la valeur de I
(∗)
k−1, avec ∗ ∈ {IR,CC}. Cette supposition permet d’évaluer

le gain maximal réalisable lors de l’adaptation de la puissance.
En d’autres termes, si le récepteur peut envoyer uniquement un bit (ACK

ou NACK) dans le canal de retour, alors on parle soit de l’allocation de la
puissance ou bien de la transmission avec puissance fixe. Si le récepteur peut
envoyer plusieurs bits dans le canal de retour, alors on dira qu’on a une
adaptation de la puissance. On supposera que le nombre de bits dans le
canal de retour est suffisant pour décrire la valeur de I

(∗)
k−1.

2.3.2 Puissance moyenne à long terme
Sec:Puissance

D’après le théorème récompense-renouvellement "reward-renewal theo-
rem" [5], la puissance moyenne à long terme est donnée par [4] :

P ,
ECSIK

[P ]

ECSIK
[T ]

, (2.10)

où ECSIK
[T ] est le nombre moyen de transmissions nécessaires pour compléter

la transmission du paquet et ECSIK
[P ] est l’énergie moyenne utilisée lors du

processus HARQ. L’espérance est par rapport le gain du canal.
ECSIK

[T ] est donné par, [6] :

ECSIK
[T ] =

K−1∑

k=0

fk, (2.11)
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avec fk la probabilité d’avoir un décodage incorrect après k transmissions,
définie en (2.6) :
L’énergie moyenne ECSIK

[P ] est définie par [4] :

ECSIK
[P ] =

K∑

k=1

ECSIk−1
[Pk(CSIk−1)], (2.12) eq:aver_pwr

où ECSIk−1
[Pk(CSIk−1)] est l’énergie moyenne utilisée pendant la kième trans-

mission : Par conséquent, la puissance moyenne à long terme peut être ex-
primée comme suit :

P =

K∑

k=1

ECSIk−1
[Pk(CSIk−1)]

K−1∑

k=0

fk

. (2.13) p_avg_def

2.3.3 Approximation de la probabilité de coupure
sec.app.outage.IR

Dans cette partie, nous allons présenter une approximation simple et pré-
cise permettant d’évaluer la probabilité de coupure pour les systèmes IR-
HARQ et CC-HARQ. Cette approximation couvre le cas général du canal à
évanouissements Nakagami-m. En effet, on aura besoin par la suite d’expri-
mer fk en fonction de fk−1 et de Pk comme suit :

fk ≈
hk

Pmk

k

· fk−1, pour 1 ≤ k ≤ K, (2.14) A.S.R

avec mk le paramètre de la distribution Nakagami-m. Le paramètre hk est
indépendant de Pk.

L’objectif des approximations presentées ci-dessous est de trouver l’ex-
pression de hk.

IR-HARQ

La probabilité de coupure dans le cas de IR-HARQ est définie par (2.6) :

fk = Pr
{
I

(IR)
k < R

}
, (2.15) eq:outage.expre.IR
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où I
(IR)
k =

∑k
i=1 log(1 + γiPi). Par conséquent, l’évaluation de la probabilité

de coupure revient à calculer la fonction de répartition (CDF) de I(IR)
k évaluée

au point R.
Pour alléger l’écriture, on note I

(IR)
k = Ik et :

Ck = log2 (1 + γkPk) , (2.16)

donc :

Ik =

k∑

i=1

Ci. (2.17)

Il n’existe pas dans la littérature une expression analytique exacte de
(2.15). Cependant, plusieurs approximations ont été proposées pour des cas
particuliers, à titre d’exemple le cas du canal Rayleigh [7], [8]. Dans ce qui
suit, nous proposons une approximation de (2.15) pour le cas général du
canal Nakagami-m.

Nous utiliserons l’approximation en point de selle (SPA) [9]. C’est une
approximation simple et précise de la fonction de répartition (CDF) d’une
variable aléatoire Ik. Cette approximation exige la connaissance de la fonction
génératrice des moments (MGF) M(s) et de la fonction génératrice cumulée
(CGF) κ(s) définies respectivement par :

Mk(s) = EIk [e
Ik·s], (2.18)

κk(s) = log (Mk(s)) . (2.19)

En appliquant la transformée de Laplace sur κk(s), on aboutit à l’expression
de l’approximation en point de selle [9]

fK ≈ F̃IK(R) =





Q(−ŵ) + φ(ŵ) ·
(
1

ŵ
− 1

û

)
, si R 6= EIK [IK ],

1

2
+

κ′′′(0)

6
√
2π
[
κ′′(0)

]3/2 , si R = EIK [IK ],
(2.20) SPA.exact

avec :

ŵ = sign(ŝ)
√
2
(
ŝ · γth − κ(ŝ)

)
, û = ŝ

√
κ′′(ŝ),
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où κ′(s), κ′′(s) et κ′′′(s) sont respectivement la première, la deuxième et la

troisième dérivée de κ(s) , φ(x) =
1√
2π

exp(−x2/2) , Q(x) =

∫ ∞

x

φ(t)dt et

ŝ désigne la solution unique de l’équation

κ′(ŝ) = R. (2.21) SP.eq

Grâce à l’indépendance entre les variables, on a : M(s) =
∏K

k=1Mk(s)

et κ(ŝ) =
∑K

k=1 κk(ŝ). Donc quand on obtient la valeur de ŝ, les expressions
de M(ŝ) et κ′′(ŝ) =

∑K
k=1 κ

′′
k(ŝ) sont obtenues directement grâce à Mk(ŝ) et

de κ′′
k(ŝ).

L’expression (2.20) est valable pour toutes les valeurs de R. Cependant,
seules les valeurs de la probabilité de coupure qui sont petites, présentent un
intérêt pratique.

On remplace Q(−ŵ) par
−φ(ŵ)

ŵ
[10, Appendix II] 1, on obtient alors

l’approximation suivante :

fK ≈ F̂IK (R) =
M(ŝ)e−ŝR

|ŝ|
√
2πκ′′(ŝ)

. (2.22) SPA

L’expression (2.22) est la même que celle présentée dans [10].
Il est à signaler que l’étape la plus difficile lors de l’utilisation de SPA

est la résolution de l’équation (2.21). En effet, pour les canaux Nakagami-m,
les fonctions Meijer et les fonctions hypergéométriques généralisées figurent
dans les expressions de M(s) et de κ(s), ce qui rend la résolution analytique
de l’équation (2.21) impossible.

En pratique, la fiabilité des systèmes de communication est traduite par
une faible probabilité de coupure. Par conséquent, on cible des valeurs petites
de CDF.

Considérons que, pour les valeurs petites de R on a 2R≈1+log(2)R .
Ainsi, Mk(s) et κ′′

k(s) peuvent être approximés respectivement par M̂k(s) et
κ̂′′
k(s) :

Mk(s) ≈ M̂k(s)

=

(
log(2)mk

log(2)mk − sPkγk

)mk

·
(
1 +

log(2)mkPkγk

log(2)mk − sPkγk

)
, (2.23) MGF

1. Dans le cas général : Q(t) ≤ φ(t)/t. Cependant lorsque t ≫ 1 : Q(t) ≈ φ(t)/t
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et donc

κ′′
k(s) ≈ κ̂′′

k(s) =
(mk + 1)(Pkγk)

2

(log(2)mk − sPkγk)
2

− (Pkγk)
2

(log(2)mk − Pkγk · [s−mk log(2)])
2 . (2.24) CGF

Il est facile de montrer que ŝ
R→0−−−→ −∞. En considérant un tel compor-

tement limite (c’est-à-dire pour s̃ ≈ ŝ → −∞), alors log(2)mk − s̃P̃kγk ≈
−s̃Pkγk.
Ainsi les formules (2.23) et (2.24) sont approximées comme suit :

M̂k(s̃) ≈ M̃k(s̃) =

(− log(2)mk

s̃γk

)mk

·
(
1− log(2)mk

s̃

)
·
(

1

Pk

)mk

, (2.25)

et

κ̂′′
k(s̃) ≈ κ̃′′

k(s̃) =
(mk + 1)

s̃2
− 1

(s̃−mk log(2))
2 , (2.26) kappa.app.IR

d’où, une solution approximée de l’équation (2.21) est donnée par :

−m̃K

s̃
= R, (2.27) Sp.eq.inf

où

m̃K =

K∑

k=1

mk. (2.28) m.tilde

Par conséquent, l’approximation de la probabilité de coupure dans le cas
de IR-HARQ est exprimée par :

fK ≈ f̃K =
R · em̃K

m̃K

√
2π
∑K

k=1 κ̃
′′
k(

−m̃K

R
)
·

K∏

k=1

(
log(2)Rmk

m̃Kγk

)mk

.

(
1 +

log(2)Rmk

m̃K

)
·
(

1

Pk

)mk

. (2.29) eq:appr.outage.IR
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Figure 2.2 – Valeur exacte de la probabilité de coupure fK comparée avec
son approximation f̃K (2.29) en fonction de SNR moyen γ. Cas de IR-HARQ
dans un canal Nakagami-m où m = 2 , R = 1 et K = 1, 2, 3, 4. fig1.app.outage

La Figure 2.2 montre la valeur exacte de la probabilité de coupure fK et
son approximation f̃K pour de différents valeurs de K. Elle illustre l’exacti-
tude de l’approximation SAP utilisée.

En utilisant l’approximation dérivée dans (2.29), on aboutit à l’expression
de hk.
Pour 2 ≤ k ≤ K :

hk =
m̃k−1

m̃k
·
(
log(2)R ·mk exp(1)

γk

)mk

.

√√√√√√√√√√

k−1∑

l=1

κ̃′′
l

(−m̃k−1

R

)

k∑

l=1

κ̃′′
l

(−m̃k

R

) ·

k∏

l=1

(
1

m̃k

)ml
(
1− log(2)R ·ml

m̃k

)

k−1∏

l=1

(
1

m̃k−1

)ml
(
1− log(2)Rml

m̃k−1

) . (2.30) eq:h:IR
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Pour k = 1 :

h1 =
R · em1

m1

√
2πκ̃′′

1

(−m1

R

) · (1 + log(2)R)·
(
log(2)R

γ1

)m1

. (2.31)

CC-HARQ

Nous utilisons ici une méthode simple, proposée dans [11], permettant
d’évaluer de façon précise la probabilité de coupure dans les systèmes CC-
HARQ. Pour le cas des canaux à évanouissements distribués selon Nakgami-
m, la probabilité de coupure peut être approximée par [11] :

fK ≈
(
exp(1) · γth

m̃K

)m̃K

· 1√
2πm̃K

·
K∏

k=1

(
mk

γkPk

)mk

, (2.32) eq:appr.outage.CC

où m̃K est définit dans (2.28) et γth est le SNR cible.
Par conséquent, l’expression de hk pour 2 ≤ k ≤ K, est donnée par :

hk =

(
exp(1)γthmk

γkm̃k

)mk

·
(
1− mk

m̃k

)m̃k−1+0.5

, (2.33) eq:h:CC

avec m̃K =
∑K

k=1mk et γth est le SNR seuil. Finalement, pour k = 1 :

h1 =
1√

2πm1

(
exp(1) · γth

γ1

)m1

. (2.34)

2.4 Outils d’optimisation

Dans cette section, nous allons définir les différents outils d’optimisation
utilisés par la suite. Nous présentons deux théorèmes de grande utilité dans
la résolution des problèmes d’optimisation utilisant la dualité et la program-
mation géométrique.
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2.4.1 Problème dual
sec.dual

On considère le problème d’optimisation dans la forme standard :

p∗ =min
x∈Rn

g0(x), (2.35) prob.dualit\’e

sujet à gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m.

On suppose que le domaine de définition de ce problème n’est pas vide,
c’est-à-dire, il existe au moins un élément x∗ ∈ R

n tel que : gi(x
∗) ≤ 0,

1 ≤ i ≤ m.
On appellera le problème d’optimisation (2.35) le problème primaire (PP)

et on notera p∗ sa solution optimale .
On définit la fonction Lagrangienne L : Rn×R

m → R par :

L(x, λ) = g0(x) +

m∑

i=1

λigi(x), (2.36) lagrange

où λi est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte gi(x) ≤ 0 et
λ = (λ1, λ2, ..., λm).

Les problèmes d’optimisation sous contraintes sont généralement diffi-
ciles à résoudre. En effet, l’application des conditions nécessaires KKT sur
(2.36) revient à résoudre un système d’équations, ce qui n’est pas toujours
abordable. C’est pourquoi on définit le problème dual (PD) "équivalent" au
problème primaire (PP). La résolution du problème (PD) est en général plus
facile et permet de déduire la solution de (PP) sous quelques conditions.

La fonction duale de Lagrange d : Rm→ R est la valeur minimale de la
fonction de Lagrange, pour λ ∈ R

m :

d(λ) = min
x

L(x, λ) = min
x

(
g0(x) +

m∑

i=1

λigi(x)

)
. (2.37)

La fonction duale d(λ) donne une borne inférieure à la solution optimale
p∗ du problème primaire (2.35). Ainsi, ∀λ ≥ 0 on a [12] :

d(λ) ≤ p∗. (2.38)

Le problème dual (PD) est alors définit par :

d∗ =min
λ

d(λ), (2.39) prob.dualit\’e.D

sujet à λ ≥ 0.

28



On appelle d∗ la solution optimale du problème dual (PD) (2.39).
La solution optimale d∗ est donc par définition la meilleure borne infé-

rieure de p∗ trouvée à l’aide de la fonction duale de Lagrange. En particulier,
nous avons une inégalité simple mais importante :

d∗ ≤ p∗, (2.40) weak duality

qui traduit la notion de la dualité faible. La différence p∗ − d∗ est nommée
l’écart optimal de la dualité.

En conséquence, le problème (PD) est équivalent au problème primaire
(P) si l’écart optimal de dualité est égal à 0 :

d∗ = p∗, (2.41) fort duality

dans ce cas, on parle de la dualité forte.
Quelles que soient les fonctions gi(x) figurant dans le problème primaire

(P) , la dualité faible (2.40) est toujours garantie. Cependant la dualité forte
(2.41) ne l’est pas toujours.

Plusieurs théorèmes d’optimisation démontrent les conditions que doivent
satisfaire les fonctions gi(x) afin d’avoir une forte dualité. On s’intéressera
dans ce travail aux conditions démontrées dans [13] :

Théorème 1 [13] : Soit H une variable aléatoire.
th.dual

Si :
– gi(x) = EH [hi(x,H)], ∀i ∈ {1, ..m}.
– La fonction de densité de probabilité de H n’a pas de point de positivité

strict, c’est-à-dire, la fonction de répartition de H est continue.
Alors on a la forte dualité, c’est-à-dire, l’écart de dualité est égale à zéro.

Les fonctions hi : R× R → R, 0 ≤ i ≤ m peuvent n’être ni convexes ni
continues.

2.4.2 Programmation géométrique
sec.prog.geo

La programmation géométrique est une méthode conçue pour résoudre
un type particulier des problèmes d’optimisation non-linéaires. Un problème
primaire (PP) de la programmation géométrique est formulé de la manière
standard suivante [14] :
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min
x

g0(x), (2.42) prob.geo

sujet à

{
gm(x) ≤ 1, 1 ≤ m ≤ M,

xj > 0, 1 ≤ j ≤ N,

où

gm(x) =

Tm∑

t=1

cmt

N∏

j=1

x
amtj

j , 0 ≤ m ≤ M, (2.43)

et x = (x1, x2, ..., xN ), Tm est le nombre des termes dans chaque fonction
posynomiale gm(x), 0 ≤ m ≤ M et T =

∑M
m=0 Tm est le nombre total des

termes dans le problème (2.42). Les exposants amtj sont des nombres réels,
toutefois, les coefficients cmt sont supposés être positifs. Pour alléger l’écri-
ture, on notera (c1, c2, ..., cT ) , (c01, c0,2, ...c0,T0 , c1,1, c1,2, ...c1,T1, c2,1, ...cM,TM

).
Le problème de maximisation suivant est appelé le problème dual (D) qui
correspond au problème primaire (P) :

max
δ

v(δ) =

[
T∏

i=1

(
ci
δi

)δi
]

M∏

m=1

λm(δ)
λm(δ), (2.44) eq:geo.dual

avec : δ = (δ1, δ2, ..., δT ), et :

λm(δ) =
Tm∑

t=1

δmt, 1 ≤ m ≤ M, (2.45)

sujet aux contraintes linéaires :





δmt ≥ 0, ∀ t ∈ {1, .., Tm}, ∀ m ∈ {0, ..,M},

∑T0

t=1 δ0t = 1,

∑M
m=0

∑Tm

t=1 amtjδmt = 0, ∀ j ∈ {1, .., N}.

(2.46) eq:geo.constr

On appelle T − (N + 1) le degré de difficulté . On s’intéressera par la
suite au problème de la programmation géométrique où : T − (N + 1) = 0,
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on parlera alors d’un problème de la programmation géométrique avec zéro
degré de difficulté.

Le charme du problème dual (2.44) est dû à la forme linéaire de ses
contraintes, ce qui facilite énormément sa résolution, surtout dans le cas de
zéro degré de difficulté. En effet, la maximisation dans le problème (2.44) re-
vient uniquement à trouver la solution unique des contraintes linéaires (2.46).

On note x = (x1, x2, ..., xN) et δ = (δ1, δ2, ..., δT ) les solutions optimales
du problème primaire (2.42) et du problème dual (2.44). Dans [15, pp. 114-
116], on démontre la condition pour avoir l’équivalence entre les deux pro-
blèmes (P) et (D) :

Théorème 2 [15] :
Th.geo

g0(x) = v(δ) si et seulement si,

δmt =





cmtx
amt1
1 x

amt2
2 ...x

amtN
N

g0(x)
, ∀ t ∈ {1, .., T0}, m = 0,

λm(δ)cmtx
amt1
1 xamt2

2 ...xamtN

N , ∀ t ∈ {1, .., Tm}, ∀ m ∈ {1, ..,M}.
(2.47)

2.4.3 Programmation dynamique
sec.dynamic

Considérons un système dynamique et discret, décrit par :

xk+1 = fk(xk, uk, wk), k = 0, 1, ..., N − 1, (2.48)

où
– k est un indice discret du temps,
– xk est l’état du système, il englobe l’information du passé qui est utile

pour une future optimisation,
– uk est la variable de décision qui sera choisie à l’instant k, elle est une

fonction de xk, c’est-à-dire, uk = µk(xk) avec µk est la fonction qui relie
xk et uk.

– wk est un paramètre aléatoire,
– N est le nombre d’étapes,
– fk est une fonction décrivant l’évolution du système.

On note gk(xk, uk, wk) le coût accumulé jusqu’à l’instant k. On suppose que
cette fonction est additive. Ainsi, le coût total obtenu à la fin du processus
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est donné par :

gN(xN ) +
N−1∑

k=0

gk(xk, uk, wk). (2.49)

À cause de la présence de wk, le coût total est une variable aléatoire. Notre
objectif est de trouver les valeurs optimales de u0, u1, ...uN−1 qui minimisent
le coût total moyen :

min
u0,u1,...uN−1

E

{
gN(xN ) +

N−1∑

k=0

gk(xk, uk, wk)

}
, (2.50) probl.basiq

où l’espérance est calculée par rapport à la distribution conjointe des variables
aléatoires impliquées.

On considère la classe des politiques π = {µ0, ..., µN−1}.
Pour chaque état initial x0 et pour une politique particulière π, on définit

la fonction du coût comme suit :

Jπ(x0) = E

{
gN(xN) +

N−1∑

k=0

gk(xk, uk, wk)

}
. (2.51) cost.funct

On note π∗ = {µ∗
0, µ

∗
1, ..., µ

∗
N−1} la solution qui minimise (2.51) :

Jπ∗(x0) = min
π∈Π

Jπ(x0), (2.52)

où Π est l’ensemble de toutes les politiques possibles π.

On considère le sous problème où on est à l’état xi à l’instant i et on veut
minimiser le coût entre les instants i et N :

E

{
gN(xN) +

N−1∑

k=i

gk(xk, µk(xk), wk)

}
. (2.53) sub.prob

Sachant que la solution optimale de (2.51) est π∗ = {µ∗
0, µ

∗
1, ..., µ

∗
N−1}, le

principe d’optimalité [16] garantit que la solution optimale de (2.53) est la
solution tronquée {µ∗

1, ..., µ
∗
N−1}.

Autrement dit, le principe d’optimalité suggère que la solution optimale peut
être construite par parties.
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La programmation dynamique se base sur le principe d’optimalité. En
effet, elle résout le problème d’une manière séquentielle. Premièrement, on
trouve la solution optimale du sous problème contenant uniquement le der-
nier état. Puis, on cherche la solution optimale du sous problème contenant
les deux derniers états sachant qu’on a déjà trouvé la solution optimale du
dernier état. On continue cette procédure jusqu’à l’obtention de la solution
optimale du problème entier. Cette division du problème global en plusieurs
sous problèmes séquentiels permet de réduire la dimension du problème d’op-
timisation dans chaque itération. C’est en effet une certaine application du
principe ’diviser pour maitriser’.

2.4.4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire les notions essentielles à la compréhen-
sion du reste du document. Dans les chapitres suivants, nous mettrons en
oeuvre les différents approximations et outils d’optimisation que nous avons
présentés ici pour minimiser la probabilité de coupure sous contrainte sur la
puissance moyenne à long terme.
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Chapitre 3

Adaptation et allocation optimale

de la puissance

Chap_3

Dans ce chapitre, nous définissons formellement notre objectif. Nous al-
lons tout d’abord analyser le cas d’adaptation optimale de la puissance pour
les deux protocoles IR-HARQ et CC-HARQ. Puis, nous dérivons les expres-
sions analytiques de la puissance optimale dans le cas de l’allocation. La
reformulation des problèmes d’optimisation en programmation dynamique
est expliquée. Par la suite, et à l’aide d’exemples numériques, nous allons
comparer les performances des solutions optimales obtenues avec l’allocation
constante de la puissance.

3.1 Problème d’optimisation

3.1.1 Cas de l’adaptation

Dans ce qui suit, nous tâcherons de trouver les puissances optimales
{P̃k(I

(∗)
k−1)}Kk=1 qui minimisent la probabilité de coupure Pout = fK sous

contrainte sur la puissance moyenne à long terme Pmax, et les valeurs maxi-
males des puissances permises Pmax . Le problème d’optimisation peut être
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formulé comme suit :

min
P̃1,P̃2(I

(∗)
1 ),...,P̃K(I

(∗)
K−1)

fK , (3.1) eq:optimization

sujet à :

{
P ≤ Pmax,

0 ≤ P̃k(I
(∗)
k−1) ≤ Pmax, 1 ≤ k ≤ K,

(3.2)

avec ∗ ∈ {IR, CC} et la puissance à long terme est donnée par (2.13) :

P =

K∑

k=1

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]

K−1∑

k=0

fk

. (3.3) p_avg

avec

fk=Pr
{
I
(∗)
k < I

(∗)
th

}
=F

I
(∗)
k

(I
(∗)
th )=

∫ I
(∗)
th

0

p
I
(∗)
k

(x)dx, (3.4) eq:cdf

où pIk
(x) est la densité de probabilité de I

(∗)
k et

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]
=

∫ I
(∗)
th

0

P̃k(x)pI
(∗)
k−1

(x)dx. (3.5) E.P.k

On définit la fonction Lagrangienne L : RK×R → R , associée au problème
(3.1), comme suit :

L
(
P̃1, P̃2(I

(∗)
1 ), . . . , P̃K(I

(∗)
K−1), λ

)

= fK + λ

(
K∑

k=1

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]
− Pmax

K−1∑

k=0

fk

)
, (3.6) eq:lagrange

où on garde les contraintes implicites sur la valeur maximale de la puissance :
0 ≤ P̃k(I

(∗)
k−1) ≤ Pmax.

Sans perdre de généralité, on supposera par la suite que Pmax=1.
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3.1.2 Cas de l’allocation

On considère le problème de l’allocation de la puissance optimale, c-à-d
que la puissance est une fonction uniquement de l’index de retransmission
k : Pk(CSIk−1) ≡ P̂k · I(Ik−1 ≤ Ith). Donc, l’énergie moyenne utilisée dans la
kième transmission (3.5) est donnée par :

E[Pk] = P̂k · fk−1. (3.7)

Ainsi, le problème d’optimisation (3.1) peut être reformulé dans le cas de
l’allocation comme suit :

min
P̂1,P̂2,...,P̂K

fK , (3.8) eq:optimization:all

sujet à :

{
P ≤ Pmax,

0 ≤ P̂k ≤ Pmax, 1 ≤ k ≤ K,
(3.9)

avec ∗ ∈ {IR, CC} et la puissance à long terme est donnée par (2.13) :

P =

K∑

k=1

P̂kfk−1

K−1∑

k=0

fk

. (3.10) p

Par conséquent, la fonction Lagrangienne L définie dans l’équation (3.6) peut
être exprimée par :

L(P̂1, P̂2, . . . , P̂K , λ) = fK + λ ·
(

K∑

k=1

P̂kfk−1 −
K∑

k=0

fk

)
. (3.11) eq:Allocation-all

3.2 Revue de la littérature

Plusieurs travaux ont été présentés dans la littérature dans le but d’amé-
liorer les performances de HARQ. Ces recherches ont traité la problématique
de l’allocation optimale des ressources, dont la puissance.
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Dans [4], les auteurs proposent un schéma d’adaptation de la puissance
pour maximiser le ’throughput’ dans le cas où l’état du canal est parfaite-
ment connu. Un algorithme de contrôle de la puissance a été proposé en [17],
permettant d’améliorer la diversité dans un canal quasi-statique . Le même
type de canal a été traité dans [18], où on étudie le problème de minimisation
de l’énergie moyenne sous contrainte sur la probabilité de coupure.

Le problème d’optimisation de l’énergie sous contrainte sur ’Packet Error
Rate’ est résolu en utilisant la programmation géométrique, pour le scénario
codage espace-temps HARQ, dans un canal Rayleigh à évanouissements par
blocs. La même méthode est utilisée [19] dans le but de trouver la puissance
optimale en terme de la probabilité de coupure sous contrainte sur l’énergie
totale pour le cas spécial du protocole CC-HARQ. Le même problème a été
traité dans [20] mais pour le cas du protocole IR-HARQ avec seulement deux
transmissions permises (K = 2).

Dans [21], on propose une discrétisation pratique de l’état du canal et
une adaptation de la puissance qui permet d’atteindre la diversité optimale
dans le cas de MIMO IR-HARQ. La solution proposée est sous optimale en
terme de la probabilité de coupure.

En guise de conclusion, il n’existe pas de travaux dans la littérature pro-
posant une politique d’adaptation de la puissance optimale en terme de la
probabilité de coupure et de la diversité. Pour l’allocation de la puissance, des
travaux traitent le cas particulier de deux transmissions (c’est-à-dire K = 2)
dans un canal Rayleigh pour IR-HARQ.

Dans ce qui suit, nous proposons une politique optimale d’adaptation de
la puissance en terme de la probabilité de coupure et de la diversité. Nous
analysons le cas de l’allocation de la puissance dans un canal Nakagami-m
pour K transmissions, ∀ K ∈ N

∗.

3.3 Adaptation optimale de la puissance
sec.adaptation

Dans cette section, on analyse le cas où le récepteur peut envoyer, via
le canal de retour, l’état du canal lors des transmissions précédentes. Alors,
l’émetteur peut utiliser cette information pour ajuster la puissance à utiliser
dans la transmission actuelle.
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3.3.1 Cadre général

Il s’avère difficile d’utiliser les conditions Karush–Kuhn–Tucker (KKT)
sur la fonction Lagrangienne (3.6) afin de résoudre le problème (3.1). Cette
difficulté est due, entre autres, à la dimension du système d’équations à ré-
soudre et à l’absence des expressions exactes (closed form) des fonctions
objectives et des contraintes. C’est pourquoi on utilisera le problème dual.

Afin de satisfaire les conditions du Théorème 1, on exprime la fonction
objective et les contraintes du problème sous forme d’espérance d’une variable
aléatoire ayant une fonction de répartition continue. Or, la puissance P̃1

est indépendante de toute variable aléatoire. À cet effet, on définit le sous-
problème suivant ∀ P̃1 > 0 :

f̂K(P̃1) = min
P̃2(I

(∗)
1 ),...,P̃K(I

(∗)
K−1)

fK , (3.12) eq:sub-optimization

sujet à :





K∑

k=2

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]
−

K−1∑

k=2

fk ≤ 1 + f1 − P̃1,

0 ≤ P̃k

(
I
(∗)
k−1

)
≤ Pmax, pour 1 ≤ k ≤ K.

(3.13)

Par conséquent, la solution optimale de (3.1) est exprimée comme suit :

min
P̃1

f̂K(P̃1). (3.14) eq:g-optimization

On exprime la probabilité de coupure (2.6) et l’énergie moyenne (2.12) en
terme du gain du canal γk :

fK = Pr
{
I
(∗)
K < I

(∗)
th

}
= Eγ1,γ2,...γK

[
I(I

(∗)
K < I

(∗)
th )
]
, (3.15)

avec : I(x) = 1 si x est vrai, et I(x) = 0 si x est faux.

E[P ] = P̃1 +

K∑

k=2

Eγ1,γ2,...γk−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]

= P̃1 + Eγ1,γ2,...γK−1

[
K∑

k=2

P̃k(I
(∗)
k−1)

]
. (3.16) exp_p
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On définit la fonction duale de Lagrange d : R+ ×R → R :

d(P̃1, λ)= min
P̃2(I

(∗)
1 ),...,P̃K(I

(∗)
K−1)

L
(
P̃1,P̃2(I

(∗)
1 ), . . . ,P̃K(I

(∗)
K−1), λ

)
, (3.17) eq:L.dual

eq:optimization.dual

Le problème d’optimisation dual est donné donc par :

D(P̃1) = min
λ≥0

d(P̃1, λ). (3.18) eq:optimization.dual

Ainsi, d’après le Théorème 1, l’écart de dualité est égal à 0. Autrement dit,
D(P̃1) = f̂K(P̃1) , ∀ P̃1 ≥ 0 tel que 1+f1−P̃1>0.
Pour ∗ ∈ {IR,CC}, l’équation (3.17) peut être écrite sous la forme suivante :

d(P̃1, λ)= min
P̃2(I

(∗)
1 ),...,P̃K(I

(∗)
K−1)

Eγ1,γ2,...γK

[
I(I

(∗)
K < I

(∗)
th ) + λ

K∑

k=2

P̃k(I
(∗)
k−1)

−λ
K−1∑

k=1

I(I
(∗)
Kk < I

(∗)
th )

]
(3.19)

= Eγ1

[
−λ · I(I(∗)1 < I

(∗)
th ) + λ · P̃1(I

(∗)
0 ) + min

P̃2(I
(∗)
1 )

Eγ2

[
−λ · I(I(∗)2 < I

(∗)
th )

+λ · P̃1(I
(∗)
1 ) + min

P̃3(I
(∗)
2 )

Eγ3

[
−λ · I(I(∗)3 < I

(∗)
th ) + λ · P̃1(I

(∗)
1 ) + ...

]
...

]
.

Par conséquent, l’équation (3.17) peut être écrite sous la forme récursive de
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la programmation dynamique :

d(P̃1, λ) = J1(I
(∗)
0 )

J1(I
(∗)
0 ) = {−λ · Eγ1{I(I

(∗)
1 < I

(∗)
th )}+ λ · P̃1(I

(∗)
0 ) + Eγ1{J2(I

(∗)
1 )}} (3.20)

J2(I
(∗)
1 ) = min

P̃2(I
(∗)
1 )

{−λ · Eγ2{I(I
(∗)
2 < I

(∗)
th )}+ λ · P̃2(I

(∗)
1 )

+ Eγ2{J3(I
(∗)
2 )}} (3.21) D.P.first

...

Jk(I
(∗)
k−1) = min

P̃k(I
(∗)
k−1)

{−λ · Eγk{I(I∗k < I∗th)}+ λ · P̃k(Ik−1)

+ Eγk{Jk+1(I
(∗)
k )}} (3.22)

...

JK(I
(∗)
K−1) = min

P̃K(I
(∗)
K

)

{λ · P̃K(I
(∗)
K−1) + EγK{I(I

(∗)
K < I

(∗)
th )}}, (3.23) D.P.last

où on a défini l’état xk à l’instant k (section 2.4.3) par xk = I
(∗)
k . Les deux

états aux instants k et k − 1 sont reliés par la relation suivante :

{
I
(IR)
k = I

(IR)
k−1 + log

(
1 + γkP̃k(I

(IR)
k−1 )

)
,

I
(CC)
k = I

(CC)
k−1 + γkP̃k(I

(CC)
k−1 ).

(3.24)

On note que I
(∗)
k ∈
[
0, I

(∗)
th

]
, donc I

(∗)
k peut être discrétisé en L points.

Pour une valeur donnée de I(∗)k et sachant que la valeur de la fonction Jk(I
(∗)
k−1)

est déjà connue, on peut trouver la valeur optimale P̃k+1(I
(∗)
k ) .

Par conséquent et grâce à la programmation dynamique (3.21)-(3.23), l’op-
timisation globale du problème (3.12) sur un ensemble de cardinal LK−1 se
réduit à (K − 1)L sous problèmes d’optimisation de dimension 1. On utilise
la méthode numérique “Brent” pour trouver la valeur de λ qui permet de
vérifier la contrainte sur la puissance moyenne.

Dans le reste de la section et afin d’alléger l’écriture, on notera I
(*)
k−1 , Ik−1

et I
(*)
th , Ith car le contexte de l’analyse montrera clairement si on parle de

IR-HARQ ou de CC-HARQ.
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3.3.2 Cas de IR-HARQ

Dans le contexte de IR-HARQ, on a :

Eγk[I(Ik < Ith)] = Pr{Ik−1 + log (1 + γk · Pk(Ik−1)) < R}

= Fγk

(
2R−Ik−1 − 1

P̃k(Ik−1)

)
. (3.25)

Pour avoir un minimum lors de la dernière étape de la programmation dyna-
mique, on calcule la dérivée de la fonction qu’on veut minimiser dans (3.23) :

u(P̃K) = λ− 2R−IK−1 − 1

P̃ 2
K

· pγK
(
2R−IK−1 − 1

P̃K

)

= λ− 1

2R−IK−1 − 1
· q
(
2R−IK−1 − 1

P̃K

)
. (3.26) zero.der

Il est facile de montrer que la fonction q(x) , x2pγK(x) satisfait q(x) > 0,
q(0) = 0 et q(∞) = 0. Ainsi, q(x) admet un maximum qmax = maxx q(x).
Si λ · (2R−IK−1 − 1) > qmax, alors la solution optimale de (3.26) n’existe pas.
On prend dans ce cas, P̃K = 0 ce qui donne JK(IK−1) = 1.
Si λ ·(2R−IK−1−1) < qmax alors u(P̃K) a au moins deux racines. Par exemple,
dans le cas du canal Rayleigh, on a exactement deux racines. Le premier
correspond au local minimal et l’autre au maximal. La solution optimale est
ainsi celle qui a la deuxième dérivée positive.

Dans la figure 3.1, on montre les valeurs de P̃k(x) dans le cas où K = 4.
Comme on peut le remarquer, la solution optimale peut consister à ce que
l’émetteur reste silencieux. En effet, si après la kième transmission, l’informa-
tion mutuelle accumulée est inférieure à un certain seuil I0,k (dans la figure
3.1, I0,1 ≈ 0.14, I0,2 ≈ 0.31 et I0,3 ≈ 0.65), alors l’émetteur décide de rester
silencieux. Il s’agit d’envoyer avec une puissance égale à zéro jusqu’à ce que le
nombre maximal de transmissions soit atteint. Là, il commence à transmettre
un nouveau paquet. Ce "temps de silence" permet de respecter la contrainte
sur la puissance moyenne à long terme.

Pour calculer la probabilité de coupure, on utilise (3.4) où la fonction
de répartition cumulative (CDF) de Ik est notée par FIk(x). En prenant en
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Figure 3.1 – Les puissances d’adaptation optimales P̃k(Ik−1) dans le cas de
IR-HARQ dans un canal Nakagami-m où m = 2, K = 4, R = 1.5 et γ = −4
dB. power.IR

considération le fait que P̃k(x) = 0 pour x ∈ [0, I0,k−1], on obtient :

FIk(x) = Pr
{
Ik−1 + log(1 + γk · P̃k(Ik−1)) < x

}

=





FIk−1
(x), si x < I0,k−1,

FIk−1
(I0,k−1)

+

∫ x

I0,k−1

Fγ

(
2x−y − 1

P̃k(y)

)
· pIk−1

(y)dy, si x > I0,k−1.

(3.27) F.I.k

FIk(x) dépend de la valeur du PDF pIk−1
(y) de Ik−1.

La dérivée de (3.27) donne la forme récursive de PDF suivante :

42



pIk
(x) =





pIk−1
(x), si x < I0,k−1,

∫ x

I0,k

log(2)2x−y

P̃k(y)
pIk−1

(y) · pγ

(
2x−y − 1

P̃k(y)

)
dy,

si x > I0,k−1,

(3.28) p.I.k

avec pI1(x) est reliée à pγ(x) par la formule suivante :

pI1(x) =
log(2)2x

P̃1

· pγ

(
2x − 1

P̃1

)
. (3.29) p.I.1

3.3.3 Cas de CC-HARQ

Dans le contexte de CC-HARQ, on a :

Eγk

[
I(I

(CC)
k < I

(CC)
th

]
= Fγk

(
γth − Ik−1

P̃k(Ik−1)

)
. (3.30)

Suivant la même approche que celle du cas IR-HARQ, pour avoir un mini-
mum lors de la dernière étape de la programmation dynamique, on calcule
la dérivée de la fonction qu’on veut minimiser dans (3.23) :

u(P̃K) = λ− q

(
γth − Ik−1

P̃K

)
· 1

γth − Ik−1
= 0. (3.31)

La condition pour avoir un minimum non nul est : λ · (γth − Ik−1) < qmax.

La figure 3.2 montre les valeurs de P̃k(x) dans le cas où K = 4. Comme
pour le protocole IR-HARQ, le "temps de silence" peut aussi apparaitre
comme une solution optimale du cas CC-HARQ. Par exemple : dans la fi-
gure 3.2 on a I0,1 ≈ 0.14, I0,2 ≈ 0.34 et I0,3 ≈ 0.63.

Pour calculer la probabilité de coupure, on utilise (3.4) où la fonction
de répartition cumulative (CDF) de Ik est notée par FIk(x). En prenant en
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Figure 3.2 – Les puissances d’adaptation optimales P̃k(Ik−1) dans le cas de
CC-HARQ dans un canal Nakagami-m où m = 2, K = 4, R = 1.5 et γ = −2
dB. power.MRC

considération le fait que P̃k(x) = 0 pour x ∈ [0, I0,k−1], on obtient :

FIk(x) = Pr
{
Ik−1 + γk · P̃k(Ik−1) < x

}

=





FIk−1
(x), si x < I0,k−1,

FIk−1
(I0,k−1)

+

∫ x

I0,k−1

Fγ

(
x− y

P̃k(y)

)
· pIk−1

(y)dy, si x > I0,k−1.

(3.32) F.I.k.2

FIk(x) dépend aussi de la valeur du PDF pIk−1
(y) de Ik−1.
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La dérivée de (3.32) donne la forme récursive de PDF suivante :

pIk
(x) =





pIk−1
(x), si x < I0,k−1,

∫ x

I0,k

1

P̃k(y)
pIk−1

(y) · pγ

(
x− y

P̃k(y)

)
dy,

si x > I0,k−1,

(3.33) p.I.k.2

avec pI1(x) est reliée à pγ(x) par la formule suivante :

pI1(x) =
1

P̃1

· pγ

(
x

P̃1

)
. (3.34) p.I.2

3.4 Allocation optimale de la puissance
sec.allocation

Dans cette section, on considère le cas où le récepteur peut envoyer uni-
quement le bit conventionnel (ACK ou NACK) à l’aide du canal de retour.
Ainsi, l’émetteur ajuste la puissance dans la transmission suivante en se ba-
sant sur les statistiques du canal.

3.4.1 Cadre général

On considère le problème d’allocation de la puissance optimale, c-à-d
Pk(CSIk−1) ≡ P̂k ·I(Ik−1 ≤ Ith). Donc, la fonction Lagrangienne L est définie
(3.11) par :

L(P̂1, P̂2, . . . , P̂K , λ) = fK + λ ·
(

K∑

k=1

P̂kfk−1 −
K∑

k=0

fk

)
. (3.35) eq:Allocation

Afin de reformuler l’équation (3.35) en programmation dynamique, on
doit trouver les états xk tels que :

1. fk peut être calculée à partir de xk ;

2. L’état xk+1 peut être obtenu à partir de xk et P̂k+1.

Comme introduit dans la section 2.3.3, on suppose que :

fk =
hk

P̂mk

k

· fk−1, pour 1 ≤ k ≤ K, (3.36) A.S.R

45



avec mk est le paramètre de la distribution Nakagami-m et le paramètre hk

est indépendant de P̂k. En considérant que f0 = 1, la fonction Lagrangienne
(3.35) peut être reformulée selon la structure récursive suivante :

L(P̂1, P̂2, ..., P̂K , λ) = J1(f0)

J1(f0) = λ · (P̂1 − 1) · f0 + J2(f1) (3.37)

J2(f1) = λ · (P̂2 − 1) · f1 + J3(f2) (3.38)

· · ·
JK−1(fK−1) = λ · (P̂K − 1) · fK−1 + fK . (3.39)

En utilisant les conditions nécessaires KKT, et commençant par l’équation
(3.39), on trouve l’expression exacte analytique de la puissance optimale P̂K :

P̂K = min

{(
mK · hK

λ

) 1
mK+1

, Pmax

}
, (3.40)

et pour 1 ≤ k ≤ K − 1 :

P̂k = min

{(
mk · gk+1 · hk

λ

) 1
mk+1

, Pmax

}
, (3.41)

où

gK = λ · (P̂K − 1) +
hK

P̂mK

K

, (3.42)

et finalement pour 1 ≤ k ≤ K − 1 :

gk = λ · (P̂k − 1) +
g(P̂k+1) · hk

P̂mk

k

. (3.43)

Dans les deux sections qui suivent, on va rappeler l’expression de hk pour
les deux protocoles IR-HARQ et CC-HARQ.

3.4.2 Cas de IR-HARQ

L’expression de hk dans le cas IR-HARQ est déjà exprimée dans l’équation
(2.30).
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La figure 3.3 montre les valeurs optimales de la puissance P̂k pour K = 4.
On remarque que la solution optimale suggère que P̂k ≥ P̂k−1. De plus, les
puissances optimales P̂3 et P̂4 accroissent d’une façon très rapide avec le SNR
γ. C’est pourquoi l’ajout de la contrainte sur la puissance maximale Pmax

présente un intérêt pratique sans nuire aux performances optimales (voir la
figure 3.5).
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P̂2

P̂3

P̂4

Figure 3.3 – Les puissances optimales de l’allocation P̂k dans le cas de IR-
HARQ dans un canal Nakagami-m où K = 4 , m = 2 et R = 1.5. Les deux
cas sans bornes (c-à-d, Pmax = ∞) et avec bornes (c-à-d, Pmax = 5) sont
montrés pour la comparaison. power.IR.2

3.4.3 Cas de CC-HARQ

L’expression de hk dans le cas CC-HARQ est déjà exprimée dans l’équa-
tion (2.33).
Dans la même optique du cas précèdent (cas de IR-HARQ), La figure 3.4
montre les valeurs optimales de la puissance P̂k pour K = 4. Ainsi, la solu-
tion optimale propose que P̂k ≥ P̂k−1. Aussi, les puissances optimales P̂3 et
P̂4 augmentent rapidement avec le SNR γ. Comme le cas qui précéde, l’ajout
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de la contrainte sur la puissance maximale Pmax présente un intérêt pratique
sans nuire aux performances optimales (voir la figure 3.6).
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Figure 3.4 – Les puissances optimales de l’allocation P̂k dans le cas de CC-
HARQ dans un canal Nakagami-m où K = 4 , m = 2 et R = 1.5. Les deux
cas sans bornes (c-à-d, Pmax = ∞) et avec bornes (c-à-d, Pmax = 5) sont
montrés pour la comparaison. power.CC.2

3.5 Exemples numériques

Dans cette section, on adoptera les notations suivantes :
– P ad

out la probabilité de coupure lors de l’adaptation optimale de la puis-
sance, obtenue en utilisant la programmation dynamique, (section 3.3).

– P al
out la probabilité de coupure lors de l’allocation optimale de la puis-

sance, obtenue en utilisant la programmation dynamique, (section 3.4).
– P c

out la probabilité de coupure lorsqu’on utilise une puissance constante
dans toutes les transmissions, c-à-d : Pk(CSIk−1) ≡ P̄ = 1 pour
k = 1, .., K.

48



– Pmax est la valeur maximale permise de la puissance pour toutes les
transmissions, c-à-d : 0 ≤ P̃k(I

(∗)
k−1) ≤ Pmax, ∀k ∈ {1, ..., K}.
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Figure 3.5 – Valeur optimale de la probabilité de coupure (dans le cas
de l’adaptation P ad

out et de l’allocation P al
out) comparée avec la probabilité de

coupure lors de l’utilisation d’une puissance constante P c
out (c-à-d Pk = P =

1, ∀k). Les deux cas avec bornes (c-à-d, Pmax = 5) et sans bornes (c-à-d,
Pmax = ∞) sont montrés dans le but de comparer. Cas de IR-HARQ dans
un canal Nakagami-m où m = 2 , R = 1.5 et K = 2, 4. fig.outage.IR

Les figures 3.5 et 3.6 présentent les résultats optimaux de la probabilité de
coupure P al

out et P ad
out pour CC-HARQ et IR-HARQ respectivement. On pré-

sente les deux cas Pmax = 5 et Pmax = ∞. Les résultats de P c
out sont montrés

afin de comparer. On peut constater clairement que les résultats optimaux
sont meilleurs par rapport à P c

out.
Pour IR-HARQ avec K=4 , Pmax = ∞ et pour une valeur de la probabilité
de coupure égale à 10−6, P ad

out présente un gain de 5 dB par rapport à P c
out,

alors que P al
out présente un gain de 2.5 dB par rapport à P c

out.
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Figure 3.6 – Valeur optimale de la probabilité de coupure (dans le cas
de l’adaptation P ad

out et de l’allocation P al
out) comparée avec la probabilité de

coupure lors de l’utilisation d’une puissance constante P c
out (c-à-d Pk = P =

1, ∀k). Les deux cas avec bornes (c-à-d, Pmax = 5) et sans bornes (c-à-d,
Pmax = ∞) sont montrés dans le but de comparer. Cas de CC-HARQ dans
un canal Nakagami-m où m = 2 , R = 1.5 et K = 2, 4. fig.outage.CC

Pour CC-HARQ avec K=4 , Pmax = ∞ et pour une valeur de la probabilité
de coupure égale à 10−6, P ad

out présente un gain de 5 dB par rapport à P c
out,

alors que P al
out présente un gain de 3.5 dB par rapport à P c

out.

En prenant Pmax = 5 au lieu de Pmax = ∞, le gain des solutions optimales
par rapport à P c

out commence à décroitre après une valeur particulière γth de
SNR moyen γ.
Par exemple, pour l’allocation P al

out avec K = 4 : γth = 0 dB dans le cas de
IR-HARQ et γth = 2 dB dans le cas de CC-HARQ. Ceci est justifié par le
fait que la contrainte Pmax = 5 devient active pour γ ≥ γth, comme on peut
le remarquer dans les figures 3.3 et 3.4 .
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Figure 3.7 – Valeur optimale de la probabilité de coupure dans le cas de
l’adaptation P ad

out comparée avec le cas de l’allocation P al
out. Cas de CC-HARQ

dans un canal Nakagami-m où m = 1, 3 , R = 1.5 , K = 2, 4 et Pmax = ∞. fig.outage.CC.2

Dans la figure 3.7 on peut voir une sorte de ’parallélisme’ entre la courbe
de P ad

out et la courbe de P al
out. De plus, il est clair que le gain de P ad

out par
rapport à P al

out n’est pas en fonction du nombre maximal de transmissions
K. En effet, le gain varie avec le paramètre m de la distribution du canal
Nakagami-m.

Conclusion :
Dans ce chapitre, nous avons montré comment utiliser la programmation dy-
namique pour résoudre le problème d’adaptation et d’allocation de la puis-
sance dans le but de minimiser la probabilité de coupure sous contrainte
sur la puissance moyenne à long terme. À travers des exemples numériques,
nous avons constaté que le gain entre l’adaptation et l’allocation optimales
est une fonction du paramètre m de la distribution du canal Nakagami-m.
Caractériser ce gain est l’objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Allocation vs Adaptation : gain

du feedback

Chap_4

Dans ce chapitre, nous tentons de caractériser le gain dû au feedback et
nous trouverons l’expression analytique de la diversité. Pour ce faire, nous
présenterons d’abord une politique d’adaptation sous optimale, ensuite, nous
utiliserons la programmation géométrique pour trouver l’expression analy-
tique de la probabilité de coupure dans le cas de l’adaptation linéaire et de
l’allocation pour CC-HARQ.

4.1 Problème d’optimisation

4.1.1 Cas de l’adaptation linéaire de la puissance

Les résultats de l’optimisation dans la Fig.3.2 indiquent que Pk(I
CC
k−1) dé-

croit, d’une façon monotone, avec ICC
k−1. L’explication intuitive est que lorsque

ICC
k−1 s’approche de γth, alors la puissance Pk(I

CC
k−1) devient de plus en plus

faible. Ceci supporte le choix heuristique de la fonction d’adaptation suivante
Pk(I

CC
k−1) :

Pk(I
CC
k−1) = (γth − ICC

k−1) · P̌k, k = 1, . . . , K, (4.1) P.k

où le paramètre P̌k définit la fonction d’adaptation Pk(I
CC
k−1). Ainsi, un seul

paramètre P̌k doit être gardé au niveau de l’émetteur, au lieu d’avoir toutes
les valeurs discrétisées de la fonction Pk(I

CC
k−1).
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En utilisant la fonction d’adaptation (4.1) dans l’expression de fk définie
dans l’équation (3.4) on obtient :

fk = FICC

k
(γth) = Fγ(1/P̌k)

∫ γth

0

pICC

k−1
(x)dx

= Fγ(1/P̌k)FICC

k−1
(γth)

=
k∏

l=1

Fγ(1/P̌l)

=
k∏

l=1

ν(P̌l), (4.2)

où ν(P̌ ) est la probabilité de coupure définie par ν(P̌ ) = Pr
{
γ < 1

P̌

}
=

Fγ(
1
P̌
).

On utilise l’approximation (2.32) pour simplifier l’expression de ν(P̌ ), ainsi
on pourra approximer la probabilité de coupure fK :

fK ≈ AK ·
K∏

k=1

P̌−m
k , (4.3) eq:A.f.K.Ad

avec :

AK =

((
exp(1)

γ

)m

· 1√
2πm

)K

. (4.4) eq:A_ad1

En utilisant la fonction d’adaptation (4.1), l’expression de l’énergie moyenne
(3.5) s’écrit comme suit :

E{Pk} = P̌k

∫ γth

0

(γth − x)pICC

k−1
(x)dx

= P̌k

∫ γth

0

FICC

k−1
(x)dx. (4.5)

On procède à un changement de variables afin de calculer l’intégrale définie
dans (4.5) :

∫ γth

0

FICC

k−1
(x)dx =

∫ γth

0

pICC

k−2
(y)dy

∫ γth

0

Fγ

(
x− y

P̌k−1 · (γth − y)

)
dx

= ξ(P̌k−1)

∫ γth

0

pICC

k−2
(x)(γth − x)dx, (4.6)
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où on définit ξ(P̌ ) par :

ξ(P̌ ) = P̌ ·
∫ 1/P̌

0

Fγ(x)dx. (4.7) eq:xi

D’une manière récursive on trouve :

E{Pk} = P̌k · E{Pk−1} · ξ(P̌k−1)/P̌k−1

= γth · P̌k ·
k−1∏

l=1

ξ(P̌l), k = 1, . . . , K. (4.8)

En remplaçant Fγ(x) par l’équation (2.32), on obtient une approximation de
(4.7) comme suit :

ξ(P̌ ) ≈
(
exp(1)

γ · P

)m

· 1

(m+ 1) ·
√
2πm

. (4.9)

Par conséquent, ∀k ∈ {1, .., K} :

E{Pk} ≈ Ak−1 · P̌k

k−1∏

l=1

P̌−m
l , (4.10) eq:A.E.K.Ad

avec Ak−1 est donné par :

Ak−1 = γth ·
((

exp(1)

γ

)m

· 1

(m+ 1) ·
√
2πm

)k−1

. (4.11) eq:A_ad2

4.1.2 Cas de l’allocation de la puissance

A partir de l’approximation (2.32), la probabilité de coupure fK et l’éner-
gie moyenne E[Pk] peuvent être exprimées comme suit :

fK ≈ AK ·
K∏

k=1

P̆−m
k , (4.12) eq:A.f.K.Al

et

E[Pk] ≈ Ak−1 · P̆k

k−1∏

l=1

P̆−m
l , (4.13) eq:A.E.K.Al
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où A0 = 1 et Ak est donné par :

Ak =

(
exp(1) · γth

kγ

)mk

· 1√
2πmk

, ∀k ∈ {1, .., K}. (4.14) eq:A_al

En guise de conclusion, la probabilité de coupure et l’énergie moyenne
dans le cas de l’adaptation linéaire et de l’allocation de la puissance peuvent
être écrites de la manière générale suivante :

fK ≈ AK ·
K∏

k=1

P−m
k , (4.15) eq:A.f.K.G

et

E[P ] ≈
K∑

k=1

Ak−1 · Pk

k−1∏

l=1

P−m
l , (4.16) eq:A.E.K.G

où Ak est une fonction indépendante des puissances {Pk}Kk=1.

4.1.3 Cadre général
sec.geo.optim

Dans cette section, on vise les grandes valeurs de SNR. À ce niveau :

fk
γ→∞−−−→ 0 pour k ∈ {1, ..., K}. Ainsi, la puissance moyenne à long terme

peut être approximée comme suit :
Dans le cas de l’adaptation :

P =

K∑

k=1

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]

K−1∑

k=0

fk

≈
K∑

k=1

E
I
(∗)
k−1

[
P̃k(I

(∗)
k−1)

]
. (4.17) p_avg

Dans le cas de l’allocation :

P =

K∑

k=1

P̂kfk−1

K−1∑

k=0

fk

≈
K∑

k=1

P̂kfk−1. (4.18) p
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Par conséquent, le problème de l’adaptation (3.1) peut être reformulé de la
façon suivante pour les grandes valeurs de SNR :

min
P̃1,P̃2(I1),...,P̃K(IK−1)

fK , (4.19) eq:simpl.Opti.PPP

sujet à :
K∑

k=1

EIk−1
{P̃k(Ik−1)} ≤ 1.

Dans ce chapitre, on se focalisera sur le cas de l’adaptation linéraire de la
puissance. Donc, le problème d’optimisation (4.19) peut être reformelé de la
manière suivante :

P̃ ad
out = min

P̌1,P̌2,...,P̌K

AK ·
K∏

k=1

P̌−m
k , (4.20) eq:simpl.Opti.P

sujet à :
K∑

k=1

Ak−1 · P̌k

k−1∏

l=1

P̌−m
l ≤ 1,

où Ak est définie dans les équations (4.4) et (4.11).
Le problème de l’allocation (3.8) peut être réexprimé, pour les grandes

valeurs de SNR, comme suit :

P̃ al
out = min

P̆1,P̆2,...,P̆K

AK ·
K∏

k=1

P̆−m
k , (4.21) eq:simpl.Opti.PP

sujet à :
K∑

k=1

Ak−1 · P̆k

k−1∏

l=1

P̆−m
l ≤ 1,

où Ak est définie dans les équations (4.14).
Donc, l’objectif des approximations (4.10) et (4.3) (ou (4.12) et (4.13)),

introduites lors des deux sous sections précédentes, consistait à écrire le pro-
blème d’optimisation (4.20) (ou (4.21)) sous la forme standard de la pro-
grammation géométrique introduite dans la section 2.4.2.
Donc pour les deux cas de l’adaptation linéaire et de l’allocation, on peut
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écrire le problème d’optimisation (4.20) sous la forme :

min
x

g0(x) = AK ·
K∏

k=1

x−m
k (4.22) eq:GP.op

sujet à : g1(x) =

K∑

k=1

Ak−1 · xk

k−1∏

l=1

x−m
l ≤ 1

où le vecteur x = (x1, x2, ..., xK) est défini comme :

xk ,

{
P̌k pour l’adaptation linèaire,

P̆k pour l’allocation.
(4.23)

Le problème dual [15] , [14] , [12] du (4.22) est défini par :

max
δ

v(δ) = λ(δ)

K+1∏

i=1

(
Ai−2

δi

)δi

, (4.24) eq:GP.dual

sujet à :





δi ≤ 0, ∀i ∈ {1, .., K + 1},
−m · δ1 + δj −m ·

∑K+1
i=j+1 δj = 0, ∀j ∈ {2, .., K + 1},

δ1 = 1,

(4.25) eq:dual.constr

où, par définition A−1 = AK et λ(δ) =
∑k+1

i=2 δi.
C’est une programmation géométrique à zéro degré de difficulté, ce qui

implique que la solution unique δ∗ des contraintes duales (4.25) est aussi la
solution de (4.24). On détermine δ∗ en résolvant facilement le système des
contraintes duales linéaires (4.25), on trouve alors la solution suivante :

δ∗i =

{
1, pour i = 1,

m · (m+ 1)(K+1−i), pour i ∈ {2, ..., K + 1}.
(4.26)

Soit x∗ l’argument qui maximise (4.22), le Théorème 2 permet de conclure
que la solution optimale de (4.20) est la suivante :

g1(x
∗) = v(δ∗) = λ(δ∗)

K+1∏

i=1

(
Ai−2

δ∗i

)δ∗i

, (4.27) eq:GP.Sol
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si et seulement si,



x∗
1 =

δ∗2
λ(δ∗)·A0

,

x∗
i =

δ∗i+1

λ(δ∗)·Ai−1·
∏i−1

j=1(x∗

j)
−m , ∀i ∈ {2, .., K}, (4.28) eq:x1.GP

avec :

λ(δ∗) = (m+ 1)K − 1. (4.29)

En d’autres termes, la solution optimale du problème (4.20) est P̃ ad
out =

g1(x
∗) si les fonctions Ai sont définies comme dans (4.4) et (4.11). La solution

optimale du problème (4.21) est P̃ al
out = g1(x

∗) si les fonctions Ai sont définies
comme dans (4.14).

4.2 Diversité et gain du feedback

Après avoir dérivé en forme analytique la probabilité de coupure optimale
dans les deux cas de l’adaptation linéaire et de l’allocation, nous détermine-
rons l’expression de la diversité et du gain du feedback.

4.2.1 Diversité

La diversité est définie par [22] :

D = lim
γ→∞

− log (Pout)

log(γ)
. (4.30)

Donc, la diversité est égale à l’exposant de γ dans l’expression analytique de
la probabilité de coupure Pout lorsque γ → ∞.

Soit di l’exposant de γ dans l’expression des fonctions Ai. L’expression
analytique (4.27) des solutions optimales P̃ ad

out et P̃ al
out permet de conclure

que :

D =
K+1∑

i=1

di · δ∗i . (4.31)
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Or, pour les deux cas d’adaptation linèaire et d’allocation, l’exposant de
γ dans l’expression de Ak est égal à mk. Par conséquent, en utilisant (4.27),
la valeur maximale de la diversité D est :

D = K ·mδ∗1 + 0 ·mδ∗2 + 1 ·mδ∗3 + ...+ (K − 1) ·mδ∗K+1

= Km+m2[(m+ 1)K−2 + 2(m+ 1)K−3 +

+... + (K − 2)(m+ 1) + (K − 1)]

= Km+m2 ·K ·
(
1 + (m+ 1) + ...+ (m+ 1)K−2

)

−1 − 2 · (m+ 2)− ...− (K − 1) · (m+ 1)K−2

= (m+ 1)K − 1. (4.32)

La diversité est la même pour les deux cas de l’adaptation (multiples bits
de feedback) et de l’allocation (un bit de feedback). C’est la même valeur
maximale obtenue dans [21] pour le cas où la dimension de la constellation
tend vers ∞.

Dès alors, augmenter le nombre de feedback n’accroit pas la diversité mais
translate la courbe de la probabilité de coupure.

4.2.2 Gain du feedback

La diversité est la même pour les cas de l’adaptation linr̀aire et de l’allo-
cation, ainsi, la probabilité de coupure optimale peut être exprimée comme
suit :

P̃ ad
out = Bad

K · γ−D, (4.33)

et

P̃ al
out = Bal

K · γ−D, (4.34)

où Bad
K et Bal

K sont des fonctions indépendantes du SNR.
on définit le gain du feedback GK comme suit :

P̃ ad
out = Bal

K · (GK · γ)−D , (4.35)

Alors,

GK =

(
P̃ al

out

P̃ ad
out

) 1
D

. (4.36)
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En utilisant la solution analytique (4.27) de P̃ ad
out et P̃ al

out , on obtient une
approximation G̃K de GK pour les grandes valeurs de SNR :

(GK)
−D =

K(mK+0.5) · (2πm)
1−(m+1)K−1

2m

(m+ 1)D/m−K

·
K+1∏

k=3

(k − 2)m(m+1)(K+1−k) [m(k−2)+0.5] (4.37)

4.3 Exemples numériques

On adoptera les notations suivantes :
– P̃ ad

out la probabilité de coupure lors de l’adaptation linéaire et optimale
de la puissance, obtenue en utilisant la programmation géométrique,
(section 4.1.3).

– P̃ al
out la probabilité de coupure lors de l’allocation optimale de la puis-

sance, obtenue en utilisant la programmation géométrique, (section
4.1.3).

❍
❍
❍
❍
❍
❍

K
m

1 2 3

2 -0.1749 0.1865 0.3248
4 0.1471 0.6092 0.6884

Table 4.1 – Valeurs de GK en dB pour Nakagami-m où m = 1, 2, 3 et
K = 2, 4. Table:1

La figure 4.1 représente les valeurs de P̃ ad
out , P̃ al

out , P ad
out et P al

out pour
K = 2 et pour de différentes valeurs du paramètre du canal m = 1, 2 et 3.
Lorsque γ → ∞ on a P̃ al

out − P al
out → 0, alors que P̃ al

out − P al
out → ǫ où ǫ est

un nombre proche de zéro. Cela peut être justifié par le fait que même si le
problème (4.20) est équivalent à (3.1), la fonction d’adaptation linéaire n’est
pas optimale pour (3.1).

Le tableau 4.1 montre la valeur de GK pour différentes valeurs de K et de
m. GK est une fonction croissante de m et de K. La valeur négative de GK

pour m = 1 et K = 2 montre que l’allocation est meilleure que l’adaptation
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Figure 4.1 – Valeur optimale de la probabilité de coupure, trouvée en uti-
lisant la programmation dynamique (dans le cas de l’adaptation P ad

out et de
l’allocation P al

out), comparée avec celle trouvée à l’aide de la programmation
géométrique. (dans le cas de l’adaptation linéaire P̃ ad

out et de l’allocation P̃ al
out).

Cas de CC-HARQ dans un canal Nakagami-m où m = 1, 2, 3, K = 2, R = 1.5
et Pmax = ∞. fig.outage.geo

linéaire pour ce cas. C’est ce qu’on peut voir clairement dans la figure 4.1.
En effet, l’adaptation de la puissance donne “presque” le même gain que l’al-
location pour m = 1 et K = 2. D’autre part, on sait que l’adaptation linèaire
est sous optimale dans le cas général, ce que explique pourquoi l’allocation
est plus optimale que l’adaptation linéaire pour m = 1 et K = 2.
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Chapitre 5

Conclusion

Conclus

Notre travail consistait à développer et à évaluer des schémas optimaux
d’adaptation et d’allocation de la puissance, en terme de la probabilité de
coupure sous contrainte sur la puissance moyenne à long terme. Nous nous
sommes notamment intéressés à l’étude des deux cas IR-HARQ et CC-HARQ
dans le cas général du canal Nakagami-m.

Dans un premier temps, nous avons introduit plusieurs notions prélimi-
naires nécessaires pour la compréhension de ce document. Ainsi, nous avons
définit, dans le deuxième chapitre, le modèle du canal à évanouissements par
blocs adopté le long de notre travail. Ensuite, nous avons montré, lors du
chapitre 3, comment utiliser la programmation dynamique pour résoudre le
problème d’optimisation de la puissance. Le but étant tout d’abord d’utiliser
le CSI retardé pour trouver la politique d’adaptation optimale afin de mini-
miser la probabilité de coupure sous contrainte sur la puissance moyenne à
long terme. L’utilisation de la programmation dynamique nous a permise de
réduire la dimension du problème d’optimisation. Dans la section 2.3.3, nous
avons définit des approximations de la probabilité de coupure, ceci dans le
but de trouver les puissances d’allocation optimales sous forme d’expression
exacte.

Les différents exemples numériques montrent que le gain de l’adaptation
de la puissance par rapport à la transmission avec puissance constante est
important. Par exemple, le gain atteint 5 dB pour une valeur de la probabi-
lité de coupure égale à 10−6 dans le cas de IR-HARQ avec 4 transmissions.
Les résultats numériques obtenus nous ont poussé aussi à définir et à carac-
tériser le gain dû à l’utilisation de plusieurs bits dans le canal de retour pour
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HARQ. C’est pour cette fin que nous avons introduit une fonction simple
de l’adaptation de la puissance. Ensuite, nous avons simplifié le problème
d’optimisation pour les grandes valeurs de SNR. Nous avions besoin des ex-
pressions exactes et analytiques des valeurs optimales de la probabilité de
coupure, ce qui explique le recours à la programmation géométrique lors du
dernier chapitre.

Plusieurs aspects peuvent être explorés pour compléter ou étendre ce
travail. L’étude de l’influence de la discrétisation du CSI retardé sur les ré-
sultats obtenus s’avère importante. Considérer des constellations non infinies
(16QAM par exemple) est un horizon possible à analyser.

La capacité effective est une métrique qui caractérise les performances
des réseaux de communication en prenant en compte la qualité de service. Il
s’avère intéressant d’étudier l’influence de l’optimisation de la puissance sur
la capacité effective.
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