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Résumé

Nous développons une approche novatrice de modélisation conditonnelle d’hydrofa-
cies hétérogenes et de leur porosité intrinseque. Notre démarche consiste a étalonner les
mesures géophysiques de larges échelles telles qu’obtenues d’'un modele pétro-physique
analogue a ’aide d’un modele paramétrique de textures visuelles. Pour ce faire, nous
‘modélisons par simulation séquentielle bayesienne les coefficients d’approximation d’on-
delette des hydrofacies synthétiques a partir des densités de probabilité conjointes entre
les coefficients d’approximation des images du modele analogue d’'une part, et de la
variabilité spatiale des coefficients d’approximation d’un modele synthétique de ter-
rain, d’autre part. Ensuite, les coeffcients d’approximation simulés servent a synthétiser
les textures de porosité des hydrofacies en tenant compte des données conditionnantes
en forages. Nous développons 'approche pour un dépét sédimentaire hétérogene bidi-
mensionnelle et ’appliquons a une étude de cas en imagerie biomédical homogene. Tel
qu’attendu, les modeles de porosité réalisés reproduisent les structures de larges échelles
du modele synthétique ainsi que les textures de courtes échelles connues du modele ana-
logue. La méthode proposée est facile d’utilisation, flexible et efficace. Cette approche
est néanmoins limitée par le modele analogue, qui réduit ’existence de toutes textures

de courtes échelles, a ’expression de son unique contenu.

Mots clefs : Porosité des hydrofacies ; Morphométrie osseuse ; Transformée

d’ondelette ; Modele de texture paramétrique ; Simulation séquentielle bayesienne




Abstract

We develop a novel conditionning approach to modelize heterogeneous hydrofacies
and their intrinsic porosity. Our method consists to calibrate large-scale geophysical
measurements as obtained from a petro-physical analogue model, using a parametric
texture model. To do so, we simulate using Bayesian sequential approach wavelet ap-
proximation coefficients of synthetic hydrofacies from joint probability density function
between approximation coefficients of the analogue model images on one hand, and from
spatial variability of the approximation coefficients of a geophysical synthetic model on
the other hand. Simulated approximation coefficients are used to synthetize hydrofacies
porosity textures taking into account borehole conditionning hard data. We develop
the approach for a heterogeneous sedimentary deposit and apply it to a homogeneous
biomedical case study. As expected, simulated porosity models reproduce large-scale
structures of the synthetic geophysical model as well as small-scale textures of the ana-
logue porosity model. The proposed approach is easy to use, flexible, and efficient. This
approach is however limited by the analogue model, which reduces the existence of all

small-scale textures, to the expression of its own content.

Mots clefs : Hydrofacies porosity ; Bone morphometry ; Wavelet transform ;

Parametric texture model ; Bayesian sequential simulation
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La terre nous en apprend plus long

sur nous que tous les livres.

Antoine de St-Exupéry

Chapitre 1

Introduction

Le sous-sol contient la majeure partie des ressources en eau potable dans le monde.
Cependant, les développements industriels et civils soumettent les systémes aquiferes a
d’énormes pressions. L’eau étant source de vie, il est primordial de s’assurer de la du-
rabilité ainsi que de la qualité des ressources en eau potable. Pour ce faire, il apparait
clairement nécessaire de caractériser adéquatement la dynamique de ’eau souterraine,
donc la porosité de la matrice géologique a travers laquelle elle s’écoule. La construc-
tion de modeles hydrogéologiques s’effectue usuellement des échelles les plus fines aux
échelles les plus larges (Renard & Marsily, 1997). C’est & dire que les modeles hy-
drostratigraphiques utilisés dans Pestimation des ressources hydriques sont construits
a ’échelle régionale, & partir de 'information obtenue a I’échelle locale en forage (Cha-
puis, 2007). Lorsque les milieux aquiféeres sont homogenes, il existe peu d’écart entre
I'estimation moyenne de conductivité hydraulique et le réel essai de pompage; il en
va tout autrement lorsque la granulométrie des hydrofacies varie de fagon hétérogene

(Chiles & Delfiner, 1999, voir chap. 8, p. 593).




Chapitre 1. Introduction

Tel que le préconise de plus en plus la communauté scientifique, il est beaucoup plus
efficace de modéliser les différentes échelles d’'un aquifére en optant pour une approche
combinée qui tire profit des méthodes d’exploration géophysique (Robinson et al., 2008).
Ces méthodes sont moins coliteuses que la mesure directe en forage et peuvent franchir
de grandes distances entre les forages. Cependant, les mesures géophysiques nécessitent
un étalonnage vers la variable principale d’intéret, c’est a dire qu’elles ne mesurent par
directement la porosité du sous-sol mais d’autres caractéristiques de celui-ci, comme par
exemple sa résistivité électrique ou encore la vitesse de propagation 'onde radar (But-
ler, 2005, voir chap. 3, p. 31). De plus, le support d’échelle de la mesure géophysique
differe généralement du support d’échelle de la variable principale, ce qui en pratique se
traduit par une mesure géophysique continue a une résolution plus grossiere que celle
étudiée directement en forage (Marcotte, 2010, voir chap. 9). Ainsi, afin de caractériser
adéquatement les contextes hydrostratigraphiques, il est d’intérét d’étre apte a modéli-
ser simultanémeht plus d’'une variables, qui peuvent toutes étre rerésentées sur autant

de supports d’échelle.

11 existe différentes fagcon d’aborder la problématique multi-dimensionnelle et multi-
échelle. Dans le cadre de ce projet de recherche, 'accent est porté sur ’approche pro-
posée par Gloaguen et al. (2010), qui étalonne la mesure géophysique a l'aide d'un
modele conceptuel analogue. Ce dernier consiste en une série d’images géologiques et
géophysiques représentatives du contexte étudié. Avec un tel modele analogue, les au-
teurs utilisent ensuite un outil de décomposition des images afin d’obtenir leur contenu
spectral. Cet outil, la transformée d’ondelette, permet de visualiser les coeflicients d’ap-
proximation des bandes spectrales composant les images initiales et donc de comparer
les images issues de supports différents sur un méme support d’échelle. Ainsi, tel que le
proposent Gloaguen et al. (2010), il est ultimement possible de reconstruire des images
de porosité par transformation inverse des réalisations de coefficients d’approximation

spectraux d’une image géologique.




Chapitre 1. Introduction

Spécifiquement, dans le cadre de ce projet de recherche, les contextes hydrostrati-
graphiques sont considérés tels des ensembles de textures visuelles; c’est a dire qu’a
chaque unité hydrostratigraphique correspond une texture visuelle. L’outil mathéma-
tique préconisé pour étudier les textures visuelles est celui développé par Portilla &
Simoncelli (2000). Cet outil permet en outre d’obtenir les coefficients d’approximation
spectraux ainsi qu'une série de contraintes statistiques permettant la reconstruction des
textures visuelles a partir des coefficients d’approximation seuls. Pouvant étre réversible
et conditionnel aux valeurs de forage, cet outil possede un énorme potentiel et constitue

la piece maitresse de 'approche proposée.

De plus, la présente étude propose de simuler les coefficients d’approximation géolo-
giques a 'aide d’une approche de simulation séquentielle bayesienne tel que développée
dans le cadre des travaux de Doyen & Den Boar (1996). Cette approche tire son effica-
cité d’une conjonction entre deux aspects complémentaires, d'une part des densités de
probabilité croisées entre les coefficients d’approximation du modele analogue et d’autre
part de la variabilité spatiale des coefficients d’approximation du modele géophysique

synthétique.

Finalement, I’outil présenté dans le cadre de ce projet est développé en réutilisant des
images provenant d’études précédentes en hydrogéologie (Boisclair et al., 2008; Gloa-
guen et al., 2010). Etant fonctionnel et comparable aux études antérieures, cet outil est
ensuite testé avec une autre série d’images, cette fois-ci biomédicales (Vachon, 2010).
Pour tous les cas d’étude présentés, les résultats obtenus sont validés a I'aide d’outils
de diagnostique usuels. C’est a cette étape qu’il est possible de constater que le modele
développé dans le cadre de cette étude est efficace, flexible et peu cotiteux en ressources

informatique.




La mathématique est la science du
désordre, du flou et de

I’approximation.

Serge Bouchard

Chapitre 2

Théorie

Le présent ‘chapitre est une revue de littérature permettant d’établir le cadre théo-
rique de la présente étude. Ce compte rendu de lecture aborde ensuite la transformée
d’ondelette, son historique, sa définition, ainsi que ses propriétés en une et en deux di-
mensions. Les notions de pyramide de décomposition télescopique sont aussi détaillées.
Cette seconde partie est pour 'essentiel tirée des travaux de Mallat (1989a,b). En troi-
sieme lieu, ce chapitre aborde la notion de texture visuelle paramétrique, telle que
développée dans le cadre des travaux de Portilla & Simoncelli (2000). A Dintérieur
de cette section sont abordées les notions d’ergodicité pratique, de champs aléatoires,
d’échantillonnage par projection, de projection sur des surfaces de contraintes ainsi que
de gradient de projection, en plus d’exposer le détail des contraintes statistiques qui
constituent le modéle paramétrique de textures visuelles. Finalement, ce chapitre ren-

ferme les objectifs de recherche du présent projet de these.
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2.1 Revue de lecture

La géostatistique est une branche des mathématiques qui a pour but de fournir une
description quantitative des variables naturelles en tenant compte de la variabilité spa-
tiale et/ou temporelle de I’échantillonnage, sur un domaine d’intérét (Goovaerts, 1997;
Chiles & Delfiner, 1999; Marcotte, 2010). La variable naturelle peut par exemple étre la
densité de fractures a l'intérieur d’une unité géblogique perméable (Tavchandjian et al., -
1995), la saturation d’un aquifére (Lyon et al., 2006), les courants de température d'un
cours d’eau (Guillemette et al., 2009), voire méme la distribution de différentes especes

de la flore (Meng et al., 2009) et de la faune (Moura & Fernandes, 2009).

La premiére étape d’une étude géostatistique consiste a modéliser la variabilité spa-
tiale de la variable & reproduire a partir d’un échantillonnage connu, dont la population
est usuellement peu dense comparativement a I’étendue du domaine d’intérét. Les dis-
tributions de valeurs d’une variable quelconque peuvent étre continues, catégoriques
ou booléennes (indicatrice de Bernouilli). De plus, ces distributions peuvent dépendre
d’un ou plusieurs parametres complémentaires simultanés, alors que leur échantillon-

nage peut provenir de différents supports d’échelle.

La seconde étape consiste a inférer la distribution de la valeur de la variable aléatoire
ainsi que la distribution de son incertitude & l'ensemble du domaine spatial d’intérét.
Pour ce faire, il est possible d’opter pour une approche déterministe qui définisse un
scénario optimal, ou une approche stochastique qui propose une série de scénarios équi-
probables. La premiére approche postule que le modele théorique ne peut fournir qu’'une
seule solution définie dont la barre d’erreur dépend des qualités de 1’échantillonnage,
alors que la seconde propose la définition de densités de pfobabilité relatives aux valeurs

admises pour la variable aléatoire. Maintenant, bien que 'approche déterministe tente
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de fournir un seul et unique modele optimal de simulation sur lequel peut reposer une
interprétation du domaine d’intérét, cette approche ne permet pas de simuler les valeurs
marginales moins probables des distributions statistiques. C’est pour répondre a cette

négligence que les modeles probabilistes ont été développés.

Qu’il s’agisse d'une variable catégorique ou continue il existe aujourd’hui une pano-
plie de méthodes stochastiques qui peuvent étre classées, suivant les travaux de Srivas-

tava (1995), en six catégories;

1. les méthodes séquentielles ;
2. les méthodes orientées objet ;

3. les méthodes d’estimation et de simulation de 'erreur : simulations de fractales

et bandes tournantes ;
4. les méthodes de recuit simulé;
5. les méthodes de simulation de champ de probabilité ;

6. les méthodes par décomposition matricielle;

Les prochains paragraphes exposent brievement les différentes méthodes ci-haut
mentionnées. Cet exposé se veut un survol des différentes méthodes et non un pré-
cis de chacune de celle-ci. Il apparait néanmoins nécessaire de les présenter puisque
ces méthodes sont autant d’avenues possibles pour répondre aux objectifs de recherche

proposés dans le cadre de ce projet de these.
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Méthodes séquentielles

Les méthodes séquentielles partagent une procédure commune qui se présente de

facon suivante (Srivastava, 1995);

1. Choix aléatoire d’'un point sur un domaine dont la valeur est a simuler ;

2. Estimation de la fonction de densité de probabilité (F.D.P.) conditionnelle en ce

point ;
3. Sélection aléatoire d’une valeur a l'intérieur de la F.D.P.;
4. Ajout de la valeur simulée a I'ensemble des données connues ;
5. Répétition des étapes 1 a 4 jusqu’a ce que tous les points aiént été visités.

Il existe une variété de d’approches séquentielles. La nuance entre les différentes pro-
cédures existantes est dans la maniere dont est générée la F.D.P. conditionnelle. Nous
retenons par exemple, l'approche séquentielle gaussienne ol la F.D.P est une distri-
bution normale classique dont la moyenne et la variance sont évaluées par krigeage
multi-gaussien (voir annexe A.8.1). Un autre exemple, 'approche séquentielle bayesien,
exploité dans le cadre des travaux de Boisclair et al. (2008); Dubreuil Boisclair et al.
(2011) tient compte de données complémentaires. Dans ce cas, la F.D.P. conditionnelle
est construite en multipliant la F.D.P. gaussienne a celle générée par interpolation de
la densité de probabilité entre les parametres pétro-physiques en forage d’un modele

analogue (voir annexe A.8.2).

Ainsi, approche séquentielle est une procédure tres flexible puisqu’il est possible
de générer une F.D.P. a l'aide de techniques variées. Cette méthode est conditionnelle
puisqu’elle respecte les données brutes connues (p. ex. de forage). Finalement, cette ap-

proche permet d’inclure des distributions complémentaires ce qui la rend tres populaire.
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Méthodes orientées objetsb

Les méthodes orientées objet ont été congues afin de simuler des patrons de pixel
plutot que des pixels élémentaires. Ces patrons de pixels ont des formes représentatives
de la réalité, ils doivent représenter une certaine proportion des domaines a modéliser
alors que leur parametres de forme (p. ex. leur grandeur, leur anisotropie, leur orienta-
tion, etc) ont aussi une certaine distribution aléatoire. Les algorithmes les plus poussés
incluent aussi des regles de positionnement, d’ordre d’apparition voire de recouvrement
entre les lithofacies. Une fois ces distributions de parametres et ces regles de position-
nement mises en place, les différentes méthodes orientées objet suivent essentiellement

la procédure suivante;

1. Création de lithofacies d’arriere plan;
2. Sélection aléatoire d’un point dans le domaine;

3. Sélection aléatoire d’une forme, d’'une grandeur, d’une anisotropie et d’une orien-

tation;

4. Validation de la sélection en fonction des informations de conditionnement ou des
autres formes simulées. S’il n’existe pas de conflit, la forme est conservée, sinon,

retour a l’étape précédente;

5. Validation que les proportions globales des formes ont été atteintes. Retour a

I’étape 2 dans le cas contraire.

Pour le cas ou des données brutes en forage doivent étre imposées, elles le sont usuelle-
ment en début d’algorithme alors qu’'une attention particuliere doit étre prise afin qu’il
n’existe aucun conflit a la simulation. Les différentes méthodes orientées objets different

essentiellement sur la fagon dont les conflits sont rejetés, redimensionnés ou déplacés.
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Méthodes d’estimation et de simulation de Perreur : simulations de

fractales et bandes tournantes

Les méthodes de simulations stochastiques de fractales et par bandes tournantes
sont des méthodes qui en premier lieu estiment un modele lissé et qui ensuite simulent
Perreur en ajoutant un bruit de fond. Les réalisations finales respectent les données

brutes ainsi que les patrons de variabilité spatiale.

Pour la procédure par bandes tournantes (Marcotte, 2010), chaque valeur des-simu-
lations non-conditionnelles est une moyenne pondérée de simulations unidiﬁlensionnelles
(matrice directe ou séquentielle) produites sur un ensemble de bandes radiales. Chaque
bandes est simulées indépendamment 'une de l'autre et chacune de celles-ci cherche
a exprimer la covariance qui est posée stationnaire. Pour chaque dimension spatiale
d’intérét, les bandes sont ensuite projetées par intégration. Cette méthode requiert peu
de ressource informatique. Par contre, la complexité des opérations augmente avec la
méthode de simulation unidimensionnelle choisie. Dans le cas ou l'utilisateur opte pour
la simulation séquentielle, il existe une compromis a faire entre la complexité des opé-

rations et la continuité des structures de courtes échelles.

Pour la procédure par fractales, chaque valeur des simulations non-conditionnelles
est obtenue par moyenne pondérée d’un ensemble de fonctions sinsusoidales et cosi-
nusoidales, alors que que ce sont les dimensions fractales qui décrivent la variabilité
spatiale (Srivastava, 1995). Finalement, pour reproduire les données conditionnantes,
ces deux méthodes doivent étre conjuguées a un traitement de post-conditionnement

(Marcotte, 2010, voir chap. 8), ce qui augmente la complexité des opérations.
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Méthodes de recui(t simulé

Les méthodes de recuit simulé travaille a partir de champs aléatoires qu’elles com-
parent & une fonction objectif. Cette derniére est ensuite optimisée par mutation du
champ initial. La procédure algorithmique est usuellement construite de la maniere sui-

vante (Marcotte, 2010, voir chap. 8);

1. Tirage aléatoire simultané de tous les points a simuler sur le domaine a partir

d’un histogramme de référence ;
2. Imposition des données conditionnantes ;
3. Evaluation de la fonction objectif ;

4. Tirage aléatoire d’un point sur le domaine, si le point est une donnée de condition-
nement, I’étape est réitérée, sinon, tirage aléatoire d'une valeur de la distribution

cible en remplacement et ré-évaluation de la fonction objectif;

5. Pour le cas ou I’évaluation de la fonction objectif diminue, on conserve la nouvelle
valeur simulée. Dans le cas contraire, la valeur simulée est conservée et une pro-
babilité lui est accordée. Cette probabilité est réduite avec le nombre d’itération
afin de prévenir en début de processus que le systéme ne se positionne en une

solution locale.

6. Evaluation de la convergeance de la fonction objectif. Dans le cas ou la conver-
geance désirée est atteinte, la séquence de simulation est stoppée. Dans le cas

contraire, la séquence continue.

Ces méthodes heuristiques sont tres flexibles. Elles permettent de rendre compte des
données conditionnantes alors que la fonction objectif peut étre définie de fagon a ré-
pondre a des problématiques tres particulieres. Les méthodes se différencient notamment

sur la maniére de modifier les valeurs des pixels & chaque itération (Srivastava, 1995).

10
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Méthodes de simulation de champ de probabilité

Les méthodes de simulation par champ de probabilité sont une variante des mé-
thodes séquentielles (Chiles & Delfiner, 1999, voir chap. 7, § 7.3.3, p. 471). Tel que
précédemment mentionné, les méthodes séquentielles tire aléatoirement une valeur a
I'intérieur d’'une F.D.P. et 'impose telle qu'une donnée conditionnante pour les étapes
subséquentes. Les méthodes de simulations de champ de probabilité quant a elles réuti-
lisent a chaque séquence la F.D.P. originale émanant des données conditionnantes réelles
et afin d’éviter une trop grande variabilité spatiale de courte échelle (ce qui advient
lorsque la simulation séquentielle ne considére plus les nouvelles données simulées), ces
méthodes tirent aléatoirement un percentile de probabilité, qui lui correspond & une

valeur dans la F.D.P. originale.

Méthodes par décomposition matricielle

La décomposition matricielle directe (ou décomposition de Cholesky) est une mé-
thode de simulation qui décompose la matrice de covariance en produit de matrice tri-
angulaire inférieure et supérieure, d’ott le surnom de simulation « LU » (lower-upper).
Cette méthode peut étre conditionnelle, est efficace et rapide, mais coliteuse en res-

source informatique (Goovaerts, 1997, voir chap. 8, p. 390).

De toutes ces méthodes stochastiques, la méthode séquentielle bayesienne semble
étre la plus robuste pour répondre aux objectifs de recherche du présent projet de these.
En effet, elle permet de respecter la covariance spatiale des coeflicients d’approximation
de I'image géophysique, en plus de respecter les liens entre coefficients d’approximation
des images du modele analogue sous sa forme bayesienne. Finalement, elle consomme

peu de ressources informatique et est facilement codée.

11
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2.2 Modeéle analogue

Le modele analogue est un outil servant a étalonner une réponse géophysique a une
réalité géologique. L’idée provient de Doyen (1988) qui utilise un modéle analogue dans
le cadre de ses travaux sur les réservoirs pétroliers afin de modéliser les dépendances
entre les supports d’échelle d'un attribut sismique ainsi que leur attribut géologique

correspondant.

Le modele analogue décrit géométriquement d’une part les patrons de faciés qui
doivent apparaitre a l'intérieur d’'un contexte géologique d’intérét et d’autre part la
représentation géophysique correspondante a ce contexte géologique. C’est a dire que le
modele analogue est une série d’images superposées qui donnent un apergu conceptuel

de la zone de recherche.

Dans le cadre de cetté étude, I'objectif est de modéliser un lien mathématique entre
les images du modele analogue pour le reproduire a d’autres cas synthétiques dans un
méme contexte. Le modele analogue choisi est le méme que celui utilisé par Boisclair
et al. (2008); Gloaguen et al. (2010); Dubreuil Boisclair ef al. (2011). Ce modele est
décrit a la section 3.1.1 de ce document. Pour ce qui est de 'imagerie biomédicale, la
seconde étude de cas considérée dans le cadre de cette étude, le modele analogue choisi
est contenu a Dintérieur de la méme tranche osseuse que le modele synthétique (voir

3.1.2).

12
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2.3 La transformée d’ondelette

La présente section est un survol de la collection d’articles fondamentaux sur la °
transformée d’ondelettes tirés de Walnut (2006). En premier lieu, historique de la
transformée d’ondelette ainsi que sa définition mathématique sont abordés. Ensuite, les
propriétés de la transformée d’ondelette continue et discrete sont exposées. Finalement,
la transformée d’ondelette discrete en une et en deux dimensions est présentée ainsi que

les concepts de base linéaire et de pyramide télescopique.

2.3.1 Historique

Le développement mathématique qui définit la transformée d’ondelette a pour ori-
gine 1’étude de la convergence des séries infinies, au début du XX¢ siecle (Haar, 1910),
mais ce n’est qu’au cours des 30 dernieres années que la transformée d’ondelette connait
de nombreuses avancées dans plusieurs domaines scientifiques, notamment en physique
quantique (Aslaken & Klauder, 1969; Grossmann & Morlet, 1984) ; en encodage du lan-
gage (Crochiere et al., 1976) ; en géophysique (Morlet et al., 1982), en imagerie médicale
(Moss et al., 2005; Krug et al., 2007), en imagerie dynamique (Cui & Zheng, 2007), et en
géostatistique (Gloaguen & Dimitrakopoulos, 2009; Bosch et al., 2009; Gloaguen et al.,
2010). |

En géosciences, Morlet et al. (1982) utilise la transformée d’ondelettes pour rehaus-
ser la résolution de données de sismiques réflexion. En effet, avec 1'idée d’améliorer le
modele de transformée de Fourier par fenétre glissante (voir annexe B), Morlet pro-
pose de remplacer le concept « une fenétre fixe et un nombre variable d’oscillations »

par le concept « un nombre fixe d’oscillations et une largeur de fenétre d’intégration

13
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variable ». Afin de s’expliquer la réussite du nouveau modele Grossmann & Morlet
(1984); Grossmann et al. (1986) élaborent une interprétation se basant sur la théorie
des groupes. Leur conclusion ; le modeéle de Morlet est la projection d’un signal sur une
famille de fonctions qui sont toutes la dilatation ou la translation d’une méme fonction

d’oscillation initiale.

C’est avec les travaux de Daubechies (1988) et Mallat (1989a,b) que la transfomée
d’ondelette prendra la forme qu’on lui connait aujourd’hui. En premier lieu Daubechies
(1988); Mallat (1989a) développent les filtres mathématiques de décomposition ainsi que
la pyramide de décomposition a 'intérieur de laquelle ces filtres s’emboitent. Ensuite de
toutes les applications découlant du précédent formalisme, nous retenons les travaux de
Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995) qui définissent une base linéaire
invariante sous translation et sous rotation. Par la suite, Portilla & Simoncelli (2000).
développent une extension de la base linéaire dans le plan complexe afin de récupérer
I'information sur la phase des signaux, ainsi qu'un cadre d’analyse par projections des

images.

Au cours des mémes années, la communauté géostatisticienne cherche a analyser les
textures complexes qui composent les modeles géologiques, et ce a partir du contenu
spectral des images d’entrainement (Chiles & Delfiner, 1999, voir chap. 7, § 7.5.4, p.
504). L’objectif avoué est de modéliser une variable d’intérét a la résolution de 1’échan-
tillonnage en forage, et de reproduire cet attribut sur un domaine régional. Flandrin
(1992); Zeldin & Spanos (1995) s’inspirent du mouvement aléatoire brownien, Crouse
et al. (1996, 1998) utilisent un arbre d’identification par voisinage de pixels, et Demya-
nov et al. (2001); Bosch et al. (2009); Gloaguen et al. (2010) conjuguent les ondelettes

aux statistiques bi-points.
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2.3.2 Notation

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b)

et présente la notation utilisée pour décrire la transformée d’ondelette.

Soit Z et R I'ensemble des entiers et des nombres réels, respectivement. £2(R) est
un espace vectoriel qui inclut toutes fonctions unidimensionnelle! f(x), mesurables,
bornées et intégrables au carré, étant défini comme le résultat de l'intégrale suivante,

soit la norme de f(x),

+0

@) = f @) dz < +o0. (2.1)

—0

Pour f(z) et g(z) € L2(R), le produit scalaire s’écrit,

+00
B(2), @) = | e (@) da, - (22)

-
oll f*(z) est le conjugué complexe de f(z)?2 Nous écrivons la convolution entre deux

fonctions f(x), g(x) € L2(R) tel qu’une translation de produit en wu,

Fre = [ e ) du 23

La transformée de Fourier de f(x), notée f(w), est définie par,

flw) = J f(z)e™™" dx, (2.4)

. —0
ou w est la fréquence angulaire, variable indépendante dans le domaine de Fourier. La
transformée de Fourier mesure les structures d’un signal dans le domaine des fréquences,
mais cette information n’est pas spatialement localisée. En effet, la transformée de

Fourier est définie par une intégrale qui couvre tout le domaine spatial (c.-a-d., z =

1. L’extension a une deuxiéme dimension est présentée a la section 2.3.6.

2. Pour f(z) € R, |f(z)|? = f(z)?.
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—00,...,4). La dilatation d’une fonction f(z) € £2(R) par un facteur s s’écrit ;

fs(z) = Vs f(sz). (2.5)

On écrit finalement la réflexion de f(z) autour de l'origine,

f(@) = f(=). (2.6)

2.3.3 Définition

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b)

et présente la définition mathématique de la transformée d’ondelette.

Ces travaux sont établis sur la base qu'il existe une fonction d’onde discrete ¢ (z)
telle que (v/274(27 (2 —2771)))(j.)ez> est une base orthonormée ® de L2(R). Ici, j indique
I’échelle et v indique la translation. La transformée d’ondelette est définie comme étant
la décomposition d'un signal en une famille de fonctions, telle que la translation et la
dilatation d’une fonction d’onde meére unique t(z). La famille d’ondelettes correspon-
dante est donnée par (v/st(s(z — u)))(sujerz Ot s est un facteur d’échelle (s = 27), on
u est une translation (u = 277v) et ou la transformée d’ondelette d’une fonction f(z)

incluse dans un espace vectoriel L2(R) est définie par,

Wi, = [ F@vstlsta - s 27)

La dilatation de v (z) par un facteur s s’écrit,

bs(z) = Vs (sz). (2.8)

3. <"7[)mawn> = 5mn-
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La transformée d’ondelette peut s’écrire comme un produit scalaire dans £2(R) tel que,

W{f(s,u)} = (f(z),¥s(z — u)), (2.9)
ce qui correspond & la décomposition de f(z) a partir de la famille de fonctions (vs(z —
u))(s.wer?- La fonction ¢(z) est du méme type que la fonction (), mais est construite
sur un support s fois plus petit. Dans ce qui suit, nous posons que l'ondelette ¥ (x) et
que le signal f(z) possedent des valeurs réelles. Pour reconstruire f(z) a partir de sa
transformée d’ondelette, la transformée de Fourier ¢,(w) de 1,(z) doit satisfaire la
relation suivante,

o |7 2
YN 4 < oo, (2.10)
J

Cette condition implique que 1)(0) = 0 et que 9)(w) est suffisamment petit dans le
voisinage de w = 0. La fonction t(z) peut étre interprétée comme la résultante d’une
onde soumise & un filtre passe-bande. Pour la normalisation, nous posons que ’énergie
de ¥(z) égale 1. Pour () = 1s(—z), soit une fonction d’onde symétrique, nous
écrivons la transformée d’ondelette en un point u, a une échelle s, telle quun produit

de convolution avec ¢(z);

W{f (s, 1)} = f = Ds(u), (2.11)

C’est pourquoi la transformée d’ondelette est interprétée comme un filtre de f(z) avec
une bande passante correspondante & 1 (x). Ainsi, de I'éq. (2.8) est obtenue la trans-

formée de Fourier de v¥;(w), de sorte que,

i) = =0 (%) ./ (212)

En opposition & la transformée de Fourier de résolution spatiale fixe, la résolution de la
transformée d’ondelette varie avec le parametre d’échelle s. Dans le cas ot ¢/(z) est une
fonction réelle, sa transformée de Fourier est aussi symétrique, soit; [{)(w)| = [¢(—w)].
La largeur de bande du filtre @@(w) est centrée en wp et la racine des carrés moyens

(R.C.M.) 02 de la bande passante autour de wy s’écrit,
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2= [ -l . 213

La R.C.M. de la plage spectrale est so,. Sur une échelle logarithmique, la R.C.M. est
la méme pour tout s € R*. Ainsi, une transformée d’ondelette décompose le signal sur
une échelle logarithmique, en un ensemble de bandes de fréquences ayant une dimen-
sion constante. La figure 2.1 présente les fenétres glissante de la transformée d’ondelette

dans le domaine de Fourier.

Représentation de I’espace de phase

w \ — 2510, X 204/51
Siwo + H I:‘ |
_ 20, X 20
1 -] —— 2550, X 204/Ss
Sowg 4+ 0 11 0 |
0 W s T

FIGURE 2.1 — Représentation de la résolution de la transformée d’ondelette dans ’espace
de phase de Fourier. L’axe vertical donne la fréquence w alors que l’axe horizontal
présente la position spatiale u. La forme de la cellule de résolution d’ondelette dépend
de I’échelle. Quand I’échelle augmente, la résolution augmente dans le domaine spatial
et décroit dans le domaine des fréquences. Pour chaque résolution, la surface est la

méme. Inspiré de Mallat (1989b).
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2.3.4 Propriétés

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b)

et présente les propriétés de la transformée d’ondelette.

Grossmann & Morlet (1984) ont démontré que la transformée d’ondelette est une
isométrie (4 un coefficient de proportionnalité pres), c’est a dire que I'énergie est tota-
lement conservée lors de la transformée d’ondelette qui transpose le signal initial d’un
espace vectoriel £L2(R) vers un autre espace vectoriel L2(R* x R). Soit la norme de la

transformée d’ondelette,

—+a0 + a0 9 —+00
J f Wis(s, )| ds du = wa F(@)]? de, (2.14)
—o0 JO —00 .
ol la constante Cy est définie telle que,
+w |7 2 +o |7 2
Cy = J W)l 4 J B 4 < 4co. (2.15)
0 S 0 w

L’équation (2.15) est prouvée par la relation de Parseval et 1'éq.(2.7). La relation de

Parseval s’écrit (Artken & Weber, 2001, voir chap. 15, § 15.5, p. 925),

400 400

Fw)g* (w)dw = ) f(z)g"(z) da. (2.16)

—0 —

Ainsi si f(z) = g(z), la relation de Parseval devient une opération de normalisation qui
garantit que les fonctions f(x) et f (w) € L£? sont normalisées & I'unité. C’est maintenant

qu'il est possible d’écrire la reconstruction de f(z) & partir de W{f(s, u)}, soit,

@) = 511; f: ;Oo W{F (s, 0) s — ) ds du. (2.17)

La transfomée d’ondelette est redondante, c’est & dire que la valeur de W{f(s', v')},

dépend des valeurs de W{f(s,u)} pour s # s’ et u # v/. En insérant 'éq. (2.17) dans la
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définition de I’éq. (2.7), il est possible de démontrer que la fonction W{f (s, u)} reproduit
I'équation du noyau (Grossmann et al., 1986), soit V(s',u') € (R* x R),

W{f(s' u)} = fjw 0+OO W{f(s,u)}K(s,s',u,u) ds du, (2.18)
ol,
1 [
K(s,8 u,u') = E—J Vs(z — u)y (z — ') dx. (2.19)
Y J—a :

K(s,s',u,u’) est appelé un « noyau redondant ». I1 exprime la redondance entre
W{f(s,u)} et W{f(s',u)} pour toutes paires de points (s,u) et (s',u'). L’éq. (2.18)
montre qu’a priori, n’importe quelle fonction F'(s,u) € L2(R* x R) qui n’est pas fonc-
tion d’ondelette f(x) € LR, peut étre construite telle que F(s,u) = W{f(s,u)}, si et

seulement si, V(s',v') € (RT x R),

+00 [+
F(s'u) = J. f F(s,u)K(s, s u,u') ds du. (2.20)
-0 JO

L’éq. (2.17) devient alors,

1 +a ~400
flz) = _J J F(s,u)¢s(z — u) dz du. (2.21)
C¢ —w JO
L’équation du noyau redondant est une caractéristique importante de la transformée

d’ondelette que nous réutiliserons plus bas, dans le cas bi-dimensionnel.
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2.3.5 Transformée d’ondelette discrete

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b)

et présente la transformée d’ondelette sous sa forme discrete.

La transformée d’ondelette discrete (T.0.D.) est un échantillonnage & la fois du pa-
rametre d’échelle s et du parametre de translation u (voir fig. 2.1). La fonction d’échan-
tillonnage des parametres est de type exponentiel. Une premiere séquence d’échelle est
(a?)jez, ol a est une dilatation élémentaire. Tel que montré & 1'éq. (2.11), la transfor-

mée d’ondelette peut s’écrire,

W{F( 1)} = f * oo (w). (2.22)
Pour chaque échelle o/, la fonction d’ondelétte symétrique T;aj () possede une trans-
formée de Fourier centrée en a’/wy avec une largeur de bande passante équivalente a la
R.C.M. &dg,. L’éq. (2.22) peut donc étre interprétée comme une décomposition de f(z)

dans un ensemble de canaux spectraux centrés en afwp.

Afin de caractériser le signal décomposé dans chaque canal, il est nécessaire de
les échantillonner uniformément & un taux proportionnel & of. Soit nS3/a’, le taux

d’échantillonnage & I’échelle /. La transformée d’ondelette discréte s’écrit,

. : np z (nB
Wi,y = {5 (@, 22)} = [ e (- 20) o= £+ (). 229)
Il n’est pas possible d’interpréter les propriétés de cette transformation en utilisant
le critére de Nyquist (voir annexe B.2) puisque la transformée de Fourier de v(z) n’a
pas de support compact, c’est a dire que les bandes passantes ne sont pas strictement

bornées. Daubechies (1988) propose une méthode se rapprochant de celle employée

21




Chapitre 2. Théorie

pour la transformée de Fourier par fenétre glissante (voir annexe B) et nous retenons
des propriétés du cas discret, que pour reconstruire une fonction f(z) a partir de la

T.0.D. Walf(4,7)})(njjez2, I'opérateur suivant,

L2(R) L4 (T2(2%), (2.24)

doit posséder un opérateur inverse sur son intervalle, en plus de posséder une portée
a laquelle correspond une portée inverse dont les bornes sont spatialement définies. La

T.0.D. s’écrit,

WG = {F@) b (2= "2)), (225)

o

et les propriétés de I'opérateur Wy dépendent de la famille de fonction (s (z—(n6/0?))) . jez2-

Une classe importante de T.0O.D. existe pour le cas ot @ = 2 et ou 8 = 1, ce qui cor-
respond & une base orthonormée d’ondelettes. Soit une ondelette ¥ (x) € L2(R), telle
que (125 (x — (18/27)))(n.j)ez2 €st une base orthonormée de L2(R). Ces ondelettes repré-

sentent une séquence d’échelle dyadiques (27) g"ez et ont la propriété d’étre orthogonales.

Finalement, la reconstruction du signal s’écrit,

fla) =27 > (Fw), o (u — 277n)yhas (z — 277m). (2.26)

JEZ nEZ
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2.3.6 Extension bi-dimensionnelle

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b)

et présente la transformée d’ondelette en deux dimensions (2D).

Soit W(z,y) € L*(R?) une fonction d’onde 2D dont la transformée de Fourier

W (w,, wy) satisfait la relation suivante, ¥ (wy,w,) € R?;

+o0 \il 2
J Wlswr, sw)l 0 oy < oo (2.27)

0 s
C’est a dire que l’intégrale donne une constante Cy définie pour tous les couples de
points (w,,w,) € R?. La fonction ¥(z,y) peut étre interprétée comme la réponse d’'un
filtre passe-bande qui n’a pas d’orientation spatiale préférentielle. La transfomée d’on-

delette d’une fonction f(z,y), a l'échelle s, en un point (u,v), est donc définie par,
+00 ptao
W{f(s, (u,v) f f(:r y)s@( (x —u),s(y — v)) dx dy. (2.28)

Soit Wy(z,y) = sU(sz, sy) et U (z,y) = U,(—z, —y). La transformée d’ondelette de

f(z,y) aVéchelle s au point (u,v) peut étre réécrite comme le produit de convolution,
w{f(s, (u, v))} = f o y(u,0). (2.29)

La transformée peut étre interprétée comme un filtre passe-bande 2D sans orienta-

tion particuliére. La conservation de 'énergie s’écrit,

J+OO J‘+°° on \W (u,v )}‘ s ds du dv = Cy J+wf flz,y)? dz dy.  (2.30)

Ce qui est démontré par la relation de Parseval (éq. (2.16)). On reconstruit la fonction

f(z,y) avec une extension de I'éq. (2.17), soit,
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(@) T W s o) O — g — v)s ds du . (231)
), L e}

En 2D, la transformée d’ondelette satisfait aussi I’équation du noyau redondant (voir
éq. (2.18)). Pour des applications en reconnaissance des images, il est souvent néces-
saire d’avoir une décomposition qui différencie les orientations locales des événements
de I'image. Nous posons N fonctions d’ondelette ¥'(z, ), pour ¢ = 1,..., N, dont la

transformée de Fourier ¥ (wy,, wy) satisfait la relation,

T (wa, wy) 2 = | (wa, wy)|2. (2.32)

|Mz

La figure 2.2 montre un exemple décomposition de \i/(wz,wy) en différentes fonc-
tions d’ondelettes ¥ (we, wy). Chaque fonction W' (z, y) peut étre vue comme la réponse
d’un filtre passe-bande ayant une orientation particuliere. La transformée d’ondelette

de Torientation i est définie par,
Wil = || s (se-w s -) de . (239)

De méme, soit Ui(z,y) = s¥(sz,sy) et Vi(z,y) = ¥ (—xz,—y). La transformée

d’ondelette de f(z,y) a l'échelle s au point (u,v), d’orientation ¢, peut étre réécrite,
w1, (u, o)} = f+ Bi(uv) (2.34)

De la méme maniére qu’a I'éq. (2.14), la transformation est une isométrie lors de la

transformation de £L2(R?) vers L2(R* x R?) et s'écrit,

Z 1 Jm rm J+OO (u v))}]2 ds du dv = Cy f: f: @yl dz dy. (2.35)
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Nous reconstruisons finalement une fonction f(x,y) a partir de toutes les orientations

qui la composent,
1 N r+o0 o0 pto0 '
flz,y) = —ZJ f J W’{f(s,(u,v))}-\Il;(:c—u,y—v) ds du dv. (2.36)
C\Il j=1Y—© J—oo JO

La figure 2.2 présente la représentation des filtres de décomposition dans le domaine

spectral en 2D.

Schéma de décomposition de la transformée d’ondelette 2D

A ~

i FIGURE 2.2 — Exemple de décomposition dans le domaine spectral du support de
U(wy, wy) en quatre ondelettes (¥i(w,,wy),2 = 1,...,4) a différentes orientations. Ins-

piré de Mallat (1989b).
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2.3.7 Base linéaire

Cette section est tirée des travaux de Grossmann & Morlet (1984); Mallat (1989a,b);
Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995); Portilla & Simoncelli (2000) et

aborde le concept de base linéaire.

Dans le cadre des travaux de Mallat (1989a) et de Gloaguen et al. (2010), la base

linéaire est dyadique et ses fonctions d’ondelette sont données par 'ondelette de Haar,

: 1
I, si0<z<g,

¢(.’E) =< -1, si:<z< 1, | (2.37)

B | =

0, autrement.

Cette base linéaire a été testée sur différentes images, non sans succes certes, mais
toutefois en générant des artéfacts diis au repliement de fréquence (Mallat, 1989a; Gloa-
guen et al., 2010). Mallat conclue en outre que pour palier & ce probleme, il est possible
d’augmenter le taux d’échantillonnage du signal d’entrée au-dela de (27), ce qui devrait
avoir pour effet d’augmenter la redondance de l'opération et ne pourrait réellement
rendre la transformation invariante sous translation. Mallat propose aussi de définir
une représentation basée sur une échantillonnage adaptatif de la transformée d’onde-

lette, ce qui donne a l'opération mathématique la possibilité de se déplacer en suivant

un signal fixe.

Bien qu’il existe une panoplie de bases orthonormées pouvant définir des ondelettes
discrétes, nous utilisons dans le cadre de cette étude une base linéaire développée par

Simoncelli et al. (1992); Simoncelli & Freeman (1995); Portilla & Simoncelli (2000).
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Cette base linéaire inclut des filtres analytiques complexes, c¢’est a dire que les parties
réelles et imaginaires sont liées & un couple de filtres symétriques et anti-symétriques.
Ces filtres mesurent la phase locale ainsi que d’énergie dans le processus de traitement
des textures. Retenons que ces filtres sont polaires et séparables dans le domaine de
Fourier ¢, et que contrairement & la base linéaire de Haar, le sous-échantillonnage de

Simoncelli ne produit aucun artéfact de repliement de fréquences. Les filtres sont écrits

tels que,
( s 4r s T
2cos (5log2 (—7;)), I<r<g,
L(r)y=< 2, r< I, (2.38)
| 0, Tz,
et que,
Bj(r,0) = H(r)G;(0), (2.39)

ou les j € [0, J—1] sont les J échelles de décomposition et ou 7 et € sont les coordonnées
polaires de la fréquence. Le partie radiale H(r) ainsi que la partie angulaire G (8) de

By.(r, 8) sont respectivement,

.

s 2r s T
COS (5log2 (7)), I<r<g,
H(r) =14 1, r>1, (2.40)
o, r<t,
4. Cest a dire qu'ils sont écrits sous la forme re? dans le plan complexe (ici, 2 = —1) et qu’ils sont

le produit de fonctions qui dépendent et du module r, et de 'angle 6.
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et,

29 1(J-1)! -l L .
T leos 0= lo-F <
o (2.41)

0, autrement.

2.3.8 Pyramide télescopique

Cette section est tirée des travaux de Portilla & Simoncelli (2000) et présente la

pyramide télescopique de décomposition.

La décomposition d’une figure peut s’effectuer de maniere récursive afin d’extraire
Iinformation sur plusieurs échelles. La figure 2.3 présente la procédure récursive de
décomposition (& gauche) et de recomposition (a droite). Cette procédure est initialisée
en séparant 'image d’entrée en deux portions de hautes et de basses fréquences 2 l'aide

filtres suivants,

Lo(r) = ) (i) : (2.42)

2 \2
r
Ho(r) = H (5) . (2.43)
L’octave Ly est ensuite décomposée en sous-bandes orientées (B;, j = 0,...,J— 1) et Lg

est traduite a 'octave d’en-dessous (2 |) (fig. 2.3). La séquence incluse dans ’encadré
peut de cette maniére étre reproduite (& I'intérieur du point noir au bas de la figure)
autant de fois que les dimensions de I'image le permettent. L’opération de reconstruc-
tion (partie de droite de 'image) est la transformation inverse. La figure 2.4 présente le

schéma de décomposition en trois échelles sur trois orientations dans le domaine spatial

2D.

28




Chapitre 2. Théorie

Pyramide télescopique

Hy(—w) —o Hoy(w)

Lo(—W)

FiGURE 2.3 — Pyramide extensible de décomposition. De gauche a droite, la pyramide
extensible de décomposition filtre une image en coefficients de haute et de basse fré-
quence, respectivement Lo et Hy. L’octave Ly est ensuite décomposée en sous-bandes
orientées (B;,j = 0,...,J—1). Ly est traduite a I'octave d’en-dessous (2 | ). La séquence
incluse dans la zone délimitée par 'encadré, est reproduite a 'intérieur du point noir
au bas de la figure. La partie de droite de I'image détaille la recomposition. L’opération
inverse fournit une simulation de texture a la sortie (—) de méme résolution que celle

a lentrée. Inspiré de Portilla & Simoncelli (2000).
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Schéma de décomposition par transformée d’ondelette

Fréquence
As Hj
H,
V3 Ds
i H,
3 va b
= -
g Lo,
\g - ‘
Vi D,

FIGURE 2.4 — Représentation de la transformée d’ondelette discrete sur trois échelles. La
décomposition s’effectue de I’échelle la plus haute (j = 1) vers la plus basse (j = 3). Les
pixels sont nommés coefficients parce qu’ils résultent d’une opération mathématique.
Les coefficients A;, D;, H; et V; sont ceux d’approximation, diagonaux, horizontaux et

verticaux, respectivement. Inspiré de Gloaguen et al. (2010); Mallat (1989b).
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2.4 Modele paramétrique de textures visuelles

La présente section est tirée des travaux de Portilla & Simoncelli (2000) et présente le
modele de texture paramétrique. Cette section aborde les notions d’ergodicité pratique,
de génération de champs aléatoires, d’échantillonnage par projection et de gradient de
projection ainsi que de contraintes d’évaluation des textures visuelles. Finalement, les
notions de projections séquentielles, de convergeance et d’efficacité sont présentées a la

ﬁn de cette section.

2.4.1 Historique

On accorde la paternité de 'étude des textures visuelles a Julesz (1962). On lui doit
notamment I'établissement d’une description des textures en utilisant des champs aléa-
toires homogenes (stationnaires), avec pour objectif de déterminer un nombre minimal
de mesures statistiques afin de différencier visuellement les modéles de textures. Julesz
a tenté de prouver que les statistiques d’ordre 2 sont insuffisantes pour différencier toute
texture.- Depuis 1980, deux développements majeurs ont été faits pour améliorer la ca-
ractérisation statistique des images, soient les chaines de Markov ainsi que 1'utilisation
de noyaux linéaires orientés sur de multiples échelles (p. ex., Crouse et al., 1998). Ce
qui rend particuliere chacune des images que nous voyons, ce sont les multiples tex-
tures que ces images peuvent contenir ; ’ensemble des textures possibles est infini. La
modélisation statistique est logiquement le point de départ pour caractériser les classes
d’images que nous appelons « textures visuelles » puisque ces classes d’image consistent
en la répétition d’éléments visuels sujets a des variations aléatoires tant au niveau de
leur positionnement, de leur dimension, de leur orientation que de leur contraste ou de

leur couleur.
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2.4.2 Vue d’ensemble

L’idée premiere de Portilla & Simoncelli (2000) est d’obtenir une description sta-
tistique qui correspond a la perception visuelle biologique humaine des textures vi-
suelles d'images. Le point de départ « naturel » est de définir une texture comme
étant un champ aléatoire, homogene, réel et bi-dimensionnel (C.A.) X (n, m), sur une
bande physique finie (n, m) € Z2. L’hypothése est qu’il existe un ensemble de fonctions
{qﬁk(X ), k=1...N } tel que tous les k échantillons tirés de n’importe quel de deux
C.A. d’espérance égale dans I'ensemble défini, sont visuellement indiscernables lorsque

soumis a des conditions strictes de comparaisons. Mathématiquement,

E(pr(X)) = E(g(Y)),

(2.44)
Vk = échantillonsde X et Y

sont visuellement équivalents.
ou &£{-} indique 'espérance, soit la valeur attendue sur le C.A. d’intérét. Nous référons

A cet ensemble de fonctions comme étant un ensemble de fonctions de contraintes.

L’hypothese stipule que la perception humaine est 1'ultime critere d’équivalence de
texture et postule lexistence d’un ensemble de mesures statistiques qui ont la capa-
cité de représenter cette équivalence. Cet hypothese implique aussi que cet ensemble de
mesures statistiques fournit une paramétrisation nécessaire et suffisante de l'espace des

textures visuelles.
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2.4.3 Ergodicité pratique

La définition d’une équivalence de la perception humaine reste un concept assez
vague et dépend ultimement des criteres avec lesquelles les comparaisons sont faites. De
plus, la notion de perception est établie en terme d'une image individuelle, alors que le
pendant mathématique est établi en termes probabilistes abstraits. Ainsi, pour récon-
cilier ces deux aspects, il est nécessaire d’assumer qu'un nombre raisonable de mesures
statistiques peuvent étre faites sur une image unique et finie. La définition d’ergodicité
tirée de Portilla & Simoncelli (2000) se veut « pratique » au sens ou elle est contrainte
a deux dimensions spatiales finies et ou l’espace est orthonormé par un ensemble de

contraintes dont la définition est obtenue de visu.

Un champ aléatoire homogene X posséde la propriété d’ergodicité pratique en fonc-
tion de ¢, avec une tolérance admise € et une probabilité p, si et seulement si la moyenne
spatiale de ¢ prise sur un échantillon z(n,m) tiré de 'image X est une bonne approxi-

mation de 'espérance de ¢, avec une forte probabilité :

Px (|6, m)) - £(0(X))| <€) > (2.45)

ot ¢ indique la moyenne sur toutes les translations de l'image :

o(z(n, |L Z o(z(|n + uln, [m +v|n)). (2.46)

(uv)el
Le couple (N, M) indique les dimensions d'une image finie et ||y s indique que 'opé-
ration est effectuée en tenant compte du module, soit le nombre entier de pixels qui
forment l'images de [N x M]. Pour une texture donnée, il existe un compromis entre
la dimension des bandes qui forment I'image, la complexité et I’étendue spatiale de ¢,
ainsi qu’entre les valeurs de € et de p. Une méthode efficace d’évaluation des contraintes
est ainsi nécessaire puisqu’il peut soit ne pas y avoir suffisamment de contraintes en

place, soit y en avoir trop. La méthode de « synthése par analyse » est ainsi retenue
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puisqu’elle consiste a mettre en place un algorithme qui & partir de I'échantillonnage
d’'un C.A. évalue un nombre de statistiques afin de les comparer aux statistiques d’une
image d’entrainement. En premier, une valeur spécifique ¢, correspondant a une fonc-
tion de contrainte ¢ d’une texture étalon est évaluée. Ensuite, un C.A. X(n,m) est

échantillonné afin de savoir s’il satisfait aux contraintes statistiques demandées :

E(dr(X)) = ck- (2.47)

Il est impossible de démontrer 'existence d’un jeu de mesures statistiques suffisant
en utilisant seulement cette approche; pour y arriver il serait nécessaire de connaitre
I'infinité d’échantillons statistiques de tous les C.A. possibles. Par contre, si on pose
que l'image générée satisfait aux exigences d’ergodicité pratique pour toutes fonctions
de contraintes qui sont visuellement pertinentes, on obtient que tous les échantillons
simulés sont perceptuellement équivalents. Inversement, tout échantillon simulé mais
visuellement différent de ce qui est attendu est la preuve que I'ensemble de contraintes
est insuffisant. La synthese par analyse fonctionnelle, telle que proposée par Portilla &

Simoncelli (2000), s’itére comme suit :

— Un ensemble de fonctions de contrainte {¢y} (voir § 2.3.8).

— Une bibliotheque de textures (VisTex, 1995; Brodatz, 1996).

— Une méthode d’évaluation des parametres statistiques qui tient compte de 1’ergo-
dicité pratique telle Que précédemment définie.

— Un algorithme qui génere les échantillons des C.A. satisfaisant les contraintes
statistiques et dont la construction ne viend pas entraver la qualité du contenu
statistique des images.

— Une mesure de visu des similarités de deux textures.
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2.4.4 Champs aléatoires générés de fonctions de contrainte

Etant donné un ensemble de fonctions de contraintes {&r}, ainsi que 'ensemble des
valeurs de contraintes correspondantes a une texture particuliére {cx}, nous cherchons
a définir et & échantillonner un C.A. qui satisfait 1'éq. (2.47). Un choix mathématique
intéressant est la « densité du maximum d’entropie », au sens ol celle-ci n’induit pas de
contraintes de plus que celles de ’éq. (2.47). Cette formulation est dérivée des solutions

fournies par les multiplicateurs de Lagrange.

P(@)oc | [ e 0@ (2.48)

oit ¥ € RI¥l correspond & une image vectorielle et ott les A, sont les multiplicateurs de
Lagrange. Ce sont ces derniers qui doivent satisfaire 1'éq. (247) C’est une numérisation
exhaustive qui est typiquement résolue par approximation itérative et demande beau-
coup de temps de calcul. Le modeéle de texture ici proposé est basé sur une alternative
de la formulation précédente qui opere en échantillonnant un ensemble d’images 7 qui

contiennent les mémes estimations de contraintes.
T30 ={% : {ox(@)) = cx, Vk} . (2.49)

En incluant sur cet ensemble la variance de 'image comme 'une des contraintes, la
distribution du maximum d’entropie reste uniforme. Il a été démontré qu’il en était de
méme pour ’éq. (2.48), dans la limite ou les dimensions de la fenétre £ tendent vers

Uinfini.
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2.4.5 Echantillonnage par projection

Soit un ensemble de fonctions de contraintes ¢y, et soit leur valeurs correspondantes
¢k. La phase d’échantillonnage revient a choisir aléatoirement a I'intérieur d’un ensemble
de contraintes, tel que défini a 1'éq. (2.49). Considérant une fonction déterministe qui

représente une situation initiale Zy projetée sur un des éléments de 7;;5, soit,

Pjz€ RIH - Ts.z (2.50)

Si Zy est échantillonné d'un C.A. X, défini sur la méme fenétre L, la fonction p s

se trouve a étre un C.A. dans 'ensemble 75 ., soit,

X = pj;,a(XO)- (2.51)

Si 'on suppose que X est représenté par un C.A. homogene et que p 5.z est invariant
sous translation, I'image résultante X; est elle aussi homogene. Avec cette construction,
la synthese de texture est réduite a tirer au hasard des échantillons indépendants de X

pour ensuite leur appliquer p G

Il doit étre noté que X; a de fortes probabilités d’étre ergodique, étant donné I’en-
semble de fonction de contraintes ¢y, pour toute tolérance € > 0 et pour tout p. Ainsi,
un seul échantillon tiré de X, visuellement non-conforme a 'image d’entrainement peut

servir & démontrer que I’ensemble de contraintes est insufisant.

36




Chapitre 2. Théorie

2.4.6 Projection sur les surfaces de contraintes

Le nombre et la complexité des fonctions de contraintes {¢;} dans un modele réaliste
de texture rend tres difficile la construction d’une fonction de projection p e Ainsi, on
considere une solution itérative de sorte que les contraintes soient imposées de facon

séquentiellé. Nous cherchons un ensemble de fonctions tel que,

pr: RE = T, (2.52)

ol Ty est 'ensemble d’images qui satisfont & la k-ieme contrainte (voir éq. (2.49)). Nous

obtenons une image 7;; = en appliquant de manicre itérative ces fonctions. Ainsi,

5 = g, (7, 25

ot #» = &, est I'image initiale et ot NV, est le nombre total de contraintes. Pour une
convergence de la séquence, 'image résultante est membre de ’ensemble de Julesz que

l'on écrit :

P oTo) = lim # e T, (2.54)

Puisque 'on ne connait pas, en général, comment les opérations de projections vont
intéragir entre-elles, il est préférable de choisir chaque fonction p; de sorte que 'image
ne soit que peu modifiée. Si les fonctions ¢, sont lisses, 'ajustement qui minimise le
changement cartésien dans I'image devient une projection orthogonale de I'image, et ce
a l'intersection de toutes les images satisfaisant cette contrainte particuliere. Pour le cas
restreint ol deux contraintes ont des ensembles solutions convexes qui s’intersectent,
la procédure garantit la convergence vers une solution. Pour le cas ou plus de deux
ensembles solutions existent, méme s’ils sont tous convexes, la convergence n’est pas
assurée. A D'intérieur des travaux de Portilla & Simoncelli (2000), un grand nombre de
contraintes sont utilisées et seulement quelques-unes d’entre elles sont convexes, néan-

moins leur algorithme converge toujours.
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2.4.7 Gradient de projection

Le probleme mathématique est largement simplifié lorsque sont séparées les opéra-
tions de projection en différentes séquences. Dans plusieurs cas pratiques, le seul fait de
résoudre pour une simple projection orthogonale peut étre difficile. Puisque la méthode
présentée par Portilla & Simoncelli (2000) implique déja deux boucles qui parcourent
I’ensemble des contraintes, on cherche une maniere efficace d’ajuster en une étape et a
tour de role, chacune de ces contraintes. La solution préconisée correspond a un « dé-

placement vectoriel » dans la direction du gradient de contrainte V¢ (Z), soit,

7 =7+ MVou(T), ' (2.55)

ol A est choisi de sorte que,

o(2') = cp. (2.56)
é1(Z) doit étre ajuster en changeant au minimum Z. Le gradient V¢ (Z) est orthogonal
a la surface de contraintes 7, lorsqu’évalué en ¥ € T;. Dans la limite ot ¢p(Z) — cx, les
projections par gradient sont équivalentes aux projections sur les surfaces de contraintes
mais de sens opposé. C’est a dire que l'on projette dans I’espace des contraintes original,
le vecteur 7' précédemment projeté par gradient. Le calcul de V¢, (Z) est direct et la
tache qui incombe est de résoudre pour une constante Ap qui satisfasse ’éq. (2.56).
Il se peut qu’il y ait plus d’une solution possible pour un A, donné. Lorsque c’est
le cas, la contrainte qui diminue le moins 1'image est choisie. Lorsqu’il n’y a pas de
solution, il est nécessaire d’opter pour une solution qui satisfaisse le mieux 1'éq. (2.56).

Afin d’obtenir un ajustement pour un sous-ensemble de contraintes reliées {¢s, Cs}, ou

Sc{k=1,...,N}, des valeurs de A\, Yk € S sont recherchées, de sorte que le vecteur,
T =7+ ) MVéi(E), (2.57)
keS

satisfasse le vecteur de contraintes ¢s(Z) = Cs.
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2.4.8 Projection séquentielle, convergeance, efficacité

La figure 2.5 représente le diagramme de fonctionnement de ’algorithme de syn-
theése par analyse. Le processus est initialisé avec une image contenant un échantillon-
nage de bruit blanc (distribution gaussienne). L’image est décomposée & intérieur
d’une pyramide télescopique. La figure 2.6 présente la procédure récursive qui impose
les contraintes statistiques aux sous-bandes passantes, simultanément a la reconstruc-
tion d’une image passe-bas. L’autocorrélation, l'aplatissement ainsi que I'asymétrie de
I'image passe-bas renconstruite sont alors ajustées et le résultat est ajouté aux sous-
bandes de haute-fréquence, dont la variance est au préalable ajustée. On obtient ainsi
une image texturale. L’algorithme décrit est somme toute simple et il est impossible
de garantir la convergence. L’opération de projection n’est pas exactement orthogo-
nale et les contraintes ne sont pas toutes convexes. Néanmoins, Portilla & Simoncelli
(2000) testent 1'algorithme sur plusieurs centaines de textures différentes et 1’algorithme
converge toujours en 50 itérations. De plus, lorsque la convergence est atteinte, les tex-
tures synthétisées sont stables, c’est a dire qu’elles ne varient seulement qu’a Dintérieur

des parametres les contraignant.

Diagramme de 1’algorithme récursif de reconstruction

Imposer
I’autocorrélation

. BF — s
Bruit Construire Imposer les statistiques aux I"étalement

i . . et métrie
% une pyramide ME,| sous-bandes et reconstruire lasy

Texture complexe E)f Imposer la variance
synthétique -
b { Imposer les stat. sur les pixels

FIGURE 2.5 — Diagramme de l'algorithme récursif. BF, MF et HF signifient basse,

mdyenne et haute fréquence, respectivement. Le rectangle Imposer les statistique aux
sous-bandes et reconstruire est développé a la figure 2.6. Inspiré de Portilla & Simoncelli

(2000).
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Diagramme d’imposition des statistiques aux sous-bandes

T Racine |—
! Racine }
II Racine II
) _ Thwmae ] o
i [Rompivade &
Bt W 1
o T © g
bgn) J~| Amplitude II Auto-corrélation 1 o
b(zn) 1 Amplitude I Corrélation croisée r") Phase reladive
i Mampliace | 5
—

Fan

{[)
1 Q/L

J—LAumcorrélation |—Fymétrie/aplatissement

FIGURE 2.6 — Imposition des statistiques aux sous-bandes et reconstruction. Inspiré de

Portilla & Simoncelli (2000).
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2.4.9 Contraintes statistiques du modele paramétrique

Les travaux de Portilla & Simoncelli (2000) identifient quatre groupes de contraintes
nécessaire a la caractérisation des textures visuelles. Ces parametres sont les statistiques
marginales, les corrélations des coefficients d’approximation intra-échelle, les corrélation
des amplitudes intra-échelle, ainsi que les statistiques inter-échelle sur la phase. En plus
de ces quatre groupes de parametres, ’algorithme développé par Portilla & Simoncelli
(2000) est en mesure d’inclure des données de conditionnement. La présente section ex-

pose a la fois les parametres et la fagon dont sont imposées les données conditionnantes.

2.4.9.1 Statistiques marginales

Les statistiques sur le niveau de gris des pixels de texture expriment la valeur re-
lative de l'intensité de la texture a reconstruire. La moyenne, la variance, 1’asymétrie,
I’apaltissement ainsi que l'intervalle de valeurs des pixels sont ajustés dans cet ordre.
Ces contraintes statistiques permettent ainsi d’utiliser I’histogramme de 1’échantillon-
nage dans la recomposition des textures. Tel que le montre la figure 2.7 cette contrainte

permet en outre de conserver les contrastes de l'image d’entrainement.

Soit un attribut z localisé en (n,m), on écrit le i-ieme moment £;){Z} du vecteur &

tel que,

z(n,m), i =1,
5(1-){5} = | (2.58)
(a:(n, m) — 8(1){5})1, i > 1.
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FiGURE 2.7 — Contraintes sur les statistiques marginales. Les deux rangées représentent
des textures différentes. La colonne de gauche montre la texture initiale. La colonne
du centre représente la recomposition de l'image en tenant compte des statistiques
marginales. La colonne de droite montre la recomposition d’une image qui n’en tient

pas compte. Figure tirée de Portilla & Simoncelli (2000).
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Nous réécrivons ici les coefficients d’asymétrie n et d’aplatissement « de sorte que,

n(Z) = O\ (2.59)

(8(2){5})3/2’

et,

(5(2){f}>

K(T) = (2.60)

Ajustement sur la moyenne et la variance

L’ajustement sur la moyenne et la variance est effectué de sorte que la moyenne
échantillonnée sur I'image soit ramenée a zéro, normalisée 