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RÉSUMÉ 

En étudiant les caractéristiques des séries temporelles de paramè­

tres de la qualité de l'eau et l'ensemble des méthodes mathématiques et 

statistiques utilisables pour analyser ces séries, on est amené à choi­

sir les tests non paramétri ques pour le développement dl un outil de 

détecti on de tendances. Une revue des tests non paramétri ques pour 

détecter les tendances permet dl i dentifi er les tests de Mann-Whitney, 

Spearman et Kendall comme étant les plus performants. Récemment, ces 

mêmes tests ont été adaptés pour tenir compte des problèmes de persis­

tance et de périodicité rencontrés dans les séries de qualité de l'eau. 

Pour les tendances monotones, une procédure permettant de choi si r un 

test en fonction des caractéristiques des séries et des limitations des 

tests, est proposée. Une adaptati on récente du test de Kendall, est 

étendue au test de Mann-Whitney pour tenir compte de la périodicité 

dans 1 es séri es présentant un saut. Pour ce type de tendances, une 

procédure analogue à celle utilisée pour les tendances monotones est 

proposée. Des vérifi cati ons de robustesse et de pui ssance restent à 

effectuer avant que cette procédure pui sse être util i sée de mani ère 

systématique. 
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SUMMARY 

After considering the characteristics of water quality time series 

and the available statistical and mathematical methods to analyse these 

series, non parametric tests are chosen for the development of a trend 

detection procedure. A review of non parametric tests for trend leads 

to the evidence that Mann-Whitney, Spearman and Kendall tests are the 

best fit for trend detecti on. Recently these same tests have been 

adapted to account for dependence and seasonal ity: common features 

of water quality time series. For monotone trends a procedure allowing 

to select the pertinent test considering the time series characteris­

tics and the practical limitations of the tests is proposed. A recent 

adaptation of Kendall's test is extended to Mann-Whitney's to account 

for seasonality in time series with a step trend. A procedure, similar 

to the one used for monotone trends, is proposed for step trends. 

Robustness and power remai n to be checked before thi s 1 ast procedure 

can be used on a general basis. 
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1. INTRODUCTION 

1.1 Problématique et objectifs 

La détérioration progressive de la qualité des eaux a amené, il y 

a quelques années déjà, 11injection de fonds publics dans 1limp1anta­

tion de réseaux de mesure et de surveillance. À partir de mesures de 

différents paramètres, le gesti onnai re peut connaître 11 état de cette 

ressource et proposer des mesures correctrices si cet état nI est pas 

jugé satisfaisant. Dans un tel cas, les actions entreprises conduiront 

à une modification de 11état de la ressource. Il sera alors nécessaire 

d'identifier les effets de 11action entreprise, peut-être de réajuster 

1laction, revérifier et ainsi de suite: un processus itératif qui peut 

être long et onéreux. 

Le gestionnaire peut aussi utiliser ces mesures pour prédire 

11état de la ressource a différents horizons temporels. Cette approche 

lui permet une action fondamentalement différente: il remplace 

11 acti on correcti ve par des mesures préventi ves avant que cette res­

source n'atteigne le niveau de dégradation jugé insatisfaisant (Sherwa­

ni, 1975). Cette approche plus souple s'intègrera beaucoup plus faci­

lement dans une politique d'ensemble de gestion de 1leau. 

Ce constat nous amène à reconnaître la nécessi té dl un outil per­

mettant: 
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- de détecter les éventuels changements (tendances) de paramètres 

représentatifs de la qualité de l'eau; 

- de prédire l'état de la ressource à différents horizons temporels. 

Les méthodes proposées doivent être objectives, c'est-à-dire 

exemptes de la subjectivité du gestionnaire; et quantitatives de façon 

à permettre un dosage des mesures préventives. Les méthodes proposées 

doivent être considérées comme un support objectif pour le gestionnaire 

qui doi t, avec son expéri ence et son jugement, rester cri ti que dans 

l 1 interprétation des résultats. 

Des rencontres, en février 1983, avec les principaux intervenants 

dans la surveillance de la qualité des eaux au Québec ont: 

- confirmé la pertinence et la nécessité de telles méthodes objecti-

ves; 

- permis de mieux saisir la réalité quotidienne de ces gestionnaires. 

Ceci nous a amené à défi ni r troi seri tères de 11 outi 1 à développer: 

facilité et rapidité d'utilisation, simplicité des fondements théori­

ques. 

En effet, les méthodes proposées devront être adaptées à des uti­

lisateurs qui: 
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ont des connai ssances de base en stati sti que sans pour autant être 

des spécialistes (facilité d'utilisation); 

- ne peuvent consacrer qu'une partie de leur temps et de leurs ressour­

ces à la recherche de tendances (rapidité d'utilisation); 

- recherchent des méthodes dont ils comprennent bien les limites et les 

bases théori ques de façon à les uti liser avec souplesse, adaptabil i té 

et sens critique (simplicité des fondements théoriques). 

De cet exposé de la problématique, un premier objectif se dessine: 

développer un outil, c'est-à-dire un ensemble de méthodes permettant de 

détecter les tendances dans les séries temporelles de la qualité de 

l'eau. Cet outil doit donc être OBJECTIF, QUANTITATIF, D'UTILISATION 

SIMPLE ET RAPIDE et SIMPLE DANS SES FONDEMENTS THÉORIQUES. 

Un deuxi ème objecti f, en dehors du champ de cette recherche, con­

cerne la prédiction de l'état de la ressource par modélisation de la 

tendance détectée. 

1.2 Cadre scientifique 

L'objectif et les critères de choix étant maintenant précisés, il 

est nécessaire d'identifier l'ensemble des méthodes statistiques et 

mathématiques susceptibles de constituer l'outil recherché. 
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Tableau 1.1: Critères de sélection de l'outil et caractéristiques des 
séries (d'après Sherwani, 1975; Lettenmaier, 1976; Hirsch 
et al., 1982) 

Critères de l'outil 

1. Quantitatif 
2. Objectif 
3. Simple d'utilisation 
4. Rapide d'utilisation 
5. Simple dans les bases 

théoriques 

Caractéristiques des séries générale­
ment observées en qualité de l'eau 

A. Données généralement mutuellement 
dépendantes 

B. Données ne provenant pas d'une 
loi nonna1e 

C. Données pouvant ne pas proveni r 
d'une même loi de distribution 

D. Données éventuellement manquantes 
(pas à intervalles réguliers) 

E. Données parfois non quantifiées 
ou tronquées (ex: sous le seuil 
de détection) 

Tab1 eau 1. 2: Critères de sé1 ection non respectés et caractéri sti ques 
des séries non adéquates aux approches mathématiques 

Approche mathématique Critère non Caractéristique 
respectée non respectée 

- méthodes en série de temps 3 - 4 - 5 D - E 

- méthodes graphiques 1 - 2 A - C - D 
(double masse, CUSUM) 

A - B - E 
- tests paramétriques 

- tests non-paramétriques A - C 
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Le tableau 1.1 reprend les critères de sélection de l'outil 

recherché et énumère les caractéristiques des séries temporelles géné­

ralement observées pour les paramètres de la qualité de l'eau. En plus 

de répondre aux cinq critères qui lui sont propres, la procédure à 

développer devra être applicable aux séries possédant les caractéristi­

ques du tableau 1.1. 

En effet, les séries temporelles des paramètres de la qualité de 

l'eau sont souvent constituées de données: 

• corrélées entre elles: Par exemple, la température d'un lac mesurée 

aujourd'hui ne sera pas indépendante de celle mesurée hier. Par 

contre, elle pourrait être à peu près indépendante de celle mesurée 

il y a deux mois. Le temps séparant les observations aura donc beau­

coup d'influence sur la corrélation (dépendance) entre les observa­

tions • 

• qui ne proviennent pas d'une loi normale: La distribution des fré­

quences des différentes valeurs d'un paramètre de la qualité autour 

de la moyenne peut être asymétri que, surtout si ce paramètre est 

relié au débit. 

• qui ne proviennent pas d'une même loi de distribution: Le débit est 

une des variables déterministes les plus inportantes pour la qualité 

de l'eau en rivière. Ainsi, les mesures de qualité mesurée en crue 
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et en étiage peuvent constituer des populations statistiquement 

différentes. 

• manquantes: Du travail de terrain à 11 ana1yse des résultats, un 

grand nombre de facteurs (climat, transport, erreur au laboratoire) 

peuvent éliminer des mesures. Il en résulte une série où le pas de 

temps entre les observations nlest pas constant. 

• non quantifiées ou tronquées: Parfois, comme dans le cas des métaux 

traces ou des pesticides, la valeur dlun paramètre peut être en deça 

de la capacité de détection de 11 apparei1 de mesure. La valeur peut 

alors être exprimée en termes tels que "inférieure à ••• ". 

Ces caractéristiques peuvent empêcher ou limiter 11 uti1isation de 

certaines méthodes en détection de tendances. Par exemple: 

de façon rigoureuse, les tests paramétriques ne peuvent être utilisés 

si les données sans tendance ne sont pas indépendantes ou si elles ne 

proviennent pas dlune population suivant une loi normale (A1vo, 

1981) ; 

les méthodes en série de temps sont "techniquement très difficiles à 

uti1iser" lorsque le pas de temps entre les observations nlest pas 

régulier (A1vo, 1981). 

Pour résumer cette problématique le tableau 1.2 présente les 

approches mathématiques et statistiques permettant 11 ana1yse des séries 
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temporelles. Il présente aussi les critères de l'outil auquel ces 

approches ne répondent pas ou peu, de même que les caractéristiques de 

séries qui peuvent limiter ou empêcher l'emploi d'une méthode. 

Commentaires du tableau 1.2 

Les méthodes en série de temps sont basées sur la modélisation des 

composantes (tendance, cycles) de la série. Ce sont des méthodes raf­

finées mais complexes, qui demandent que: 

l'usager ai t une bonne expéri ence de l'ana lyse des séri es tempo­

relles; 

les données soient prises à intervalles réguliers et qu'elles soient 

quantifiées (pas sous un seuil de détection). 

Les méthodes graphi ques ne sont pas quantitati ves et objecti ves 

car la tendance est décelée par un examen visuel d'un graphique et non 

par l'application d'une règle de décision objective comme dans le cas 

des tests. Elles ne peuvent être utilisées avec les données non quan-

tifiées. Cependant, ces techniques sont simples et rapides. Une 

méthode utilisant les fonctions CUSUM est présentée à l'annexe 1. Les 

fonctions double-masse et CUSUM ont déjà été utilisées en qualité de 

l'eau (Cluis, 1981). 

Les tests paramétriques exigent que les données soient indépendan­

tes, quantifiées et issues d'une population normale. 
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COIlll1e l es précédents, l es tests non-paramétri ques sont conformes 

aux critères de sélection de lloutil. Par contre, il sont moins exi­

geants pour les caractéristiques des séries. Les données nlont pas 

besoin de parvenir dlune distribution normale et des données non quan­

tifiées (sous le seuil de détection par exemple) peuvent être utili­

sées. 

Cette analyse nous amène à choi si r les tests non-paramétri ques 

comme champ dlinvestigation pour les méthodes devant constituer lloutil 

de détection des tendances. 

1.3 Contenu 

Llobjectif formulé (recherche dlun outil de détection) et le champ 

de recherche précisé (tests non-paramétriques), llétape suivante est le 

survol de ce champ pour y recenser les méthodes applicables à la détec­

tion de tendances. Les résultats de cette revue font llobjet du chapi­

tre 2. Les tests applicables à la détection des tendances y sont clas­

sifiées, leur efficacité est discutée, et les tests les plus perfor­

mants sont retenus. La lecture de ce chapitre nlest pas nécessaire à 

la compréhension du reste du texte, sauf pour les définitions en 2.2. 

A llintérieur dlune série de données en qualité de lleau la valeur 

de chaque donnée peut être composée de lladdition de plusieurs élé­

ments: 
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1- la moyenne et sa tendance (Ti); 

2- les cycles (Ci); 

3- la composante aléatoire (e.), (Sherwani, 1975). 
1 

La tendance, les cycles de même que la persistance naturelle du 

paramètre dans le temps (ex. de la température du lac) créent de la 

corrélation ou dépendance entre les observations d'une série. Tous les 

tests de détection exigent qu1entre les observations il nly ait pas de 

dépendance autre que celle due à la tendance. 

Lettenmaier en 1976, Hirsch et al. en 1982 et Hirsch et Slack en 

1984 ont choi sil es mêmes tests que ceux retenus au chapi tre 2 et 1 es 

ont adaptés pour tenir compte de la dépendance due à la persistance et 

à l'effet des cycles. Ces adaptations sont résumées au troisième cha­

pitre. Une méthode permettant de détecter une tendance par saut dans 

une série à composante périodique a été développée à partir des résul-

tats de Hirsch. 

Toutes ces méthodes ont leurs limites d'application, leurs exigen­

ces face aux séries. L'approche consiste donc en: 

• un examen préliminaire de la série; 

l'examen des caractéristiques des séries permettant de vérifier si 

les exigences des méthodes sont respectées; 
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• le choix dlune méthode et son application sur la série. 

Ces troi s poi nts consti tuent 11 essenti el de 11 outi 1 de détecti on 

des tendances progressives (monotones) présenté au dernier chapitre. 
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.. 
2. REVUE, CLASSIFICATION ET COMPARAISON DES TESTS DE DETECTION DES 

TENDANCES 

2.1 Introduction 

Il existe de nombreux tests applicables à la détection des tendan-

ces. Plusieurs de ces tests ont des points communs, certains sont 

équivalents. On peut trouver des tests différents connus sous le même 

nom, et le même test peut avoir des noms différents. Il n'existe pas 

de synthèse portant sur l'ensemble de ces tests. Un effort de compa­

raison et de classification est donc nécessaire. C'est le résultat de 

ce travail de synthèse qui est présenté ici. 

Une revue des articles relatifs à l'application des tests à la 

détection de tendance a pennis d'identifier plus de 20 tests applica­

bles. Ce chapitre a comme objectif de comparer ces tests de façon à 

permettre une classification, puis une pré-sélection des meilleurs 

tests de détection de tendance. Cette sélection est faite à partir des 

qualités intrinsèques des tests. 

Les tests sont classés en fonction de plusieurs critères dont: 

- le type de tendance pour lequel le test s'applique; 

les hypothèses stati sti ques que l'on veut exami ner par le test 

(Ho et Hl); 
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- la statistique sur laquelle le test se base. On identifie le 

principe du test et la formulation mathématique de la statis­

tique. 

Les résultats de cette classification sont résumés aux tableaux 

2.1 pour les tendances monotones, 2.4 pour les tendances en saut et 2.7 

pour les tendances en escalier. Cette classification des tests est 

complétée par une description (tableaux 2.2, 2.5 et 2.B) portant sur: 

- les références pour la détermination des valeurs critiques dans le 

cas des petits éChantillons; 

- la formule d'approximation par une loi statistique connue dans le cas 

des grands échantillons; 

- la correction pour la continuité; 

- la correction pour le cas où l'on dispose de plusieurs observations 

égales; 

la puissance des tests exprimée lorsque cela est possible par l'effi­

cacité asymptotique relative. 

Même si dans les tableaux la classification et la description sont 

des thèmes séparés, il est impossible de classer sans décrire, de dé­

crire sans discuter. C'est pourquoi dans le texte les deux thèmes se 
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mélangent, se recoupent. Le texte assure la liaison entre les tableaux 

et en précise le contenu en mettant l'accent sur les différences et les 

points cOlD11uns entre les tests, ainsi que sur l'évolution de l'un à 

l'autre. La description sera plus exhaustive pour certains tests, 

moins pour d'autres en fonction de leur intérêt pratique pour la détec­

tion des tendances. Un examen des tableaux et une lecture du texte en 

parallèle plutôt que successive facilitera la compréhension de l'ensem­

ble. La partie 2.2 rappelle les définitions des termes utilisés dans 

les tests statistiques. 

2.2 Définitions 

2.2.1 Hypothèses, puissance, efficacité asymptotique relative des 

tests statistiques 

Sans reprendre la théori e des tests qui est décri te de mani ère 

détaillée par de nombreux auteurs (par exemple, Baillargeon et Rain­

ville, 1977), rappelons que les tests permettent d'infirmer ou non une 

hypothèse nulle et que le rejet (non-rejet) de 1 1 hypothèse nulle impli­

que l'acceptation (non-acceptation) d'une hypothèse alternative. 

Par exemple 

(hypothèse nulle) 
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(hypothèse alternative) 

(hypothèse nulle) 

(hypothèse alternative) 

Tirer une conclusion sur une population à partir d'un échantillon, 

implique un risque d'erreur dû au caractère aléatoire de cet échantil­

lon. Il y a deux types d'erreurs possibles: 

• Erreur de type 1 (de probabilité a): on rejette l'hypothèse nulle 

alors qu'elle est vraie; 

• Erreur de type II (de probabil i té s): on ne rejette pas l' hypothèse 

nulle (Ho) alors qu'elle est fausse et que Hl est vraie (ou on 

rejette Hl alors qu'elle est vraie) 

Lors de l'application d'un test, la probabilité a est habituelle­

ment fixée à 1 % ou 5 %, c'est le niveau ou seuil de signification du 

test. 

On appelle puissance, la quantité (1 - p) qui est en fait la pro­

portion de cas où l'on va rejeter l'hypothèse nulle alors qu'elle est 

fausse (ou accepter Hl lorsqu'elle est vraie). 
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La mesure de l'efficacité relative locale d'un test A par rapport 

à un test B est donnée par : 

, 
ou 

NA = nombre d'observations nécessaires au test A; 

NB = nombre d'observations nécessaires au test B. 

pour que les deux tests aient la même puissance. Elle est dite rela­

tive car c'est la mesure d'un test (A) par rapport à un autre (B). 

Elle est dite locale car cette mesure est spécifique à un seuil a et a 

une valeur spécifique du paramètre mesuré. 

On défini aussi l'efficacité asymptotique relative 

EAR = 1 imHe ( ::). lorsque NA + m 

Contrai rement à l' effi caci té, cette quanti té ne dépend pas de a et 

de la valeur de la variable. C'est ce qui en fait une bonne base de 

comparaison de puissance entre les deux tests. 
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Ajoutons que l'EAR ne dépend que des populations d'origine des 

échanti 11 ons, qu' e 11 e peut être détermi née de façon théori que et que 

dans les cas où les comparaisons ont été faites, les efficacités 

locales correspondaient étroitement à l'efficacité asymptotique (Maras­

cuilo, 1977). 

2.2.2 Les séries 

Les variables utilisées dans la formulation mathématique des 

séries se réfèrent aux définitions suivantes: 

Soient les observations: Yl' ••• , Yi' ••• , YN 

mesurées respectivement aux temps: Xl' ••• , Xi' ••• , xN 

L'indice i = 1, ••• , N représente l'ordre chronologique des observa­

tions. C'est aussi le rang de la variable temps (x). 

y l' ••• , Yi' ••• , y N représentent les rangs des observations de la 

variable dépendante (Yi) classée par ordre croissant. On donne le 

rang 1 à la plus petite valeur et le rang N à la plus grande. 

Exemple 

Soit une série de mesures quotidiennes de pH durant la jours 
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YI Y2 Y3 Y4 YS Y6 Y7 YS Y9 Y10 

y. , 5,6 5,8 5,4 6,0 7,0 7,0 6,3 6,8 7,5 8,0 

xi et i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Yi = 2 3 1 4 7,5 7,5 5 6 9 10 

Les deux valeurs de pH = 7,0 occuperaient les rangs sept et huit. 

Dans un tel cas, on leur donne le rang moyen calculé par: 

où: 

l Ti: somme des rangs des valeurs égales dans le cas d'égalité j; 

t i nombre de valeurs égales dans le cas d'égalité j. 

Dans notre cas, on a 

7 + 8 
-- = 7,5 

2 
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b) Séquences homogènes 

On peut trans former 1 a séri e des val eu rs de pH ou ce 11 e des rangs 

en une autre qui ne peut prendre que deux valeurs. Par exemple, on 

donnera le symbole "_" aux valeurs inférieures à la médiane et "+" à 

celles qui lui sont supérieures. Pour 11exemp1e précédent, la médiane 

étant la moyenne des observations de rangs 5 et 6, on a la série trans­

formée : 

++-+++ 

12 3 4 

1 1 

Une séquence homogène est une suite de valeurs répondant de la 

même façon à un cri tère di chotomi que. Dans 11 exemp 1 e, il y a quatre 

séquences homogènes. 

2.3 Les tendances monotones 

2.3.1 La définition et les bases de la détection dlune tendance mono­

tone 

On di t qu 1 une foncti on comporte une tendance monotone sur un do­

maine lorsque dans ce domaine la pente de la fonction est monotone, 

c' est-à-di re : 
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- positive et peut être nulle sur une partie du domaine, 

ou 

- négative et peut être nulle sur une partie du domaine. 

Des exemples de ces fonctions sont illustrés a la figure 2.1 

Exemple 

pente > 0 pente < 0 

pente > 0 r 

pente < 0 

a) b) 

Fig. 2.1 Exemples de fonctions monotones (a) et non-monotones (b) 

La fonction décrivant la série ayant une tendance monotone peut 

être définie par: 

ou Ei est une variable aléatoire indépen­

dante distribuée normalement avec une 
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moyenne 0 et une variance 0 2 

et où ui est la variable de la tendance 

Il y a 2 façons de détecter la tendance, c'est-à-dire prouver que 

ui est une constante. 

1) On peut se servir de tests qui vérifient si la série des Yi 

est aléatoire, c'est-à-dire si elle ne dépend que des Ei. 

Ceci revient à prouver l'absence de tendance, c'est-à-dire à 

l'examen de l'hypothèse ui = C. C'est sur ce principe que se 

basent les six premiers tests du tableau 2.1. 

2) Pour une tendance linéaire sur un domaine des xi' on aura: 

y.=a+bx.+E. 
, l l 

où a est le niveau de base au début du domaine 

et b est la pente de la tendance dans ce domaine. 

Le test peut alors porter directement ou indirectement sur b. Si 

b * 0 il y a tendance, il y a une relation entre Yi (paramètre dé­

pendant) et xi (le temps). Pour vérifier si b * 0, on peut donc véri­

fier si les Yi dépendent des xi. C'est ce que font les quatre der­

niers tests du tableau 2.1. Ces tests peuvent s'appliquer sur un do-
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maine ou sur l'ensemble de la série, même si la tendance n'est pas 

1 i néai re. 

Le champ d' appl i cati on des tests qui sui vent est pl us vaste que 

celui de leurs équivalents paramétriques. Les tests non paramétriques 

s'appliquent aux tendances monotones alors que les tests paramétriques 

sont plus stricts: ils vérifient la présence ou l'absence d'une tendan­

ce linéaire (Marascuilo, 1977), et leur efficacité diminue lorsque la 

tendance n'est pas linéaire. 

a) Hypothèses de base 

L'utilisation de tous ces tests pose les mêmes conditions d'appli­

cation sur les données d'une série: 

A ~ 

• LES z. DOIVENT ETRE MUTUELLEMENT INDEPENDANTS; 
l 

A 

• LES z. DOIVENT PROVENIR D'UNE MEME POPULATION CONTINUE (Conover, 
l 

1971) • 

L'univers auquel ces tests s'appliquent est constitué des séries 

dont les observations sont indépendantes s'il n'y a pas de tendance. 

Les tests ne peuvent être uti 1 i sés lorsque des facteurs autres que 1 a 

tendance, comme la persistance ou la périodicité, créent de la dépen-

dance entre les observations. 
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On trouve au paragraphe 3.1 les méthodes permettant de vérifier si 

la série respecte ces hypothèses. 

Le tableau 2.1 présente dix tests de détection des tendances mono­

tones que l'on retrouve dans la littérature. Un examen attentif des 

subdi vi si ons du tableau 1 permet de sa i sir rapi dement 1 es poi nts com­

muns et les différences entre ces tests. On remarque, du haut vers le 

bas, une progression croissante dans: 

• la précision des hypothèses; 

• le contenu en information de la statistique; 

• la puissance du test (tableau 2.2) 

2.3.2 Test du nombre de séquences homogènes et test du nombre de 

points critiques 

a) Les hypothèses statistiques (cf. tableau 2.1) 

Pour ces tests, les hypothèses portent sur l'indépendance des 

observations de la série (Siegel, 1956): 

HO on ne constate pas de dépendance entre les observations; 

Hl les observations sont mutuellement dépendantes. 
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Hypothèse Statistique NOlIS 

Base Fo~lation .. tnt.ltique 

Ho: on ne constate pas de le nombre de séquences hOlOgènes* par T 8 n + Il où: Test ckI nombre 
dépendance entre les rapport i un critère n: nombre de séquences hOlO- de séquences 
observati ons ex.: • supérieur. inférieur i la ~ gènes de Yi > llédiane ou hOlOgènes 

Hl: les observations sont diane Yi > Yf+1 
~tuellelent dépendan- . croissante ou décroissante Il: nombre di séquences hOlO-
tes gènes de Y < llédi ane ou 

f 
Yi < Y1+1 

ou 
nOllbre de .. xi~1IS et II1nill/lll5 locaux n: IIOIIbre de .. x111U1IIS locaux Test ckI nb. de . : IIOIIIbre de iii ni~IIS locaux points critiques 

le nombre d'observations : Irwin-Fisher 
- supérieure i la llédiane générale le detai 2e cIeIIi Total 
- infér1eure i la Iléd1ane générale 
dans chacune des .,itiés de l'échan- Al A2 T 
tillon Bl B2 

Ta 
b 

Tl T2 T 

A • nb obs. > llédi ane gén. 
B • nb obs. < llédiane gén . 
On calcule la pb. exacte de 
cette distr (Marascuilo.1977) 

Ho : on ne constate pas de le IIOIIIbre d'observations supérieures i D· ~ dr où Foster 
dépendance entre les toutes les précédentes et le nombre dr • ur +fl~ où et 
observati ons d'observations 1nfér1eures i toutes ur • IIOIIIbre de Y 1 > Y j Stuart 

les précédentes 
Hl: les observations sont lr • IIOIIbre de Y1 < Yj 

IUtuellement dépendan- ou j < 1 
tes 

ou il Y a une tendance 
N-1 T~~ le IIOIIIbre de coaparlisons discordan- S· t S1 i 1 décr01sslnte tes·. le nombre total de coaplra1sons où Si • 1 s1 Yi - Yi+1) > 0 différences 

est de l'ordre de N/2. successives 
autrelent S1 • 0 

N!2 S • S1 Cox-Stuart 
où S1 - 1 ~11 (Yi-YN62+1» 0 

autrelent S1-
Ho: les observations de le- nOiiirë de - cCilipar aTsons d1scordaiitës 

Q 81tI S1 la sér1e Y sont in-
Mann 

le IlOIIbre total de COIIIparaisons est où S1- 1 si (jrY~) > 0 
dépendantes des ob- de l'ordre de N! quand < 
servations de la autrement S1 • 0 
série x 

D2 8 1~1 (j-1) S1 Lellnan 
où S1 8 ~ que test de 

Mann 

T S 

où S 8 ; ~ ~ !\H-U Kendall 
p 8 1 si Yi < Yj' 

Q • 1 51 Yi > Yf 
pour i < 

autrelent P et Q • 0 

6 ~ di Spear'lliln Hl: les observations de pour chaque observation. la différence r -1- 11 
la série Y ne sont de rang dans la série Y et x 

s Nl _ N 

pas 1ndépendantes des où di - i - Y1 
observations de la 
série x 

* séquences hoaogène : suite d'observations de .ëIe car.ctère dans la série transforllée i caractère b1naire 
* cOllpar.1sons di scordantes : cas où Yi> xt et 1 < j 

I~ortant: voir les conditions d'application de CIS tests i II page 21. 

Tlbleau 2.1: Classificltion des tests de tendance -.,notone. 
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V.,.",,., critiques 

~ttts kh •• - ...... ds k!\l.tlll ••• [R~ 

Co~rect1or'1 pour les tlllo .. {Ub't .... el5 cio .. l,urs ' .. 1 .. IIppro.f .. tfon
' ~rf'e'ctfo" 

Co.tlnult~ 

'n ou '" > ! O T .... si « .. 
..,.,re CIe ~ s'lppliQUe pIS ?:~OXt4)1971 [(T) • ~. 1 

T < [{Tl l.:!\Ii" 
st_net. T .... si « qU! 

ftoIIIog~nts 2Ion (2IIn ...... ) 
T > [IT) ~tuart 

YI' ITl • 
( .. n)2 ("'-') 

,~ 0.02 12 
IItoAbre dt ... ' .ppl1que p.S ~~m)1971 · A~~ùi 1)O;nts [(T).~ 
critiques I KëndA~! 

YI' ITl'~ ,0 
li où 

0,95 i 
ICenda" 

[rvin. lu obse"vltiOf1S • i , . !IIIr.scufl0. ~ t~ 1 XI~ ( l 

Fisher .diane sont Ijistrf- !W494) d. flç. 1 0,78 
? ~ XW'

1I/4 
buées .'ternltivetlent X2'f~ j 1 ~ . 1n1I1in" 

da"S les classes < tt IXlr"/4) 
> que 1. _111 .. l:l~~ig: S~; ~J~ln'.3p~tI 2 

,. l!édi Ine 

Xij·;~~u:: :~e~~~i::~d le 
X2.suit 101 .2 d.l.-l 

d,. .... si 0,18 (1 ) 
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Une hypothèse alternative un peu plus précise a été proposée: 

Hl les observations de valeur voisine ont tendance à être grou­

pées dans le temps (Lehman 1975). 

Cette derni ère hypothèse se rapproche de l' idée de base du test: 

vérifier si les observations qui se rapprochent par leur valeur sont 

proches dans la séquence d'échantillonnage. 

Les causes du regroupement chronologique des observations de 

valeur proche sont la tendance, l'autocorré1ation et les cycles 

(Lehman, 1975). Etant donné ces trois causes et la possibilité d'un 

effet combiné, 11 interprétation du rejet de Ho peut être difficile, 

surtout si la tendance nlest pas évidente sur le graphique des 

données. 

b) La statistique 

La série originale est transformée en une autre qui ne peut pren­

dre que deux valeurs, en fonction d'un critère. Lorsque l'on présente 

ce test conwne un tes t de tendance on trans forme notre séri e en une 

suite de A et de S, 

Yi = A si Yi> médi ane 

et Yi = B si y. < médiane. 
1 
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À partir de cette nouvelle série, le test porte sur le nombre de 

séquences homogènes (cf. 2.2.2b) de A et B (Conover, 1971). 

Le codage dichotomique peut aussi s'effectuer en fonction de la 

pente de la séquence. On a alors 

Yi = A si Yi fait partie d'une séquence croissante 

y. = B si y . fait partie d'une séquence décroissante. 
1 1 

et de manière équivalente: 

alors y. = A si y. < Y'+1 
1 1 1 

et y. = B si y. > y. +1 
1 1 1 

Les sections à pente nulle (c'est-à-dire Yi = Yi+1) sont intégrées 

à la séquence qui les précédent. C'est encore le nombre de séquences 

qui est testé. Si ce nombre est trop petit (c'est-à-dire si il existe 

des séquences longues), la série n'est pas aléatoire. Si de plus les 

séries les plus longues sont de type A, le rejet de Ho peut être 

interprété comme l'acceptation d'une hypothèse de tendance croissante. 

Les tests du nombre de poi nts criti ques et du nombre de séquences 

croissantes et décroissantes sont équivalents, ils calculent exactement 

la même statistique car le nombre de séquences croissantes et décrois­

santes est égal au nombre de points critiques (Lehman, 1975). 
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c) Les autres caractéristiques (cf. tableau 2.2) 

La transformation dl une série de valeurs numériques qui peuvent 

être assez précises en une série binaire implique une perte d'informa­

tion et peut expliquer la faible puissance de ces tests (Siegel, 

1956) • 

La noti on de pui ssance est assez ambi guë pour les tests portant 

sur l'indépendance entre les observations d'une série car cette puis­

sance est relative à l'hypothèse alternative (stationarité, persistan­

ce, périodicité) et au test utilisé pour faire la comparaison. Cepen­

dant, on peut montrer, (Cox-Stuart, 1954) pour une population normale 

ayant une tendance dont 1 1 accroissement ô = 0,01 entre les observations 

successives, que la puissance du test du nombre de points critiques 

pour des échantillons de taille 100 est de 0,02 alors que celle du test 

de Kendall est de 0,96. 

Le test des séquences homogènes basé sur la médi ane a une pui s­

sance inférieure à celle du test de Cox et Stuart, elle-même inférieure 

à celle du test de Kendall (Cochet 1981). 

Les tests des séquences homogènes et du nombre de points critiques 

se caractérisent par: 

• des hypothèses peu préci ses; 

• une statistique à faible contenu en information; 
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• une faible puissance. 

2.3.3 Tests de Irwin-Fishcer Foster-Stuart, des différences successi­

ves, Cox-Sturat, Mann et Lehman 

a) Les hypothèses statistiques 

Pour les quatre premiers tests, l'hypothèse nulle (Ho) de l'indé­

pendance des observations est testée contre l' hypothèse alternative de 

l' exi stence d'une dépendance. Dans 1 es condi ti ons d' app 1 i cati on des 

tests (p. 21), l'indépendance des observations implique la stationnari­

té de la série, et la dépendance est le résultat d'une tendance. Pour 

les deux autres, les hypothèses sont discutées en 2.3.4. 

b) La statistique 

Pour la statistique de Irwin-Ficher on calcule la probabilité 

associée à la distribution exacte du tableau 2.1. Pour le test de 

Foster et Stuart (1954) la statistique est basée sur le nombre de maxi­

mums et de minimums depuis le début de la série, c'est-à-dire le nombre 

de valeurs supérieures à toutes les précédentes et le nombre de fois 

qu'une observation est inférieure à toutes les précédentes. La sta­

tistique peut aussi être calculée en faisant le comptage des maximums 

et minimums deux fois: une fois en commençant à compter par le début 

de la série, une autre fois en commençant par la fin. 
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Pour les tests des différences successives et celui de Cox-Stuart 

(Cochet, 1980; Cox-Stuart, 1955) on compare les valeurs de la série 

deux à deux, et la statistique est le nombre de comparaisons discordan­

tes, clest-à-dire celles où Yi> Y j pour i < j. Dans le cas des 

différences successives, chaque valeur est comparée avec la suivante. 

Dans le cas du test de Cox-Stuart, pour augmenter la différence entre 

les valeurs comparées, on divise lléchantil10n en deux et lion compare 

Yi avec YN Cox et Stuart (1955) proposent même de diviser 

- + i 
2 

lléchanti110n en trois, dlabandonner le tiers central et de faire les 

comparaisons entre Yi et Y2 Pour les trois tests, on a donc 
- + i 
3N 

respectivement N-1, N/2 et N/3 comparaisons. 

Pour les tests de Mann et Lehman (Lehman, 1975), la stati sti que 

est encore le nombre de comparaisons discordantes, mais on ne compare 

pas les observations deux à deux. Chaque observation est comparée à 

toutes les autres. Le nombre de comparaisons passe alors à N! Dans la 

statistique de Lehman, on a voulu donner plus de poids aux comparaisons 

pour lesquelles les observations sont espacées. La cote 1 accordée aux 

comparaisons discordantes est donc multipliée par (j - il, la distance 

entre les observations comparées. 
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c) Les autres caractéristiques 

Elles sont résumées au tableau 2.2. L1EAR du test de Irwin-Fisher 

comparé au test de Student est de 0,78 (Marascui10, 1977). Le test de 

Foster et Stuart, avec une statistique qui lui est bien particulière a 

une puissance de 0,18 dans des conditions (décrites au bas du 

tableau 2.2) où le test de Kendall a une puissance de 0,96, et en fai­

sant 1 e comptage deux foi s, une foi s dans chaque sens, la pui ssance 

passe à 0,26 (Foster et Stuart, 1954). 

LI EAR des tests des di fférences successives (Cochet, 1980) et du 

test du nombre de points critiques (Kendall, 1962) est de zéro comparé 

au test de Foster et Stuart (Stuart 1957). Par rapport au test des 

différences successives, le test de Cox-Stuart compare des valeurs plus 

éloignées llune de llautre, pour lesquelles la différence est plus 

importante sli1 y a tendance. Même si le nombre de comparaisons dimi­

nue de N-1 à N/2, 11EAR atteint 0,78 comparé au test de Student 

(Stuart, 1957 et Connover, 1971). En éliminant le tiers central et en 

comparant deux à deux les observations des premier et troisième tiers, 

11EAR passe à 0,83 (Stuart, 1957). 

Lorsque le nombre de comparaisons passe de N à N! llEAR atteint 

0,98. Les tests de Mann et Lehman ont la même EAR (Lehman, 1975). 

En développant algébriquement la statistique pour qu1elle soit 

plus facile à compiler, Lehman arrive à: 
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D = L y.2 - 2I iY. + Ii , , 

N 
On voit que ce D est le développement de 2. (y .-i )2, qui est la 

i=l ' 
statistique de Spearman (voir tableau 1). D'ailleurs Lehman utilise la 

table de Spearman D = 2. (Y. - i)2 pour les valeurs critiques de sa , 
statistique. Le test de Lehman est donc le même que celui de Spearman. 

De même, le test de Mann peut être développé et abouti t au test de 

Kendall (Lehman, 1975). 

Lehman (1975) et Marascui l 0 (1977) présentent ces quatre tests 

coume des tests de dépendance. Tel que présenté par Lehman, les tests 

de Mann et de Lehman sont des formes moins élaborées des tests de Ken-

dall et Spearman respectivement. Ces deux derniers aussi sont des 

tests d'indépendance basés sur la notion de corrélation non-paramétri­

que. L'absence de corrélation entre deux variables étant interprétée 

comme l'indépendance de ces deux variables. 

2.3.4 Les tests de Kendall et de Spearman 

a) Les hypothèses statistiques 

Les hypothèses Ho et Hl (tableau 2.1) s'expriment sous la forme 

d'une dépendance ou indépendance entre la série de la variable y et le 

temps. Evidemment, le temps n'est pas une variable aléatoire, il aug­

mente de Iœsure en Iœsure. Si la série de la variable "y" croit avec 
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le temps, il y a tendance croissante, si au contraire, y décroit avec 

le temps, il y a tendance décroissante. 

b) La statistique 

Pour le test de Kendall (Lehman, 1975), la statistique est basée 

sur la même quantité que pour le test de Mann et Lehman, soit le nombre 

de comparaisons discordantes sur N! possibilités. Dans le tableau, la 

statistique 1 est exprimée en fonction de S qui est la différence entre 

les nombres de couples concordants (P) et discordants (Q) (déf. au bas 

du tableau 1). 1 peut aussi s'exprimer en fonction de Q seulement: 

4Q 
1=1----

N (N-l) 

La formulation en fonction de S (cf. tableau 2.1) a été conservée 

car c1est en fonction de S que s'exprime la formule de 1 pour les 

cas où il y a des égalités. 

Pour le test de Spearman, la statistique est basé sur la somme des 

différences dientre le rang (i) dans la série du temps et celui dans la 

série de la variable y (Yi)' 
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c} Les autres caractéristiques 

Elles sont résumées au tableau 2.2. Les statistiques de ces deux 

tests ont des distributions telles que Ho est rejeté avec la même effi­

caci té (Marascui l 0, 1977). La différence dans le coeffi ci ent obtenu 

n1est due qu'à une différence d'échelle. 

L 'EAR des tests de Kendall et de Spearman par rapport à celle du 

test basé sur le coefficient de corrélation paramétrique (Pearson) 

lorsque les deux variables sont normales et que la relation est linéai­

re est de 0,91. Si les x augmentent de façon unitaire, comme ce peut 

être le cas dans les séries chronologiques, l'EAR de ces tests non­

paramétriques est de 0,98 (Marascuilo, 1977). 

Si la population d'origine n~est pas normale, l'EAR du test de 

Kendall peut dépasser celle du coefficient paramétrique de Pearson 

(tab l eau 2.3). 

Distribution EAR 

normale 0,912 
uniforme 1 1 

double exponentielle 1 1,266 

Tableau 2.3: EAR du test de Kendall par rapport au test paramétrique 
(Pearson) (tiré de Hollander, 1973). 
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Les tests de Kenka11 et Spearman se caractérisent donc par 

• une hypothèse précise (corrélation entre x et y ); 

• des statistiques utilisant beaucoup d'information (N! comparaisons); 

• une puissance élevée; 

• des formules précises pour le cas des égalités. 

• le test de Kendall se prête bien à un calcul progressif permettant de 

si tuer le début de la tendance (Sneyers 1970). 

une approximation à la loi normale valable pour les petits 

échantillons (cf. Siegel, 1956); 

2.3.5 Discussion 

Certains test applicables à la détection de tendances monotones 

n'ont pas été présentés ici. Ces tests sont utilisés pour les données 

à échelle nominale. Leur utilisation implique un regroupement des don­

nées en classes, et leur puissance est faible comparée aux tests basés 

sur la corrélation de rang (Kendall et Spearman) lorsque les données 

sont disponibles sur une échelle ordinale ou numérique (Marascui10, 

1977). C'est le cas des tests de signe (Siegel, 1956). 
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Hollander (1971) présente le test de Kendall sous une forme géné-

ralisée au cas où lion peut avoir x
j 

<, >, ou = xi pour i < j. La 

statistique et les tables de valeurs critiques sont les mêmes que pour 

le test de Kendall tel que présenté ici. En fait, Mann (1945) est le 

premier à avoir utiliser les couples discordants pour un test de ten­

dance. Son test est le même que le test de Kendall tel que présenté 

ici (Ho11ander, 1973; Cochet, 1980). Dans la même publication Mann 

(1945) propose un test pouvant être utilisé lorsque la tendance semble 

forte. 

Dans le cas plus précis de llhypothèse dlune tendance linéaire 

plutôt que simplement monotone, le modèle est: 

i = 1 ••• N 

Une estimation non paramétrique et un intervalle de confiance non 

paramétrique de b ainsi qulun test non paramétrique pour examiner llhy­

pothèse que le b de la population est égale à un bo donné ont été 

proposés (Theil, 1950). Toutes ces procédures ont été généralisées au 

cas où il y a des égal ités dans les xi (Sen 1968). Le test de b 

lorsque lion pose bo = 0 revient au test de Mann (Hollander 1973). 

On peut classer les dix tests considérés sur une échelle dleffica-

cité asymptotique relative: 
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1 
1 75 

1 
, 

l rwi n-Fi sher 
Cox-Stuart 

85 90 

Kendall 
Spearman 
Mann 
Lehman 

100% 

Les tests les plus puissants sont les tests de corrélation de rang 

à N! comparaisons: Kendall, Spearman, Mann et Lehman. Les deux der­

niers sont équivalents mais moins développés que les deux premiers. 

La puissance des tests de Kendall et Spearman est presque égale à celle 

des tests paramétriques, dans les conditions d'application optimales de 

ces derniers (EAR = 0,91 à 0,98). Dans d'autres conditions d'applica­

tion, leur puissance peut dépasser celle des tests paramétriques 

(tableau 2.3). Ces test ont aussi une formulation précise pour les cas 

où il y a des égalités dans les données (tableau 2.2). Les tests de 

Kendall et de Spearman apparaissent donc comme les meilleurs tests pour 

la détection d'une tendance monotone dans des conditions générales. 

2.4 Les tendances en saut 

2.4.1 La définition et les bases de la détection d'une tendance en 

saut 

Une série où il y a une tendance en saut peut être modelisée par 

(Lettenmaier, 1976) 



avec: 

~l moyenne après le saut 

~2 moyenne avant le saut 
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E. variable aléatoire, indépendante, distribuée normalement, de , 
moyenne 0 et de variance 0 2 

k rang temporel de la variable pour laquelle il yale saut. 

Le test permet d'examiner l'hypothèse Ho: (~2 - ~l) * 0, c'est-à­

dire de vérifier si les moyennes avant et après le saut sont significa­

ti vement différentes. Ces tests revi ennent donc à 1 a comparaison des 

moyennes de deux populations. 

a) Hypothèses de base 

Ces tests posent les mêmes hypothèses de base (conditions d'appli­

cation) que les tests de détection de tendances monotones. Ces condi­

tions sont énumérées à la section 2.3.1 a). De plus, si l'on décompose 

l'échantillon global en deux sous-échantillons, il doit y avoir indé­

pendances des résidus (E.) à l'intérieur des sous-échantillons et entre , 
les sous-échantillons. 
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2.4.2 Les tests de Wald-Wolfovitz et de Kolmogorov-Smirnov 

a) Les hypothèses statistiques 

Llhypothèse Ho porte sur llégalité des distributions. Le test de 

Wald-Wolfowitz est basé sur une statistique similaire à celle du test 

des séquences homogènes pour les tendances monotones. En plus dlêtre 

sens i b l es aux différences de moyennes, ce test permet de détecter des 

inégalités dl autres caractéristiques de la distribution, comme la 

variance (Siegel, 1956; Connover, 1971). La cause du rejet de Ho peut 

donc être difficile à identifier et rend malaisé llinterprétation des 

résultats. Le test de Klotz permettant de vérifier llégalité des 

variances peut être utilisé avant de tester llégalité des moyennes. Ce 

test est présenté à l 1 annexe 4. 

Le test de Komogorov-Smi rnov vérifi e 11 ajustement des di stri bu­

tions des deux échantillons. Comme le test précédent, il compare les 

distributions par l 1 ensemble de leurs caractéristiques. 

Lorsque la variance et la symétrie des distributions ont été tes­

tées et que llhypothèse de leur égalité nia pas été rejetée, on pour­

rait considérer llapplication de ces tests pour vérifier llégalité des 

valeurs centrales, mais pour une telle fonction, le test de Mann-Whit­

ney est plus puissant. (Conover, 1971). 



- 39 -

b) La statistique 

Les statistiques de ces tests sont décrites au tableau 2.4. 

Cramer-Von Mi ses (1946) ont proposé un test de même type que cel ui de 

Kolmogorov-Smirnov. Si le saut a lieu à l'observation k, la statisti­

que est la somme des différences (Yi - Yk+i). L'efficacité de ce test 

n'est que très légèrement supérieure à celle du test de Ko1mogorov­

Smirnov (Conover, 1971). 

c) Les autres caractéristiques 

L'utilisation de ces tests dans le cas où il y a des égalités pose 

des problèmes (voir tableau 2.5). 

Comme dans le cas du test du nombre de séquences homogènes pour 

les tendances monotones, le calcul de la puissance de ces tests dépend 

de l'hypothèse alternative et du test utilisé pour la comparaison. Le 

rejet de Ho peut dépendre de plusieurs causes ce qui peut rendre ambigu 

le choix d'un test pour faire la comparaison de puissance. Toutefois, 

pour rejeter Ho dans le cas où les distributions sont normales et ne 

diffèrent que par leur moyenne, le test de Wald-Wolfowitz est faible 

comparé au test de Student (Siegel, 1956). Dans la même situation, 

l'EAR du test de Komogorov-Smirnov se situe entre 0,64 et 0,75 (Lehman, 

1975). Sa limite inférieure serait de 0,63 (Hollander, 1973). Ce test 

serait plus puissant que celui de Mann-Witney pour les échantillons 

très petits (Marascuilo, 1977). 
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~pothèse Statisti QUO! Noms 

Base Fo~lation .athéMatique 

HO:Les deux ichantillons 
ont la .ême fonction 
de distribution 

À partir de l'échantillon total, le 
nOMbre de séquences hOMOgènes* prove­
nant d'un des deux ichantillons 
d'origine 

T - nombre séquences homogènes wald-Wolfwitz 
d'un des échantillons 

HI:Les deux échantillons 
n'ont pas la .ëne fonc- La plus grande différence sur l'axe y BI1 atéral 

t • Nix (SI(X) - S2(x)1 
UnI1 atéral 

tion de distribution entre les fonctions de distribution 
ou cUMulées des deux échantillons 

Les valeurs d'un échan-
tillon ont tendance à 
être plus petites que 
celles de l'autre 
(test unilatéral) 

HO Les deux échantillons 
proviennent de popula­
tion ayant le ~ 
édi ane 

HI Les deux échantillons 
ne proviennent pas de 
population ayant la 
iii ... !llédiane 

ou 
La Médiane de la popu­
lation d'origine d'un 
échantillon est supé­
rieure i celle de l'au­
tre etest unilatéral) 

HO Les deux échantillons 
proviennent de popula­
lation ayant la llime 
lIoyenne 

HI Les deux ichantillons 

Pour Chaque échantillon, le nombre 

t • Nix (S (x) - S ex» où 
Slex) = vaieur de ia F* au 

point x 1 
S2(x) • valeur de la F2 au 

point x 

Il!A!B!C!D! p "' 
où 

d'observations < et le nOMbre d'obser- A:nb. obs. ichan. 1 > Médiane 
vations > que la Médiane générale 8:nb. obs. échan. 1 < édiane 

C:nb. obs. échan. 2 > lllêdfane 
D:nb. obs. échan. 2 < ~diane 
P:probabilité de cette distri -

Le nombre de fois q'une observation du 
1er échantillon est < qu'une observa-

tion du 2e échantillon 

On calcule la s~ des valeurs de Z· 

bution sous Ho 

ni ni (n l +1) 
U" 1: R -...:.-~-
R =ipAuriChaque o~servation 
i 

du groupe 1, le nombre 
d'observation du groupe 2 
qui lui est supérieure 

associées lUX rangs d'un des Ichantil- T ., ni zeYJ) où 
lons dans l'échantillon total. 2e\ )i"l 1 d Z i-j - va eur e assoc e 

aux Yj(Table A-15 
Marascull 0) 

ni-effectif de l'ichantillon 1 

Kolllogorov­
SIIimov 

:"" la ""'0 'an" 

Mann-Whitney 

Terry-Hoeffdi ng 

ne proviennent pas de 
population de - - - - - - - - - - - - - - - - - - - +---n----------+.:V-an- d;-e-r- W07a-e-r-:d-en-l 
lIêIIe lIOyerme 

ou 
Somme des valeurs 2 correspondant aux 
probabilités e.piriques associées aux 

rangs des observations d'un des 
échantillons dans l'échantillon total 

TI" i~t 2i 
2 "' va eur de Z associé i P 
i Yj 1 

P • -- - prob. lIIpirique 
1 Il + 1 

associé au rang Yj 

La lIOyenne de la po­
puÙtion d'origine 
d'un échantillon est 
supérieure i celle de 
l'autre. 
(test unilatiral) 

.... - - - - - - - - - - - - - - - - - - +------------t------.., 

On tire de façon Iliatofre N valeurs TI 
de 2 que l'on ordonne par rang. La 2i 
statistique est la Sa.le des 2 de ~ 
rang que les observations d'un des 

n 
- t 2 i-l i 
., valeur de 2 pris au 

hasard de ~ rang que 
le Yj 

ichantillons dans l'ichlntillon total T2 - ~ pour ichantillon 2 

Note • Siquence hoaogène : voir difinition lU bas du tableau 1 
• FI fonctfon de distribution cUIIUli de l'ichlntillon 1 (~2 • échantillon 2) 
• Z vlriable no~le, centrée, riduite 
• Yj ring des observatfons provenant d'un des ichantfllons dans l'échantillon total ordonné 

Tlblelu 2.4 : Cllssiffcation des tests pour les tendances en Slut 

8ell-Doksum 
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NOI11 
COrrection pour les 

cas de valeurs égales 

Petits 
échantillons 

(tabl e) 

Wald- Si des valeurs d'un COnover, 1971 
Wolfowitz échantillon sont = à (p. 414) 

Kolmogo­
rov­
Smirnorv 

celles d'un autre, 
illfaut essayer les 
va eurs * oe 1 qUl 
peuvent en résulter. 

Si on arrive à * déci­
sion pour ce qui est du 
rejet de Ho on ne peut 
utiliser le test 

On ne s'en occupe pas, 
et le test est conser­
vatif (voir note 4) 

Conover, 1971 
(p. 399-400) 

De la pas de correction né- Siegel, 1956 
~édiane cessaire (p. 256) 

Valeurs critiques 

Grands échantillons 

Approximation 1 

ln 1 ou n2 > 20 

E(T) = 2n ln 2 + l 
(n 1 + n 2) 

ln l' n2 > 20 

T = C~nl+nz, si ni '* nz 
C ~Inz 

T = m,51 n l = n 2 = n 
C dép~nd du seuil a , il est 
disponible dans les tables 
(Connover, 1971) 

"1 
qAD-Bcl- "2)2 

X z = -:--....,.-,--.-:---.-:--. 
(A+B) (C+O)( A+C) (B+D) 

XZ : suit loi chi-deux 
d. 1. = 1 

Correction 
COnti nui té 

ER~ 

T > E(T) 1-2 
alors 

t<È(1) 
alors 
T+~ faible 

1-2 

0,64 

r"le, eCnhange 1-63 0, 

~._--~---------------+----------r--------~----~-----+-----4 
Mann- Marascuilo In l , n2 > 20 ± ~ à u 2-4 
Whitney (p.504) 

Var (u)=n ln2(n n +1) 
12 1 2 

~ ts 3 - ts 
1 - sh n3 _ n 
S ; nombre de groupes 

où il y a des rangs 
égaux 

ts ; nombre de valeurs 
égales par groupes 

Terry- On donne un même rang 
Yoeffding moyen aux valeurs 

égales, ou 

Bobée 
1981 

E(u) = nln z 
2 

on leur donne leur 
rang au hasard 

Cacul de 1 a 
orobabil Hé 
exacte de TI: 
Marascuilo, 1;:(T 1) = 0 
(p. 281 - 282) 

Van der 
Waerden 

Bell­
Doksum 

NOTES: 

Cal cul de la 
probabili té 
exacte 
Marascuilo, 

(p. 283-284) 

Calcul de la 
probabil i té 

qm~~uho, 

(p. 285) 

1 voi r Note l, Tabl eau 2 
Pour EAR = 1 réf. Siegel 1956 

2 réf. COnnover 1971 
3 réf. Marascuilo 1977 
4 Solution proposée: Hajek 1969 

nl.n z N Z2(y j )2 • 

Var TI= ~ i;i --N-'oU 

Z(Y j ) = z associé au Yj 

Var T _n ln2 
1 N-l 

Zi = déf. au tableau 4 
section Van der Waerden 

z c TI/n l- T2/n Z 

~tl - *z 
Z suit normale (0,1) 

Tableau 2.5 Caractéristiques des tests de tendance en saut 

aux l imi­
tes de la 
zone 
critique 0,955 

TT < 01 
a ors 
TI + l.j 

TT > 01 a ors 
TI - ~ 

TI < 0 

alors 
TI + ~ 
TI > 0 
alors 
TI - l.j 

T < Tz aTors 

TI + ~ 

TI > T2 
alors 
TI - l.j 

2-3 

l,DO 

2-3 

2,3 

l ,DO 
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2.4.3 Tests de la médiane et de Mann-Whitney 

a) Les hypothèses statistiques 

Ces tests servent à vérifier si les deux échantillons diffèrent 

par leur valeur centrale. D'une façon rigoureuse, on dira que Mann­

Whi tney teste 11 hypothèse de 11 égal i té de 11 espérance des moyennes si 

les variances des deux distributions sont égales. Sinon, il teste 

1 légalité des médianes (Marascui10, 1977). 

Ces tests sont plus efficaces que les tests précédents pour détec­

ter des divergences de la valeur centrale. 

b) La statistique 

Les statistiques de ces deux test sont présentées au tableau 2.4. 

Dans le test de la médiane, toutes les observations sont comparées à la 

médiane générale. Dans le cas du test de Mann-Whitney, chaque observa­

tion d'un échantillon est comparée à toutes celles de l'autre. Il y a 

donc un plus grand nombre de comparaisons, donc d'information qui entre 

dans la statistique de Mann-Whitney. 

c) Les autres caractéristiques 

Ces caractéristiques sont résumées au tableau 2.5. L 'EAR du test 

de Mann-Whitney (0,955) est supérieure à celle du test de la médiane. 
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Cette différence est vraisemblablement due à la plus grande quan­

tité d'information prise en compte dans le test de Mann-Whitney que 

dans celui de la médiane. 

Le test de Mann-Whi tney est un des tests non-paramétriques les 

plus utilisés en raison de sa puissance. L'EAR de ce test est toujours 

supéri eu re à 0,864 (Ma rascu il 0 1977), alors que dans certaines condi­

tions, celle du test du t de Student peut être de zéro; en effet, pour 

plusieurs distributions l'EAR du test non-paramétrique est supérieur à 

celle du test de Student (voir tableau 2.6). 

DISTRIBUTION EAR 

Normale 0,955 
Uniforme 1,0 
Logistique 1,097 
Douple exponentielle 1,5 
Exponenti elle 3,0 

Tableau 2.6 : EAR du test de Mann-Whitney par rapport à celle du test 
de Student (tiré de Hollander, 1973) 

On trouve au tableau 2.5 une formule modifiée de la variance, que 

lion doit considérer lorsqu'il y a des égalités entre les observations. 

L 'effet des égal ités est mi neur; il est plus marqué dans les cas où 

plusieurs observations ont la même valeur que dans celui ou il y a 

plusieurs cas d'égalité entre seulement deux d'observations. Le test 

utilisé sans correction est conservateur (Siegel, 1956). 
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Hollander (1973) présente une généralisation du test pour Ho telle 

que: 

Dans le cas du test de Mann-Whitney on a 6. = 0 sous 11 hypothèse 

Ho. Il est également possible de déterminer un intervalle de confiance 

pour 6.. Le test de Mann-Whitney peut également être modifié pour 

tester l légalité des variances (Connover, 1971). 

Le test de Mann-Whitney peut être également modifié dans le cas ou 

les mesures sont bornées par un maximum, un minimum ou les deux, dus à 

une cause externe: les limites dlun appareil de mesures par exemple. 

Hollander (1973) et Lehman (1975) donnent plusieurs références à ce 

sujet. 

2.4.4 Les tests basés sur les variables normalisées: Terry-Hoeffding, 

Van Der Waerden, Bell-Doksum 

a) Les hypothèses statistiques 

Dans le cas de ces trois tests, les hypothèses sont les mêmes que 

celle du test de Mann-Whitney. 
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b) La statistique 

Les stati sti ques rel atives à ces tests sont présentées dans le 

tableau 2.4. Pour ces trois tests, les données sont remplacées par des 

nombres dont la distribution est basée sur la loi normale. Les rangs 

sont remplacés parla valeur correspondante de la variable normale 

centrée réduite (Z) dans le test de Terry Hoeffding. Dans le test de 

Van der Waerden, c'est la probabilité empirique associée au rang qui 

est remplacée par le Z correspondant. Pour le test de Bell Doksum, on 

tire au hasard N valeurs de Z; on fait ensuite la SOIlllle des N valeurs 

de Z de même rang que les n observations d'un échantillon parmis toutes 

les N observations. L'utilisation de ce test impose l'entrée d'une 

autre composante aléatoire dans la variable, par la sélection au hasard 

des valeurs de Z. Ainsi on peut arriver à deux valeurs différentes de 

la statistique en faisant le test deux fois sur les mêmes données. 

c) Autres caractéristiques 

Elles sont résumées au tableau 2.5. L'EAR du test basé sur les 

valeurs normalisées, par rapport aut test t, lorsque la différence 

entre les distributions n'est due qu'à une différence de moyenne est 

toujours supérieure à l, quelque soit la distribution (Connover, 1971; 

Marascuilo, 1977). Ces trois test on la même fonction de puissance 

(Marascuilo, 1977). Dans les mêmes conditions, ces fonctions diffèrent 

peu de celles de Mann-Whitney (Lehman, 1975). Lorsque les populations 

d'origine ont une composante assymptotique réduite, par exemple pour 
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les lois normales et exponentielles, l'efficacité de ces tests est 

supérieure à celle du test de Mann-Whitney. C'est l'inverse si la 

composante assymptotique des distributions est grande comme dans le cas 

des distributions uniforme, logistique, double exponentielle, et Cauchy 

(Marascuilo, 1977). 

2.4.5 Discussion 

Certains tests applicables à la détection de tendances en saut ont 

été omi s : 

Le test de Tukey : un test prenant en compte peu d'information, dont la 

puissance n'est pas connue (Conover, 1971) 

Le test de "randomization" : ce test ne s'applique que pour les petits 

échantillons. Les tests de Mann-Whitney et les tests de valeurs norma­

lisées sont des adaptations plus fonctionnelles de ce test. 

Les tests pour les mesures à échelle nominale: Ces tests sont moins 

puissants que ceux décrits ici lorsque les données sont disponibles sur 

une échelle ordinale ou numérique. 

Une fois l'existence d'une différence entre les moyennes confirmée 

par ces tests, on peut utiliser d'autres procédures non-paramétriques 

pour estimer cette différence de même que l' intervalle de confi ance 
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de la différence théorique (Hollander, 1973; lehman,1975; Maras-

cuilo, 1977). 

les tests les plus puissants pour la détection dlune tendance par 

saut sont le test de Mann-Whitney et les tests basés sur les valeurs 

normalisées. Le choix entre les deux dépend des caractéristiques de la 

population dlorigine. En général, le choix de 1 1 un ou llautre est sans 

grande incidence sur la puissance (Marascuilo, 1977). Si lion consi­

dère de plus que le test de Mann-Whitney: 

• a presque la même puissance (0,955) que son équivalent paramétrique 

(test t) dans les conditions dlapp1ications optimales de ce dernier; 

• a une puissance qui nlest jamais inférieur à 0,84 et qui reste supé­

rieure à celle du test paramétrique (test t) lorsque la population 

nlest pas normale; 

• a une statistique dlun calcul plus simple que les tests de valeurs 

normalisées. 

On en conclut qulen général, le test de Mann-Whitney est préféra­

ble pour détecter une tendance en saut. 



- 48 -

2.5 Tendance en escalier 

2.5.1 La définition et les bases de la détection d'une tendance en 

escalier 

Une série dont la représentation graphique a la forme d'un esca­

lier peut être divisé en plusieurs échantillons correspondant à chacun 

des paliers. Le modèle de cette série est une répétition du modèle 

proposé pour les tendances en saut. On a alors : 

hL - II )k = a pour i ~ k 
J m 

~. = moyenne du palier avant le saut 
J 

lI m = moyenne du palier après le saut 

k = rang temporel des variables où il y a un saut entre le palier j et 

m. 

E. = variable aléatoire indépendante distribuée normalement de moyenne 
1 

zéro et variance 0 2 

Il s'agit donc de vérifier 1 1 hypothèse nulle 
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Ho ~1 = ~j = ~m' pour tout palier j, m. 

On constate une forte analogie du modèle et des hypothèses de ces 

tests avec ceux des tendances en saut. Cette ressemblance n'est pas 

fortui te car 1 es tests présentés i ci sont des formes général i sées des 

tests de tendance en saut. Les tests de Kruska11-Wa11is et de 

Terpstra-Jonckeere sont des versi ons à K échantillons du test Mann-

Whitney (Connover, 1971; Ho11ander, 1973). Le test de Puri est relié 

au test de Van der Waerden de la même façon (Puri, 1965). 

a) Hypothèses de base 

Les hypothèses de base que 1 es séri es doi vent respecter sont 1 es 

mêmes que ce 11 es énoncées pou r 1 es tests de tendance en saut (section 

2.4.1 a), sauf qu'elles s'appliquent à K échantillons au lieu de deux. 

2.5.2 Les tests de Kruska11-Wa11is, Terpstra-Jonckeere et Puri 

a) Les hypothèses statistiques 

L'hypothèse nulle de l'égalité des valeurs centrales des distribu­

tions des populations dont proviennent les K échantillons est la même 

pour les trois tests: 

~ . = ~ J m 
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Dans le cas de Kruskall-Wallis, 1 1 hypothèse alternative est 

Hl au moins 1 des ~j différent des autres. 

Pour les deux autres tests, cette hypothèse est précisée: 

Hl: ~l ~ ••• ~ ~j ~ ~m ,avec au moins une inégalité stricte. 

b) La statistique 

Les statistiques de ces tests sont présentées au tableau 2.7. On 

note que le test de Puri est basé sur une variable normalisée. 

c) Les autres caractéristiques 

Elles sont résumées au tableau 2.8. L'EAR des tests de Kruskall­

Wallis et de Terpstra-Jonckeere sont les mêmes que celle du test de 

Mann- Whitney (cf. 2.4.3 c) (Hollander, 1973). Dans les mêmes condi­

tions, le test de Puri a les mêmes propriétés asymptotiques que le test 

de Van der Waerden (cf. 2.4.4 c) (Puri, 1965). 

2.5.3 Discussion 

Les tests présentés ici sont des généralisations pour K échantil­

lons des tests de tendance en saut présenté en 2.4. 
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Hypothèse Statistique Noms 

Base For.ulation .athéaatique 

HO = les k échantillons 
12 K R2 

La SOlll'lle des rangs pour chaque échan- li = --- • j~l r!- - 3(N+l) Kruska11-lIal1is 
N(N-I) j 

ont la même fonction tillons (rang dans l'échantillon 
de distribution total) où 

Hl c les k échantillons 
n'ont pas la même 

fonction de distri­
bution 

où 

Ho : ~i • ~j c ~m 

L'égalité des variances 
est supposée ou confirmée 

Ho = les k échantillons Chaque échantillon est comparé au 

ont la ~ moyenne suivant. On apparie les observations 
de même rang, et l'on co~te les 
couples 
concordants: là où la valeur y du 1er 

échantillon est inférieure à celle du 

K = nOMbre d'échantillons 
nj c effectif de l'échantil­

lon j 

Rj S somme des rangs de 
l' échantf 11 on j 

K-1 
J = L 

ual 

K 
L Uuv ' où 

v=u+l 

Hl = les moyennes des 
échantillons sont 
ordonnées : 

2e K c nb. d'échantillons 

~l < ~j < ••• ~m 

avec au moins 1 inégalité 
stricte 

La SOMMe des valeurs nOrMalisées des 
rangs de l'échantillon, dans l'échan-

t1110n total 

Tableau 2.7 Classification des tests de tendance en escalier 

u = indice du 1er échantillon 
de la comparaison 

v = indice rlu 2e échantillon 
de la comparaison 

nu = effectif de u 
nv = effectif de v 

o (Yiu' Yiv l = 1 si Yiu < Yiv 
o (Yiu ' Yivl = 0 autrement 

K 
P = L (LK • EK l, où 

K-1 
K s nb. d'échantillons 

Lk • nc si n'est pair 
2nc si n'est impair 

n = effectif de l'échantillon 
c = coefficient de constraste 

linéaire, dépend de n 
Table: (Berenson, 19781. 
Ek : So~ des valeurs norma­

lisées des rangs d'obser­
vation de l'échantillon k 
dans l'échantillon total 

(Table A-IS, Harascuflo, 19771 

Terpstra­

Jonckeere 

Puri 



Petits 
Correction pour les échantillons 

Nom cas de valeurs égales (table) 

H 
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Valeurs critiques 

Grands échantillons 

Approximation Correction 
Continuité 

ERA 

Conover, 1971 H < X2k_1;a + Ho pas rejeté H>Xk
2 1. 0,955 

- ,a 

pour K = 3 et 
et nk < 5, H > X2 k_1;a + Ho rejeté, où alors : 

S = nb de groupes de 
rang égaux 

(p. 393.) Si-
non on util i se 

t s z nb de valeurs dans l'approxima­
tion x2 

un groupe de rang 
égal 

Terpstra- Si Y = Y alors Hollander 

Jonckeere 

Puri 

iu iv 

(p. 311) 

a (Yiu' Yiv) = ~ Odeh 

Si plusieurs valeurs 

ont la même valeur, on 
leur donne le même 

rang : le rang moyen 

(p. 919) 

H - ~ 

X2 = K 1· - ,a 
valeur du chi-carré H<X2K- l . 

alors. ,a 
à K-1 d.l. et seuil H + ~ 
a 

k 
N2 - l nj2 

j=l 
E(J) =----

4 

Var (J) = [N2 (2N+3) -
k 
l N2 (2N +3)] / 72 

j=l j j 

Valeur critique pour P au 
seuil a : 

Pcr = Zl_a • op où 

n K 
n l l E2 
i"l k=l K 

° = l L 2 
P N-1 k=l k 

Voir Berenson 1978 pour 
tables de op pour : 
5<n<2O 
3 < k < 7 

J>E(J ), 

alors : 

j - ~ 

J < E (J) 

alors : 
J + ~ 

Tableau 2.8 Caractéristiques des tests de tendance en escalier 

0,955 

l,DO 
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Le test de Kruskall-Wallis nlen est pas un de détection de tendan­

ce à proprement parler. Il vérifie l'égalité des distributions des 

paliers. Le rejet de Ho n'implique pas l'existence d'une tendance. 

Par exemple, l'hypothèse Ho pourrait être rejeté dans le cas ou on 

aurait trois paliers, successivement très haut, très bas et très haut. 

Ce test est robuste aux différences des autres paramètres (écart type, 

assymétrie) des distributions (Marascuilo, 1977). 

Si le niveau des paliers croit ou décroit dans le temps, on utili­

sera un des deux autres tests. La raison est bien simple: pour ces 

deux tests le rejet de Ho implique l'acceptation d'une hypothèse alter­

native qui précise le sens de la tendance. Le choix à faire entre ces 

deux tests nlest pas évident. Il repose sur les mêmes considérations 

par rapport à la population d'origine que celles détaillées en 2.4.3.c. 

pour les tests de tendance en saut. Ainsi, on utilisera le test de 

Puri dans des conditions similaires à celle du test de Van der Waerden 

et le test de Terps tra-J onckeere, dans les condi t i ons où lion choi si t 
~ 

plutôt le test de Mann-Whitney. Etant donné le parallèle avec les 

tests à 2 échantillons, on s'attend à ce qu'il nly ait pas une grande 

différence de puissance dans l'utilisation des test de Puri et de 

Terpstra-Jonakeere. 
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3. APPLICATION DES TESTS AUX SÉRIES TEMPORELLES 

Ce chapitre expose la problématique de l'utilisation des tests sur 

les séries temporelles en insistant particulièrement sur 1 1 inadéquation 

entre les exigences théoriques des tests (3.1) et certaines caractéris­

tiques des séries observées (3.2). 

En 3.3 et 3.4, on résume et commente les façons dl adapter les 

tests pour prendre en compte les particularités des séries. 

Les séries inadéquates pour les tests sont caractérisées par un 

effet de persistance (3.2.1), une périodicité (3.2.2), ou les deux 

(3.2.3). À ces troi s types de séri es, correspondent respecti vement 

trois types d'adaptation des tests: la méthode de Lettenmaier (1976) 

(3.3.1); de Hirsch et al. (1982) (3.3.2) et de Hirsch et Slack (1983) 

(3.3.3). Pour ces trois mêmes types de série, mais caractérisées par 

des tendances en saut plutôt que monotone, des éléments de solution 

sont proposés en 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3. 

Les auteurs cités précédemment ont choisi pour l'étude de tendan­

ces monotones les tests de Kendall, de Spearman et de Mann-Whitney. 

La revue des tests effectuée au chapitre précédent a d'ailleurs démon­

tré que ces trois tests sont, de manière générale, les plus perfor­

mants. Ce sont donc eux que nous retiendrons dans la suite. 
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3.1 Exigences théoriques des tests les hypothèses de base 

Les troi s types de tendance présentés au chapi tre 2 peuvent être 

décrites par un modèle: 

~ ou 

Y.=dx.)+€. 
111 

.(x.) une fonction de x. particulière au type de tendance; 
1 1 

(éq. 3.1) 

€i est la partie de Yi non expliquée par la tendance: l'erreur. 

Les tests de œtecti on de tendances nécessi tent deux condi ti ons 

d'application sur les erreurs €i. 

1- les €. doivent provenir d'une même population continue de moyenne 
1 

nulle et de variance cr 
€i 

2- les €. doivent être mutuellement indépendants. 
1 

Lorsque les tests sont app 1 i qués à des séri es ne respectant pas 

ces conditions, les erreurs de type 1 et 2 (a et S) déduites de la 

théorie peuvent changer. La conclusion du test peut alors être erro­

née. Avant d'utiliser un test il est préférable de vérifier si les 

observations respectent ces deux hypothèses de base. 
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Cette vérification ne peut se faire à partir des erreurs E. puis­, 
qu'elles ne sont pas connues. On utilise alors les résidus ei qui sont 

des approximations des erreurs (Brown 1976; LLamas et Triboulet 1976). 

Dans le modèle général présenté plus haut, s'il n'y a pas de ten-

dance: 

T{X) = 0 donc y. = E. , , (éq. 3.2) 

On peut alors utiliser les valeurs de y, pour vérifier les condi­

tions d'application (ou hypothèses de base). Par contre si T{xi ) * 0, 

il faut soustraire la composante expliquée par la tendance. On se 

retrouve alors dans un cercle vicieux: il faut connaitre la tendance 

pour vérifier si les conditions d'application des tests de détection de 

cette tendance sont respectées. La solution est de faire une approxi­

mation de la tendance. Cette approximation se fait par la méthode 

usuelle d'ajustement d'un po1ynome dont les coefficients sont détermi­

nés par la méthode des moi ndres carrés. Fréquemment l' approximati on 

linéaire est suffisante (Llamas et Triboulet 1976). On obtient ainsi 

T{x i ) une approximation de T{x i ). On a donc: 

, 
ou 

y.= T{x.) + e. , , , (éq. 3.2) 
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T(x i ) = composante de Yi expliqué par l'approximation linéaire de la 

tendance; 

e i = Yi - Ti est le résidu, c'est-à-dire la composante de Yi non prise 

en compte T(x i ). C1est une approximation de l'erreur €i. 

La vérification des hypothèses de base se fait alors à partir des 

rési dus e .• 
1 

3.1.1 Hypothèse de l'égalité des distributions des erreurs 

La méthode des moindres carrés à partir de laquelle on obtient les 

résidus consiste à ajuster une droite de façon à minimiser la somme des 

carrés des résidus. Puisque les ei sont des estimations des €i tels 

que E(€ i) = 0, le modèle ajusté est tel que la moyenne e des ei est 

nulle. On a donc: 

1 N 
- 2. e. = 0 
N i=l 1 

et 
N 
l e. = 0 

i=l 1 

Il reste donc à vérifier si les ei ont la même variance autour de 

zéro puisque les €. proviennent d'une même population donc Var 1::. = 0 • 
1 1 1:: 

Une première approche pour cette vérification consiste à examiner le 

graphique des ei en fonction du temps. 
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FIGURE 3.1 Graphe des résidus en fonction du temps. 

c) 

La figure 3.1a illustre le cas où les e; suivent une même loi de 

distribution. La variance autour de zéro est constante et il y a 

homoscédasticité. 

En 3.1b la variance augmente avec le temps, elle n1est pas cons-

tante, il Y a hétéroscédasticité. Dans ce cas, la première hypothèse 

base n1est pas respectée. 

D'une façon rigoureuse, on peut tester si la valeur absolue des 

résidus est relié au temps de façon significative par le test de Spear­

man (Brown, 1975). 

La statistique utilisée est: 

1 - 6 
n 
i D? 

i=1 1 

r =-----s 
(éq. 3.3) 
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où Di = (i - Vi) avec 

i rang temporel de l'observation Yi; la première observation a le 

rang 1 et la dernière, le rang N; 

Vi: rang de leil, la plus petite valeur de leil a le rang 1 et la plus 

grande, le rang N. 

Le tableau 2.2 indique la manière de déterminer les valeurs 

critiques du test. 

Si r est différent de zéro pour le niveau de signification choi-
s 

si, on conclut à l'hétéroscédasticité c'est-à-dire au rejet de l'hypo-

thèse de base d'égalité des variances de ei • Ce type d'hétéroscédasti­

cité (croissance monotone) n'est qu'une des façons dont la variance 

peut changer. Dans 1 e cas où ell e changerai t de façon brusque, on 

pourrait utiliser un des tests de comparaison de la variance (Marascui-

10, 1977). En fait, le test à utiliser dépend du graphique et du type 

d'hétéroscédasticité soupçonnée. 

Dans les cas de périodicité, le graphique des résidus sera d'un 

troisième type, illustré à la figure 3.1c. La composante déterministe 

cyclique fait varier la valeur des résidus de l'approximation linéaire 

de façon non aléatoire. On voit que la distribution des résidus n'est 

donc pas la même pour tout Yi. 

Une périodicité dans les données aura aussi pour effet d'infirmer 

l'hypothèse de base d'indépendance mutuelle de résidus. 
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3.1.2 Hypothèse de l'indépendance des erreurs 

Si une série ne comporte pas de tendance, on aura: 

P [y. < y .] = P [y. > y .] = 1/2 
1 J 1 J 

où, i < j. 

Par contre, si il y a une tendance croissante, on remarquera que: 

P [y. <y.] > P [y. >y.] 
1 J 1 J 

pour i < j 

Dans ce cas, on constate que l'observation Yj n'est pas indépendante de 

Yi' Quel que soit Yi' Yj aura tendance à être plus élevé. Les tests 

de détecti on de tendance procèdent en mesurant cette dépendance entre 

les observations. 

Si les observations sont correlées (dépendantes) mais que cette 

dépendance est due à un phénomène autre qu'une tendance, on comprend 

que le test pourrait conclure à l'existence d'une tendance alors qu'il 

n'yen a pas. Pour cette raison, le test pose l'hypothèse de base que 

les observations sont indépendantes, sauf pour l'effet de la tendance. 

C'est-à-dire que les résidus e
i 

obtenus par soustraction de la tendance 

sont indépendants. 
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Dans les séries temporelles de variables de la qualité de l'eau, 

en plus de la tendance, deux phénomenes peuvent créer de la dépendance 

entre les observations. Il s'agit de la périodicité et de la persis-

tance. Pour que le test ne conclue pas à 11existence d'une tendance 

lorsqu ' i1 nly en a pas (erreur de type 1), il faut éliminer 11effet de 

ces phénomènes. Clest 110bjectif des méthodes proposées en 3.3 et 3.4. 

La section 3.2 présente le sens physique de la périodicité et de la 

persistance. Les méthodes permettant de vérifier 11 indépendance sont 

présentées ici. 

La dépendance mutuelle entre les e. peut être vérifiée par le , 
test d'Anderson (1942). On calcule le coefficient d' autocorré1ation 

d'ordre 1, c'est-à-dire la corrélation entre un résidu (e i ) et le sui­

vant (ei+1). 

Le coefficient rI est défini par: 

N 
(e . e2 + . . . + e . e;+1 , , + e n el ) - 1.: e~ 

i=1 ' 
) / N 

rI = (éq. 3.4) 
N N 
1.: el - ( 1.: e.)2 / N 

i=1 i=1 ' 

Il varie entre -1 et 1. Si: 

rI ~ 1 il y a autocorré1ation positive ou dépendance directe entre ei 
et ei+1• Par exemple si ei est grand, ei+1 aura tendance à 

être grand; 
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Figure 3.2 : Valeur de r} significatives aux seuils 5 et 1 % en fonc­
tion de N (tlré de Bobée et Cluis, 1979). 
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rl ~ 0 il nly a pas autocorré1ation ou dépendance entre ei et ei+1; 

r l ~-1 il Y a autocorré1ation négative ou dépendance inverse entre ei 
et ei +1• Par exemple si e i est petit, ei+1 aura tendance à 

être grand. 

La figure 3.2 donne les valeurs significatives de rl en fonction 

de la taille de la série et du niveau de signification Cl. On trouve 

les formules exactes dans Bobée et Cluis, 1979. 

Le test dl Anderson exami ne 11 hypothèse Ho: Pi = 0 où Pl est le 

coefficient théorique estimé par rl. 

Par exemple, pour une série de 60 observations ayant un rl = 0,4, 

on di ra, au ni veau de 1 %, que 1 e e. sont dépendants, que 11 hypothèse , 
de base nlest pas respectée puisque la valeur critique pour Cl = 0,01 

donné par la figure 3.2 est r l = 0,32. 

L'étude de la dépendance entre les valeurs de la série sera plus 

complète si le coefficient d' autocoré1ation est calculé pour différents 

pas de temps. Anderson (1942) a généralisé son test aux coefficients 

d'autocorélation d'ordre 2 (entre ei et ei+2), d'ordre 3 (entre ei et 

ei +3) etc. L'équation qui suit donne le coeffiient d'autocorrélation 

pour un pas (ordre) de temps (p) choisi. 
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N-P 
~ e. 

i=l 1+P 

(éq. 3.5) 

(Llamas et Triboulet, 1976) 

Pour une série de taille N, plus llordre p est grand, moins il y a 

de valeurs pour calculer le coefficient. Les coefficients pour les 

ordres élevées sont donc sensibles aux variations aléatoires de la 

série. Pour cette raison, il est dlusage de limiter le calcul des 

P 
coefficients aux ordres 1 à p tel que - ~ 0,10 (Chow, 1964). 

N 

Le calcul des coefficients rp est important dans le cas des séries 

périodiques. En effet, on comprend que pour une périodicité dlun pas 

de temps p il Y aura corrélation positive entre les observations sépa­

rées dl un temps de p (donc r p > a) et corrélation négative entre les 

observations séparées dlun temps de P/2. 

~ 

A moins qulil nly ait périodicité, la dépendance entre les obser-

vations diminue lorsque augmente le temps qui les sépare. Le coeffi-

cient le plus élevé est alors rI. Le test doit porter sur le plus 

grand coefficient, le plus différent de zéro. Si ce coefficient nlest 

pas rIt on trouvera dans Anderson (l942) les procédures pour évaluer 
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les niveaux significatifs des coefficients autre que rI' On appelle 

corré10gramme, le graphique de r en fonction de p. 
p 

3.2 Caractéristiques pratiques des séries observées: la persistance 

et la périodicité 

Cette section introduit deux caractéristiques très fréquentes des 

séries temporelles observées en pratique et ayant pour effet d'infirmer 

les hypothèses de base (conditions d'application) des tests. 

3.2.1 La persistance 

Les facteurs, naturels ou non, déterminant la valeur d'une mesure 

ne sont pas des phénomènes instantanés. Ils agissent selon des échel­

les de temps très variables. Certains facteurs influençant une varia­

ble peuvent être assez stables et font que la valeur a tendance à se 

maintenir dans le temps. On peut constater cette persistance si la 

fréquence d'échantillonnage est assez élevé par rapport aux taux de 

variation de la variable. Dans un tel cas, les valeurs qui se suivent 

dans la série auront des valeurs voisinnes. Par exemple, les petites 

valeurs seront plus fréquemment suivies par une petite valeur que par 

une grande. Les observations ne sont donc pas indépendantes de celles 

qui les précèdent. Dans une telle série, il y a autocorré1ation ou 

dépendance entre les observati ons. Le processus générant cette séri e 

est dit autorégressif. 
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Cette autocorrélation peut-être mesurée par les coefficients d'au­

tocorrélation et la signification de ces coefficients peut être testée. 

Si le coefficient est significatif c'est que les observations ne sont 

pas indépendantes et que la deuxième hypothèse de base des tests n'est 

pas respectée (section 3.1.2). 

Dans plusieurs cas, la dépendance (mesurée par rIt (3.4) et rp' 

(3.5)) dimi nue avec le temps séparant les observati ons. Le processus 

est dit markovien d'ordre 1 si la diminution est telle que: 

(éq. 3.6) 

La figure 3.3 illustre la forme du corrélogramme obtenu dans ce cas. 

r s 

1 

a 

o p 

Fi gure 3. 3: Corrélogramme d' un processus autorégress if, /vIa rkov i en 
d' ordre 1 

Si une observation est corrélée à la précédente, une partie de 

l'information qu'elle contient était déjà contenue dans par l'observa­

tion précédente. Ainsi, par extension, on comprend que N observations 

corrélées entre elles n'apportent pas autant d'information que N obser-
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vations indépendantes. C'est pour cette raison que les tests, qui 

considèrent toujours le nombre N, ne peuvent être utilisés rigoureuse­

ment si les observations sont dépendantes. 

Une solution à ce problème est de déterminer le nombre d'observa­

tions indépendantes N'équivalent aux N observations correlées en ter­

mes de contenu en information. C'est l'approche de Lettenmaier (1976) 

résumée et commentée en 3.3.1 

3.2.2 La périodicité 

Plusieurs variables sont reliées à des cycles, par exemple: le 

cycle des saisons. Ces variables ont un comportement périodique évi­

dent. La température de l'eau en est un exemple. 

Dans une série de température de l'eau, on constatera que les 

observations de janvier s'éloignent plus de la moyenne annuelle que 

celle de mai. Les écarts par rapport à cette moyenne ne proviennent 

donc pas d'une même loi de distribution. La première hypothèse de base 

des tests ne sera pas respectée si les résidus qui ont servi à la véri­

fier sont ceux qui restent d'une approximation linéaire de la tendance 

de la moyenne. De plus, tel qu'expliqué en 3.1.2, la périodicité crée­

ra de l'autocorrélation significative et entrainera le rejet de la 

deuxième hypothèse de base. 
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Une façon de contourner ce problème est de diviser la série origi­

nale en sous-séries. Chaque sous-série comprend les observations qui 

sont affectés de la même façon par la composante cycl i que. Par exem­

ple, pour une série de données mensuelles d'une durée de cinq ans, on 

pourrait faire 12 classes correspondant aux douze mois de l'année. 

Chaque sous-série comprendrait les cinq observations d'un même mois, 

affectées de la même façon par le cycle annuel. La subdivision pour­

rait aussi se faire en quatre sous-séries correspondant aux saisons. 

En fait, le nombre de sous-séries importe peu, l'essentiel étant que 

les observations d'une sous-série soient affectées de façon homogène 

par la composante cyclique et qu'ainsi les résidus des observations 

d'une sous-série proviennent d'une même loi de distribution. La pre­

mière hypothèse de base est alors respectée à l'intérieur des sous­

séries. C'est sur cette approche que la méthode de Hi rsch et al. 

(1982) présentée en 3.3.2 est basée. 

3.2.3 La persistance et la périodicité 

Plusieurs séries présentent à la fois les phénomènes de per­

sistance et de périodicité. Dans la série des températures, en plus de 

la périodicité, on remarquera une persistance : les mesures diffèrent 

peu si elles sont rapprochées dans le temps. 

La figure 3.4 illustre le corrélogramme obtenu dans ce cas. Pour 

des observations mensuelles r passe par un maximum (corrélation posi­
p 

tive) au pas de temps de 1 an et ses multiples. Ils passe par un mini-
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mum (corrélation négative) au pas de ~ an et ses f'IlJltiples, mais plus 

les observations sont éloignées, plus l'autocorrélation diminue en 

valeur absolue. 

Figure 3.4 

r p 

1 

o 

o 1/2 3/2 P(an ) 

Corrélogramme d'un processus autorégressif avec périodici­
té 

La méthode de Hirsch et al. (1982) basée sur la division de la 

série en sous-séries homogènes tant qu'à l'effet de la composante cy-

clique suppose qu'il n'y a pas de dépendance entre les observations 

sauf pour celle due à la tendance ou à la périodicité. Pour les séries 

ayant une dépendance résiduelle due à la persistance, les tests, basés 

sur la mesure de la dépendance, pourraient détecter une tendance alors 

qu'il n'yen a pas. Hirsch et Slack (1984) ont étendu la méthode de 
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Hirsch et al. (1982) pour tenir compte de ces séries à périodicité et 

persistance. Cette méthode est présentée en 3.3.3. 

3.3 Adaptation et application des tests aux séries dans le cas des 

tendances monotones 

3.3.1. Séries avec persistance 

a) Résumé de la méthode (Lettenmaier, 1976) 

La section 3.2.1 se termine en présentant le concept des N' obser­

vations non correlés contenant la même quantité d'information que N ob­

servations correlées. 

Pour une série markovienne (voir en B) ce N équivalent à utiliser 

dans les tests est donné par: 

1 

N' 

où: 

1 
-+ 
N 

2 

rI est le coefficient d'autocorrélation d'ordre 1 

N est l'effectif de l'échantillon 

N'est le nombre équivalent d'observations non corrélées 

t est l'intervalle d'échantillonnage 
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La puissance dlun test de détection de tendance dépend de 1lamp1i­

tude de la tendance, de la taille de 11 échanti110n et de la variance de 

cet échantillon. La puissance du test est directement proportionnelle 

aux deux premiers et inversement proportionnelle au troisième, la va-

riabi1ité ~ant pour effet de masquer la tendance. Lettenmaier résume 

ces troi s facteurs en un coeffi ci ent : Nt' dont 1 a défi ni ti on dépend du 

type de tendance étudiée. Si les observations sont corre1ées et que 

lion a calculé NI, on a NI 
t 

NI = 
t 

Tr [NI (NI + 1) (NI _ 1)]112 

NI (12)1I2S 
(éq. 3.8) 

où Tr = TN et où T = est la pente de la tendance estimée par: 

avec 

"-

xi = xi - xi 
", 

Yi= Yi - Yi -xi et Yi sont les moyennes des x et des y 

N est la taille de 11 échanti110n 

s est 1lécart-type de 11 échanti110n 

Le NI t calculé, on obtient la puissance du test au seuil Cl = 0,05 

par la figure 3.5. 



B 1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

- 73 -

3,0 4,0 N' t 

Figure 3.5 : Puissance (B3) du test de Spearman en fonction de N~ au 
seuil a = 0,05 (tiré de Lettenmaier, 1976). 

b) Commentaires 

On peut donc évaluer la puissance (au seuil a = 0,05) du test de 

détection des tendances lorsque les données sont corre1ées. Il faut 

cependant remarquer que cette méthode s'applique mal lorsque le proces­

sus n'est pas strictement ~\arkovien. En effet, il est démontré que 

l'estimation du nombre équivalent d'observations indépendantes I~' (par 

la relation 3.8) est très sensible aux déviations du modèle f.'larkovien 

(Cluis, 1982). 

Il devient donc essentiel de vérifier le caractère Narkovien d'or-

dre 1 de la série. Pour fai~ cette vérification il faut: 

- fai~ une approximation de la tendance et calculer les résidus; 

- ajuster un modèle markovien d'ordre 1 à ces résidus; 

- calculer les résidus du modèle markovien ajusté et en vérifier la 

normalité. 
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Cette vérification allourdie l'application de la méthode. Pour 

Si assurer du caractère Markovien très strict, il faudrait imposer un 

niveau Cl très exigeant pour le test de normalité des résidus. On 

trouve en 4.3.2 le type de modèle à ajuster et en annexe 2, un test de 

normalité à utiliser sur les résidus. Ce test, de même que son équiva­

lent paramétrique ne sont pas puissants. L'examen visuel de l'ajuste­

ment entre l'histogramme des résidus et une courbe normale ayant les 

mêmes paramètres serait plus révélateur. 

3.3.2 Séries avec périodicité 

a) Résumé de l a méthode (Hi rsch et a 1. 1982) 

Après avoir subdivisé la série de la manière décrite au paragraphe 

3.2.2, Hirsch et al. (1982) démontre que lion peut calculer la statis­

tique du test de Kendall pour chacune des sous-séries, faire la somme 

de ces statistiques et utiliser cette somme pour tirer la conclusion du 

test. 

La méthode de Hirsch est illustrée dans l'exemple qui suit. La 

figure 3.5 et le tableau 3.1 donnent les valeurs d'une série fictive de 

données mensuelles d'une durée de 6 ans. Le coefficient d'autocorréla­

tion d'ordre 1 de la série estimé par rl = 0,62 (éq. 3.4) est très 

significativement différent de zéro. La méthode proposée ici ne 

s'applique pas à ce cas de série à dépendance. Toutefois, la méthode 

est utilisée sur cette série à titre d'exemple de calcul et pour illus­

trer, par comparaison avec la méthode utilisée en 3.3.3, l'effet de la 
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dépendance su r 1 e résu 1 tat du tes t. La séri e est subdi vi sée en 12 

sous-séries correspondant aux 12 mois. 

On admet que pour le .œme moi s K, (K = 1 à 12) les observations pro­

viennent d'une même population. 

On définit la statistique mensuelle Sk de Kendall par: 

où B [0] = +1 si 0 > ° 
° si 0 = ° 

-1 si 0 < ° 

\= 
Nk-1 Nk 

L L 
i=l j=2 

i<j 

K = 12 est le nombre de sous-séries 

B [x. -x.] 
1 J 

(éq. 3.9) 

k est l'indice de la sous-série; k = 1 à 12 pour le cas d'une subdivi-

i 

Nk 

sion mensue 11 e 

et j = indices des observations des années i 

séries. 

= nombre d'observation dans la sous-série 

Nk = 6. 

Pour k = 1 (janvier) on a les observations: 

4,0 - 3,9 - 3,3 - 3,4 - 4,0 - 4,0. Pour 

et j dans les sous-

k. Dans cet exemple 
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Tableau 3.1 Données mensuelles fictives sur six ans. 

.. 
JAN. FEV. MAR. AVR. MAI JUI.JUIL. AOU.SEPT. OCT. NOV. DEC. 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
an 

70 4,0 3,8 3,4 2,6 0,7 0,7 1,1 2,8 2,5 3,5 4,0 4,1 
71 3,9 3,5 3,1 2,3 1,7 1,6 1,7 2,1 3,0 3,4 3,4 3,5 
72 3,3 3,0 2,3 1,5 0,8 0,4 1,5 1,4 2,1 2,7 3,7 4,5 
73 3,4 2,8 3,0 1,4 1,1 1,0 1,6 2,3 2,8 3,3 3,5 3,7 
74 4,0 4,2 3,0 1,3 1,6 1,5 1,2 1,3 1,6 1,3 3,0 4,7 
75 4,0 3,5 3,0 2,5 2, 1,4 0,4 0,2 1,0 2,8 3,0 1,8 

Figure 3.6 Graphique des données mensuelles fictives 

5 

4 

1 

O ~ ____ ~~ ____ -=~ ______ ~ ____ ~~ ______ ~ ______ ___ 
71 72 73 74 75 70 
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i = 1 et j = 2, on a (4,0 - 3,9) > 0, donc B (0) vaut 1 

.. .. .. j = 3, on a (4,0 3,3) > 0, donc B ( e) vaut 1 

.. .. .. j = 4, on a (4,0 3,4) > 0, donc B (0) vaut 1 

.. .. .. j = 5, on a (4,0 4,0) = 0, donc B ( 0) vaut ° 

.. .. .. j = 6, on a (4,0 - 40) = ° donc B (e) vaut ° , , 

i = 2 et j = 3, on a (3,9 - 3,3) > 0, donc B (0) vaut 1 

.. 

.. 

.. 

.. 

.. 
.. 

.. j = 4, on a (3,9 - 3,4) > 0, donc B (0) vaut 1 

.. j = 5, on a (3,9 - 4,0) < 0, donc B (e) vaut-1 

.. j = 6, on a (4,0 - 4,0) < 0, donc B (0) vaut-1 

i = 3 et j = 4, on a (3,3 3,4) < 0, donc B (e) vaut-1 
.. .. .. j = 5, on a (3,3 4,0) < 0, donc B (e) vaut-1 

.. .. .. j = 6, on a (3,3 - 4,0) < 0, donc B (e) vaut-1 

i = 4 et j = 5, on a (3,4 - 4,0) < 0, donc B (0) vaut-1 

.. .. .. j = 6, on a (3,4 - 4,0) < 0, donc B (0) vaut-1 

i = 5 et j = 6, on a (4,0 - 4,0) = 0, donc B (0) vaut ° 
-2 

Donc pour janvier (k = 1): Sk = SI = -2. 

Le tableau 3.2 donne les valeurs de Sk pour tous les mois, calculées de 

la même façon 
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 l S =S 
k 

Sk -2 +2 +6 +3 +9 -3 +3 +11 +9 +11 +4 -3 +31 

Tableau 3.2 : Valeur de la statistique de Kendall pour chaque mois et 

valeur totale 

K 
La statistique totale = S = L S = + 31 

k=1 k 
(éq. 3.10) 

Pour calculer la probabilité que S = 31 lorsqu'il nly a pas de 

tendance on utilise une approximation de la loi normale. On se sert de 

l'espérance mathématique de S définie par: 

puisque E (Sk) = 0 

K=12 
E (S) = L E (Sk) = 0 

k=1 

- La variance de S est telle que: 

K=12 K=12 K=12 

(éq. 3.11) 

VAR (S) = L Var (\) + l l Cov (Sg,Sk) (éq. 3.12) 
k=1 g=1 k=1 
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Dans les séries où il y a indépendance des observations, la sta­

ti sti que cal cul ée pour un moi s sera indépendante de ce" e des autres 

mois. Donc, le terme Cov (Sk,S9) = 0, la variance de S se réduit au 

premier terme de l'équation. 

avec: 

K=12 
Var (S) = IVar (Sk) 

k=l 

T 

(éq. 3.13) 

N
k 

(N
k 

- 1) (2N k + 5) - L (ti - 1) (2ti - 5) 

Var (Sk) = ------------------------------
18 

ou 

Nk est l'effectif de la sous-série k 

t
i 

est le nombre d'observation dans chaque cas d'égalité 

T est le nombre de cas d'égalité 

Slil n'y a pas de valeurs égales: 

VAR (\) = -----------
18 

(éq. 3.14) 

(éq. 3.15) 
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Par exemple, pour janvier (k = 1), il Y a trois observations de 

valeur 4,0. On a donc Nk = 6 et t i = 3 

6 (6-1) (2-6+5) - (3-1) [(2 • 3) + 5] 
Var (SI) = ------""""1=8------- = 24,7 

En calculant de la même façon pour les autres mois on obtient les 

résultats du tableau 3.3. 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 la 11 12 E 

VAR(Sk) 24,7 27,8 28,3 28,3 28,3 28,3 28,3 28,3 28,3 28,3 27,8 28,3 335 

Tableau 3.3 Variance des Sk 

Donc, d'après l'équation (3.13), on obtient: 

Var (S) = 335 

En corrigeant pour la continuité, on obtient la variable Z normale 

centrée et réduite. 
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S - 1 
Z =----

Var (S) ~ 

z = o 

S + 1 
Z =----

VAR(S)~ 

Dans cet exemple on obtient: 

Z = 
31 - 1 

1335 

si S > 0 

si S = 0 (éq. 3.16) 

si S < 0 

= 1,63 

La table de la loi normale centrée, réduite donne 

P [Z > 1,63] = 5,16 %. On peut donc rejeter 11 hypothèse de 11 absence 

dlune tendance, à 5,16% dlerreur. S est positif ce qui veut dire que 

les valeurs du début de la série sont supérieures à celles de la fin. 

La tendance est donc décroissante. On verra que la méthode de Hirsch 

et Slack (1983), tenant compte de llautocorrélation nlarrive pas à la 

même conclusion. 

Remarque: L 1 examen du tableau 3.2 montre que la valeur de Sk des mois 

8, 9 et 10 contribuent largement à la valeur de S. En 

refaisant le calcul après avoir éliminer ces mois on a Si. 

7,12 
Si = l: S =1 

k=l,l1 k 
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et 

VAR (S') = 250,1 

On a alors 

1 - 1 
Z' = = 0 

1250,1 

Dans ce cas, il n'y a pas de tendance. La tendance décelée au 

premier examen serait due à l'effet des mois d'août, septembre et octo­

bre. 

b) Commentaires 

Les résultats de Hirsch et al. (1982) démontrent que cette méthode 

est robuste dans les cas de périodicité et de non-normalité des séries. 

Cependant, elle ne peut être utilisée que sur les séries dont la dépen­

dance résiduelle, celle obtenue après avoir enlevé la tendance et la 

périodicité est nulle. Il ne doit y avoir de dépendance autre que 

celle due à la périodicité ou à la tendance. 

Cette méthode est sensible, même à des niveaux de dépendance rési­

duelle considérées non-significatifs par le test d'Anderson (1942). 

Par exemple, pour des données mensuelles sans tendance observées durant 

10 ans (N = 120), le seuil significatif de rI à 5 % est 0,17. Hors, à 
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rI = 0,17 et N = 120, les simulations de Hirsch et Slack (1984) démon­

trent que le niveau a du test, fixé à 0,05, passe en fait à 0,082, au­

delà de l'intervalle de confiance autour de a : 0,04 à 0,06. 

On en conclut que 

- si rI (éq. 3.4) calculé après avoir retiré la tendance, est signifi­

catif au niveau de 5 % (fig. 3.2), on ne peut utiliser la méthode 
# proposee; 

il Y a une zone grise où le test d'Anderson (1982) ne détecte pas un 

r l significatif mais où la méthode exposée ici ne peut être appliquée 

de façon exacte. Pour N = 120, cette zone est de rl = 0,10 à 0,17. 

- pour des séries dont la tendance a été retirée de N < 120, r l < 0,10 

est un seuil conservateur et la méthode peut être utilisée. 

On utilise le coefficient rI pour vérifier l'applicabilité de la 

méthode car s'il n'y a pas de persistance, rl ne devrait pas être dif­

férent de zéro, alors que le r correspondant au pas p du cycle pour­
p 

rait être différent de zéro. 

En terme de puissance, cette méthode est supérieure aux équiva-

lents paramétriques avec ou sans correction pour la périodicité sauf si 

la série est courte, normale et qu'il n'y a pas de périodicité. L'uti­

lisation du test de Kendall, tel que proposé ici, peut donc être géné-
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ralisée car le cas décrit plus haut est rare et parce que la méthode de 

Kendall peut-être supérieure aux autres tests même pour des cas de non­

normalité non détectable par les méthodes usuelles. 

La méthode arrive à détecter des tendances non visibles par un 

examen visuel des graphique de données (Hirsch et al., 1982). 

3.3.3 Séries avec persistance et périodicité 

a) Résumé de la méthode (Hirsch et Slack, 1984) 

Lorsque entre les observations il y a de la dépendance autre que 

celle due à la périodicité ou à la tendance, c'est-à-dire la persis­

tance, la méthode exposée en 3.3.2 ne peut être utilisée. Hirsch et 

Slack (1984) proposent un test identique sauf pour l'expression de la 

variance (éq. 3.12). Dans le cas d'une série sans tendance d'observa­

tions indépendantes, le terme Cov (Sg' Sk) est nul pour toutes les 

sous-séries g, k. Lorsqu'il y a dépendance entre les observations les 

statistiques calculées pour les sous-séries ne sont plus indépendantes, 

donc Cov (S9' Sk) * 0 et ce terme doit être estimé. 

Hirsch et Slack (1984) se basent sur une formule non-paramétrique 

pour estimer cette covari ance. Ell e est ti rée de Di etz et Kill en 

(1981) • 
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où 

N effectif des sous-séries g et k; 

K
gk

: coefficient de corrélation de Kendall entre les sous-séries 9 et k 

r
gk

: coefficient de corrélation de Spearman entre les sous-séries 9 

et k; 

~ ou 

sign [A] 

sign [A] 

sign [A] 

+ 1 

o 

- 1 

N 
K =) .. 0 si gn [(y 0 - y 0 ) (y ok - Y 0 k)] gk 1<J Jg 19 J 1 

si A > 0; 

si A = 0; 

si A < O. 

N 
1/6 (N3 - N) L. d~ - T - U 

i =1 1 

(éq. 3.18) 

r k = (éq. 3.19) 
g 11/6 (N3 - N) - 2T 1 1/6 (N3 - N) - 2U 

di est la différence entre les rangs dans les deux sous-séries 9 et k 

pour les deux observations de l'année i; 
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et 

1 U 
U = - i (U. 3 - u

1
.) 

12 1 

t. et u. : nombres d'observations dans chanque cas d'égalité dans les 
1 1 

sous-séries g et k, respectivement; 

N effectif des deux sous-séries. 

Exemple 

Calcul de la covariance entre les sous-séries l(indice g) et 2(in­

dice h) de la série au tableau 3.1. Ces données et leur rang sont 

reportés au tableau 3.4. 

Note: pour les valeurs Yi égales on donne le rang Yi moyen. Par exem­

ple, pour k = 1, les rangs 4, 5 et 6 sont égaux, ont leur donne 
4 + 5 + 6 

la valeur ---- = 5. 
3 
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-
Mois 1 = g 2 = k 

Année Yi y. 
1 Yi y. 

1 

1 4,0 5 3,8 5 

2 3,9 3 3,5 3,5 

3 3,3 1 3,0 2 

4 3,4 2 2,6 1 

5 4,0 5 4,2 6 

6 4,0 5 3,5 3,5 

Tableau 3.4 Données brutes et leurs rangs, mois 1 et 2 

Cal cul de Kgh 

La foncti on, 

donnera 

+ 1 si (y jg - Yi g) et (Yjk - Yik ) sont de même signe; 

- 1 si (y . - Y. ) > 0 et (y - y ) sont de signe contraire; 
Jg 19 jk ik 

0 si (y jg - Yi g) et / ou (Yjk - iik) sont nuls. 
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Dans notre exemple on obtient donc 

Ind. des obs. (Yjg - Yi g) (Yjk - Yik) 

i = 1 et j = 2 < a < a 
3 < a < a 
4 < a < a 
5 a > a 
6 a > a 

i = 2 et j = 3 < a < a 
4 < a < a 
5 > a > a 
6 > a > a 

i = 3 et j = 4 > a < a 
5 > a > a 
6 > a > a 

i = 4 et j = 5 > a > a 
6 > a > a 

i = 5 et j = 6 a < a 

Pour 9 = 1 et k = 2, on a 

N=6 
L sign [(YJ'g - Yi9 ) (YJ'k - Yik) = la 

i=l 
j>i 

Calcul de rgh 

sign [A] 

+ 1 
+ 1 
+ 1 
a 
a 

+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
a 

L = 10 

À partir des données du tableau 3.4 et de l'équation 3.14, on 

calcule: 

N=6 
L d,2 = (5-5)2 + (3-3,5)2 + (1-2)2 + (2-1)2 + (5-6)2 + (5-3,5)2=5,5 

i=l 1 
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U 1/12 (33 - 3) = 2,0 

T 1/12 (23 - 2) = 0,5 

1/6(63 - 6) - 5,5 - 0,5 - 2,0 
r gk = = 0,832 

11/6 (6 3 - 6) - 2 • 0,5 11/6 (6 3 - 6) -2 • 2,0 

Par lléquation 3.17 on obtient: 

10 0,832 
Cov (SI' S2) = -- + (6 3 - 6) = 22,75 

3 9 

Pour calculer le terme 

K=12 K=12 
L ~ Cov (S , Sk) 

g=1 k=1 9 
g*k 

de lléquation de la variance (3.12), il faut faire le même calcul pour 

toutes les combinaisons des 12 mois, soit 66 fois. Pour simplifier, 

posons la covariance entre toutes les autres combinaisons de mois à la 

moitié de celle calculée ici pour le mois 1 et 2. On peut slattendre à 

ce que la covariance réelle soit supérieure à cet estimé. On aura 

donc : 

K=12 K=12 
L L Cov (S , Sk) ~ 22,75 + 65 (11,4) ~ 762,0 

g=1 k=1 9 
g*k 
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La variance (éq. 3.12) est obtenue en ajoutant au résultat obtenu en 

3.3.2 (cas ou Cov (5 g, 5k) = 0) la somme des covariances qui vient 

d'être calculée: 

Var (5) ~ 335 + 762,0 ~ 1097,0 

On calcule la valeur de Z par l'équation 3.16 

31 - 1 
Z = ~ 0,97 

/ 1097,0 

0,97 est inférieur à 1,65, qui représente le seuil pour rejeter l'hypo­

thèse nulle de l'inexistence d'une tendance au niveau de signification 

a = 5 %. On conclut qu'il nly a pas de tendance. Avec la covariance 

réelle, supérieure à cet estimé conservateur, on aurait obtenu une 

variance supérieure donc un Z encore plus petit. Le non-rejet de Ho 

aurait donc été confirmé. 

Pour la même série, les deux méthodes arrivent à des résultats 

nettement différents. Par la procédure 3.3.2, Ho est tout juste accep­

table (Z = 1,63 et a = 0,0516). L'acceptation de Ho est beaucoup plus 

sure par la méthode avec estimé de la covariance (Z = 0,91 et 

a = 0,18). Ceci est en accord avec les résultats de Hirsch et 5lack 

1984 qui démontrent que pour les séries avec persistance, l'application 

de la méthode sans estimé de la covariance implique une augmentation de 

1 1 erreur de type 1 (rejeter Ho alors qu'elle est vraie). 
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b) Commentaires 

L'approximation par la loi normale dans cette méthode est bonne 

pour N = 10, mais non à N = 5. À N = 6 (cas de l'exemple) le test 

nlest pas tout à fait exact au seuil Cl = 0,5. Le seuil réel est 

Cl = 0,02. L'autocorrélation résiduelle (série sans tendance) ne doit 

pas être trop forte, les valeurs limites données par Hirsch et Slack 

(1984) sont: rI < 0,65 pour N = 10 et ri < 0,5 pour N = 20. 

Lorsque les observati ons sont indépendantes, 1 a procédure suppo­

sent que Cov (Sg' Sk) = 0 pour tout 9 et k est d'une puissance supé­

rieure. Cette supériorité est de U à 25 % dépendanunent du rapport 

tendance sur écart-type (Hirsch et Slack, 1984). 

La formulation de r gk (éq. 3.19) implique que les sous-séries 9 et 

k aient le même nombre d'observations. Dans le cas de données manquan­

tes dans une série, on met de côté, pour ce calcul de r gk' la valeur 

correspondante dans 11 autre sous-séri e. 

Lorsqu'il y a plusieurs valeurs égales ou situées en deça d'une 

limite de détection, la formule 3.17 surestime la covariance. 

On utilise alors plutôt la relation: 

(éq. 3.20) 



- 92 -

où 

N 
T = l (y, • Y'k) 

gk i =1 1 g 1 

Pour Cov (SI' S2), on obtient 21,3 par la relation 3.20 et 22,7 par la 

relation 3.19. 

3.4 Adaptation et application des tests aux séries dans le cas des 

tendances en saut 

L ladaptation du test de Mann-Whitney aux séries à composante cy-

cl i que nia pas été effectuée. Ce chapi tre propose 11 extens i on des 

méthodes de Hi rsch et al. (1982) et de Hi rsch et Sl ack (1984) au tes t 

de Mann-Whitney. La formulation des tests est proposée et les limites 

théoriques dues à la taille de la série ont été déterminées. Par 

contre, la vérification de la robustesse (respect du niveau a) et de la 

puissance du test nécessitent un grand nombre de simulations et nlont 

pu être effectuées dans le cadre de cette étude. Pour cette rai son, 

les adaptations présentées en 3.4.2 et 3.4.3 doivent être vues comme 

préliminaires et indicatives, et elles ne peuvent être considérées 

comme des résultats rigoureusement applicables en pratique. 
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3.4.1 Séries avec persistance 

a) Résumé de la méthode (Lettenmaier, 1976) 

On évalue le nombre d'observations indépendantes N'équivalent au 

nombre d'observations corrélées N par la même formule (3.7) que pour 

1 es tendances monotones. Ce nombre N' cal cu 1 é, on peut cal cu 1 er 1 e 

rapport Nt : 

Tr (Ni 
N' =---

t 2 S 

ou 

S : écart-type de l'échantillon; 

N' nombre équivalent d'observations indépendantes; 

Tr fonction de la tendance = YI - Y2; 
YI' Y2 : moyennes avant et après le saut. 

(éq. 3.21) 

Avec Nt' on obtient la puissance du test pour (l = 0,05, par la 

figure 3.7. 
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l ,0 
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0 
0 100 200 300 400 N' 

t 

Figure 3.7 Puissance du test de Mann-Whitney en fonction de Nt à 
a = 0,05 (tiré de Lettenmaier, 1976) 

b) Commentaires 

La méthode étant basée sur le nombre équivalent d'observations 

indépendantes NI, les considérations de la section 3.3.1 B sur la pré­

cision du modèle markovien, s'appliquent ici aussi. 

3.4.2 Séries avec périodicité 

a) Adaptation de la méthode de Hirsch et al., 1982 

Encore une fois, les observations sont divisées en sous-séries. 

On définit les statistiques de la sous série par 3.22 : 

(éq. 3.22) 

où Nk est 11 effectif de la sous-série k, avant le saut; 

R. est le nombre d'obervations apres le saut, supérieures à l'observa-
1 

tion i avant le saut; 
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N.B. : Si Nk, le nombre d'observations après le saut est inférieur a 

NI' on remplace NI par N2 dans la formule. 

On calcul ainsi la statistique de chacune des sous-séries. 

La moyenne et la variance de la statistique de la sous-série d'in­

dices K sont données par: 

E (U
k 

) 
NI N2 

= 
2 

NI N2 (NI + N2 +1) 
Var (Uk) = 

12 

S'il Y a des égalités entre les observations, on a: 

NI N2 (NI + N2 + 1) S s ~ 
t 3 - t

Ns
) 

Var (U k) = ------ - 1 - L ---
12 s=1 N3-

où S est le nombre de cas d'égalité; 

t est le nombre d'observations dans un cas d'égalité s. 
s 

Pour la statistique totale, on a 

K 
U = L U 

k=1 k 

(éq. 3.23) 

(éq. 3.24) 

(éq. 3.25) 

(éq. 3.26) 
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(éq. 3.27) 

K K K 
Var (U) = ~ Var (U

k
) + L l Cov (U g, Uk ) 

k=l g=l k=l 
(éq. 3.28) 

g*k 

Dans ce cas comme en 3.3.2, l' indépendance des observati ons, im-

plique que le terme de la covariance est nul. Donc 

K 
Var (U) = L Var (U

k
) 

k=l 
(éq. 3.29) 

Pour le test de Mann-Whi tney ,on a une approximation par la loi 

normale corrigée par continuité: 

U - ~ - E(U) 
Z =----- si U > E(U) 

1 

Var (U) ~ 

Z = 0 si U = E(U) (éq. 3.30) 

U + ~ - E(U) 
Z =----- si U > E(U) 

Var (U)~ 
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b) Commentaires 

Le calcul de la distribution exacte de U sous 11 hypothèse de 1lab­

sence d'une tendance démontre (Annexe 3) que 11 approximation de la loi 

normale (3.30) est satisfaisante pour un nombre minimum dl observations 

par sous-séries : 

NI = N2 = 1 lorsque K = 12 

NI = N2 = 2 lorsque K = 4 

NI = N2 = 3 lorsque K = 2 

, 
A 11 aide de simulations, il reste à vérifier la robustesse (main-

tien de a) face à la longueur, la non-normalité, la périodicité et la 

dépendance comme cela a été fait pour le test de Kendall (Hirsch et 

a 1., 1982). 

De plus, la puissance de cette procédure pourrait être comparée à 

celle du test de Student avec et sans désaisona1isation en fonction de 

la distribution des observations. 

Étant donné le problème fondamental du contenu en information 

lorsque les mesures sont corrélées, on peut s'attendre à ce que ce test 

ne soit pas exact (augmentation de a) 10rsqu ' i1 y a dépendance. 
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3.4.3 Séries avec persistance et périodicité 

a} Adaptation de la méthode de Hirsch et Slack (1984) 

Dans le cas de séries ou il y a dépendance, le terme 

K K 
l l Cov (U g, U

k
) 

g=l k=l 
g*k 

de la formule 3.28, nlest pas nul et doit être estimé. L léquation 

permettant dlestimer cette variance est la même que celle utilisée en 

3.3.3. 

Le saut a pour effet dlaccroitre les valeurs de Kgh et r gh de 

cette équation. Pour annuler cet effet, il faut enlever 1 1effet du 

saut. On calcule la moyenne avant et après le saut et on soustrait 

cette moyenne aux observati ons correspondantes. Les rési dus obtenus 

ont alors une moyenne nulle. Clest à ces résidus que 'Ion donne les 

rangs pour le calcul de Kgh et r gh • La transformation: 

(éq. 3.33) 
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où 

-
Yl et Y2 = moyenne avant et après le saut; 

Yi1 et Yi2 = observation avant et apres le saut; 

, , 
Yi1 et Yi2 = résidus de moyenne O. 

B. Commentaires 

Il resterait à évaluer la longueur minimale des séries et la dé­

pendance maximale pour laquelle cette procédure peut s'appliquer avec 

robustesse. La puissance pourrait être comparée à celle de la méthode 

précédente (3.4.2) dans les cas de séries indépendantes. 

Les mêmes considérations qu'en 3.3.3 B concernant les données 

manquantes, tronquées et 1 es cas d' éga 1 i tés Si app 1 i quent ici. La for­

mule 3.20 doit alors être utilisée avec les rangs obtenus après la 

soustraction de la moyenne, comme en 3.4.3 A. 
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3.5 Compléments 

3.5.1 Cas à plus d'une observation par période 

Si la série des données comprend plus d'une observation par pério­

de, la méthode proposée doit être modifiée. Prenons le cas d'une série 

de 2 observations par mois durant 6 ans. Les sous-séries mensuelles 

sont maintenant composées de 12 observations plutôt que 6, et le temps 

séparant ces observations n'est pas constant. Il y a 2 semaines entre 

la première et la deuxième, près d'un an entre la deuxième et la troi­

sième, 2 semaines entre la troisième et la quatrième et ainsi de 

suite. 

Dans ce cas, la procédure de calcul doit être modifiée. On peut 

utiliser deux approches: 

1) Hirsch et al. (1982) proposent d'utiliser la formule de Kendall 

pour les cas d'égalités. Les données d'un même mois sont considé­

rées COnlne un cas d'égalité dans le temps. 

s 
Au lieu de T = on utilise 

~ N (N - 1) 

S 
T = ~~~~~-r~~~==~ 1 ~ N (N - 1) - T / ~ N (N - 1) - T x y 
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avec: 

T = L t (t - 1) x x x 

où, t est le nombre d'observations dans chaque cas d'égalité de la 
x 

série du temps. 

T = L T (t - 1) 
Y Y Y 

où, t est le nombre d'observations de la série du paramètre mesuré. 
y 

Pour chaque mois, on a deux valeurs "égales" par leur position dans 

le temps. On a donc t = 2, et ce pour les 12 mois de chaque année x 
pendant 6 ans 

12 
T = 6 I 2 (2 - 1) = 144 
x i=l 

Les méthodes de Hi rsch, en composant des sous-séri es avec un pas 

d'un an entre les observations à l'avantage de remplacer la série 

entière par plusieurs sous-séries à l'intérieur desquelles il y a 

peu d'autocorrélation. Si les sous-séries comprennent des observa­

tions séparées de quelques semaines seulement, l'autocorrélation 

des sous-séries peut demeurer assez élevé. La signification et la 

puissance des test n'ont pas été étudiés dans ce cas. 
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2) Un méthode alternative consiste à n'utiliser que l'observation la 

plus près du centre du mois (ou de la période) qu'elle représente 

(Lettenmaier, 1982). 

La médiane des deux observations mensuelles peut être utilisée pour 

les graphiques de la valeur du paramètre en fonction du temps; mais 

pour les test, cette méthode pose le problème de l'égalité de la 

variance de ces médianes (Lettenmaier, 1982). 

3.5.2 Effet d'une variable externe 

Lorsqu'une tendance a été détectée, on peut être intéressé à véri­

fier si elle est due à l'influence d'une troisième variable. Dans 

l'étude de la qualité de l'eau en rivière par exemple, plusieurs varia­

bles sont influencées par le débit. Le débit étant variable, il est 

important de véri fi er sil a tendance détectée n ' est pas due à une 

variation du débit. 

Une première approche, les fonctions double-masse, permet de cher­

cher les ruptures dans la relation débit-variable de qualité. Ces 

ruptures représentent des effets dus à d'autres variables que le 

débit. 

Une deuxième méthode basée sur le calcul des résidus de la régres­

sion entre le débit et la variable de qualité permet de considérer une 

nouvelle variable où l'effet de débit est éliminé. 
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a) Fonction double-masse 

La fonction double-masse est une méthode pennettant de détecter 

des changements dans 1 e rapport entre deux vari ab 1 es très corre 1 ées. 

Cette méthode est simple et efficace mais n'est pas objective. Le 

résultat du test dépend de l'examen visuel d'un graphique au lieu de 

l'application objective d'une règle de décision. 

Elle est limitée aux cas ou il y a une relation directement pro­

portionnelle significative entre les deux variables et nécessite que 

les observations de la variable explicative proviennent d'une même 

population (Cluis, 1981). Dans l'exemple de la relation variable de 

qualité - débit, étant donné la 1ère condition, ces méthodes ne 

pourront être appliquées si les sources ponctuelles ont un effet impor­

tant sur le paramètre de qualité. On trouve dans Cluis (1981) un exem­

ple intéressant de l'utilisation des fonctions double-masse dans la 

recherche d'une modification de la relation débit-qualité. On y uti­

lise les débits massiques plutôt que les concentrations. 

b) Calcul des résidus 

Hirsch et al. (1982) proposent de soustraire aux observations 

l'effet de débit et de vérifier s'il y a une tendance dans les résidus. 

Ces auteurs considèrent d'abord des fonctions de la variable de qualité 

(y) en fonction du débit (Q): 
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À2 
Y = Àl + - + t: 

Q 
(éq. 3.34) 

ou encore 

(éq. 3.35) 

pour les cas où l'augmentation du débit a un effet de dilution; et 

" y = Àl + À2 Q + À3 Q2 + t: (éq. 3.36) 

pour les cas ou l'augmentation du débit a un effet de lessivage. 

Ài = constante 

Q = débit 

Y = variable de qual ité estimée 

t: = variable aléatoire, normale et centrée. 

Il faut ajuster aux observations le modèle qui décrit le mieux le 

phénomène. les estimés de la valeur de la variable Yij sont calculés à 

partir des débits mesurés Q... les résidus sont calculés par: 
lJ 

y!. = résidu sans l'effet de débit 
lJ 

(éq. 3.37) 



y .. = mesure de la variable 
lJ 
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y .. = composante de y .. expliquée par le débit 
lJ lJ 

Les tests de détection sont appliquées aux YijO 
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4. PROCÉDURE DE DÉTECTION DES TENDANCES MONOTONES 

4.1 Présentation 

Ce chapitre est une proposition de procédure globale de détection 

des tendances monotones dans 1 es séri es tempore 11 es. Cet outil a été 

structuré à parti r d'une synthèse des méthodes proposées dans la 1 i tté­

rature et décri tes dans ce travai 1. Ces méthodes ont été mi ses au 

point pour traiter des cas réels. La procédure proposée devrait donc 

s'appliquer à plusieurs types de séries rencontrées dans la réalité. 

Par contre, ce système n'a pas été éprouvé cOlllJ1e tel, et il serait 

intéressant de le confronter à des séries dont les caractéristiques de 

taille, la structure de la persistance, la forme et l'amplitude de la 

tendance sont connues. La procédure est voulu exacte, quantitative, 

objective et simple d'utilisation. Le critère de simplicité implique 

qu'en certains endroits les techniques mathématiques nécessaires à 

l'exactitude et à l'objectivité ont du être remplacées par le jugement 

de l'usager. Ce compromis est nécessaire pour alléger le système et le 

rendre utilisable par le gestionnaire. Ce système est proposé en tant 

qu'outil de gestion, et non comme une procédure sophistiquée, qui ne 

serait utilisable que par des spécialistes en statistiques. 

Des méthodes de détection des tendances par saut ont été proposées 

à la section 3.4.1. Elles sont calquées sur les formules utilisées 

pour les tendances monotones, mai s les simul ati ons permettant de con­

naître leurs limitations n'ont pas été effectuées. Ces limitations, 
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une foi s connues, on conçoi t qu'un système de détecti on des tendances 

par saut, calqué sur celui des tendances monotones (Figure 4.1), puisse 

être proposé. Dans un tel système, l'ensemble 3 de la figure 4.1 

serait remplacé par la démarche décrite en 3.4.2, l'ensemble 4 par la 

méthode présentée en 3.4.3, la partie 5 par les formules données en 

3.4.1 et l'exemple 6 par un test de Mann-Whitney. 

La procédure pour les tendances monotones est représentée à la 

figure 4.1. Les opérations sont décrites en 4.2 et discutées en 4.3. 

La symbolique de la figure suit les conventions usuelles: 

1 : 7 Entrée des données 

: Cal cul a exécuter 

Décision permet d'indiquer le 

chemin 
~ 

suivre fonction de la a en 

réponse à un critère si possible 

objectif 

0 ( ) Indiquent la fin du traitement 

L'approche peut être résumée en trois points: 
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1- Approximation linéaire de la tendance (rectangle l, figure 4.1). 

2- Les résidus de l'approximation linéaire servent à vérifier les 

hypothèses de base d' homoscédasti cité et d' indépendance des 

erreurs. On vérifie si la série a un caractère périodique. La 

série est acheminée vers la méthode de traitement pertinente 

(rectangle 2, figure 4.1). 

3- La méthode de traitement appropriée est appliquée sur la série de 

données brutes (rectangle 3, 4, 5, 6, figure 4.1). 

4.2 Description l 

4.2.1 Opérations de base 

Les données sont 1 ues (11) et un graphi que du paramètre en fonc­

tion du temps est tracé (12). En 13, la méthode des moindres carrés 

est utilisée pour ajuster une droite sur la série. De cette approxima­

tion linéaire de la tendance, on calcule les résidus (14) et on trace 

le graphique des résidus en fonction du temps (15). On utilise les 

formules 3.4 et 3.5 pour calculer rI et rp pour p < NilO. Le corrélo­

gramme peut alors être tracé (16). 

1 Dans cette section, sauf lorsque cela est précisé, les nombres réfè­
rent aux numéros des cases de la figure 4.1. Le mot résidu désigne 
les résidus de l'approximation linéaire de la tendance. 
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4.2.2 Décisions d'orientation 

Toutes les décisions quant au choix de la méthode de traitement 

sont reliées à la vérification d'hypothèses de base à l'aide des rési­

dus de l'approximation de la tendance. En 21 on vérifie l'indépendance 

des résidus. Le coefficient rI calculé en 16 est comparé à celui de la 

figure 3.2 au niveau Cl = 0,05 et pour le nombre d'observations de la 

série. Il est consei 11 é de limiter l'étude de corrél ati on aux pas 
P 

P = 1 à P tel que - ~ 0,10 (Chow, 1969). Pour de tels pas de temps la 
N 

figure 3.2 peut être utilisée pour les seuils significatifs (Anderson, 

1942) • 

Si cette vérification confirme l'hypothèse d'indépendance, la 

série des résidus passe en 22 où l'homoscédasticité est vérifiée à 

l'ai de du graphi que tracé en 15. L' uti l i sati on de ce graphi que et des 

méthodes exactes (tests) sont expliqués en 3.1.1. Pour ce qui est des 

méthodes exactes, le choi x dépend de l' hétéroscédasti ci té soupçonnée. 

Si les résidus sont homoscédastiques, la série passe à la procédure de 

traitement 6 pour séries sans périodicité ni persistance. 

Dans l'éventualité du non-respect de l'hypothèse d'homoscédastici­

té, la série sort du système de traitement (72): l'usager doit alors 

chercher la cause de l'hétéroscédasticité. Il trouvera peut-être 

l'effet d'une cyclicité non détectée en 2.1. Dans un tel cas, il n'a 
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qu 1 à reprendre 11 organi gramme en 22. LI hétéroscédasti ci té peut aussi 

être d'un autre type (ex. : variation monotone ou en saut). L'usager 

peut vérifier si une troisième variable explique cette hétéroscédasti­

cité. Dans ce cas, il sera peut-être possible d'éliminer l'effet de 

cette variable en utilisant la méthode proposée en 2.3.5 b. 

Si les résidus sont autocorrélés de façon significative, la série 

est acheminée en 23. Il nly a pas de critère quantitatif et objectif 

pour la décision sur le caractère périodique de la série (21). La 

décision est prise par l'usager, après l'examen visuel du graphique des 

données et du corrélogramme. Une périodicité peut ne pas être visible 

sur le graphique des données, mais l'être sur le corrélogramme. 

Un mauvais jugement de la part de l'usager quant à la périodicité 

est cependant sans grandes i nci dences sur le résul tat fi na l, comme on 

le verra en 4.3. 

Si la périodicité nlest pas évidente, on vérifie l'hypothèse d'ho­

moscédasticité telle que décrite précédenvnent (26). Si la série des 

résidus nlest pas homoscédastique, elle sort en 72. Ce cas a été 

décrit plus haut. Si l'hypothèse d'homogénéité de la variance est 

confi rmée, la séri e passe à 11 ensemb 1 e 5, adapté aux séri es à pers i s­

tance sans périodicité. 

En 23, si une périodicité est évidente dans la série des résidus, 

elle sera acheminé en 24 où l'homoscédasticité est examinée. Dans ce 
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cas, la série ne doit pas être rejetée en 72 s'il y a hétéroscédasti­

cité a cause du caractère périodique comme dans le cas de la 

figure 3.1 b. La série est dirigée vers les méthodes de traitement en 

3 et 4 qui tiennent compte de la périodicité. 

À l a boite 25 se pose le choi x entre les méthodes adaptées au 

traitement des séries à périodicité. L'approche 4 est: 

- exacte même pour des séries dont la persistance détermine un coeffi­

cient rI significatif; ce rI peut aller jusqu'à 0,65 pour une série 

de 120 observations, jusqu'à 0,5 pour une série de 240 observations; 

- d'application plus lourde que la méthode en 3; 

peut être jusqu'à 25 % moi ns pui ssante (dépendemment de l' i ntens i té 

de l a tendance) . que l a méthode en 3 s' il n' y a pas de pers i stance 

dans la série, autrement dit si la dépendance mesurée dans la série 

des résidus provenant de la soustraction de la tendance (16) n'est 

due qu'à l'effet de la périodicité. 

La méthode en 3 est: 

- simple et rapide d'utilisation; 

- mais n'est pas exacte pour les séries à persistance significative au 

niveau a = 0,05. 
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Le corré10gramme peut être utile ici. Par exemple, si le seul 

coefficient significatif est celui correspondant au pas de temps du 

cycle, on peut s'attendre à ce qu'il n'y ait pas de dépendance autre 

que celle causée par la périodicité. L'utilisation de la méthode 3 

serait exacte. Par contre, si le corré10gramme ressemble à celui de la 

figure 3.4 on s'attend à ce qu'il y ait persistance en plus de la 

périodicité. 

De façon rigoureuse, pour s'assurer l'exactitude de la méthode 

choisie, il faudrait: 

1- ajuster un modèle cyclique à la série des résidus de la tendance; 

2- calculer les résidus de cet ajustement; 

3- vérifier l'indépendance de ces résidus. 

S'ils sont indépendants, on utilise la méthode en 3 car elle est 

plus pui ssante, si non on doi t uti 1 i ser l'approche 4 car l'autre n'est 

pas exacte. Si on ne veut pas faire la modélisation et si l'on veut 

être conforme à l'usage vou1 ant que l'erreur a soit connue et contro-

1ée, alors il faut utiliser la méthode 4. 
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4.2.3 Traitement; séries avec périodicité 

Les séries de résidus indépendants sauf pour 11 effet de la compo­

sante périodique ont été amenées à 11 ensemb1e 3. Si la série est suf­

fisament longue: 5 ans dlobservations mensuelles (31) on utilise la 

méthode de Hirsch et al. (1982) (32) sur la série des données brutes et 

lion conclut (33). Sinon on sort du système en 73. 

Théoriquement, la méthode de Hirsch et al. (1982) est valable pour 

des séri es aussi courtes que 2 ans. Par contre sa robustesse et sa 

puissance nlont été vérifiées que pour un minimum de 5 ans. 

4.2.4 Traitement; séries avec périodicité et dépendance 

Il faut vérifier si la série est assez longue (minimum 120 obser­

vations) et si llautocorré1ation nlest pas trop forte (41). Si ces 

condi t i ons sont respectées, on app li que 1 a méthode de Hi rsch et Sl ack 

(1984) et on conclut (42 et 43). Si elles ne le sont pas, on sort du 

système en 74. 

Dans ce cas, il reste une possibilité pour avoir une fréquence de 

mesure plus faible: éliminer des observations, ce qui conduit à une 

diminution de llautocorrélation dans la série des résidus, mais aussi 

de la longueur de cette série. On recherche alors un pas de temps pour 

lequel llautocorré1ation sera suffisamment diminuée mais la taille 
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encore suffi samment grande pour que l'une des méthodes de Hi rsch soi t 

applicable. 

Les séri es rejetées du système en 74, à cause d'une dépendance 

trop forte méritent une attention spéciale. Une part de cette autocor­

rélation peut en effet être due à une tendance. Dans un tel cas, on a 

un corré10gramme où les r restent élevés; ils ne diminuent pas à zéro 
p 

lorsque p augmente, contrairement aux cas des figures 3.3 et 3.4 (Yev-

jevich, 1969). 

4.2.5 Traitement; séries avec dépendance 

La méthode proposée par Lettenmai er (1976) lorsqu' il y a persi s­

tance s' app 1 i que aux cas de dépendance Ma rkovi enne d'ordre 1 

(rp = rI Pl. Pour vérifier cette condition, il faut ajuster un IOOdè1e 

Markovien d'ordre 1 à la série des résidus (51) (voir 4.3.2). On véri-

fie la normalité des résidus des observations par rapport au IOOdè1e 

(52) par l'examen visuel de l'ajustement de l'histogranune des résidus 

par rapport à une courbe normale ~ant les même paramètres. La méthode 

est sensible à des déviations, même très légères, du IOOdèle Markovien 

d'ordre 1 (Cluis, 1983). 

Si cette condition est respectée, on applique la méthode sur la 

série des données brutes et l'on conclut (53 et 54). 
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Si la persistance ne peut être modélisée par un processus Marko­

vien d'ordre 1, la dépendance mutuelle entre les résidus peut être due 

à une péri odi ci té non détectée par l'usager (en 21), ou à une pers i s­

tance non-markovienne, ou à une combinaison des deux. La série des 

rési dus est alors transférée en 41 car la méthode 4 est robuste dans 

ces cas. 

4.2.6 Traitement; séries sans dépendance ni périodicité 

Si les hypothèses de base sont respectées (23 et 24) le test de 

Kenda 11 peut être app li qué sur les séri es sans subdi vi sion en sous­

séries et sans calcul du nombre équivalent d'observations indépendan­

tes. On utilise le test sur la série entière et l'on conclut (61 et 

62) • 

4.3 Discussion 

4.3.1 Les boites 13 - 22 - 23 - 24 - 25 - 26 

Sauf pour la première, ces boites font ou peuvent faire appel au 

jugement de l'usager. En 13 on calcule les résidus de l'approximation 

linéaire de la tendance. Qu'arrive-t-il lorsque la tendance monotone 

n'est pas linéaire? On obtient alors un graphique des résidus en 

fonction du temps tel que celui de la figure 4.2. On s'aperçoit que 

l'autocorrélation est négative pour la première partie alors qu'elle 

est positive pour la deuxième. Peut-on s'attendre à ce que ces deux 

autocorrélations s'annulent? À ce que l'approximation linéaire élimi-
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ne la dépendance due à la tendance pour les tendances non linéaires? 

Des études plus approfondies seraient nécessaires pour répondre à ces 

questions. Si la réponse est non, alors certaines séries pourraient 

être acheminées vers la méthode 4 au lieu de 3, ou la méthode 5 au lieu 

de 6. Il en résulterait une perte de puissance. 

La boite 23 vérifie le caractère périodique de la série. Rempla­

cer cette boite subjective par une opération objective impliquerait 

l'introduction d'un processus itératif (boucle) de modélisation du 

cycle jusqu'à l'obtention de résidus normaux; une procédure beaucoup 

trop lourde en pratique pour des études simplifiées. 

La boite 23 telle que formulée est un raccourci. Une erreur de 

jugement est sans conséquence en effet: 

• Si l'on juge a tort qu'il n'y a pas de périodicité 

la série reviendra dans l'ensemble 4 via le traitement 5 car on ne 

pourra y ajuster un modèle markovien. 

• Si l'on juge à tort qu'il y a périodicité 

- de toute façon, il y a peu de chance qu'un périodicité semble évi­

dente et qu'un modèle markovien puisse être ajusté à la série des 

résidus de l'approximation linéaire; 
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- 1 es méthodes 3 et 4 sont exactes dans 1 e cas sans péri odi cité, il 

reste à savoir sli1 y a perte de puissance par rapport aux méthodes 

6 et 5. 

On se souvient qu l i1 y a une "zone grise" o~ le coefficient dlau­

tocorré1 ati on dl ordre 1 ni est pas si gnifi catif à u = 0,05 mai s o~ la 

méthode 3 nlest pas appliquée avec exactitude. Si un modèle cyclique a 

été ajusté aux résidus et que des nouveaux résidus calculés ont une 

autocorrélation nettement inférieure au rl significatif à Cl = 0,05 

(figure 3.2), on peut utiliser la méthode 3 Sinon, pour avoir une 

procédure exacte, il faut effectuer le traitement en 4. 

La façon de vérifier llhomoscédasticité (23 - 24 - 25 - 26) est 

laissée à 11 usager car elle dépend de la cause soupçonnée de 1lhétéros­

cédasticité. Des méthodes ont été proposées en 3.1.1. 

4.3.2 Simplification de la procédure 

Il serait intéressant de comparer la puissance des méthodes 3 et 6 

dlune part et 4 et 5 dlautre part, dans les conditions dlapplication 

des méthodes 6 et 5, clest-à-dire sans périodicité. Si la différence 

est négligeable, les ensembles 5 et 6 de même que les bOltes 23, 24 et 

72 pourraient être délaissés. La vérification de lleffet de subdi­

vision de la série lorsque ce nlest pas nécessaire serait intéressante 

surtout pour comparer les méthodes 4 et 5. En effet, la méthode 5 est 

particulièrement lourde et dlapplication restreinte. En 5.1 elle de-
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mande l'ajustement d'un modèle Markovien d'ordre 1. Ce modèle est de 

la forme: 

(éq. 41) 

où 

rI coefficient d'autocorrélation d'ordre 1 

si variable aléatoire normale centrée 

A niveau de base 

Les rés; dus des observat; ons par rapport aux estimés du modèl e 

sont testés pour vérifier leur normalité au seuil a = 0,01 (Annexe 2). 

On trouve à l'annexe 2 un test non-paramétrique permettant de vérifier 

la normalité. Ce test et ses équivalents paramétriques ne sont pas 

très pui ssants. LI examen vi suel de 11 ajustement de 11 hi stograrnme des 

rési dus par rapport à une courbe normale ayant les mêmes paramètres 

pourrait être plus révélateur. 

Un usager que ,1 ajustement d'un tel modèl e rebute peut toujours 

utiliser la méthode 4. La méthode est exacte même s'il n'y a pas de 

périodicité, mais on ne connait pas les implications en ce qui concerne 

la puissance. 
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CONCLUSION 

L'objectif de développement d'un outil permettant de détecter les 

tendances en qualité de l'eau qui soit quantitatif, objectif, simple et 

rapide d'utilisation et accessible dans ses fondements théoriques, a 

été réal i sé à parti rd' une synthèse des méthodes présentées dans la 

littérature. Cet instrument est présenté au chapitre 4, des simplifi­

cations sont proposées en 4.3.2. Au sens strict, l'outil ne respecte 

pas les critères de sélection à cause de la nécessité d'un compromis 

entre l'objectivité et la simplicité. 

Pour les tendances monotones, rappelons que, même s'il y a asymé­

trie dans la distribution, 

les séries sans persistance ni périodicité peuvent être traités par 

le test de Kendall; 

- les séries à persistance sans périodicité sont traitées par la 

méthode de Lettenmaier si la persistance est markovienne, sinon elles 

peuvent être traitées par la méthode applicable aux séries à périodi­

cité et persistance; 

les séries à périodicité peuvent être traitées si elles ont un mini­

mum de 5 cycles. 
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les séries à persistance et périodicité peuvent être traitées si 

elles sont suffisamment longues et si l'autocorré1ation n'est pas 

trop forte (N minimum: 120; rl < 0,65 si N = 120; rl < 0,5 si 

N = 240). En dehors de ces limites, les méthodes ne sont pas appli­

quées avec exactitude. Ces méthodes sont déjà utilisées par les 

auteurs qui les proposent et par d'autres (Hirsch et al., 1982; 

Lettenmaier, 1982). 

Dans le cas des tendances par saut, la formulation mathématique 

des tests a été proposée et les limites théoriques, quant à la taille 

des échantillons, ont été évaluées. Il reste à étudier l'effet de la 

taille et de la persistance sur les erreurs de type 1 et 2, ce qui 

permettra de poser les limites pratiques des tests proposés. 
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ANNEXE Il 

FONCTIONS CUSlJ.1 

On considère la fonction CUSUM (j) associée au temps j telle que 

pour une série (xl' X2 ' ••• , Xi' ••• , xN) 

CUSlJt1 (j) 
j 

= Ix. - (j/m) 
. 1 1 1= 

m est une valeur comprise entre 2 et N. 

m 
l x. 

i =1 1 

Les différentes courbes obtenues en faisant varier m sont sensi-

blement de même fonne et leur analyse conduit à des conclusions identi­

ques. Le choix de m peut donc être arbitraire, par exemple N/2. 

-Si la moynne xj de 1 a sous-série (xl ••• Xj ) est constante pour 

tout j < N, la fonction CUSUM est nulle. Si lamoyennexj augmente 

(diminue) brusquement pour j = jo, la fonction CUSUM devient linéaire­

ment croissante (décroissante) pour j > jo (Figure 1). Si la moyenne 

X j augmente (d im; nue) progressivement à parti r de j = j 0' la fonction 

CUSLM devient quadratique croissante (décroissante) pour j > j 0 (Figure 

2) • Les fi gures 1 et 2 sont rel atives à des exempl es hypothéti ques 

dont les données sont fournies en annexe 2. 

1 Tiré de Cochet et BObée, 1980 



• 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 
M • 

• 

o 
If) 

o 
N 

o -

.., N _ 0 
o o -

- 1.2 -

ID 
II) 

• 2 

• 

/ 
• 

/ 
• 

:1 
• a 

/ 

1 
1 

1 

/ 1 
1 

• 1 

1 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 , , 

o 

1 
1 

1 
1 

1 

o -• 2 
1 

• 
:lE 
cu 
"0 

en 
~ 

i g 
Il 
i 
'cu -­~ :s 

N 



6 
Xi 

5 
4 
5 
2 
1 • - • • • . . ..... .. 
o • o 10 

- 1.3 -

M=20 

/ 
• 

/ 
• 

/ 
• 

/ 
• 

/ ," M= 35 
• , 

, , 

• • ••• • • •• • • ••• ••••• •• • • ••• 
• 

20 
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Le fait de clllluler les valeurs xi augmente la sensibilité du CUSUM 

par rapport à celle de la simple représentation graphique. Il faut 

noter en particulier la différence d'échelle entre les deux représenta­

tions. Cette méthode empirique permet de visualiser de façon plus 

nette une éventuelle tendance dans une série. Il est également possi­

ble, à partir de l'étude des graphiques, dans le cas de l'hypothèse 

d'une tendance, d'en préciser le type. 

Cette mise en évidence graphique peut alors être suivie de l'ap­

plication de tests non-paramétriques. Le choix des tests dépend du 

type supposé de tendances. ()} pourra alors conclure à l'existence ou 

la non existence d'une tendance pour un niveau de signification donné. 
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ANNEXE 2 

TEST DE NORMALITÉ (LILLIEFORS, 1967) 

Ce test est une adaptation du test de Kolmogorov-Smirnov. Il 

vérifie la nonnalité d'une distribution en examinant la qualité de 

l'ajustement entre cette distribution et une distribution nonna1e ayant 

les mêmes paramètres (moyenne et variance). 

Procédure 

1) Classer les observations par rang croissant. 

2) Standardiser les observations. On utilise ici la fonnule usuelle 

-
Yi - Y 

li = --­
S 

où 

-Yi = moyenne de l'échantillon; 

S = écart-type de l' échantill on; 

li = observation standardisée. 

3) calcul de la distribution cl.l11ulée exacte. La fréquence au non-

dépassement de chaque observation Yi est donnée par: 

Yi 
p. (l <l.) =-OÙ 

1 1 N 

Yi = rang de l'observation i. 
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4) calcul de la distribution nonnale clJl1ulée. 01 trouve, par la table 

A-2 (Marascuilo, 1967) l es fréquences au non-dépassement des Zi 

calculés au point 2. On appelle cette quantité : 

5) calcul de la statistique. La statistique est la distance séparant 

les deux distributions (des points 3 et 4) au point où elles sont 

les plus éloignées, c'est-à-dire là où l'ajustement est le moins 

bon. Ce point n'a pas besoin de faire partie de l' échantillon. 

Cette distance est: 

KS = Max 1 p. (Z < Z.) - p. (Z - Z.) 1 
1 1 1 1 1 

6) Décision. La valeur de KS est confrontée aux KS théoriques de la 

table A-12 (Marascuilo, 1967) au seuil a et pour le nombre d'obser­

vations de l'échantillon. 01 rejette l'hypothèse de la normalité 

si KS > KS théorique. 
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ANNEXE 3 

N ET K MINIMAUX POUR L'APPROXIMATION NORMALE 

DU TEST DE MANN-WHITNEY 

Il n'y a pas de table donnant la distribution exacte de la statis­

tique d'un test lorsqu'elle provient de la sonunation des statistiques 

de plusieurs sous-séries. 

Dans un tel cas on ne peut util i ser que l' approximati on à la loi 

norma le pou r 1 es grands échant i 11 ons. Il faut donc vérifi er 1 es nom­

bres d'observations et de sous-séries minimaux pour que la statistique 

suive une loi normale. C'est ce qu'ont fait Hirsch et al., 1982 pour 

le test de Kendall et c'est ce qui est fait ici pour le test de Mann­

Whitney. 

Pour cette vérification on compare la distribution exacte de la 

statistique et celle obtenue par l'approximation normale. L'exemple 

suivant présente les calculs permettant d'obtenir les deux distribu­

tions. Exemple: nombre d'observations par sous-série : 4, dont 2 

avant le saut; nombre de sous-séries : 2. 

Calcul de la distribution exacte 

On cOlIIIIence par calculer la distribution d'une sous-série. Le 

tableau A.3.1 donne les permutations possibles des rangs pour une série 

de quatre observations. Il donne aussi la statistique de Mann-Whitney 
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dans chaque cas. Rappelons que cette quantité est basée sur 

N 
U = L R • 

. 1 ' 1= 

R. nombre d'observations du groupe 2, supérieures ~ l'observation i , 
du groupe 1. 

On obtient par le tableau A3.1 la distribution exacte de U sous 

l'hypothèse de l'absence de tendance; toutes les permutations sont 

équi-probables. Cette distribution est résumée au tableau A3.2. 

Dans le cas où on a deux sous-séries de 4 observations, la statis­

tique totale est la somme des statistiques des deux sous-séries, mais 

la probabilité d'avoir cet total est le produit des probabilités des 

statistiques des sous-séries. En effet: 

P(A + B) = P(A) • P(B) 

où P(A) probabilité d'avoir A. 

Clest en suivant cette règle que lion compose le tableau A3.3 qui 

donne la distribution de U obtenue par sommation de deux sous-séries de 

4 observations (K = 2, Nl = N2 = 2). Cette distribution est présentée 

à la figure A3.1. 
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Calcul de la distribution théorique 

Pour calculer la distribution théorique de U basée sur l'approxi­

mation à la loi normale on a : 

U - E{U) 
Z* = ï====-1 Var (U) 

(éq. A3.1) 

~ ou 

k 
E{U) = I E{Uk) (éq. A3.2) 

et 

K 
Var (U) = L Var (Uk) (éq. A3.3) 

n1 
+ n2 (éq. A3.4) E{Uk) = 
2 

n1 n2 (nI + n2 + 1) 
Var (U k) = (éq. A3.5) 

12 

* On a obtenu un meilleur ajustement avec cette formule que celle cor­
rigée par continuité. 
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Dans notre cas n1 = n2 = 2. On a donc 

E(U
k

) = 2 

var(U
k

) = 1,167 

E(u) = 4 

Var( u) = 3,334 

Le tableau A3.4 donne la valeur de Z calculée par A3.1 pour chaque 

valeur de U. À partir de Z on obtient F(Z) à l'aide d'une table (Hall, 

1952). F (Z) est l'ordonnée à l' ori gi ne de Z pour une di stri buti on 

normale de moyenne zéro et de d'écart-type 1. 

On sait (Bobée, 1983) que 

dz 1 
G(U) = F(Z) = F(Z) • -===-

dU / Var (U) 

On obtient donc G(U) en divisant F(Z) par 1 Var(U). G(U) est 

l'ordonnée à l'origine d'une loi normale d'écart-type / Var(U), la dis­

tribution théorique que l'on cherchait. Les G(U) du tableau A3.4 sont 

portés à la figure A3.1 pour fin de comparaison. 

, 
A l'examen de la figure A3.1 on s'aperçoit que l'ajustement n'est 

pas très bon. 
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En reprennant le même calcul mais pour le cas de 4 sous-séries de 

4 observations, on arrive aux résultats du tableau A3.5 et de la figure 

A3.2. l'ajustement est amélioré de beaucoup. 

Cas où K = 12 

Dans le cas où on a 12 sous-séries, la procédure de calcul serait 

trop lourde, le nombre de permutations devenant trop grand. Toutefois, 

pour N = 2, Uk ne peut prendre que deux valeurs : 0 ou 1. Donc: 

sera compris entre 12 x 0 = 0 

12 x 1 = 12 

12 
U = i Uk 

k=l 

Par exemple, si U = 4, c'est qu'il y a quatre sous-séries qui ont 

la statistique 1 et huit qui ont la statistique o. 

le nombre de permutations possibles de quatre chiffres dans 12 

positions est donnée par A3.6 : 

n! 
(éq. A3.6) 

t! (n - t)! 

n nombre de positions; 
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t nombre de chiffres à permuter. 

Dans notre exemple on a n = 12 et t = 4. On a donc 

12 ! 
----- = 482 
4! (12 - 4)! 

En appliquant le même calcul pour les autres valeurs de U, on 

obtient les résultats de la 2e colonne du tableau A3.6 reporté à la 

figure A3.3. La distribution théorique par la loi normale est calculée 

de la même façon que dans 11exemple précédent. 

Vérification de 1 1 ajustement 

La qualité de l'ajustement peut être vérifiée par le khi-deux (x2 ) 

et par l'erreur relative maximale. Le chi-deux est donné par A3.7. 

U P(U) - G(U) 

x2 = ~ 
G(U) 

(éq. A3.7) 

La valeur du chi-deux est utilisé pour vérifier l'hypothèse de 

l'égalité des distributions à un niveau de signification u. Cependant, 

ce test nlest pas très puissant et de peu d'intérêt dans les cas 

présentés ici; l'hypothèse d' éga1ité est toujours vérifiée. Les 

valeurs de chi-deux seront cependant utiles pour vérifier l'effet de N 

et de K sur 1 1 ajustement. 
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L'erreur relative maximale est donnée par 

P(u} - G(u} 
ôr = x 100 (éq. A3.8) 

G(u} 

au point ou P(u} et G(u} sont le plus distant. 

Les tableaux A3.7, A3.8 et A3.9 résument les résultats. 

À l'examen des tableaux A3.7 et A3.8 on voit qu'une augmentation 

de N ou de K occasionne : 

- une diminution du chi-deux calculé et une augmentation du seuil théo­

ri que de la chi-deux; 

- une diminution de l'erreur relative; 

- une diminution de l'erreur absolue. 

On en conclut que l'ajustement s'améliore avec une augmentation de 

N et/ou de K. 

Hi rsch et al., 1982 sont sati sfaits d'un ajustement où l'erreur 

relative maximale est à 14 %. À l'examen des tableau A3.7, A3.8 et 

A3.9, on constate que l'on pourrait donc dêtre satisfait de l'approxi-

mation à la loi normale lorsque : 
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N = 4 et K = 4 

N = 5 et K = 2 

N = 2 et K = 12 

Évidemment, si N et K sont supérieurs, l'ajustement nlen sera 

qu'amélioré. 
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Tableau A3.1 : Pennutations des rangs et statistique de Mann-Whitney 
pour une série de quatre observations 

AVANT SAUT APRES SAUT Uk 

0 1 2 3 0 
0 1 3 2 0 
1 0 2 3 0 
1 0 3 2 0 
0 2 1 3 1 
0 2 3 1 1 
0 3 1 2 2 
0 3 2 1 2 
1 2 0 3 2 
1 2 3 0 2 
1 3 0 2 3 
1 3 2 0 3 
2 0 1 3 1 
2 0 3 1 1 
2 1 0 3 2 
2 1 3 0 2 
2 3 1 2 4 
2 3 2 1 4 
3 0 1 2 2 
3 0 2 1 2 
3 1 0 2 3 
3 1 2 0 3 
3 2 0 1 4 
3 2 1 0 4 

Tableau A3.2 Distribution de U pour une sous-série de 4 observations 
dont deux avant le saut. 

Fabs fréquence absolue 
Frel fréquence relative 

Uk 

0 
1 
2 
3 
4 

Fabs. 

4 
4 
8 
4 
4 

-
24 

Frel. 

1/6 
1/6 
2/6 
1/6 
1/6 
-
6/6 



Tableau A3.3 Calcul de la distribution exacte de la statistique totale U 

U 1 2 

° (0+0) (1/6.1/6) 
1 (0+1), (1+0) (1/6.1/6) + (1/6.1/6) 
2 (0+2), (2+0) . (1+1) (1/6.2/6) + (2/6.1/6) + (1/6.1/6) 
3 (0+3), (3+0) , (1+2), (2+1) (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + (1/6.2/6) + (2/6.1/6) 
4 (0+4), (4+0) , (1+3), (3+1). (2+2) (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + (2/6.2/6) 
5 (1+4), (4+1) , (2+3), (3+2) (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + (2/6.1/6) + (1/6.2/6) 
6 (2+4), (4+2) , (3+3) (2/6.1/6) + (1/6.2/6) + (1/6.1/6) + 
7 ( 3+4), (4+ 3 ) (1/6.1/6) + (1/6.1/6) + 
8 (4+4) (1/6.1/6) + 

- -- --~--- --~- -

Note 1 permutations des Uk des sous-series donnant le total U; 
probabilites assoclees aux permutations en 1; 
probabilité d'avoir la valeur U sous l'hypothèse nulle. 

2 
peu) 

peu) 

1/36 = 0,028 1 

2/36 = 0,056 
5/36 = 0,139 ' 
6/36 = 0,167 ' 
8/36 = 0,222 
6/36 = 0,167 
5/36 = 0,139 1 

2/36 = 0,056 1 

1/36 = 0,028 w 
--' 
o 
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Tableau A3.4 . Distribution théorique (approximation normale) de U. 

u 
a 
1 
2 
3 
4 

Z 

2,19 
1,64 
1,10 
0,55 
o 

F(Z) 

0,036 
0,014 
0,218 
0,343 
0,399 

G(U) 

0,020 
0,057 
0,119 
0,187 
0,213 

N.B. la distribution étant symétrique, les valeurs ne sont données que 
pour la moitié. 

25 

20 

15 

10 

5 

012345678 u 

Figure AJ.1 : Distributions exacte (peU): histogramme) et théorique 
(G(U): courbe) pour N =- 2 et K = 4 
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Tableau A3.5 : Distribution exacte (P(U» et théorique (G(U» pour 
N = 4 et K = 4 

P x 10- 2 

25 1-

20 

15'" 

10-

U 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

peU) Z 

0,001 - 3,10 
0,003 - 2,71 
0,011 - 2,32 
0,025 - 1,94 
O,OSO - l,55 
0,080 - 1,16 
0,118 - 0,77 
0,139 - 0,39 
0,151 0 

tP~ 

V ~ 

F(Z) G(U) 

0,004 0,002 
0,010 0,004 
0,028 0,011 
0,061 0,024 
0,120 0,046 
0,204 0,080 
0,297 0,115 
0,370 0,143 
0,399 0,155 

u 

5- ~ '\ 

OL--..lJ~~~~~-
1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 

Figure A3.2 : Distributions exacte (P(U): histogramme) et théoriaue 
(G(U): courbe) pour N = 4 et K::. 4 
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Tableau A3.6 : Distributions exacte et théorique pour N = 2 et K = 12 

P x 10-2 

25 

20 

15 

10 

5 

0 

Figure A3.3 

u F(U) peU) Z F(Z) G{U) 

° 1 0,0002 - 3,46 0,005 0,0001 
1 12 0,003 - 2,84 0,007 0,003 
2 66 0,016 - 2,31 0,028 0,016 
3 220 0,054 - 1,73 0,089 0,052 
4 495 0,121 - 1,15 0,206 0,119 
5 792 0,193 0,58 0,337 0,195 
6 924 0,225 ° 0,394 0,230 

,.0. 

t ~ 
f ~ 

ri ~ 
r ~ 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 u 

. Distributions exacte (P(U): histogramme) et théorique 
(G(U): courbe) pour N = 2 et K = 12 
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Tableau A3.7 Effet de K sur l'ajustement N = 4 

K X2 X2
t !J. ab. !J. r. 

1 ,0927 0,207 0,084 39,3 
2 ,0175 1,34 0,020 16,8 
3 ,0027 3,07 0,006 16,7 
4 ,0026 5,14 0,004 8,7 

x2 chi-deux calculé (ég. A3.7) xt seuil théorique à Cl = 0,005 
!J. ab erreur absolue 
!J. r erreur relative (éq. A3.8) 

Tableau A3.8 Effet de N sur l'ajustement K = 2 

N x2 X2t !J. ab !J.r 

4 0,0175 1,34 0,02 16,8 
5 0,0052 3,07 0,01 6,67 

Tableau A3.9 Erreur maximale, N = 2, K = 12 

U !J. ab !J. r 

6 ,005 2,22 % 
3 ,002 3,85 % 
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ANNEXE 4 

TEST DIÉGALITÉ DES VARIANCES 

Le test proposé ici est celui de Klotz (1962) tel que présenté par 

Marascuilo (1977). Ce test a la même puissance que son équivalent 

paramétrique (test du F) dans les conditions dlapplication de ce der­

nier. Dans dl autres cas, sa puissance est souvent supérieure. La 

statistique est donnée par: 

où 

n 
K = l e~ 

i=l 
(éq. A4.1) 

e
i 

= donnée par 1 a tabl e A.16 (Marascuil 0, 1977). Dépend du rang i et 

de N; 

i = rangs des observations du plus petit échantillon dans llensemble 

des observations des deux échantillons; 

n = nombre dlobservations dans le plus petit échantillon; 

N = nombre dl observations total. 

On a ensuite 

E(K) 
N 2 

= n 'i' e. 
i . L. 1 

1=1 
(éq. A4.2) 
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nI n2 N '+ 
Var (K) = l (0i ) 

N (N - 1) i =1 
(éq. A4.3) 

K - E(K) 
Z = suit la loi N(O, 1) 

1 Var (K)' 
(éq. A4.4) 

Note Ce test est sensible à une différence de moyennes des deux 

échantillons. Si ces moyennes sont différentes, il faut enle­

ver ce biais en appliquant le test sur des résidus. 

-
Yi = Yi - Y (éq. A4.5) 

Yi = moyenne du premier ou deuxième échantillon dépendamment de la 

provenance de Yi; 

Y~ = résidu. , 
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ANNEXE 5 
.. 

ESTIME DE LA PENTE DE LA TENDANCE 

La tendance détectée, il devient intéressant de la modéliser pour 

prédire les valeurs de la variable à différents horizons temporels. 

En première approximation on peut être intéressé à une modèle 

linéaire, c'est-à-dire la pente moyenne de la tendance. 

Pour les observations issues de populations normales, l'estimation 

paramétrique de la pente est: 

n2.· x.y, - (Lx.) ().y.) , , , , 
B =-------- (éq. A5.1) 

Si la distribution d'origine nlest pas normale, on utilise un 

estimateur non-paramétri que proposé par Thei l (1950), repri s par Sen 

(1968) et étendue aux cas des données subdivisées en sous-séries par 

Hirch et al., 1982. 

On doit calculer tous les ~ij définis par 

(éq. A5.2) 

où 
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k indice de la sous-série; 

i et j indices des observations dans une sous-série; 

nk nombre d'observations dans la sous-série K; 

1 < i < j < nk ; 

L'estimé non-paramétrique de la pente est donné par la valeur 

médiane des \ij. 


