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INTRODUCTION
Quel temps fera-t-il demain ?  Pleuvra-t-il ? Neigera-t-il ?

Peut-on prédire 1'avenir ? Et si oui, avec quelle probabilité de succés ?

Depuis le début des temps, les hommes s'interrogent sur ce que
1'avenir leur réserve. _ A travers les siecles, les devins, augures et
autres personnes dotées ae pouvoirs mystiques, ont tenté de percer le voile
entourant le futur dans le but de diminuer le sentiment d'inséqurité asso-

cié a 1'inconnu.

Méme de nos jours, on tente de fissurer cette barriére temporelle.
On réussit méme a prédire certains événements météorologiques, avec, il
faut le dire, plus ou moins de succés. On a réalisé que la capacité de
prédire les événements était intimement liée au niveau de compréhension des
différents processus engendrant 1'événement. Les chercheurs ont donc déve-
loppé une technique de solution de problémes portant le nom d'"Analyse des
systémes". Cette méthode permet 1'augmentation de la compréhension des
processus importants des systémes étudiés grace a la synthé?e et a

1'analyse de toutes les informations disponibles.

Les gestionnaires appelés a administrer des systémes de fagon per-—
formante, peuvent se servir des techniques d'analyse des systémes ou plus
précisément, de la modélisation, pour évaluer les réponses du systeme a
différentes stimulations. La modélisation est donc la pierre angulaire de
la prédiction moderne. Elle est, en quelque sorte, la desceﬁqante des

devins d'antan.




Cependant, les différences d'intérét entre constructeurs et utili-
sateurs de modeles peuvent engendrer un dilemme. Les cherchgurs, qui pro-
duisent la majeure partie des modéles, sont d'abord intéressés a.améliorer
la compréhension des processus impliqués dans le systéme. Ils générent
donc, par le fait méme, des modéles complexes et souvent lourds. Les ges-—
tionnaires quant a eux, recherchent plutdt un outil de travail leur permet-
tant la "manipulation" du systéme. Il s'intéressent plus spécifiquement

aux réponses possibles du systéme.

Les possibilités d'application des modéles imposent donc une con-
trainte supplémentaire lors de leur élaboration. 11 faudra souvent faire
un compromis entre la simplification et la représentativité, et ce, au

détriment d'une certaine précision des résultats.

La perte de précision causée par cette simplification "imposée"
peut étre compensée par des mesures correctrices. L'utilisation du filtre
de Kalman, méthode statistique associée au traitement des séries chronolo-
giques, semble apporter des gains appréciables au niveau de la précision et
de la longueur des prédictions, tout en respectant les contrainges asso-

ciées a 1'application des modéles.

Ce mémoire porte sur cette technique de filtrage qui permet une
amélioration sensible de la prédiction en temps réel. Aprés avoir survoleé
quelques caractéristiques des systémes hydrologiques, nous examinerons dif-
férentes facettes du domaine du filtrage en s'attardant plus spécifiquement

a la théorie associée au filtre de Kalman.




Enfin, nous tenterons d'appliquer le filtre de Kalman a un modéle
déterministe de type conceptuel (le modéle MDOR). Puis a 1l'aide de
diverses simulations, nous évaluerons 1'efficacité potentiel du filtre au

niveau du gain de précision pour une opération de prédiction du débit de la

riviére Rimouski.






i PREDICTION EN TEMPS REEL DU COMPORTEMENT D'UN SYSTEME

1.1 Outil de prédiction

Les gestionnaires qui ont a administrer des systémes de fagon per-
formante utilisent des outils de prédiction de facon a évaluer les possibi-
lités de réponses d'un systéme soumis a2 différentes stimulations. La pré-
diction est 1'opération qui consiste a évaluer 1'état d'un systéme dans une
situation non observée mais située dans un futur possible. Par le fait
méme, elle permet une amélioration de la compréhension du comportement du

systéme.

L'utilisation de modéles pour la prédiction est une approche mo-
derne permettant 1'estimation des états futurs d'un systéme. La modélisa-
tion consiste a reproduire symboliquement ou physiquement les principales
composantes des phénomenes observées. Elle permet une réduction de la
diversité et de la complexité de la réalité (Villeneuve, 1983), améliorant
ainsi la compréhension des processus impiiqués (intérét au niveau de la
recherche) et facilitant la "manipulation" des systémes (intérét éu niveau

de la gestion).

En modélisation hydrologique, on tente de représenter symbolique-
ment les fonctions connues ou inconnues qu'expriment les composantes du
cycle hydrologique (Snyder et Stall, 1965; Chapman, 1968). Plus particu-
lierement, dans le domaine qui nous intéresse, on essaie de traduire la
fonction de transfert existant entre les données météorologiqﬁ%s et le

débit (Nash et Sutcliffe, 1970; Bisson et Roberge, 1978).




L'ére de 1'ordinateur, en permettant la résolution d'équations
mathématiques complexes, a certes été un point tournant pourtl'utilisation
de modeles et a contribué a la popularité croissante des modéles mathémati-

ques (Snyder et Stall, 1965).

Les modeéles mﬁthématiques se subdivisent en deux grandes classes,
selon 1'approche employée: stochastique ou déterministe (Daudelin, 1983;
Morin, 1983; Clarke, 1973; Kirby, 1978). Les modéles stochastiques con-
tiennent des relations mathématiques non représentatives des proecessus phy-
siques du systéme. Certains de ces modeles supposent que les mesures
(précipitations, débits, etc.) sont des variables aléatoires qui peuvent
étre modélisées par des distributions statistiques. Ces modéles se basent
sur 1'hypothése que 1'histoire du bassin hydrologique (résumée par les don-
nées historiques) contient toute 1'information nécessaire a la connaissance

passée, présente ou future du systéme (Lundberg, 1982).

Le principe des modéles déterministes est de représenter le plus
fidelement les processus importants du cycle hydrologique. Ils tentent
donc de se rapprocher le plus possible de la physique du phénomeéne. Les

modeles employés sont surtout de types conceptuels (paramétriques, schéma-—

tisés) en raison de la complexité des phénoménes étudiés.

Idéalement le lien réunissant les données météorologiques et le
débit est complétement déterministe et devrait donc suivre des lois physi-
ques (Nash et Sutcliffe, 1970). Or, en raison d'une mauvaise compréhension

du systéme causée par la complexité des phénoménes et par les différentes




interactions entre les processus impliqués, on doit adopter une approche
empirique. Cette approche consiste a utiliser des concepts simplifiés

basés sur des hypothéses "a posteriori".

Les modéles déterministes de type conceptuel utilisent souvent des
équations empiriques fondées sur des hypothéses plausibles mais rarement
testées expérimentalement et dont le résultat dépendra de la calibration de
paramétres de signification physique souvent discutables (Morton, 1982).
Une mauvaise calibration pourra avoir comme effet une augmentation de
1'incidence des données historiques au détriment de la physique du phénomé-
ne. Pickup (1977), résume Q}en 1'empirisme de certaines relations mathéma-
tiques: "This equation was chosen because it gives a good fit to observed

data rather than for theoretical reasons".

Cette simplification nécessaire du systéme hydrologique donne donc
une assez grande liberté au niveau de la conceptualisation du systeme par
1'hydrologue. Ceci explique en partie le grand nombre de modéle rencontré.
La plupart des modéles ont été construits dans un but précis et sont donc
limités dans leur application. Plusieurs caractéristiques des ¥Variables
hydrologiques (comme les disponibilités spatiales et temporelles des
mesures) limitent la complexité des modéles de types opérationnels. En
hydrologie appliquée, on devra souvent faire un compromis entre la simpli-
fication et la représentation de la réalité (Schermerhorn et Kuehl; Nash et
Sutcliffe, 1970). Il n'existe pas de modéle idéal. Par définition, ils
sont incomplets et imparfaits puisqu'ils tentent de représenter une réalité

qui est généralement mal connue.




Le modéle est utilisé pour effectuer différents genres de simula-
tion. La simulation permet la "digestion" de données d'entrées dans le but
d'évaluer des fonctions de production et de transport. Elle permet donc la
représentation de la réalité et évalue les performances du syﬁtéme, étape
essentielle de 1'analyse du systéme. Le but de la simulation peut étre

résumé par cette question: "What if ?" (Fiering et al., 1971).

Les simulations que nous allons effectuer dans cette étude seront
des prédictions en temps réel. Ces opérations permettent d'évaluer le com-
portement du systéme pendant 1'occurence d'un événement (Wood et Szollosi-

~Nagy, 1978; WMO, 1975). Elles facilitent donc la prise de décision a court
terme grace 3 la connaissance de 1'état du systéme et de la prédiction de
son état futur (Cluckie, Harwood et Harpin, 1980). La connaissance des
conditions initiales du systéme (ex.: humidité du sol) est indispensable a
ce type de prédiction puisqu'on modélise 1'état présent du systéme (Quick,

1983).

La longueur de la prédiction hydrologique pourra étre limitée par
la longueur des prédictions météorologiques, qui servent de- données

d'entrée aux modéles, et par le temps de réponse du bassin considéré (Sher-

merhorn et Kuelh; Hogg, Pugsley, Schaefer et Yacowar, 1983).

L'utilisateur des modéles de prédiction en temps réel doit respec-

ter deux contraintes liées a 1'opération de prédiction:




1) les simulations fréquentes, nécessaires a une opération de

prédiction, limitent la complexité des modéles employés;

2) il doit essayer d'utiliser toute 1'information disponible
(Bisson et Roberge, 1983).
!

Lors d'une opération de prédiction, 1'hydrologue doit estimer
1'évolution du systéme a partir de son état initial et de certaines séries
de données météorologiques. A chaque jour, il pourra ajuster sa prédiction
en resimulant le systéme selon les nouvelles séries de données d'entrée.
Ces_conditions d'opération nécessitent un grand emploi de temps d'ordina-
teur, occasionnant ainsi des coilits élevés. I1 sera donc préférable de
choisir des modéles légers et opérationnels pour limiter les coilits associés
a la partie informatique de 1'opération de prédiction, méme si cela doit
étre fait au détriment d'une certaine représentativité du systéme. Le ges-
tionnaire qui veut profiter d'une base physique solide devra favoriser

1'emploi de modéles de type déterministe.

1.2 Etude d'un systéme

La prédiction de 1'évolution d'un systéme hydrologique est limitée
par la connaissance de son état initial et par la compréhension de ses flux
internes. Ces lacunes peuvent étre comblées par deux genres d'informa-
tions: 1'observation expérimentale (information "a posteriori") et les
lois ou relations empiriques permettant de décrire le comportement d'un
systéme (information "a priori"). Cependant, ces informations‘§ont sou-

vents incomplétes ou entachées d'erreurs (figure 1.1).




- g -

i Figure 1.1
Etude d'un systéme

Systéme
étudié
A
X (t) X (t)
Mesures Modeles
h r
X, () X, (1)
v v v
Observations | « b, b, » Modélisation
) déterministe et/ou
stochastique
v v
Y (t) X, (t)
X(t) : vecteur de n variables d'état décrivant le systéme;
X (t): composantes déterministes (n variables);
ga(t): composantes aléatoires (n variables);
b2 : bruits des modéles (n x 1);
bl : bruits des mesures (m x 1);
Y(t) : mesures de m variables d'état (m < n) (informations " a

posteriori");
gc(t): variables calculées par le modéle (n x 1) (information "a
priori");

matrice de mesures (m x n).

[1k=-}

(1.1a) » Y (t) = HX (t) + bl
(1.1b) > X () = X (£) + X, (V)
(1.1c) ->-_}gc (t) = X (t) + b2
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L'information obtenue par 1'observation expérimentale est limitée
au nombre de variables mesurées et a 1'échelle de temps util}sée. Ce sont
surtout des contraintes logistiques qui conditionnent ainsi 1'horizontalité
et la verticalité de 1'échantillonnage. De plus, 1'information utile con-
tenue dans les mesures peut étre diluée par les erreurs de lecture et
d'instrumentation. Nous représenterons les erreurs rattachées a 1'informa-

tion "a posteriori" par un résidu aléatoire non prévisible.

L'amalgamation des lois physiques et des relations empiriques dans
une structure pertinente permet la modélisation déterministe du systeme.
Cependant, pour rendre le modele plus opérationnel, on devra simplifier
certaines caractéristiques des processus hydrologiques (hétérogénéité,
variabilité spatio-temporelle, processus non linéaire, etc...). Cette sim-
plification limitera 1'information utile qu'on peut obtenir du modéle
(information "a priori") et diminuera la qualité des résultats des simula-

tions.

Le modéliste peut donc définir deux composantes intrinséques des
variables importantes d'un systéme: une composante déterministe et une

composante aléatoire (voir équation 1.1b, figure 1.1).

La composante déterministe peut étre prédite a partir de la théo-
rie scientifique. La composante aléatoire de la variable est non prévisi-
ble en raison d'un manque d'information. Amirthanathan (1982) définit
ainsi 1'incidence de 1la partie aléatoire d'une variable hydrologique:
"C'est celle qui ne nous permet jamais d'étre certain de ne Qas avoir

oublié notre parapluie".




Un modele déterministe bien représentatif de la réalité, explique-
ra suffisamment le comportement des variables d'état pour remdre négligea-
ble le résidu aléatoire (Isabel, 1983). Or, en raison de la simplicité des
modéles déterministes utilisés en prédiction, on pourra observer une aug-
mentation de 1'importance de ce résidu éléatoire. L'utilisateur des
modéeles de prédiction qui doit optimiser la précision de sa prédiction

devra tenir compte de cette composante en tentant de la modéliser.

La présence de ces résidus aléatoires nous aménent a définir la
notion de "bruits". Les bruits sont des phénoménes fluctuants dont 1'évo-
Iution ne peut étre prévue exactement. La connaissance de leur valeur dans
des conditions données ne permet pas le calcul exact de leur valeur dans
des conditions voisines. Ces bruits peuvent intervenir a deux endroits
lors de 1'étude d'un systéme: au niveau des mesures ou au niveau des mode-
les (figure 1.1). Ces bruits pourront étre causés par: la mauvaise repré-
sentativité du modele, le fait que les paramétres peuvent étre trop inéga-
lement distribués pour étre considérés invariables, les erreurs de mesures
des données d'entrée et de sortie, le fait de considérer la distribution de
la pluie comme homogene, etc... (Jackson, 1975; Bowles et Grenney, 1978;

Lundberg, 1982; Quick, 1983). Les bruits ont comme effet de diminuer 1la

qualité de nos informations.
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1.3 Méthodes de correction

|
L'étude expérimentale des systémes physiques est donc continuelle- 1

ment perturbée par 1'influence de ces bruits. Or comme 1la geétion et la

planification de la ressource eau imposent des estimations de plus en plﬁs

exactes des variables importéntes du systéme, on doit chercher a quantifier

1'effet de ces bruits. La perte de précision ou 1'augmentation de 1'in-

certitude causée par 1'emploi de modéles simplifiés peut étre compensée par

des méthodes correctrices qui permettent de "coller" 1les résultats des

simulations a la réalité (ou aux observations).

La méthode d'ajustement la plus simple consiste a corriger unique-
ment les sorties du modele en multipliant les valeurs obtenues par un fac-
teur qui est fonction de la différence entre les valeurs calculées et les
valeurs observées. Il s'agit ni plus ni moins que d'un traitement statis-
tique des résidus. C'est comme si on utilisait un modéle statistique pour

compléter le modele déterministe.

On peut aussi tenter de corriger les sources d'erreurs pjutét que
les erreurs. L'importance relative de certains processus hydrologiques
peut varier de fagon spatiale et temporelle. Si les modéles représentent
empiriquement ces procéssus, cela pourra se traduire par des valeurs de

paramétre instables qui deviennent par le fait méme moins représentatifs

des processus qu'ils modélisent.
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La calibration classique n'est alors plus tout a fait adéquate
puisqu'elle fixe la valeur de paramétres qui intégrent trop de choses pour
pouvoir étre considérés totalement invariables avec le temps (Morton 1982).
Le principe de la méthode d'ajustement qui porte le nom de: calibration en
temps réel, consiste a considérer certains paramétres du modele (les moins
représentatifs) comme étant des variables aléatoires. On détermine dans un
premier temps leurs valeurs initiales (soit par calibration classique, ou
par une estimation simple) puis on corrige cette valeur a chaque jour en se

servant des nouvelles mesures disponibles.

Une autre méthode cdrrectrice consiste a corriger les valeurs des
variables d'état du systéme a chaque jour. On entend ici par variables
d'état, toutes variables importantes décrivant le systéme, qui sont utili-
sées pour former la structure du modéle et dont la connaissance de 1'état
futur permet la prédiction des sorties du systéme. On peut nommer comme
exemple: 1'humidité du sol ou le niveau des différents réservoirs concep-
tuels, les conditions météorologiques (température, précipitation), 1'éva-

poration, le débit et méme certains paramétres intégrateurs du modéle.

La variation de ces variables conditionne 1'évolution temporelle
ou le comportement du systéme. Le principe de cette méthode d'ajustement
est de réduire 1'écart entre les valeurs des variables d'état calculées et
leurs mesures et ce, a chaque jour de 1'opération. L'approche proposée est
de modéliser stochastiquement le bruit associé a chaque variable importante
du systéme. L'analyse stochastique sera alors imbriquée dans la structure

du modele déterministe (figure 1.1). i




..14..

Cette derniére approche est possible par 1'entremise des filtres
numériques. Ce sont des méthodes stochastiques qui facilitent le traite-
ment de 1'information en tenant compte de fagon rationnelle des incerti-
tudes rattachées a 1'étude d'un systéme. Plus précisément, les techniques
de filtrage permettront d'estimer de fagon optimale les variables d'état
importantes d'un systéme a partir des informations "a priori" et "a poste-

riori".

1.4 Technique de filtrage

Le filtrage est un terme emprunté au domaine du génie électrique

1, qui permettent 1'extrac-

oi l'on utilise des filtres, dits "classiques"
tion ou la réduction de parties indésirables d'un signal. On entend ici
par signal toute information susceptible de nous renseigner sur un systéme
donné. Ces filtres physiques sont constitués de condensateurs et
d'inductances, destinés au traitement des signaux électriques (ex.: ten-—
sions électriques).

L'avénement d'ordinateurs de plus en plus sophistiqués ajfavorisé
1'utilisation des filtres "numériques", qui n'ont pas d'existence physique
comme les filtres classiques. Ces filtres sont des méthodes de calcul qui
facilitent 1'exploitation d'un signal traduit sous forme numérique. Le

filtre numérique peut utiliser les deux catégories d'informations ("a

priori" et "a posteriori').

1

On les appelle aussi "analogiques", puisqu'ils traitent des signaux qui
sont définis en continu.
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On tentera d'effectuer la meilleure estimation possible des varia-
bles d'état (X (t)) a partir d'une combinaison de ces deux- informations.
L'utilisateur devra donc préciser ce qu'il entend par "meilleurg'estimation
possible", ce qui impliquera la définition d'un critére d'optimisation qui
sera en général les moindres carrés. Ce critére consiste a minimiser une
forme quadratique représentant 1'écart entre la solution obtenue (Q(t)) et

la solution idéale (x(t)):

F2 = T (R(t) . x(t))?2

" Le calcul de la fonction F? nous donnera une mesure de la qualité
du traitement des données bruitées par le filtre. Plusieurs raisons sup-—

portent le choix des moindres carrés comme critére d'optimisation:

- en statistique, la méthode du maximum de vraisemblance conduit

a minimiser les moindres carrés;

- son utilisation conduit souvent a un systéme d'équations liné-

raires.

En général, on traite des signaux qui sont échantillonnés de fagon
discréte, c'est-a-dire que les données de mesure ne sont définies que pour
des valeurs discrétes du temps. On travaille donc surtout avec des filtres
"digitaux" (par opposition aux filtres analogiques) ce qui impliquera une
discrétisation des équations en continu employées pour définir notre syste-

me.




_16_

I1 existe plusieurs types de filtre: linéaire ou non linéaire,
récursif ou non récursif. La plupart des filtres employés jusqu'a présent
sont des filtres linéaires. L'expérience démontre qu'en plus de 1'avantage
de la simplicité et de 1l'efficacité, ils peuvent permettre le traitement

d'un signal ayant un comportement non linéaire.

Les filtres non-récursifs estiment chaque variable d'état (x(t))
au temps t a partir d'une somme pondérée (ao a an) des mesures (y(t))
antérieures a 1'instant t. Ces filtres n'utilisent donc que 1'information

donnée par les mesures. Ils sont de la forme:

n
Q(t) = aoy(t)+a1y(t—1)+.....+any(t—n) =z aiy(t—i) 4
o

Les filtres récursifs estiment les x(t), a partir d'une somme pon-
dérée de la mesure au temps t(y(t)) et de 1'estimation de la variable au

temps t-1 (Q(t—l)). Ils sont de la forme:
A A
x(t) = A x(t-1) + By(t) o (1.2)
Cette équation est intéressante puisqu'elle utilise les deux in-

A
formations disponibles: 1'information "a priori" (x(t-1)) et l'information

"a posteriori" (y(t)).

1 Cette fonction de transfert est mieux connue sous le nom de "sommation

de convolution": %(t) est 1'estimé de la variable x(t).




Le filtre est en fait un modéle stochastique. Cependant, ce qu'il
y a d'intéressant, c'est qu'il laisse le choix de la fagon dont on veut
représenter 1'information "a priori" (voir tableau 1.1). Dansrhotre cas,
cette information sera représentée par un modele déterministe conceptuel.
Le filtre ne sera alors plus considéré comme un modéele en soi, mais plutot
comme le complément dulmodéle déterministe. Il permettra ainsi le traite-
ment de 1'information obtenue du modéle. L'utilisateur devra cependant
attribuer aux informations "a priori" et "a posteriori", un niveau de
bruits qui exprimera le niveau de confiance qu'il accorde a chadque informa-
tion. Le filtre deviendra donc une technique de traitement permettant
d'extraire le maximum d'informations des signaux recus selon la connais-

sance physique que nous avons du phénoméne.

Le filtre de Kalman se présente sous la forme d'un algorithme de
calcul qui permet la représentation de 1'information "a priori" sous une
forme analytique (modele). Cependant, cette représentation doit étre faite
selon 1'approche "State Space" qui consiste a expliquer 1'état du systéme

par a un processus markovien tel que:
x(t): £ (x(t-1), x(t-2),...) (1.3)

Le principe du processus markovien est que la connaissance des
états passés- du systéme et de la structure engendrant le comportement du
systéme permet 1'estimation des états présents du systéme. Il s'agit alors

de représenter cette structure (ou le modéle) par une suite d'équations
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Tableau 1.1

Représentation de 1'information "a priori"

de Fourier

i INFORMATIONS "a priori"
METHODES = 2
SUR LA VARIABLE D'ETAT (X) SUR LE BRUIT (B)
Transformation composition spectrale composition spectrale

Transformation
en z

composition spectrale

composition spectrale

Moindres carrés

forme analytique

perturbations aléatoires

classique (ou)
équation d'évolution
Wiener auto—-corrélation et auto-corrélation et
corrélation avec B corrélation avec X
équations d'état, pro-
Kalman priétés statistiques des propriétés statistiques

Référence: Radix (1970)
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linéaires aux différences finies (donc discrétisées), de 1la forme de
1'équation 1.3, qui utilisent toutes les variables importantes du systeme

(variables d'état).

La plupart des modéles hydrologiques ayant une structure linéaire

1 ~ s " " . .
s adaptent a la notation “State-Space . Nous essaierons au chapitre 3
d'adapter un modéle déterministe de type conceptuel a 1'algorithme du fil-
tre de Kalman. L'opération de filtrage selon 1'approche proposée com-

portera les étapes suivantes:

- identification de 1'information "a priori", selon une forme

mathématique (voir tableau 1.1);

~ choix d'un filtre permettant la réduction des parties indésira-

bles du signal;

- choix d'un critére d'optimisation permettant la détermination
P P

des coefficients du filtre.

On pourra ensuite effectuer les opérations suivantes:

- estimation de X(t) a chaque instant de mesure: filtrage;

- estimation de X(t) entre les instants de mesure: lissage

(interpolation);
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= estimation de X(t) a un instant postérieur aux derniéres

mesures: prédiction; -

-~ estimation des paramétres du modele décrivant X(t): calibra-

tion en temps réel.
Le filtrage numérique a été appliqué dans plusieurs activités dans
lesquelles intervenaient la collecte et 1'exploitation de données numéri-
ques. Citons des disciplines aussi variées que: 1'aérospatiale, la navi-

gation, 1'économétrie, 1'électronique ou 1'acoustique.
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2 LE FILTRE DE KALMAN

2.1 Développement théorique du filtre

Le filtre de Kalman est une méthode d'analyse qui permet 1'estima-
tion optimale, au sens des moindres carrés, de "1'état" d'un systéme,
pertubé par la présence de bruits, grace au traitement des deux types d'in-
formations: 1'information "a priori" et 1'information "a posteriori”.
L'information "a priori" comprendra, dans ce cas ci: 1'équation d'état
(modéle dynamique stochastique) qui modélise le comportement du systeme,
une estimation des conditions initiales et 1'évaluation des propriétés
statistiques des bruits. L'information "a posteriori" est représentée par’
1'équation de mesure qui relie mathématiquement les mesures aux variables

d'état.

Le concept de "1'état" d'un systéme n'est qu'une convenance mathé-
matique permettant 1'utilisation de causalité et de structure interne dans
la définition d'un systéme (Mehra, 1976). Intuitivement, 1'état d'un
systéme peut étre décrit comme étant 1'information minimale requise sur un
systeme, nécessaire a la prédiction de son comportement futur. Pour un
systéme complétement déterministe, 1'état du ;ystéme sera donné par une
série de variables (x,(t), x,(t) ... xn(t)) regroupées dans le vecteur

d'état (X(t)), qui représenteront les caractéristiques et/ou les processus

importants du systéme. La connaissance des valeurs de ce vecteur au temps

n 1"

ty", des données d'entrée du systeme et de la structure du modéle
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decrivant ce systéme, permettra la détermination du vecteur a tout temps
"t". Pour un modéle de type stochastique, une extension de ce concept per-
mettra la détermination de la distribution de probabilité des variables

d'état dans le futur, a partir de la connaissance de 1'état actuel et de

1'histoire du systéme (Szollosi-Nagy et al., 1977).

L'équation d'état décrivant le systéme, peut s'écrire sous la for-

me d'une équation différentielle stochastique du premier ordre:

x(t) = £(x(t), u(t), 6(t); t) + w(t) (2.1)

ou -
x(t): dérivée de la variable x(t)

u(t): force motrice du systeme
8(t): paramétre du modele

w(t): bruits associés au modéle

Cette équation stipule que 1'évolution de la variable x(t) peut

étre décrite a partir d'informations sur sa structure interne.
LI . -
L équation de mesure est donnée par:

y(t) = H (x(t), u(t), 0(t); t) + v(t) (2.2)

~

ou , s
y(t): wvariables mesurées

v(t): bruits associés a la mesure
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Comme ces deux informations sont jugées incompletes, on leur at-
tribue chacune un terme de bruit: v(t) et w(t). Posons deux-hypothéses de

départ permettant de faciliter le développement des équations 2.1 et 2.2:

- les parametres du modele (©(t)) sont connus;
-~ il existe un lien direct entre les variables d'état (x(t)) et les
mesures (y(t)), ce qui implique 1'indépendance entre la force

motrice (u(t)) et les mesures.

Nous allons linéariser notre équation d'état de fagon a faciliter
son incorporation dans 1'algorithme du filtre de Kalman!. En respectant
ces hypothéses et en utilisant la notation matricielle, on peut réécrire
les équations 2.1 et 2.2:

X(t) = A(t) X(t) + B(t) u(t) + G(r) w(t) (2.3)
(nx1) (nxn)(nx1) (nx1)(1x1) (nxp) (px1)?

Y(6) = H(t) X(t) + v(t) 2.4

(mx1) (mxn) (nx1) (mx1)?2

! Bien que ce soit plus complexe, le filtre peut aussi étre appliqué a des
systémes non linéaires.

? Dimension des matrices et vecteurs utilisés dans les équations 2.3 et
2.4. -
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Les matrices A et H contiennent les parametres du modéle. Les

matrices B, G et H sont des matrices d'échelle qui indiquent. les variables

qui sont soumises a 1'influence des forces matrices (u(t)), des bruits
(w(t)) ou qui sont mesurées (équation 2.4). Dans ce dernier cas, on pourra

avoir m < n selon le nombre de variables mesurées. Les matrices A, B, H et

3=

G peuvent étre dépendantes ou indépendantes du temps.

Une analyse statistique ou déterministe rigoureuse des incertitu-
des reliées aux deux équations est difficile. C'est pourquoi- on se sert
d'hypothéses simples sur la magnitude des incertitudes qu'on ajustera pour
bien représenter les sources d'erreurs. On suppose donc, que nos bruits
ont 1'allure de "bruits blancs", c'est-a-dire qu'ils sont des variables non
correlées et imprévisibles et qu'ils ont une distribution qui suit une loi

normale de moyenne 0 et de variaces 0?. On aura donc:

w(t) = N(O, Q) (2.5)
v(t) = N(O, R) (2.6)
avec Q et R représentant respectivement la matrice de covariance des

erreurs du modéle et la matrice de covariance des erreurs de mesures.

Pour effectuer le traitement numérique des données, il est néces-
saire de discrétiser le modéle mathématique, s'il est constitué d'équations

différentielles. L'équation 2.3 peut s'écrire sous la forme:
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X(t+1) = @ (t+1,t) X(t) + F(u;t) + G w(t) (2.7)?
(nx1) (nxn) (nx1) (nx1) (nxp) (px1)

ou @(t+l,t) est une matrice de transition qui permet la transformation de
"1'état" du systéme a 1'instant t a un "état" a 1'instant t+l. Elle est
la solution de 1'équation différentielle suivante (Radix, 1970; Rauch, 1970

et Lettenmaier, 1976):
§(t) = A(t) E(t+1,t) avec B(t,t) = I
et:
F(u;t) = f§+1 g(t+1,1) 2(1) u(t) @ T (voir équation 2.3)

Les équations d'état qui représentent le modéle choisie (équation
2.3), devront étre réécrites sous la forme d'un processus markovien (équa-
tion 2.7) pour faciliter leur traitement par le filtre de Kalman. Les

coefficients de 1'équation 2.7, seront estimés de fagcon a tenir compte de

la structure du modele.

1 Cette équation est analogue 2 la formulation d'un cycle markovien
d'ordre 1 (voir 1'équation 1.3). Notons que la matrice G est considérée
ici comme une constante (indépendante du temps). =
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La représentation du modéle sous la forme d'un processus markovien
comporte un avantage au niveau du temps "ordinateur" puisqu'elle ne néces-
site pas la mémorisation de longues séries de données. On n'aura besoin
que de quelques valeurs numériques qui contiendront toutes 1'information

nécessaire a la mise a jour de notre estimation.

Le filtre de Kalman utilise 1'approche Bayesienne (les probabili-
tés conditionnelles). I1 suppose que les variables sont aléatoires et
essaie de leur attribuer les valeurs les plus probables, compte tenu de

1'information disponible.

Sorenson (1970) a démontré (Bozic, 1979) que la meilleure prédic-
tion du vecteur d'état est donnée selon 1'équation d'état (équation 2.7),
donc selon le modéle. En partant de 1'hypothése que les variables d'état

suivent une loi normale on aura (Bowles, 1978):
A
X(t) » N (X(t|t), P(t]|t)) .

Le filtre de Kalman permettra donc deux estimations:

1 Cela revieq} a2 dire que la meilleure estimation possible d'une variable
x; (t) est X; (t|t) avec une erreur possible de P, (t]t).
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g(th) - estimation la plus probable de X(t) en utilisant les mesures
effectuées jusqu'a 1'instant q. C'est une estimation optimale,
au sens des moindres carrés, et en tenant compte des hypothéses
de travail (structure du modele et propriéteés statistiques des

bruits);
B(th) : estimation de la matrice de covariance des erreurs, soit:
A ral T
E [(X(t) - X(t]q)) (X(t) - X(t]|q)) ]
a8 2
E((X(t) - X (t]q))?) .

Le probléme de 1'estimation de 1'état d'un systéme peut se résumer
ainsi: connaissant une séquence de mesures (Y(t)) reliée aux variables
d'état par 1'équation 2.4, on estime les variables d'état (X(t)), dont le
comportement est donné par 1'équation 2.7, tout en minimisant une fonction
de performance. Notons que le maximum de vraisemblance renforce le choix
des moindres carrés comme fonction critére F?. En fait, la fonction que
nous minimiserons sera la trace de g(tlt) (somme de la diagonale d; la

matrice):
F? = 2 (X,(t) - ﬁi(tlt))2

Kalman a trouvé une solution a ce probléme sous la forme du filtre

récursif linéaire suivant:

R(t]t) = « X(t-1]t-1) + B [¥(t) - ¥ X (t-1|t-1)] (2.8)
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L'équation 2.8 est de la méme forme que 1'équation 1.2'. L'esti-
mation du vecteur d'état (Q(t]t)) est donc donnée par une sommation pon-
dérée des estimations faites a une période antérieure et Ad*un terme
représentant le gain d'information qu'apporte 1la nouvelle mesure. Ce
dernier terme porte le nom d'innovation et se définit comme suit:

v(t) = ¥(£) - 7 K(t-1]t-1)

En partant des équations de départ (équations 2.4 et 2.7), en
minimisant la fonction critére et en posant certaines hypotheses de non-

corrélation?, Kalman a pu déterminer les coefficients de 1'équation 2.8:

L'équation 2.8 devient:

A

XK(t|t)=2a(,t-1)X(t-1]t-1)+

1=

(t) [Y (t) - H(£)® (¢, t-1)

2(t—1|t—1)] - (2.9)

> Dans 1' equatlon 1.2, en posant A =D - BC, on obtiendra:
R (t) =D x(t 1) + B(y(t) - C R(t-1))

Les hypothéses deAnon—correlatlon sont entre autre
E(v(t) - (X(£) - X (t[t-1)T) = 0 et E(u(t) - w(t)) =

* Les coefficients «, B, K et H peuvent étre dépendants ou indépendants du
temps. Le changement de B par K(t) a été fait pour avoir la méme
terminologie que la littérature.
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avec K(t) déterminée de fagon a minimiser la trace de g(tlt), soit:

]

|| BCt[t) || =0
3K(t) -

ce qui donne:

-1

K(t) = P(t|t-1) H(t)T [H(t) P(t|t-1) H(t)T + R] (2.10)

K(t) est la matrice de gain et est fonction de Q (indirectement) et de R,
donc des propriétés statistiques des bruits. Elle représente le compromis
entre la confiance que 1'on accorde a notre modéle et la confiance qu'on

accorde a la nouvelle mesure.

Kalman a réécrit 1'équation 2.9, sous la forme d'un algorithme
récursif (voir tableau 2.1). Le filtre suit alors une procédure séquen-
tielle qui ne nécessite pas une mémorisation de longues séries de données
d'entrée. L'opération de filtrage s'effectuera en deux étapes: une étape

de prédiction et une de correction (tableau 2.1 et figure 2.1). .

Comme le filtre de Kalman consiste en un calcul récurrent, on doit
imposer des conditions initiales pour qu'il y ait démarrage. Un mauvais
. ) ) . L - .
choix de §(t°|t0) n aura pas un si grand effet sur le reste de 1 opération
puisqu'il sera constamment corrigé par les nouvelles mesures. Par contre,

un mauvais choix de P(tolto) ne pourra pas étre corrigé puisque le calcul

de la matrice P est indépendant des mesures (voir tableau 2.1). -
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Tableau 2.1

Algorithme de filtrage!

PARAMETRES CONNUS

A
- Conditions initiales : X (to|te), P (tolte)

- Structure du modéle : &, F (u; t), G (équation 2.7)
- Propriétés des bruits: Q, R (équations 2.5 et 2.6)°?
- Séquence de mesures : Y (t), H (t) (équation 2.4)

X(t+1]t)=8X(t]|t)+F (u; t) -
P(t+1|t)=28PR(t]|t)g +606"
OPERATION DE CORRECTION
g (t + 1 | t) devient g (t ] t-1)etP (t+1] t)devient
P (t]t - 1) =
K@ =P |t-DEMTE@®PE|t-1H@®*ER?
V() =Y (1) ~H () K (t]t-1)
X |o=X¢]|c-1)+ K (t) v (t) *

o

(tle) = [IL-K () H(®)] PR (t]|t-1)

Voir Radix (1970), Wood (1976) et Bozic (1979) pour la démonstration des
formules.

Avec les hypotheses suivantes:

i)

ii)

indépendance entre les bruits du s¥stéme et des mesures:
E(v(t) -w())=0

indépendance entre les bruits de mesures et 1'erreur de
1'estimation: .

E((t) - X () -X(¢]t-1)D=0

(Radix, 1970; Wood, 1980; Amirthanathan, 1982).
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Figure 2.1
Processus de filtr

age

Systeme physique

X(t)

" )
X (to]to), g (to|to)

Conditions initiales

|ﬁquation
2.4

= w1} w{Lj—

Modéle [Equation |
2.7
! |

Prédiction

~
X(tlt-1) | -

.——— | Correction ﬂ‘—J |
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Si on observe la variation des Pii avec le temps, on aura la rela-

tion suivante: E
trace B(tlt) < trace g(tlt—l) (2.11)

Cette relation traduit le gain en précision que 1l'on attend des
mesures (Y(t)). D'ailleurs, on pourra se servir des valeurs de la matrice

P pour juger de la performance relative de différents modeles.

L'association du filtre de Kalman a2 un modéle déterministe permet
la prédiction la plus probable (au sens des moindres carrés) de 1'état
futur du systéme étudié, représenté par son vecteur d'état (X(t)).
Cependant, il sera nécessaire de réajuster 1'estimation de ce vecteur
d'état en utilisant toute nouvelle information disponible avant de recom-
mencer 1'opération de prédiction. C'est pourquoi il existe, dans 1'algo;
rithme du filtre de Kalman (tableau 2.1), une opération de correqtion qui
tient compte de la confiance qu'on accorde aux mesures (définie par la

matrice R) et au modeéle (matrice Q).

Si on pose 1'hypothése que les mesures sont rigoureusement fidéles

a la réalité (donc R = 0), cela entrainera:

H(t) K(t) =1 (voir équation 2.10)
et

g (t|t) = K(t) ¥(t) (voir équation 2.9)
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Le filtre de Kalman réagit donc en corrigeant 1'ancienne estima-
tion (g (tlt - 1)) par la nouvelle mesure (Y (t)). L'utilisateur devra
donc, par le biais des matrices Q et R évaluer la confiance qu'il accorde
aux mesures et au modele. Il doit étre conscient que le filtre ne doit pas
nécessairement se plier & toutes les extravagances des résultats expérimen-

taux (R # 0).

L'application du filtre de Kalman a un probléme particulier devra

suivre la procédure suivante: 5

- définition des modéles employés pour décrire le systéme (équatiom
d'état) et de la relation liant les mesures aux variables d'état (équa-—

tion de mesure) (équations 2.4 et 2.7);

= connaissance des propriétés statistiques des bruits (Q et R) et des

A
conditions initiales (X(to|to), P(tgo|te)) (équations 2.5 et 2.6);

-

= digitalisation et linéarisation des équations, examen des divergences;

A
- filtrage - X(t|t), P(t|t) (tableau 2.1);

~  examen critique de 1'opération de prédiction.
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2.2 Problémes associés a 1'emploi du filtre de Kalman

2.2.1 ESTIMATION DES CONDITIONS INITIALES

L'estimation des conditions initiales (g(tolto), P(to|tp)) devient
nécessaire pour permettre le démarrage de la procédure de filtrage.
Lettenmaier et Burges (1976), Radix (1970) et Rauch (1970) proposent
d'utiliser comme valeurs de départ les mesures (Y(tq)) et l'estimation des

" _n

erreurs de mesures (R) et ce, pour les variables correspondantés (pour 'm

variables, voir équation 2.4):

X (to]to) = ¥ (to)

g (to|to) = §

Si on a aucune connaissance "a priori" des conditions initiales,
il est préférable de prendre des valeurs de P(tg|ty) élevée (» =). On don-
nera ainsi peu de poids a g(tolto) dans 1'algorithme récursif du filtre de
Kalman pour le calcul des valeurs prédites du vecteur d'état (g (ty | to),

A
X (t2 | t1), etc.). -

Certains auteurs (Lettenmaier, 1976; Amirthanathan, 1982) appli-
quent un algorithme récursif des moindres carrés a une courte série anté-
rieure a la période d'intérét. De cette fagon, les derniéres valeurs esti-
mées de cette série peuvent servir de conditions initiales lors de 1'opéra-
tion de filtrage. En partant de la méme logique, on peut tout simplement
débuter notre opération de filtrage quelque temps avant la période d'inté-

rét. C'est ce que nous ferons lors de notre application.




- 35 -~

De mauvaises valeurs de g(to|t°) sont rapidement corrigées par
1'introduction des nouvelles mesures dans 1'algorithme de prédiction. Ce
n'est pas le cas pour la matrice P qui est indépendante des mesures. Radix
(1970) note cependant qu'une erreur de prés de 50% dans 1l'estimation de

P(tg|te) influe trés peu sur les valeurs futures du vecteur d'état.

Il pourrait étre intéressant de mener certaines études par simula-
tion artificielle pour estimer 1'importance relative d'une mauvaise estima-

tion des conditions initiales.

2.2.2 ESTIMATION DES COEFFICIENTS CARACTERISANT LA STRUCTURE DES MODELES

EMPLOYES

Pour appliquer le filtre de Kalman, il est nécessaire de connaitre
la structure des modéles employés; ce qui implique la connaissance des
matrices de transition (%) et d'échelle (H), de 1la fonction motrice
(F(u; t)), et la détermination des propriétés statistiques des bruits (ma-

trice de covariance des erreurs de mesures: R, matrice de covariance des

erreurs du modele: Q).

Les matrices & et H ainsi que la fonction motrice F, sont habi-
tuellement fixées par la structure des modéles employés et sont directement
données lors de la représentation des équations sous forme discréte (voir

équations 2.4 et 2.7).
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La détermination des matrices Q et R est beaucoup plus complexe.
On peut les considérer dépendantes ou indépendantes du temps selon qu'on
juge que les processus sont non stationnaires ou stationnaires. -Habituel-
lement, on ne détermine que les valeurs de la diagonale de chaque matrice.
La connaissance des corrélations croisées donne peu d'information et ne
fait que compliquer 1'opération de filtrage (Bowles, 1978). On pose donc

1'hypothése de non-corrélation entre les bruits de variables différentes.

Différentes approches permettent de déterminer les waleurs des
diagonales des matrices: revue de littérature, essai et erreur, filtrage
adapté, etc. La matrice de covariance des erreurs de mesure (R) doit in-
tégrer toutes les erreurs reliées a 1'opération d'échantillonnage, c'est-a-
dire: erreurs dans la procédure analytique de laboratoire, erreurs
d'échantillonnage, erreurs de lecture, hypothése de linéarité entre une
mesure et une variable 'd'état non mesuré (ex.: relation niveau-débit),

etc.

On retrouve dans la littérature des valeurs concordantes de R pour
certains processus d'échantillonnage. Bowles (1978), Moore (19765 et Let-
tenmaier (1976) ont estimé les éléments de la diagonale de g pour les
Qariables suivantes: demande biologique en oxygéne (DBO), oxygéne dissous
(0D), concentration en ions ammonium [NHa], concentration en nitrate [N03],
et concentrations d'azote organique. Ces données pourraient étre utilisées

pour des modéles de prédiction de qualité de 1'eau.
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La matrice de covariance des erreurs du modele (Q) est plus déli-
cate a déterminer. Jazwinski (1969) la décrit comme étant: "a fiction
designed to account for system (process) model errors which are- non- sta-

tionnary and generally of rather low frequence".

Jazwinski a étudié 1'applicabilité des filtres de Kalman dans la
détermination des trajectoires des véhicules dans 1'espace. Il a rencontré
certaines difficultés reliées a des problémes de divergence du filtre.

La divergence est une croissance des résidus, i.e.: une augmenta-
tion de la covariance des erreurs dans le temps (figures 2.2a et 2.2b). La
théorie du filtrage linéaire présuppose un systéme dynamique complétement
connu et précisément modélisé. Ces conditions ne sont presque jamais ren-—
contrées en pratique, particuliérement en hydrologie (McLaughlin, 1976).
Les imperfections des modéles peuvent causer des problemes de divergence et
d'instabilité dans les estimations. La matrice de covariance du filtre
(P(t|t)) devient irréellement optimiste, le gain (K) devient petit et les

mesures sont ignorées. Alors l'estimation diverge de la valeur vraie. A

-

la limite, il pourra arriver que la matrice P ne soit plus définie positive

(Bowles, 1978). I1 n'y a alors plus de minimum possible donc plus de pos-

sibilité de filtre optimal.

I1 existe deux moyens de corriger la divergence; soit accroitre la
précision de la simulation (souvent impossible), soit représenter les im—

perfections du modéle par un bruit blanc:

w (£) > N (0, Q
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Figure 2.2a
Convergence de la prédiction

Réf.: Lettenmaier et Burges (1976)
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Figure 2.2b
Probléeme de divergence

Réf.: Lettenmaier et Burges (1976)
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La matrice Q est rarement déterminée par 1'expérience car elle est
trop dépendante des modeles employés. Elle doit compenser pour la relinéa-
risation de processus non linéaire, la discrétisation de processus continu,
1'imperfection du modéle, etc... On doit aussi estimer Q de fagon a éviter
les problémes de divergence. En général, on pourra 1l'estimer par essai et
erreur (Bowles, 1978; Lettenmaier, 1976) quoique des méthodes plus théori-
ques comme le filtragé adapté (McBean, 1982; Mehra, 1969; Szollosi-Nagy,
1977; Todini, 1978), permettront d'estimer de fagon plus optimale 1la

matrice Q.

Une estimation incorrecte de la matrice Q peut conduire a un com-
portement sous—optimal du filtre. Cependant Sage et Husa (Mehra, 1976) ont
démontré que cette estimation sous—optimale convergait généralement assez

rapidement a la valeur optimale.

Il est important de comprendre la signification mathématique et
physique des matrices R et Q dans 1'opération de filtrage. Le filtre de
Kalman se sert d'une combinaison pondérée de nos informations initiales
(modéles et mesures) pour estimer 1'état du systéme. Or, les poids sont

fonction du niveau de confiance qu'on attribue a ces informations, ce qui

est déterminé par les valeurs des diagonales des matrices Q et R.

On peut avoir des filtres trop timides, qui font peu confiance aux
mesures par rapport au modéle (R fort et Q faible). Ceci impliquera une
matrice de gain faible (K (t) tend vers 0). Le filtre ignorera alors les

mesures lors de 1'estimation du vecteur d'état (Bowles, 1978; McLaughlin,

1976; Radix, 1970):
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A A
X (t]t) = X (t]t - 1)

Au contraire, un excés de confiance dans les mesures (R faible, Q

fort) pourra conduire a:
A
X(t|t) = K(t) Y(t) (voir équations 2.9)

Toute estimation incorrecte de Q, R ou P(tgp|ty) conduit a des
estimations incorrectes de P(t|t). Par contre une marge d'erreur allant

jusqu'a 50%, peut ne pas perturber 1'estimation des X (t]t) (Radix, 1970).

Mehra (1976) a fait un test de sensibilité sur 1'importance d'une
bonne estimation des matrices Q et R (voir figures 2.3a et 2.3b). On peut

conclure de ces graphiques qu'il est préférable d'estimer la matrice R de

fagon conservatrice en assumant des valeurs plutdt élevées. Cepehdant, la
matrice Q nécessite une estimation plus fidéle car la moindre dérive de sa
valeur réelle influera sur la performance du filtre.

Enfin, Mehra (1969, 1976) conclut qu'une évaluation rigoureuse de
Q et R permettra la conservation de deux caractéristiques statistiques;

l'estimation sans biais et la consistancel.

1 On dit qu'un estimateur est sans biais si, en moyenne, il égale la va-

leur réelle du parametre: E(B) = O.
On aura un estimateur "consistant", s'il converge vers la valeur réelle,
bl

lorsque la taille de 1'échantillon augmente. -
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, Figure 2.3a
Variation de la covariance des erreurs de mesures (R)

{g) Réf.: Mehra (1976)
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Figure 2.3b
Variation de la covariance des erreurs du modéle (Q)
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2.2.3 LINEARISATION DES ﬁQUATIONS

Le filtre de Kalman a été originalement congu pour traiter des
systémes dont 1'évolution est fixée par des équations différeﬁtielles li-
néaires. Or, le cycle hydrologique est plutdt constitué de processus ayant
des comportements non linéaires. Les modéles utilisés en hydrologie auront
donc une structure composée d'équations non linéaires. Par exemple, on
pourra retrouver des équations comprenant le produit de deux variables d'é-

tat. .

Le filtre de Kalman peut étre appliqué indirectement_a des syste-
mes non linéaires si on en connait des solutions approchées, comportant des
structures linéaires. Nous utiliserons la technique de 1'expansion par la
série de Taylor qui permet la linéarisation d'équationms, en les représen-
tant par une approximation du premier ordre. On pourrait évidemment tenir
compte des ordres plus élevés, si 1'amélioration obtenue justifie la charge

de travail et les colts supplémentaires.

L'équation de mesure, quant a elle, est rarement non liné;ire dans
le domaine des sciences de 1'eau. Si c'était le cas, on pourrait aussi la
linéariser de la méme fagon que les équations d'état. Le filtre de Kalman
qui permettait“;;e estimation optimale pour un systéme linéaire, ne permet-

tra qu'une estimation sous-optimale dans le cas d'une approximation d'un

systéme non linéaire.
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2.3 Estimation des paramétres du modéle

L'identification des caractéristiques mathématiques et'physiques
d'un systéme peut se traduire concrétement par le développement d'un modéle
mathématique. L'élaboration de ce modéle ne peut étre compléte sans une
estimation des paramétkes qui en composent la structure interne. Ces para-
métres pourront étre déterminés avant (calibration classique) ou pendant

(calibration en temps réel) 1'opération de prédiction.

La calibration classique est une technique d'identification des
paramétres qui utilisent une série de données d'entrée récueillie antérieu-
rement a la période d'utilisation. La méthode du maximum de vraisemblance

1

permet la minimisation d'une fonction critére®! qui mesure 1'adéquation

entre la série observée et la série simulée avec les parametres choisis.

La méthode classique suppose "a priori":

-~ que la structure du modéle est connue a 1'avance;

-

-

= que les paramétres du modele sont invariables dans le temps.

En fait, cette derniere hypothese implique que les valeurs des
paramétres obtenus sont des valeurs moyennes qui peuvent intégrer un ensem-

ble de processus et leur variabilité spatio-temporelle. On suppose que la

1

Généralement les moindres carrés
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meilleure estimation possible de la valeur des paramétres est celle dédui-

sible de 1'échantillon. -

Lors de 1la calibration de modeles hydrologiques, on peut rencon-

trer deux genres de difficultés:

- des séries de mesures trop courtes;

- des "dérives" importantes dans les paramétres.

La derniére difficulté peut étre attribuable: a la simplicité des
modéles employés en prédiction, a des erreurs dans la structure du modéle
(hypothése de stationnarité des phénoménes), a 1'incertitude associée 2a
1'opération d'échantillonnage ou a 1la linéarisation de processus non
linéaire. Une nouvelle approche qui tient compte de ces erreurs, consiste
a faire varier la valeur des paramétres tout en laissant la strﬁcture du
modéle fixe (Amirthanathan, 1982). On devra cependant se limiter a un
intervalle physiquement acceptable de wvariation. Cette méthode, dite en
temps réel, permet 1'utilisation de nouvelles mesures pour "rgmettre a
jour" les valeurs des paramétres. Elle adopte de plus, une approche tirée
de la théorie Bayesienne. On suppose alors que les parametres sont des
variables aléatoires auxquelles on attribue des fonctions de répartition de
probabilité, construites a partir des informations "a priori" (modéle) et

"a posteriori" (mesure).
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Certains auteurs (dont Bowles, 1978) soulignent que la calibration
en temps réel est moins efficace "statistiquement" que d'autres techniques.
Par contre elle donne de 1'information sur la variabilité des paramétres du
systéme; information pouvant étre utilisée pour des développements ulté-
rieurs. Les méthodes de calibration en temps réel peuvent aussi étre uti-

lisées pendant 1'opération de filtrage.

Ces méthodes de mise a jour récursives des paramétres permettent
de tenir compte des effets des changements physiographiques du bassin sur
le débit du cours d'eau. Méme si les changements dans les valeurs des
paramétres semblent minimes, ils peuvent étre la cause de variations im-

portantes au niveau des résultats de nos simulations. -

Ces différentes méthodes ne seront pas appliquées dans le cadre de
notre étude. Elles pourraient cependant faire 1'objet d'un mémoire spéci;
fique qui examinerait les possibilités d'application de ces méthodes de
calibration en temps réel de fagon a comparer leur potentiel vis-a-vis les

méthodes de calibration classique.
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3. APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN A UN MODELE DETERMINISTE CONCEP-
TUEL
3.1 Choix du modele

Le filtre de Kalman est un outil qui permet un meilleur traitement
d'un signal échantillonné en quantifiant les bruits qui y sont associés.
Il a été utilisé, a plusieurs occasions, pour-l'étude de systémes modélisés
par des équations différentielles linéaires (chute d'un corps en chute
libre, trajectoire d'un missile, etc.). Cependant, le filtre de Kalman n'a

pas, a notre connaissance, été appliqué a des modéles conceptuels.

Les modeéeles conceptuels se présentent sous une forme mathématique
qui est difficilement adaptable a 1'algorithme de calcul du filtre de
Kalman (voir tableau 2.1). Ces modéles peuvent étre constitués d'équations
linéaires ou non linéaires (qui devront alors étre linéarisées) dont le
champ d'application aura a étre limité afin d'éviter des problémes de
divergence lors des simulations. Ces divergences sont causées par la pré-
sence de discontinuités mathématiques. Concrétement, ce sont dés zones
dans l'éspace vectoriel, ou il n'existe pas de solution ou qu'on veut tout
simplement éviter. On doit alors obliger le programme, ou seulement
certaines équations, a respecter des directives afin d'éviter ces zones.
De la méme fagon, le filtre de Kalman qui sera appliqué a ce modéle, devra

respecter les mémes contraintes.
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Les modéles conceptuels sont particuliérement indiqués pour 1'étu-
de de systémes complexes et sont, par le fait méme, de plus en plus utili-
sés en hydrologie appliquée. Ils sont constitués en partie d'équations
empiriques qui tentent de représenter, le plus fidélement possiSle, la réa-
lité physique des processus hydrologiques. Les modéles conceptuels peuvent

étre de type discrétisé ou agrégé.

Les modéles discrétisés sont supérieurs au niveau de la représen-
tativité, puisqu'ils utilisent 1'information physiographique détaillée de
chaque unité ou parcelle du bassin étudié. Les modeles agrégés, en homogé-
néisant l'information,vignorent la variabilité spatiale des composantes du

cycle hydrologique.

Les modeles discrétisés exigent énormément de temps de calcul, en
raison de leur structure et de leur complexité. La répétition des calculs
de transfert pour chaque parcelle de terrain alourdit le programme, et rend
la calibration difficile. Les modéles agrégés, qui n'ont a appliquer leur
fonction de production qu'une seule fois, en raison de 1'hypothése d'homo-

généité du bassin, sont donc plus intéressant au niveau des opérations de

contrdle en continu, comme la prédiction en temps réel.

Le modéle choisi pour cette étude est un compromis entre les mode-
les discrétisés et les modéles agrégés. Il utilise une information physio-
graphique détaillée grace a une discrétisation assez fine, mais évite les

inconvénients de lenteur de simulation, généralement causés par la
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structure de transfert de ce type de modéle. Il a donc 1'avantage de la
représentativité des modéles discrétisés tout en évitant les inconvénients

de calcul, associés a leur lourdeur.

Le Modéle Discrétisé pour Optimisation Rapide (MDOR) a été élaboré
en 1977 (Villeneuve et al.) pour ensuite étre amélioré sous une nouvelle
version informatisée, qui permet des simulations plus rapides et une utili-
sation plus simple. nSa structure de départ lui permet de tenir compte de
la variabilité spatiale de 1'information physiographique, mais les unités
de discrétisations spatiales sont regroupées pour accélérer la simulation.

C'est un modéle discrétisé ayant une fonction de transfert simplifiée.

3.2 Le modele MDOR

Les résultats que nous utiliserons proviennent d'une simulation de
ce modele (avec des paramétres non ajustés) lorsque appliqué au bassin de
la riviere Rimouski. Cette rivieére a son embouchure sur la rive droite de
1'estuaire du Saint-Laurent et traverse les monts Notre-Dame de la chaine

des Appalaches dans la péninsule gaspésienne. La superficie du bassin

versant est de 1 590 km® (figure 3.1).

La premiére étape, préalable a 1'application de ce modéle consiste
a discrétiser le bassin étudié. On subdivise d'abord le bassin en unité de
discrétisation spatiale (parcelle) de 5 km de coté. Puis, selon les dis-
tances entre chaque parcelle et 1'exutoire, on détermine des zones isochro-

nes. Chaque parcelle peut aussi étre rattachée a -<1a =zone
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Figure 3.1
Discrétisation spatiale du bassin de la riviére Rimouski
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d'influence d'une station météorologique de la région, évaluée par la mé-
thode du polygone de Thiessen. La superposition de ces deux découpages
permet la division du bassin en un nombre limité de 2zones, qui pourront

étre traitées comme des entités homogénes (figure <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>