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1 INTRODUCTION

1.1 Problématique et objectifs de I'étude

Les activités d'Hydro-Québec dans le domaine de 'aménagement et de la réfection des
centrales hydroélectriques impliquent un grand nombre d'études concernant les débits
extrémes de crue. Ces études sont requises pour la conception des évacuateurs, des
barrages et des dérivations provisoires. La planification et le dimensionnement de ces
ouvrages hydrauliques reposent donc sur une estimation adéquate des événements extrémes
de crue. En effet, une surestimation des crues peut entrainer un sur-dimensionnement des
ouvrages hydrauliques et conduire a des coiits de construction supplémentaires. Une sous-
estimation des crues peut causer des défaillances d'ouvrages conduisant 4 des inondations
qui se traduisent par des dégits matériels importants et parfois par des pertes en vies
humaines.

Un des outils privilégié par les hydrologues pour estimer les débits extrémes de crue est
lanalyse de fréquence. Cette approche a pour objectif l'utilisation des mesures
d'événements hydrologiques extrémes passés pour estimer les quantiles xr de période de
retour 7. Cela est effectué généralement a I’aide de I’ajustement d’une loi de probabilité a
un échantillon de données extrémes (Perreault et al., 1994).

Lors du dimensionnement d'un ouvrage hydraulique, il est important d'évaluer le risque de
défaillance (débordement ou inondation, par exemple). On s'intéresse alors particuliérement
a la variable aléatoire X "débit maximum annuel” et & I'événement E = {X > x,}, ou xr est
un débit maximum critique pour l'ouvrage hydraulique. Si nous considérons le débit
maximum annuel X distribué selon une loi de probabilité de fonction de densité f(x; 8), ou
Q=(6,,02,...,0,,) est le vecteur des k¥ paramétres de la loi, la probabilité p = 1/T que
'événement E = {X > x,} survienne correspond au risque hydrologique et s’exprime de la

maniére suivante :
1 o
p=7=1-Fer;0)=| f(x0)ds (L1

ou F(x;8) désigne la fonction de répartition de la loi. La valeur xr est alors appelé le
quantile de période de retour T et est une fonction de T ainsi que des paramétres
0= (91 36,5, 6,,) de la loi de probabilité F. Plus précisément, ce quantile peut s'écrire de la

fagon suivante :
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- 1
x, =F 1(9,,92,..-,9k,1“—]:) (1.2)

ou F7' est la fonction inverse de la fonction de répartition F. Le terme mathématique
"fonction inverse" est employé ici pour signifier qu'au lieu d'affecter une probabilité a une
valeur donnée x, comme le fait la fonction de répartition F, la fonction inverse F™' attribue
plutdt une valeur x a une probabilité donnée.

Cette définition du quaﬁtile est propre aux applications de I’analyse de fréquence en
hydrologie, puisqu’on traite en général des données annuelles. La période de retour 7T est
alors interprétée comme le temps moyen (calculé sur une longue période) entre deux
événements E = {X >x,}. Ainsi, le débit maximum annuel x, posséde une période de
retour 7 si I'événement E = {X > x,} survient en moyenne chaque 7" années et la réciproque
de 7, 1/T, est la probabilité au dépassement de cet événement (risque hydrologique). Par
exemple, le débit de période de retour 7=100, le débit centennal x,,,, a une probabilité de
1% d'étre dépassé.

Les quatre étapes principales de I’analyse de fréquence (estimation des quantiles) sont :

e la sélection d'un échantillon de mesures de débits maximums annuels de crue
satisfaisant certaines hypothéses statistiques de base (indépendance, homogénéité et
stationnarité, cf. Bobée et Ashkar, 1991);

e le choix dun modéle paramétrique (loi de probabilité) considéré comme une
approximation de la distribution théorique inconnue pouvant représenter
adéquatement un échantillon donné;

o l'ajustement du modéle aux données a l'aide de la méthode d'estimation la plus
adéquate compte tenu des objectifs visés (estimation des paramétres de la loi);

» la détermination des événements extrémes x, de période de retour T (quantiles de la
loi) pour faire une inférence statistique.

Cette procédure ne se limite pas aux débits de crues mais peut étre utilisée pour différents
types de données (débits moyens, débits d'étiages, précipitations, etc.). Le logiciel 4AJUST,
développé dans le cadre d'un projet de partenariat financé par Hydro-Québec et le Conseil
de Recherche en Sciences Naturelles et en Génie du Canada (CRSNG), permet d'effectuer
une analyse de fréquence compléte a l'aide de différentes lois de probabilité. Ce logiciel est
accompagné d'un guide de l'usager et d'un manuel du programmeur (Perron, 1996a, 1996b).
De plus, un manuel technique présente, de maniére générale, les principaux aspects
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théoriques de la procédure d'analyse de fréquence (Perreault ef al., 1994). Le Tableau 1.1
donne les lois de probabilité incorporées dans le logiciel AJUST. On y retrouve aussi les
références des principaux documents ou sont présentés, entre autres, les détails théoriques
correspondant a l'estimation de leurs parametres.

Tableau 1.1. Lois incorporées dans le logiciel AJUST.

Lois Références
gamma Bobée et Ashkar (1991), Perreault et al. (1992¢)
Pearson Type 3 Bobée et Ashkar (1991), Perreault et al. (1992c)
log-Pearson Type 3 Bobée et Ashkar (1991), Perreault et al. (1992c)
gamma généralisée Bobée et Ashkar (1991), Perreault et al. (1992¢)
gamma inverse Kotz et Johnson (1983)
GEV Perreault et Bobée (1992a)
Gumbel : Perreault et Bobée (1992a)
Weibull Perreault et Bobée (1992b)
normale Perreault et Bobée (1992d)
log-normale & 2 paramétres Aitchison et Brown (1957)
log-normale & 3 paramétres Aitchison et Brown (1957)
exponentielle ~ . Lehmann (1983)
Halphen Type A Présent rapport
Halphen Type B Présent rapport
Halphen Type B! Présent rapport

- La plupart des distributions du Tableau 1.1 sont utilisées fréquemment dans divers
domaines, dont I’hydrologie statistique. Toutefois, les lois de Halphen, qui ont été
développées spécifiquement pour représenter les débits, sont moins connues par les
hydrologues statisticiens.

Alors qu'il oeuvrait a titre de statisticien a Electricité de France (EDF) au milieu du siécle,
Etienne Halphen avait comme tiche la modélisation des débits mensuels observés. Pour ce
faire, il a construit une famille de lois de probabilité a trois paramétres en s'appuyant
principalement sur sa connaissance des caractéristiques statistiques de séries de débits. Les
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distributions de Halphen ont été présentées de maniére globale, pour une premiére fois, par
Morlat (1956). C'est ensuite le professeur Jacques Bernier, lui aussi de 'EDF comme
Morlat et Halphen, qui nous a montré l'intérét de ces lois et suggéré d'en faire une étude plus

approfondie en vue de leur application en hydrologie.

Méme si les formes qu'admettent les lois de Halphen reposent particuliérement sur des
justifications empiriques, ces distributions possédent néanmoins d'intéressantes propriétés
statistiques théoriques. En particulier, les lois de Halphen appartiennent a la classe
exponentielle des lois de probabilité continues et possédent, pour cette raison, des
statistiques exhaustives et complétes pour chacun des paramétres. Cette propriété permet
d'affirmer qu'il existe des estimateurs non-biaisés de variance minimum pour chacun des
paramétres. Les lois de Halphen sont les seules distributions a trois paramétres, utilisées en
hydrologie, qui possédent cette importante propriété. Cependant, en raison de la complexité
de la forme analytique des trois fonctions de densité de probabilité, les lois de Halphen ont
¢été peu utilisées en pratique et ont fait I'objet d'assez peu de développements théoriques.
C’est pourquoi, les propriétés des lois Halphen ont été approfondies et quelques nouveaux
développements concernant en particulier l'estimation des paramétres, l'estimation des
quantiles et le calcul des variances asymptotiques ont été effectués et sont présentés dans ce
rapport.

Pour étre moins restrictif, car les lois de Halphen peuvent trés bien étre employées pour
représenter des variables aléatoires continues non hydrologiques, nous utilisons dans le
présent rapport la définition usuelle d’un quantile x, de probabilité au dépassement p :

x,=F7(6,8,,...,6,,1- p) (1.3)

La notion de période de retour T et la définition du quantile donnée en (1.2) n’est employée
que dans certaines applications des lois de Halphen & des observations de débits (sections
3.5,45et5.5).

La section qui suit donne un bref historique du développement des lois de Halphen ainsi que
les principales raisons qui ont poussé I'hydrologue statisticien frangais Etienne Halphen &
imaginer cet ensemble de nouvelles lois de probabilité a trois paramétres. Cette section
s'appuie principalement sur l'article de Morlat (1956).
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1.2 Note historique concernant les lois de Halphen

Malgré le nombre important de distributions déja utilisées en hydrologie a cette époque (en
particulier, les lois normale, lognormale et les distributions de la famille de Pearson), Etienne
Halphen a jugé nécessaire de développer de nouvelles lois de probabilité (Halphen, 1941).
En effet, sa grande expérience en modélisation de données hydrologiques l'avait convaincu
qu'aucune distribution utilisée a cette époque n'était globalement adéquate pour pouvoir
ajuster convenablement l'ensemble des séries hydrologiques observées en France. Deux
raisons concernant la forme des densités ont d'abord motivé sa recherche :

o la décroissance inadéquate des extrémités de la fonction de densité de probabilité des
lois usuelles pour répondre aux besoins pratiques en hydrologie;

o les problémes reliés au paramétre d'origine non nul apparaissant dans la plupart des
lois a trois paramétres utilisées a cette époque.

La rapidité de la décroissance de la fonction de densité de probabilité (fd.p.) des lois
usuelles (en particulier, la loi lognormale fréquemment utilisée a cette époque), pour les
grandes valeurs de la variable, s'avérait parfois en désaccord avec les constatations
empiriques. Il paraissait alors souhaitable de disposer de familles de courbes ayant une plus
grande souplesse dans les extrémités (admettant une plus grande variété de vitesses de
décroissance pour les grandes valeurs de la variable, cf. section 2.2).

Le probléme d'estimation d'un paramétre d'origine non nul est bien connu et Halphen voulait
éviter l'emploi de f.d.p. possédant un tel parameétre. De plus, il jugeait trés difficile
l'assignation d'une borne inférieure non nulle a des variables aléatoires comme le débit d'une
riviere. Il lui paraissait alors souhaitable d'avoir une borne inférieure nulle. Plus
précisément, les courbes devaient avoir un comportement qui permette d'attribuer une
probabilité pratiquement négligeable (mais pas rigoureusement nulle) a un intervalle
considéré comme hautement improbable au voisinage de zéro.

D'autre part, outre ces considérations mathématiques liées a la forme des f.d.p., Halphen
imposa une condition concernant les propriétés statistiques des estimateurs des paramétres.
Ainsi, il fixa comme objectif que les distributions fassent partie de la classe exponentielle des
lois de probabilité continues, assurant ainsi que l'estimation des paramétres puisse étre
effectuée en utilisant des statistiques exhaustives.



6 Les lois de probabilité de Halphen

Halphen recherchait tout d’abord une loi 4 deux paramétres destinée a la représentation des
débits mensuels et vérifiant les conditions décrites précédemment. Par ailleurs, il avait jugé
commode de disposer de la symétrie logarithmique pour la f.d.p. (on entend par symétrie
logarithmique la propriété suivant laquelle, & une constante prés, X et 1/X aient la méme
densité). Cette condition supplémentaire était probablement motivée par le fait que la loi
lognormale posséde cette propriété. La fd.p. la plus simple répondant & ces diverses
conditions correspondait & ce que Halphen a appelé "loi harmonique". L’expression de la
fonction de densité de probabilité de la loi harmonique est donnée au chapitre 2 (éq. 2.1).
Cette distribution & deux parameétres, connue de nos jours sous le nom de loi hyperbolique et
étudiée par Barndorff-Nielsen (1978), a été particuliérement utile pour I'évaluation des
probabilités attachées aux valeurs mensuelles des indices d'hydraulicité de certaines régions de
France (Halphen, 1941). Toutefois, aprés de nombreuses applications a d'autres types de
données hydrologiques, la loi harmonique s'est avérée insuffisante pour représenter adéquatement
I'ensemble des données. Halphen explique ce probléme par le fait que la loi harmonique ne
posséde que deux paramétres. Pour obtenir une plus grande souplesse, Halphen a généralisé
cette distribution de la fagon la plus simple en introduisant un paramétre de forme supplémentaire
dans la f.d.p. de la loi harmonique (éq. 2.1). Cette distribution a trois parameétres a été appelée
"loi de Halphen Type A" et répond aux principales conditions imposées par Halphen.

La loi de Halphen Type A (éq. 2.2) s'est montrée adéquate dans bea\icoup de cas, mais un
nombre non négligeable de séries d'observations nécessitaient de nouvelles formes qui
prolongeraient les lois de Type A en présentant, en particulier, des comportements différents
au voisinage de l'origine. C'est ainsi que Halphen a introduit la loi de Type B (éq. 2.6). Les
lois de types A et B satisfaisaient alors a presque tous les besoins. Toutefois, Morlat (1956)
‘mentionne qu'il subsistait certaines lacunes. C'est pourquoi, avec son collaborateur M.
Larcher, il a présenté une derniére extension pour obtenir la famille des trois lois de Halphen
telle qu'on la connait actuellement. Il a alors introduit les lois de "Halphen Type B inverse",
notée Type B™. Les distributions du Type B et B sont reliées aux fonctions d'Hermite et
hypergéométriques confluentes.

La famille des lois de Halphen admet des f.d.p. de formes trés variées qui répondent a la
plupart des besoins des hydrologues statisticiens. Comme c'est le cas pour les lois de la
famille Pearson, on peut dire que les lois de Halphen forment un systéme complet (cf.
chapitre 6, diagramme &, — &,). Elles sont reliées entre elles par leurs cas limites que sont
les lois gamma et gamma inverse, ce qui est étudié de maniére approfindie a la section 2.3.2.
Ces distributions, dont les densités sont données au chapitre 2, jouent un réle fort important
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dans la théorie des lois de Halphen. D'ailleurs, ces deux distributions sont les seules lois du
systéme Pearson utilisées pour représenter les données hydrologiques (lois asymétriques) et
répondant a tous les critéres de Halphen.

La littérature concernant les lois de Halphen est trés restreinte et aucun ouvrage n’expose
rigoureusement dans les détails leurs propriétés mathématiques et statistiques. Outre les
articles de Halphen (1941), Halphen (1955) et Morlat (1956), qui sont les références de base
sur le sujet, il n’existe a notre connaissance que quelques ouvrages qui traitent
sommairement des lois de Halphen: Le Cam et Morlat (1949) ont appliqué les lois de
Halphen Type A et Type B aux débits des riviéres frangaises ; Morlat (1951) discute
briévement du comportement asymptotique des lois Type A et Type B ; Larivaille (1960)
traite de I’estimation du paramétre d’échelle des lois Type A et Type B, les deux paramétres
de forme étant fixés ; Guillot (1964) propose une extension de la loi Type A en intégrant
dans la densité un paramétre supplémentaire (paramétre de puissance). Cette loi généralisée
posséde comme cas limite la loi lognormale utilisée fréquemment a cette époque.

Toutefois, trois décennies plus tard, la loi de Halphen Type A réapparait dans la littérature
statistique. En effet, la loi de Type A correspond, a& une reparamérisation preés, a la
distribution appelée gaussienne inverse généralisée qui a été étudiée par Sichel (1975),
Barndorff-Neilsen et Halgreen (1977), Barndorff-Neilsen (1978), Blaesild (1978) et, plus
récemment, par Jergensen (1982). Mentionnons que Good (1953) a briévement fait mention de
la loi gaussienne inverse généralisée mais sans en approfondir 'étude. Enfin, Seshadn (1993),
dans un ouvrage consacré a la loi gaussienne inverse (cas particulier de la loi gaussienne inverse
généralisée), discute trés brievement de la loi de Halphen Type A. Les premiers travaux
concernant la distribution gaussienne inverse remonte a Wald (1947) et Tweedie (1947). Ce
dernier en a ensuite étudié les propriétés en détail (Tweedie, 1956 ; 1957a, b)

Enfin, les lois de Halphen Type B et Type B ne correspondent, a notre connaissance, a
aucune loi de probabilité connue contrairement au Type A.

Morlat (1956) mentionne que la famille des lois de Halphen est un outil dont la richesse
égale celle des lois de Pearson et qu'elle comble une lacune pour la représentation de
phénomeénes naturels comme les débits et les précipitations. Nous verrons, dans le présent
rapport, comment ces trois lois se complétent harmonieusement.
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1.3 Contenu du présent rapport

Ce rapport a comme objectifs de rappeler les propriétés connues des lois de Halphen et de
présenter les aspects théoriques et numériques nouveaux développés pour I'utilisation de ces
distributions.

Le chapitre 2 donne la définition et présente les principales propriétés mathématiques des
trois lois de Halphen. Pour ce faire, on décrit tout d'abord briévement le systéme
d'équations différentielles s'appliquant aux lois de Halphen. Cette étude, qui utilise
sensiblement la méme approche que celle employée pour le systéme des distributions de
Pearson, est inspirée des travaux de Dvorak ef al. (1988) et permet de déduire
théoriquement les formes générales des f.d.p. On présente aussi de nombreux graphiques
illustrant la variété des formes que les densités des lois de Halphen admettent. Enfin,
certains cas particulers ainsi que les liens avec d'autres distributions connues y sont étudiés.

Les chapitres 3, 4 et 5 sont respectivement consacrés aux propriétés statistiques ainsi qu'a
I'estimation concernant les lois de Halphen Type A, Type B et Type B™. La détermination
des moments théoriques, l'estimation des paramétres, le calcul des variances asymptotiques
et l'estimation des quantiles x, de probabilité au dépassement p y sont traités. L'estimation
des paramétres est effectuée a I’aide de la méthode du maximum de vraisemblance en
procédant en deux étapes. L'approche consiste d'abord & obtenir des estimateurs des deux
premiers paramétres, le troisiéme étant fixé. La fonction de vraisemblance logarithmique
partiellement maximisée est ensuite employée afin de déterminer le triplets d'estimateurs du
maximum de vraisemblance. Un exemple d’application de chaque loi est aussi présenté dans

ces chapitres.

Le chapitre 6 fait la synthése des résultats présentés aux chapitres précédents en mettant
l'accent sur les liens entre les lois de Halphen. Pour ce faire, on y présente en particulier un
diagramme des moments permettant de représenter les diverses lois de Halphen et leurs cas
limites par les points d'un plan (diagramme &, - §,). Les coordonnées sont des fonctions
des expressions théoriques correspondant a certains moments de I'échantillon. 1l s'agit d'une
opération analogue a la représentation classique des lois de Pearson par les coefficients f, et
B, (fonctions des coefficients d'asymétrie et d'aplatissement). Des exemples d'applications
des lois de Halphen y sont aussi présentés. Les données utilisées sont des débits de crues a
plusieurs stations du Canada (région Québec-Ontario). On montre comment les trois types
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de lois de Halphen (types A, B et B™") et ces cas limites se complétent et peuvent représenter

I'ensemble des données.

Le chapitre 7 donne les principales conclusions de I’étude et présente quelques perspectives
de recherche future concernant les lois de Halphen.






2 PROPRIETES MATHEMATIQUES

2.1 Fonctions de densités de probabilité des lois de
Halphen

Comme il a été mentionné a la section 1.2, Halphen a d’abord recherché une loi de
probabilité a deux parameétres destinée a la représentation des débits mensuels des stations
hydrométriques de France et vérifiant certaines propriétés. Il a alors introduit la loi
harmonique dont la f.d.p s’exprime de la maniére suivante :

1
f(x) = mexp{—a(i—l"‘%)] ) x>0 2.1

ou m>0 est un paramétre d'échelle et >0 est un paramétre de forme. La constante
K, (2a) est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce d'ordre nul (Watson, 1966).

Parce que la loi harmonique (éq. 2.1) ne contient que deux paramétres, sa dispersion relative
impose entiérement la forme de la fonction de densité de probabilité. Pour obtenir une plus
grande souplesse, Halphen (1941) généralisa donc cette loi de la fagon la plus simple en
introduisant les fonctions de densité de probabilité a trois paramétres du Type A.

Définition 2.1. Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen de Type A de

paramétres m, « et v, notée F,(x; m,a,v). Alors sa_fonction de densité de probabilité est
donnée par :

) 1 o (x N m) 0

= —a|—+— x>

Jalx 2m°K,(2a) OO TAL T 2.2)
ot m (> 0) est un paramétre d'échelle, a (> 0) et v eR sont des paramétres de forme.

La constante K (2 a) dans l'expression (2.1) correspond a la fonction de Bessel modifiée de
deuxiéme espéce (Watson, 1966) et est définie comme suit :

K,Q2a)= -;— Lw o exp[— a(t +1! )] at

. 2.3)
lu j x! expl:—a(£+—’£)]dx
2m° 7o m x
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Quelques propriétés mathématiques des fonctions de Bessel sont présentées a l'annexe A.
Remarquons qu'en posant le paramétre de forme v égal a zéro dans l'équation (2.2), on
retrouve l'expression de la fonction de densité de probabilité de la loi harmonique (éq. 2.1).
La densité f,(x) est unimodale, a asymétrie positive et ses extrémités décroissent de fagon
exponentielle (section 2.2). On peut montrer que les lois gamma (G) et gamma inverse (GI)
(1/ X = G)! sont des cas limites de la loi de Halphen Type A pour des valeurs spécifiques des
paramétres (section 2.3). Les f.d.p. des lois gamma G(x ;a,A) et gamma inverse GI(x ;a,4)
de parameétres a et A sont respectivement données par :

fo(x)= % x*'exp[-ax] , x>0 (2.49)
et
Jar (%)= fg(—;[)_ (%) exl{"%:l > x>0 2.5)

Notons que si X suit une loi de gamma (X ~G), alors 1/ X est distribuée selon une loi
gamma inverse (1/X ~ GI). Entre ces deux distributions limites, la loi de Type A admet
une grande variétés de formes toutes intéressantes pour représenter des données
hydrologiques.

Suite a une étude intensive de l'adéquation de la loi Type A & de nombreuses séries
d'observations, Halphen a jugé nécessaire d'introduire une nouvelle loi ayant un
comportement asymptotique différent au voisinage de zéro. Cette distribution est la loi de
Type B. '

Définition 2.2. Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen de Type
B de paramétres m, a et v, notée F,(x;m,a,v). Alors sa fonction de densité de
probabilité est donnée par

X X

fz(¥)= m x*! exp{— (;)2 + a(-’;ﬂ , x>0 (2.6)

ou m (> 0) est un paramétre d'échelle, a € R et v (> 0) sont des paramétres de forme.

1 X ~ F signifie « la variable aléatoire X est distribuée selon la loi F ».
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La fonction ef,(a), décrite en détail dans Halphen (1955), est appelée fonction
exponentielle factorielle et est définie de la fagon suivante :

0

ef (a)= ZI 2ot =) g @7

La fonction ef,(a), moins connue que la fonction de Bessel, est liée aux polyndmes
d'Hermite ainsi qu'a la fonction hypergéométrique confluente (Abramovitz et al., 1972). Ces
relations de méme que les principales propriétés mathématiques des fonctions exponentielles
factorielles sont présentées a l'annexe B. La variété des formes admises par la loi de
Halphen Type B est trés grande puisqu'on trouve parmi elles, selon les valeurs attribuées aux
paramétres de forme, des loi unimodales dont le comportement a l'origine prend une forme
algébrique quelconque, des lois en J et des lois en S (section 2.2). On peut montrer que la
loi de Type B posséde aussi comme cas limite la loi gamma (section 2.3).

Enfin, faisant suite aux travaux de Halphen, M. Larcher (Morlat, 1956) a complété la famille
des lois de Halphen en introduisant la loi de Type B-.

Définition 2.3. Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen de Type B-,
de paramétres m, & et v, notée F_,(x;m,a,v). Alors sa fonction de densité de probabilité
est donnée par :

S (@)= Fei’?c;)- x~21 exp{— (%)2 + a(%)] , x>0 (2.8)

ot m (> 0) est un paramétre d'échelle, a € R et v (> 0) sont des paramétres de forme.

La constante ef, () correspond a la fonction exponentielle factorielle telle que définie a
I'équation (2.7).

La loi de Type B est unimodale et peut étre déduite de la loi de Type B en appliquant le
changement de variable Y =m/X aI’expression (2.6). Ainsi, si X suit une loi de Type B,
alors 1/ X est distribuée selon une loi de Type B (cf. section 2.3). On peut montrer alors
que la loi de Type B posséde comme cas limite la loi gamma inverse (section 2.3).
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2.2 Forme des f.d.p des lois de Halphen

Cette section donne quelques outils théoriques, tirés de Dvorak ez al. (1988) et de Ouarda et
al. (1994), permettant de caractériser la forme des fonctions de densité de probabilité des
lois de Halphen. Nous avons retenus les résultats qui ont un certain intérét pour l'utilisation
des lois de Halphen dans un cadre appliqué, notamment la détermination des valeurs
modales et le comportement asymptotique des f.d.p. Pour plus de détails et pour d'autres
résultats mathématiques, le lecteur est référé a Dvorak et al. (1988) et Ouarda et al. (1994).

Plusieurs familles de lois ont été développées dans le but de fournir des approximations a
une gamme de distributions empiriques. De telles familles sont appelées systemes de
distributions ou systémes de courbes de fréquence et leur construction a comme point de
départ une équation différentielle. Un des systémes les plus connus est celui de Pearson
développé a la fin du 19¢me siécle. Pour chaque type de loi du systéme Pearson, la f.d.p.
f(x) satisfait 'équation différentielle suivante :

1 df(x) a-x
f(x) dc b, +bx+bx

(2.9)

Dans cette équation, les valeurs des paramétres a, b,,b, et b, déterminent la forme d'une
distribution du systéme Pearson. Par intégration de la relation (2.9), on peut déduire
I'ensemble des f.d.p. de cette famille de lois.

Dans le but dapprofondir les fondements théoriques et de définir les propriétés
mathématiques des lois de Halphen, Dvorak et al. (1988) ont appliqué cette approche aux
lois de Halphen. En effet, partant des fonctions de densité de probabilité (2.2), (2.6) et (2.8)
ces auteurs ont déterminé les équations différentielles s'appliquant aux distributions de
Halphen. Ils ont pu ainsi décrire mathématiquement les différentes formes de ces lois.
Dvorak et al. (1988) ont montré que les trois types de f.d.p. de Halphen satisfont I’équation
différentielle suivante :

1 df(x) a,+aix+ax’
f(X) dx - x4 (210)

Le Tableau 2.1 donne, pour chaque loi de Halphen, les valeurs des paramétres de 1’équation
différentielle (2.10).
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Tableau 2.1. Paramétres de I’équation différentielle des lois de Halphen.

Paramétre de l'équation

Loi de Halphen q a, a a,
Type A 2 am v-1 —-afm
Type B 1 2v-1 afm ~2/m’
Type B! 3 2m’ —am -(2v+)

Pour chaque type de loi de Halphen, la valeur modale est obtenue en annulant la dérivée
premiére de la £d.p. (éq. 2.2, 2.6 ou 2.8). Ces dérivées peuvent étre déduites aisément a
partir de I’équation différentielle générale (2.10) et des paramétres donnés au tableau 2.1.
On constate alors, pour les trois types de distribution, que la dérivée df (x)/dx s'annule si
f(x)=0 ou si le trinéme a, +a,x+a,x*> =0. Or, une telle équation quadratique admet
comme solution x,, qui s'exprime comme suit :

N (_?I_JZ_&
M 2a2 - 2a2 a2 (211)

En examinant l'équation (2.11), on peut déduire que les fonctions de densité de probabilité
des lois de Halphen admettent trois types généraux de formes de courbes (Dvorak et al.,
1988). Ces catégories dépendent du signe des termes intervenant dans l'expression (2.11).
Le tableau 2.2 fait la synthése des résultats obtenus par Dvorak ez al. (1988).

Tableau 2.2. Etude générale de l'existence des modes.

TYPE CONDITION MODE
I a,/a,>0, (a, /2a2)2 >a,fa, et a,/2a,>0 Aucun mode
II a,fa, >0, (al [2a, )2 >a,fa, et a,/2a,<0 Un mode et un anti-mode
I  a,/a,<0 et a,/2a,>0 ou a,/a, <0 et a,/2a, <0 Un mode

La figure 2.1 illustre les trois types généraux de formes qu’admettent les fonction de densité
de probabilité des lois de Halphen.
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Figure 2.1. Principaux types de forme admis par les f.d.p. des lois de Halphen.

Le cas écﬁéant, les valeurs modales de chaque type de loi de Halphen peuvent étre
déterminées en substituant dans (2.11) les coefficients a,,aq, eta, park leurs valeurs
respectives, fonctions des paramétres m, @ et v, données au tableau 2.1. Les trois
propositions qui suivent donnent les expressions des modes et anti-modes des trois lois de
Halphen.

PROPOSITION 2.1. La f.d.p. de la loi de Halphen Type A de paramétres m, « et v (éq. 2.2)
est strictement unimodale, son mode s'exprimant de la maniére suivante :

__jo-1 (u—l)zl

Démonstration. En substituant les valeurs des coefficients a,, a, eta, par leurs valeurs

respectives fonctions des paramétres m, @ et v données au tableau 2.1, on vérifie aisément
que la loi de Type A ne respecte que la condition III du tableau 2.2 (a,/a, =—m* <0).
L'équation (2.11) est ensuite employée pour déterminer l'expression (2.12) (en remplagant
les paramétres par leurs valeurs données au tableau 2.1). -

PROPOSITION 2.2, La f.d.p. de la loi de Type B de paramétres m, a et v (éq. 2.6) :

(1) n'admet aucun mode si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée:
e —af4>0 et v<0.5
2
e (~a/4) < 05-0

(2) est unimodale si —a/4 =0 et v>0.5, son mode étant donné par:

% =m[%+ (—Z‘—)zw—o.s} | (2.13)

f(x) f(x) f(x)

8.§l 0.8 83}

) 0.7 .

0.6 Type 0.6 Type II 06 Typelll
0.5 yP 05 yp 0.5

0.4 04 0.4

03 0.3 103

0.2 0.2 102

0.1 0.1 0.1

X X X!

1 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6|
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(3) posséde deux extrema si @ <0, v<0S5 et (— 0:/4)2 > 05-v (un mode et un anti-
mode). Son mode correspond a I'équation (2.13) et son anti-mode s'exprime comme suit:

s om % (%) -] an

Démonstration. On procéde de la méme fagon que pour la proposition 2.1. On vérifie alors
aisément que la loi de Type B peut correspondre au 3 types de forme du tableau 2.2 (cf.
Dvorak et al. 1988). =

PROPOSITION 2.3. La fd.p. de la loi de Halphen Type B-! de paramétres m, « et v (éq.
2.8) est strictement unimodale, son mode s'exprimant de la maniére suivante :

_ @, ( a )2+ 2
=M o2 T\\do+2) T2041 (2.15)

Démonstration. On procéde de la méme maniére qu’a la proposition 2.1. On vérifie alors,
comme pour la loi de Type A, que la loi de Type B! ne respecte que la condition III du
tableau 2.2 (cf. Dvorak et al. 1988). m

Pour déterminer les points d'inflexion d’une f.d.p., il suffit d'annuler la dérivée seconde de la
fonction de densité de probabilité f{x). On peut montrer (Dvorak et al., 1988) que les points
d'inflexion des fd.p. des lois de Halphen sont obtenus en résolvant une équation
polynomiale. Le tableau 2.3 donne, pour chacune des lois de Halphen, l'expression a

résoudre.

Tableau 2.3. Equations polynomiales permettant de déterminer les points d'inflexion.

Loi de Halphen ' Equation quadratique a résoudre
A g%(x) - 2xg(x) + x*h(x)
B g’ (x) - g(x) + xh(x)
B g2(x) - 3x’g(x) + x*h(x)

Note: g(x): a, +alx+azx2 et h(x).-: dg(x)/dx =a, +2a,x (ao,a, et a, donnésautableauZ.l).

D’autre part, il peut étre intéressant d’étudier la vitesse de décroissance de I’extrémité droite
des f.d.p. (pour de trés grandes valeurs de la variable) des lois de Halphen et de la comparer
avec celle d’autres lois fréquemment utilisées en hydrologie (par exemple, normale,
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lognormale, Gumbel et gamma). Les différences entre les comportements asymptotiques de
lois de probabilité sont généralement plus apparentes si on exprime les quantiles de la
variable aléatoire X (par exemple, les crues de conception) en fonction de leur période de
retour 7 (rappelons que 7 = 1/p, ol p est la probabilité au dépassement, cf. section 1.1).
C’est ce que certains auteurs, notamment Morlat (1951), Schuster (1984) et Ouarda et al.
(1994), ont fait. Ils ont montrés, en particulier, que les quantiles de la variable aléatoire X se
comportaient, pour de grandes valeurs, comme les fonctions suivantes de 7"

¢ InT, pour les lois gamma, Gumbel et Halphen Type A ;
e /InT, pour les lois normale et Halphen Type B ;

. exp(\lln T ), pour la loi lognormale ;
o T"*  pour laloi de Type B

La figure 2.2 illustre ces différents comportement asymptotiques. L’axe des abscisses
correspond a la période de retour T et I’axe des ordonnées au quantile. Les fonctions de T’
représentant le comportement asymptotiques de diverses distributions y sont tracées.

10
/ /
Type B —/ Type BL—*‘B’
8 (=1 / ©=2) 7
/ 7/
/ 7
; / /
/ - Lognormalg
/ =
/ A Gumbel
> 4 Va - -~ Gamma
7 L g Type A &
/s -
,V/// _ //
)] — //,// /;a—;// e R Wl
::::::__4——- e -1

And wn o (=] o [=] o (=] o
- n (=} (=] (=} o
-~ wn (=] (=] [=]
- [Te} (=}
-
T

Figure 2.2. Comportement asymptotique des f.d.p. des lois de Halphen et de diverses
distributions employées en hydrologie.

Pour comparer les comportements asymptotiques de différentes lois a partir de la figure 2.2,
il faut examiner la variation du quantile lorsque la période de retour 7 augmente. Cet
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examen revient donc a comparer les dérivées des courbes par rapport a8 7. Ces dérivées sont
tracées a la figure 2.3 et permettent de mieux comparer les comportements asymptotiques
des lois considérées. En effet, plus les valeurs de la dérivée sont grandes plusla fd.p.
décroit lentement vers zéro pour de grandes valeurs de la variable aléatoire.

0.5

\\K_-Logn:;mmle
0.4 S W
\ Type A
= \
< 03
: \\
g \4 \ \ Normale
o \ \ Type B
2 02 AR\ -
=
2 N
- N
= 0.1 [TypeB g
§ (3:2)
> ~
L...Type B. i
0 (3'55)
- [Te) (=] (] (] 6 o (=] o
® 8 8 g 8 S g
- n 8
T

Figure 2.3. Variation des quantiles pour les comportements asymptotiques de la figure 2.2.
On tire des figures 2.2 et 2.3 les observations suivantes :

e Les lois Gumbel, gamma et Halphen Type A admettent un comportement asymptotique
identique pour de grandes valeurs de la variable aléatoire. Les lois normale et Halphen
Type B ont le méme comportement asymptotique mais leur f.d.p. décroit plus rapidement
que celle des lois Gumbel, gamma et Halphen Type A pour de grandes valeurs de la

variable aléatoire.

e Le comportement asymptotique de la loi lognormale (figure 2.2) et sa dérivée (figure 2.3)
traduisent une décroissance plus lente pour cette f.d.p. que pour celle des lois de Halphen
et des lois Gumbel, gamma et normale. Ce type de comportement asymptotique est a la
base du développement des lois de Halphen (cf. section 1.2). En effet, Halphen avait
constaté que la décroissance lente de la f.d.p. de la loi lognormale, souvent employée a
son époque, s’avérait parfois en désaccord avec les constatations empiriques.

e Le comportement asymptotique de la loi de Halphen Type B™ varie avec le paramétre de
forme v. Cette loi peut admettre tout I’éventail des vitesses de décroissance pour les
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grandes valeurs de la variable aléatoire. Pour v petit, la f.d.p. tend trés lentement vers
Zéro et la vitesse de décroissance augmente avec v (cf. figure 2.3).

Une classification similaire de lois de probabilité peut aussi étre réalisée pour I’extrémité
gauche de la f.d.p. On examine alors le comportement de la densité pour de petites valeurs
de la variable aléatoire. Schuster (1984) discute de ce probléme.

Le systéme de lois de Halphen présente une grande variété de formes de courbe (unimodale,
un mode et un anti-mode, aucun mode, décroissance lente, moyenne ou rapide pour de
grandes valeurs de la variable, etc.). Pour illustrer les formes qu'admettent les f.d.p., les
figures 2.4 & 2.6 présentent, pour certaines valeurs des paramétres de forme « et v, les
densités des lois de types A, B et B! respectivement. Le paramétre m a été choisi de sorte
que la variance théorique de chaque distribution soit égale a 1. Les f.d.p. des lois de types A
(figure 2.4) et B (figure 2.6) sont toujours unimodales et a asymétrie positive. La variété
des formes admises par la loi de Halphen Type B (figure 2.5) est plus grande puisqu'on
trouve parmi elles, outre des lois unimodales, des lois en J, des lois en S ainsi que des lois

tronquées.

2.3 Liens entre les lois de Halphen et avec d'autres
distributions

Cette section est consacrée a certaines propriétés de base des lois de Halphen et aux liens
qu'elles ont avec diverses distributions souvent employées en hydrologie statistique. Un
ensemble de propositions établissant ces propriétés sont donc présentées dans ce qui suit.

2.3.1 Propriétés de base

La proposition qui suit stipule qu’une loi de Halphen de Type A, B ou B demeure une
distribution de Halphen du méme type suite a un changement d'échelle.

PROPOSITION 2.4. Considérons la variable aléatoire Y = |k|X, pour tout k e R. Alors,
@ X=F,(x;yma,v) = Y=~F,(ylklma,v)
() X=F(x;ma,v) = Y=F,(ylklma,v)
(i) X = F . (x;ma,v) = Y=F_(ylklma,v)
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Figure 2.4. Fonction de densité de probabilité de la loi de Halphen Type A.
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Figure 2.5. Fonction de densité de probabilité de la loi de Halphen Type B.
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Figure 2.6. Fonction de densité de probabilité de la loi de Halphen Type B,
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Démonstration. Cette propriété est directe pour toute loi ayant un paramétre d'échelle.
Pour la loi de Halphen de Type A, le paramétre d'échelle est m et on montre aisément le
résultat par un changement de variable, Considérons la variable aléatoire ¥ = |k|.X, alors la
f.d.p. de Y est donnée par:

1 ot |k|m)
50)= f" I 'dy’ 20km)° K, 2a)” e"‘{ (|k|m+ } > >0

d'ou le résultat, c’est-a-dire ¥ = |k|X est distribuée selon une loi F,(x;m’',a,v) avec
m' =|k|m. La démonstration est identique pour les lois de Type B et de Type B, =

Cette propriété, qui est commune a la plupart des lois de probabilité employées en
hydrologie, nous assure que les résultats issus d'un ajustement des lois de Halphen sont
comparables quelle que soit l'unité de mesure. Elle est aussi intéressante dans une
perspective d'étude régionale, ou I'hypothése de base consisterait, 4 un paramétre d'échelle
prés, en une homogénéité en loi des débits de différents sites voisins.

Comme il a déja été mentionné a la section 1.2, Halphen avait jugé souhaitable que le
systeme de lois vérifie la symétrie logarithmique, c'est-a-dire, qu'a une constante pres, si X
suit une loi de Halphen alors 1/X aussi. Cette condition était probablement motivée par le
fait que la loi lognormale, fréquemment utilisée & cette époque, posséde cette propriété. Les
deux propositions qui suivent démontrent cette propriété.

PROPOSITION 2.5. Si Y=1/X, alors X ~F,(x;m,a,v) = Y=~F,(y;m™,a,-v).

Démonstration. Cette propriété peut étre déduite directement en applicant le changement
de variable ¥ = 1/ X. En effet, la densité de Y peut alors s'écrire de la maniére suivante :

1 (T EAa | RS
0= 2m°K,(2a) (y) exp[-— a(m" * y )]'— ¥y

I S (_y__+zf_1] >0
T 2m°K,(2a) yooep m' oy Y

ce qui, en vertu de la propriété (A.8) des fonctions de Bessel (K (z) = K_,(z)), correspond
bien a la f.d.p. de la loi de Halphen Type A de paramétres m-!, a et -v. -
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PROPOSITION 2.6. Si Y =1/X, alors X ~ Fy(x;m,a,v) = Y=F_, (y; m™’ a,v).

Démonstration. On procéde de la méme fagon qu'a la proposition 2.5. En posant ¥ =1/ X
dans l'expression de la f.d.p. de la loi de Type B (éq. 2.6), on obtient :

2 1 2ot 1 z 1 1
frO)= m (}‘) exp[— (m—y) + a(-”;”l__ }7

_ 1 ~-2v-1 ex _(ﬁ)z + a(.’n__].) >0
“aef,ea)” TP I

ce qui correspond a la f.d.p. de la loi de Type B-! de paramétres m-!, o et v (éq. 2.8). =

La réciproque de cette derniére proposition est évidemment vraie et se démontre de la méme
maniére. En effet, si X suit une loi de Type B~ alors ¥ = 1/X est distribuée selon une loi de
Halphen de Type B (X ~ F,.,(x;m,a,v) = Y=F,(y;m",a,v)).

On note finalement que, quel que soit le type de loi de Halphen, le paramétre de forme o
demeure inchangé suite & un changement d'échelle ou a une transformation réciproque de la
variable aléatoire.

2.3.2 Lien avec les lois gamma et gamma inverse

A la section 2.1, il a été mentionné que les lois de Halphen possédent comme cas limites les
lois gamma (G) et gamma inverse (GI), dont les expressions des f.d.p. sont données
respectivement aux équations (2.4) et (2.5). Ces distributions jouent un role important dans
la théorie des lois de Halphen, en particulier dans l'estimation des paramétres (cf. chapitres
3,4 ¢et5). Les lois gamma et gamma inverse sont d'ailleurs les seules lois de la famille du
systéme Pearson vérifiant toutes les caractéristiques imposées par Halphen pour la
construction de son systéme de distributions (notamment, aucun paramétre d’origine et
appartenant a la classe exponentielle des lois de probabilité, cf. section 1.2).

Les propositions 2.7, 2.8 et 2.9 montrent comment les lois de Halphen de types A, B et B
tendent vers les lois gamma et gamma inverse. Pour démontrer ces résultats, on doit
intervenir simultanément sur les paramétres @ et m pour ne pas obtenir une distribution

dégénérée.
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PROPOSITION 2.7. Soit la variable aléatoire X ~ F,(x;m,a,v).
(i) Considérons que « et m tendent en méme temps vers zéro de telle sorte que am—> 0 et

o/ m—> @ un nombre fini strictement positif. Alors, si v>0, X =G(y;0 =afm,v) ,

(ii) Considérons que a tend vers zéro et m vers l'infini en méme temps de telle sorte que
a/m—>0 et am—>6 un nombre fini strictement positif. Alors, si v < 0,

X ~GI(y, 0 =am,-v).

Démonstration. Pour démontrer le résultat (i), on applique la reparamétrisation a = 6w
et m=,0/w alafdp.(2.2). Onaalors =am, w=a/met:

90/2
fA(x)='ﬂ(<—w(/é“)Te—z‘)“x"']exp[—(wx+g)] , x>0

Cette expression correspond a la f.d.p. de la loi gaussienne inverse généralisée telle que
présentée dans Jorgensen (1982). En appliquant la limite lorsque € =am tend vers zéro,

on a que:

v/2
fim £, (x) = lim _{o/0)” ! g x>0
607 4 -0 2K (2+/0w) ’

Or, pour z petit, on a (propriété A.9) :

v-1

Kv(z)s2 I'(v), v>0

z v
d’ou ’on déduit que :

llmf (x)': lim _(L/e)_ulz___ xD—l e @~
650" 4277 050 T(0) () ™"

@ v-1 -aox
= x"e , x>0
I'(v)

Cette expression correspond, pour v>0, a4 la fd.p. de la loi gamma de paramétres
@ =afm et v (cf. expression 2.4).

Le résultat (ii) se démontre de fagon tout a fait analogue, en appliquant la méme
reparamétrisation mais en faisant tendre vers zéro @ = a/m. Ona alors :
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PPN I 70 M
lmfA(x) 2K (ZJ_) €

Puisque v est négatif (Ju| = -v) et que K,(z)=K_,(z) (propriété A.8), on peut réécrire
cette expression de la maniére suivante :

(a’/ 0)_|UV2 1" —0/x
im /) =i o[zK,,(zJ_) ( ) ¢

Or, de la propriété (A.9) de la fonction de Bessel, on déduit que :

(CU 9)|u|/2 :l 1 lol+1 ol
lim £, (x) =lim - — e
9l—>o o—>o|:r(| D( /9)' vz (x)

) r(()|lvul|) G) e

ce qui correspond, pour v.<0, a la fd.p. de la loi gamma inverse de paramétres

6=am et -v (cf expression 2.5). =

PROPOSITION 2.8. Soit la variable aléatoire X =~ F,(x;m,a,v) et considérons que a et m
tendent respectivement vers - et +co en méme temps, de telle sorte que am— —o et
a/m—— @, ot @ est un nombre fini strictement positif. Alors, X ~G(y, = —afm 2v).

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on applique la reparamétrisation @ = — /6w
et m=,/0/w alafd.p. (2.6). Onaalors =—am, o=-al/met: ‘

2 @

fz(x)= ~ x?! exp[——x2 —wx] , x>0
(010 o) 0

En faisant tendre 6@ vers linfini, c’est-a-dire lorsque am— —o, et en vertu du

développement asymptotique de la fonction exponentielle factorielle pour des argument tendant

vers - o (propriété B.9), ona :
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[ 2
l. B =l' 2”‘1 -
() om_(e/w)"ef.,(—@)]x e
. i 2(6w)° 20-1 -
= lim *
4 (6/)° 20 @20)|1-20(20 + 1)(6w) "]
. B @2 201 -
= lim e
Mbr(zv)[l ~20(20+1)(60)”'] }
_ o® 20-1 _ —axe
" T(2v) )

ce qui correspond a la f.d.p. de la loi gamma de paramétres ® = —a/m et 2v (cf. expression
- 2.4). v : =

PROPOSITION 2.9. Soit la variable aléatoire X = F,_ (x, m,a,v) et considérons que a et
m tendent respectivement vers -co et + oo en méme temps, de telle sorte que a/m—» — o et
om —> — 6, ot ® est un nombre fini strictement positif. Alors, X = GI(y;0=—-am2v).

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on applique la reparamétrisation @ = — 6w et
m=,6/w alafdp.(2.6). Onaalors @=—am, oa=—a/met:

S g1 (x)=

2v-l exp[——e—x‘2 —ar‘] , x>0
®

2
(60/) e (oo

En faisant tendre @ vers linfini, c’est-a-dire lorsque a/m— —c et en appliquant la
propriété (B.9) de la fonction exponentielle factorielle, on a :

8

[ 2
l. . = l- -2v-1 -8/x
a)l-—l;rclofB (x) ml—r)n-(e/w)'”efu(_ ,90)) }x €

) 2 (9w)u(9/ w)u “20-1 -0/
= lim x v e
>>® 2I'(2 v)[l - 2020 + 1)(w) —‘]

[ 2v
= llm 9 -~ x-—2u—l e—9/x
@ T o)1 - 20(20 + 1)(6w)" |

_ 621) (l) 2u+] e_olx
r'(2v)\x
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qui n’est d’autre que I’expression de la f.d.p. de la loi gamma inverse de paramétres
6 =—am et 2v (cf. expression 2.5). ) -

2.3.3 Approximation normale

Les propriétés de la loi normale sont trés bien connues et cette distribution constitue souvent
la principale hypothése de base de méthodes et de modéles statistiques (test d'hypothéses,
régression, etc.). 1l est alors trés intéressant de connaitre la nature du lien entre une
distribution donnée et la loi normale. En effet, il peut étre fort utile de pouvoir obtenir une
approximation de la distribution qui nous intéresse par la loi normale. Dans cette section,
nous montrons comment les lois de Halphen correspondent a la loi normale pour v fixé
lorsque le paramétre a tend vers linfini. Nous considérons d'abord le cas de la loi de
Halphen Type A.

PROPOSITION 2.10. Soit la variable aléatoire X ~F,(x;m,a,v). Alors, si a— +w,
U =2a(x/m-1) = N(0,1). |
Démonstration. Pour démontrer le résultat, on effectue d'abord le changement de variable
U= s/Za(X/m - l) dans la f.d.p. (2.2) et on déduit que :

fo@=1, [’”(7;7 + I)J )—fz"—;
__@___( u H)""ex _a(_u_+1.+_~/_27£__) m
T 2m°K,(2e)\\2a P 2a u+2a) | 2a

=__ej“___( +1)v—]ex ——a(—u-—+l+-——@——J+2a
2v2a K,(2a)\\2a P V2a  u+2a

Q

[ au® - 2a2au-4a* +2a\2a u + 4a2J

e_za ( )v—l
= +1
2320: K, (2a)\V2a exp N2au +2a

e (u )H [ 1 2
= 41 Y | -2 +
2v2a K,(2a)\2a exp_ 21+u/2a | Geh=re®

En utilisant le développement asymptotique de la fonction de Bessel pour de grands
arguments (propriété A.10), il s'ensuit que cette derniére expression converge point par

E

point vers une loi normale centrée et réduite lorsque @ — +. En effet,
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- e—2a 2
li = lim ) e a
i 1= |
fim| |
a—>+°°_e_2ag(a)\/27an.

-ur2

1
= e , -0 <Y<+ 00
NpY s

car
40’ -1 (4v* - 2 2 - 1)(40* -9)(4v* -25
g(@)=1+ v +( v 1)(41)2 9) N (4v° -1 (4v )(4v? )
16 21(16a) 31(16)*
tend vers 1 lorsque a — +o (cf. propriété A.10). =

Pour les lois de Haphen de Types B et B, on procéde de la méme maniére mais a pamr
d'une normalisation de la variable qui différe quelque peu.

PROPOSITION 2.11. Soit la variable aléatoire X =~ Fy(x;m,a,v). Alors, si a—+»,

U= \/E(X/m—-a/z) ~ N(O, 1).

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on effectue d'abord le changement de variable
U= \/E(X [/m— a/2) dans la f.d.p. (2.6) et on déduit que:

£o )= f[%(%ﬂ .

&

a

2 m 2v-1 20-1 1 o 2 o m
) ) i) )
_____1____(“&)2""3 _ﬁ__@__a_’,+gu_+gi}
27 (@) V2 2 4 h 2

( )20- (‘/—u IJZD—Ie—uz/Z
T2 ef (@) \\2 a

220 1ge s 2v-1 ,
—_-‘/2:_ @) (J_u IJ e’ —a/ﬁ<14<+w
a

En utilisant le développement asymptotique de la fonction exponentielle factorielle pour de

a
Xp
ea2/4

grands arguments (propriété B.10), cette derniére expression converge point par point vers
une loi normale centrée et réduite lorsque @ — + . En effet,
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[ 20-1_a?/4
J_z-a e ]e_uz /12

lim f,(u) = lim

2""ef, (@)
. aZU—leazM i
e a* e “ha)W2r ¢
1 ~u®l2

= e s —o<U<+0o0
NpY s

car

h(a)=1+(2u—1)(zu_2)a_12+...

tend vers 1 lorsque a — + o (cf. propriété B.10).

PROPOSITION 2.12. Soit la variable aléatoire X ~ F,_,(x;m,a,v). Alors, si a —+o,

U=2(m/ X -af2) ~ N(0,1).

Démonstration. En vertu du lien entre les lois de Types B et B! (proposition 2.6) et en
employant la proposition 2.11, le résultat est direct. On peut aussi démontrer le résultat a
l'aide d'un changement de variable. En effet, si U= \/E(m/ X - a/2), alors de l'équation

(2.8) on déduit que :
fu(u)=f3_,[mﬁ(u+—%)_ } —mﬁ(u+%)-

A g o o) 5 )
o) el Ao ) e 2]

h oo (o 2v-1
=\/2—"(i“ef‘(aot) (\/;uﬂj e,  -af2<u<+w

Cette expression est équivalente a celle obtenue dans la démonstration de la proposition 2.11

3w+ ) )

et qui converge point par point vers une loi normale centrée et réduite lorsque a > +». g
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2.3.4 Transformation puissance

Pour différentes raisons, il peut étre intéressant d'introduire un paramétre supplémentaire
aux lois de Halphen. 11 est alors naturel d'étudier la forme de la densité de probabilité d'une
variable aléatoire X, distribuée selon une loi de Halphen, élevée & une certaine puissance.
Les trois propositions suivante donne l'expression de la fd.p. de cette distribution
généralisée pour chacune des lois de Halphen. Ces résultats constituent les outils de base
pour établir les relations entre les distributions de Halphen et certaines lois de probabilité
bien connues et fréquemment utilisées en hydrologie.

PROPOSITION 2.13. Soit la variable aléatoire X = F,(x;m,a,v). Alors, la loi de
Y=X"?, pour p#0, acommefdp.:

S )= -:,_—nﬁlg(% yr! eXP[— a[Zm* + yﬂpn , x>0 (2.16)

Démonstration. Posons ¥ = X"”_ Alors laf.d.p. de ¥ est donnée par:
dx
=7, U’)‘@‘

1 yf m)
-—— yP(u=1) | — r-1
2m’K, (2a) Y exp{ a(m M y? ]'P Y l

_______lp_l___ po-p+p-1 (yp m)
_2m”Kv(2a)y exp|—a - + , y>0

d'ou le résultat. -

PROPOSITION 2.14. Soit la variable aléatoire X ~ F,(x;m,a,v). Alors, la loi de
Y=X"?, pour p#0, acomme fdp.: |

fy(y)=—zm—y2”"“ ew{-(%) +a(£)] , x>0 (2.17)

m’’ef, (@) m

Démonstration. On procéde de la méme fagon qu'a la proposition 2.13. -
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PROPOSITION 2.15. Soit la variable aléatoire X =~F_,(x;m,a,v). Alors, la loi de
Y=X"?, pour p+#0, acommefdp.:

2 2
fr )= ;Fn_el%; y—2pu—1 exp{" (yﬂp) + a(-;lp)jl s x>0 (2.18)

Démonstration. On procéde de la méme fagon qu'a la proposition 2.13. -

Notons que si p = -1 dans la proposition 2.14, la f.d.p. (2.17) correspond a la loi de Halphen
Type B™ et on retrouve la proposition 2.6. Réciproquement, si p = -1 dans la proposition
2.15, 1a f.d.p. (2.18) correspond i la loi de Halphen Type B.

Les valeurs admises par les paramétres m, a et v pour les distributions (2.16), (2.17) et
(2.18) sont les mémes que celles admises par les paramétres des lois d'origine de Halphen.
Ainsi, si Y est distribuée selon l'une de ces trois lois, alors la variable aléatoire X =Y? suit
la loi de Halphen correspondante. Les propriétés statistiques des lois de Halphen présentées
aux chapitres 3, 4 et 5 peuvent donc étre aisément transformées pour déduire celles des
distributions généralisées a 4 paramétres (2.16), (2.17) et (2.18).

Les propositions qui suivent montrent, en particulier, que les lois gamma généralisée (GG) et
Weibull (W) sont des cas limites des lois généralisées de f.d.p. données en (2.16) et (2.17).
Ces distributions et leurs cas particuliers, souvent employées en hydrologie (Perreault, et al.,
1992b; Bobée et Ashkar, 1991), sont donc liées aux lois Type A et Type B par une
transformation puissance.

PROPOSITION 2.16. Soit la variable aléatoire X =~ F,(x;m,a,v). Alors
Vp

()siam—>0etv>0, Y=X"* zGG(y;p,/l,v) ou lz(a/m) ;
(i)siam—>0etv=1 Y=X" zW(y;p,)») oit A =(a/m)1/p.
Démonstration. Ce résultat peut étre démontré en appliquant la limite lorsque am— 0 a
la £.d.p de la variable aléatoire ¥ = X"? donnée en (2.16).- Pour éviter le calcul de la limite,

nous employons plutdt la proposition 2.7 qui stipule que si aim—> 0 et v>0, alors
X=G(x;o=a/m,v). Onadoncque:

v
a
-ox

fX(x)=I,(U) x" e x>0

En appliquant ensuite le changement de variable ¥ = X7 on obtient:
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(3]

o v- -ay” -
fy(y)zr(v) yp( e |py* ']

v
_I_l_)lﬂ_ pv-1 e~my"

" T() Yy s

y>0

que 'on peut réécrire, en posant A = @"?, de la maniére suivante:
|p|/1pu po-1 _()_y)p
= —— v e > 0

Pour v>0, cette fonction de densité de probabilité correspond bien a la loi gamma
généralisée de paramétres p, ((Jz/m)mp et v (Bobée et Ashkar, 1991, p.122), d'ou le résultat

0.

Le résultat (ii) est déduit directement de la derniére en posant v=1. En effet, la fd.p.
obtenue s'écrit alors:

f,0)=lplary e ™’ yso

et elle correspond a la densité de la loi de Weibull de paramétres (a/m)llp et p (Johnson et
Kotz, 1970, p.197). n

PROPOSITION 2.17. Soit la variable aléatoire X ~ F,(x;m,a,v). Alors,
Dsian— -0, Y=X""» GG(y;p,ﬂ,Zv) ou A= (Ial/m)’/p;
(ii) si am—> -0 et v=1/2, Y= X"? xW(y, p,2) oie A=(|a|m) .

Démonstration. Nous employons le résultat présenté a la proposition 2.8 qui stipule que
X=Fy(x;ma,v) = X=G(y,w=-afm2v) lorsque am— —c. Ona donc que:

wZv

'(2v)

x* e x, x>0

fr(x)=

En appliquant ensuite le changement de variable ¥ = X"? de la méme maniére qu’a la
proposition 2.16, on déduit les résultats (i) et (ii). -

2.3.5 Quelques cas particuliers

Les trois derniéres sections ont été consacrées 4 certains cas limites importants des lois de
Halphen. Dans la présente section, on s’intéresse plutdt aux relations exactes entre les
distributions de Halphen et quelques lois, notamment les lois gaussienne inverse (GAI),
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gamma généralisée (GG), khi-deux (K2) et normale tronquée (NT). Les expressions des
f.d.p. de ces quatre distributions ainsi qu’une référence sont données au tableau 2.4.

Tableau 2.4. Expressions des f.d.p. des lois gaussienne inverse, gamma généralisée,
khi-deux, normale tronquée.

Loi ~ Fonction de densité de probabilité Référence
Gaussienne inverse Ja A (x-m 2 Seshadri (1993)
GAI(X‘, m, /1.) fGAI (x’ m, Z) = ‘/2———3— exp{— 2m2 ( ” )
~

Gamma généralisée Isle® .. s Bobée et Ashkar (1991)
GG(x, a, 2, s) fGG (xa a, ﬂ" S) = r(l) X : exp[_ (m) ]
Khi-deux , 1 021 ~x/2 Bobée et Ashkar (1991)

X0)= ———x""e
K2x; v) T (500 = 30 I(v/2)
Normale tronquée (x-n)? (e-w)’ ~! Johnson et Kotz (1970)
NI(x; u, o) sur 4, B for (5 1,0) = 1 e 29 1 e 2°° dt

1/5_7;0' J2no 4

On peut montrer les résultats suivants :

[

. GAI(x;m,A)EFA(x;m,z—l’;,—%)

2. GG(x; 2, i v) = FB(x; m,0, v)

W

1 1
. GG(x; -2,—, v) = Fa-' (x;——, 0, v)
m m
v

4. X~K2(x;v) = Y=\/2XzFB(y;2, 0, E)

W

1
. SiA=0et B=+oo, alors Nl(x; 0, l)s Fy (x; V2, 0, 5)

1l existe aussi des liens exacts entre les lois de Halphen et les lois gamma et gamma inverse,
dont les f.d.p. sont données en (2.4) et (2.5) :

1
6. XzG(x;a,l) = Y=VXzFB(y;J—_-,O,Z)
a

7. XzGI(x;a,}L) = Y=\/—YzFB_,(y;\/;,O,A)
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Les résultats 1, 2, 3 et 5 se démontrent directement en effectuant la reparamétrisation
appropriée de la f.d.p. de la loi de Halphen et en employant les propriétés des fonctions de
Bessel et exponentielle factorielle suivantes :

K,, (z)=‘/57;e—z et ¢f,(0=I(v)

Le résultat 6 est démontré en appliquant le changement de variable ¥ =¥/ X 4 la loi gamma
a deux paramétres (éq. 2.4). On en déduit ensuite le résultat 4 puisque la loi Khi-deux est un
cas particulier de la loi gamma (Bobée et Ashkar, 1991). Enfin, le résultat 7 est obtenu
directement a partir du résultat 6 et en vertu de la proposition 2.6 (lien entre les lois Type B
et Type BY).



3 LOIDE HALPHEN TYPE A

Ce chapitre est consacré aux propriétés statistiques de base de la loi de Halphen Type A
ainsi qu'a I'estimation des paramétres et des quantiles x, de probabilité au dépassement p.

3.1 Moments et coefficients

Les moments non centrés u' de la loi de Halphen Type A peuvent étre calculés par
intégration, en employant la définition des de 4 . Ils peuvent aussi étre déterminés a l'aide
de la fonction caractéristique définie, pour une loi F(x) donnée, par :

6t = [ e™dF(x) | (.1)

En effet, si cette fonction peut se développer en puissance de #, alors 4 est égal au
coefficient de (if)" /r! dans le développement suivant :

#(1) = Z( s 62

Pour la loi Type A, dont la f.d.p. est donnée a l'expression (2.2), la fonction caractéristique
s'exprime comme suit :

1 ite 1, 0-1 X m
¢A(t)=mf e eXp[ (;1-+—x—)]dx (3.3)

En effectuant le développement limité du terme ™, on obtient alors :
1 o e (itx)2 Ly (x m)
— [1+—+ —+—||dx
0y (2oz)I [ TIY r Cexpl-a L+
(It ) xU* -1 (x m)
’ ~al —+—||dx
2m"K (2a) vf z:: xp m x

(It) u+r——1 x m
2m"K Ca) & Z : e"p[“ “(Z " ?) ]‘b‘

Or, d’aprés la définition de la fonction K (2a) (éq. 2.3),0na:

© v+r-1 _x_ m) = v+r
L exp[ (m+x }dx 2m""K ., (2a)
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d’ou,

© -\’ rK
b0~ 5L

r=0

Ainsi, si X est une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen Type A (éq. 2.2),
alors le moment non centré dordrer de X, ' = E {X '} , est donné par :

_mK, Qa)

K (2a) 3-5)

Les moments non centrés de la loi Type A existent pour toute valeur réelle de o (> 0), 7 et
veR, et sont reliés aux fonctions de Bessel modifiées de deuxieme espéce K, (2a). On
déduit de I'équation (3.5) la principale mesure de tendance centrale, la moyenne arithmétique

de la variable aléatoire X suivant une loi Type A :

K,.(22)

X,(2a) (3.6)

p=E{X}=m
Comme nous le verrons dans la section 3.3, les moments non centrés d'ordre -1 et d'ordre
quasi-zéro (qui correspondent respectivement, & une transformation prés, aux moyennes
harmonique et géométrique de la population, et sont aussi des mesures de tendance centrale)
jouent un role fort important lors de I'estimation des paramétres. Nous donnons donc les

expressions de ces moments :

'y _ i _lKv—l (Za)
A= E{X} " m K,2a) 37
SK, (2a)/dv

sy =E{lnX}=lnm+ (3.8)

K,(2a)
Le moment non centré d'ordre -1 est déduit directement de I'équation (3.5) et l'inverse de ce
moment correspond a la moyenne harmonique (c.f. équation C4 avec r = -1). La
détermination du moment gy est présentée en détail a I'annexe C. L'expression (3.8)
correspond au logarithme naturel de la moyenne géométrique.

Les moments centrés 4, peuvent étre calculés & partir de l'expression suivante (Kendall et
Stuart, 1987) :

n=> (]) w- - mY 69
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On obtient alors les principaux moments centrés (la variance et les moments centrés d'ordres
3etd): ‘

2
m
to =Var{X}="7 (KK, - Kl.)
m3
=25 (Ko K2 = 3K, oK, 0K, +2K,) (3.10)

m4

Au4_K:

v u+4 v o+l oD+ Mo+

(KK, -4KK,, K,,, +6K ,K2,K,., -3K:,))

ou, pour simplifier la notation, les fonctions de Bessel K, (2a) sont notées ici K.

Ayant déterminé les principaux moments de la loi de Halphen Type A, on peut facilement
évaluer les coefficients adimensionnels que sont les coefficients de wariation (C)),
d'asymétrie (C,) et d'aplatissement (C, ), généralement utilisés pour caractériser la forme de
la loi. En effet, a partir des expressions données en (3.6) et (3.10), nous déduisons que :

_ #21/2 _ \/}(quz _Kiﬂ

C,=—=

ﬂl Ku+l
KK, ..-3K,K K, ,+2K’

Cs — /‘23/2 — vt o+3 v v+l u+2y v+l (311)
th (KuKu+2 _Kiﬂ) 2

C - &__ K3K0+4 _4K3Ku+lKu+3 +6KDK3+1KU+2 _3K:+l

e = =

’uzz (KuKu+2 _Kzz)ﬂ)z

Pour simplifier I'écriture de certaines expressions présentées dans les prochaines sections et
parce qu'elles jouent un réle important dans l'estimation des paramétres, les deux fonctions
auxiliaires suivantes sont introduites :

- - Ku+l (Za)
R,(a,v)= X Q) (3.12)
et
D,(a,v)= K,.(20)K,,22) =R, (a,v)R; (a,v0-1) (3.13)

K!(a)

La fonction D,(a, v) est particuliérement intéressante pour l'estimation des paramétres. On
remarque que cette fonction correspond au produit des moments d’ordres 1 et -1 (éq. 3.6 et
3.7), ou de maniére équivalente, au rapport entre les moyennes arithmétique et harmonique.
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La fonction D,(a, v) est donc une mesure de dispersion puisqu'elle est le rapport de deux
moyennes et elle est appelée ici "fonction de dispersion”.

On peut réécrire certains moments importants a l'aide des fonctions R,(a,v) et D, (a,v).
En effet, la moyenne arithmétique, le moment non centré d’ordre -1, la variance et le
coefficient de variation peuvent s'exprimer respectivement de la maniére suivante :

E{X}=mR (a,v) (3.14)

E{yx} =$R;‘ (a,0-1) (3.15)
Var{ X} = m*R:(a,0)| D, (@, v+1)-1] (3.16)
C, =D (a,v+1)-1 (.17

On note, en particulier, que le coefficient de variation C, dépend seulement de la fonction de
dispersion. Or, puisque D, (a,v+1) est une fonction strictement décroissante de a quel
que soit v fixé (cf. section 3.3), les lois gamma et gamma inverse (cas limites de la loi du
Type A convenablement reparamétrisée lorsque a— 0) sont les distributions du Type A
ayant le plus grand coefficient de variation. En effet, puisque D,(a,v) est une fonction
décroissante de a, le coefficient de variation atteint son maximum lorsque a est minimum,
c’est-a-dire quand o — 0.

La figure 3.1 illustre la relation entre les coefficients de variation C, et d’asymétrie C; de la
loi Type A pour différentes valeurs des paramétres de forme a (traits pointillés) et v (traits
continus). Ce diagramme des moments permet de représenter les diverses lois de Type A
par les points du plan C,-C; et montre comment les valeurs des paramétres a et v varient
dans cet espace. Il s'agit d'un diagramme analogue a la représentation classique des lois de
Pearson par les coefficients B, et S, (fonctions des coefficients d'asymétrie et
d'aplatissement ; Bobée et al., 1993). On note, en particulier, que la région du plan occupée
par les lois de Type A est restreinte et qu’alors ces lois ne peuvent admettre n’importe quel
couple C,-C;. La région est en fait délimitée par les deux courbes qui correspondent dans ce
diagramme aux lois gamma et gamma inverse.
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Cs

2.5¢

—_

2 n — Cv
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.1. Relation entre C, et C; pour différentes valeurs de a et v : loi Type A.

3.2 Exhaustivité

Tel que mentionné au chapitre 1, Halphen avait fixé comme objectif que ses distributions
fassent partie de la classe exponentielle de lois de probabilité, assurant ainsi que l'estimation
des paramétres puisse étre effectuée en utilisant des statistiques exhaustives.

La loi de Halphen Type A fait clairement partie de la classe exponentielle des fonctions de
densité de probabilité continues, car sa f.d.p peut s'exprimer de la maniére suivante (cf.
annexe D, éq. D.1) :

1 v-1 _x_ _.nl
4= Gk exp[— o+ x)]
= exp{(v -DInx- %x —am % - 1“[2’”0Kv (20‘)]}

= exp{i c.(m,v,a)T(x) +d(mv,a)+S (x)}

i=1

ou,

o c¢(mu,a)=(v-1) o T(x) =In(x)
o ¢(mv,a)=—alm e T(x)=x

o c¢(muv,a)=—an e T(x)=1x

S(x)=0

o dmuv,a)=- ln[2m“KU(2a)]
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On déduit alors que les variables aléatoires (ln X, X, /X ) sont exhaustives pour la loi de
Halphen Type A (cf. annexe D). Ainsi, pour un échantillon de n variables al€atoires
X, X,,..., X, indépendamment et identiquement distribuées selon une loi Type A, les

n

statistiques suivantes sont exhaustives (cf. expression D.2) :

1 n
T =—» InX,=InG T =—» X, =4 T = ——-—-H‘ (3.18)
(@=13 ) D%
Ce résultat est déduit du théoréme de factorisation (Bickel et Doksum, 1977). De plus,
puisqu’une fonction bijective d'une statistique exhaustive demeure exhaustive, on peut
déduire que les moyennes arithmétique (4), harmonique (H) et géométrique (G) de
I'échantillon sont des statistiques exhaustives pour la loi de Halphen Type A.

3.3 Estimation des paramétres

Cette section est consacrée a l'estimation des paramétres a l'aide la méthode du maximum de
vraisemblance, en considérant un échantillon de » variables aléatoires X, X,,..., X,
indépendamment et identiquement distribuées selon une loi de Halphen Type A.

De maniére générale, pour une loi de probabilité a 3 paramétres F (x; 6,6, 63) appartenant
a la classe des lois exponenticlles et ayant comme statistiques exhaustives
(]{ (X)), LX), I;(X)), si le systéme d'équations E,[7(X)] = T(x), i =1, 2, 3, posséde une
solution pour le vecteur des paramétres § = (91 ,92,93), alors cette solution est unique et
correspond aux estimateurs du maximum de vraisemblance de 8 (cf. annexe D).

Ainsi, pour déterminer les estimateurs des paramétres de la loi de Halphen Type A, il suffit
de calculer l'espérance mathématique des trois statistiques exhaustives (éq. 3.18) et de
résoudre un systéme de 3 équations a 3 inconnues. Ce systéme est non linéaire et doit étre
résolu 4 l'aide de procédures itératives. De plus, cette résolution nécessite I'évaluation de la
fonction de Bessel et de ses dérivées, difficiles 4 manipuler. Les problémes pratiques
rencontrés lors de la résolution du systéme d'équations du maximum de vraisemblance des
lois de Halphen est probablement la principale raison pour laquelle ces distributions ont fait
I’objet de trés peu d’utilisation en pratique depuis prés de quarante ans.

Une approche en deux étapes est donc considérée ici pour résoudre ce type de systéme
d'équations non linéaires et pour déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance
des paramétres de la loi de Halphen Type A. D'abord, les paramétres o et m sont estimés
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numériquement, v étant fixé. Ensuite, la fonction de vraisemblance logarithmique
partiellement maximisée In L(v|@,m) est employée afin de déterminer le triplet (7, &, v)
d'estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type A.

Dans la section 3.3.1, nous présentons l'estimation des paramétres m et a lorsque v est fixé.
La section 3.3.2 traite de l'estimation du paramétre v a partir de la fonction de
- vraisemblance partiellement maximisée. Les propriétés asymptotiques des estimateurs sont
ensuite étudiées a la section 3.3.3. Finalement, la section 3.3.4 est consacrée i l'estimation
des quantiles de la loi de Halphen Type A ainsi qu'au calcul de leur variance asymptotique.

3.3.1 Estimation de m et a pour v fixé

En employant les expressions (3.6) & (3.8) pour évaluer l'espérance mathématique des
statistiques exhaustives (éq. 3.18), on montre aisément que le systéme d'équations obtenu
pour la loi Type A est donné par : '

u+] (Za) l N
— xi =
K,2a) n%&

1XK,,Q2a) .
——=— 3.19
whe) nw " ¢19
/K, (2a)/dv
tnm+ 22 P0 SN hy = 1nG
nm+ X Ga) n;nx, n

Le parameétre de forme v étant fixé, seules deux équations sont nécessaires pour I’estimation
de a et m. Les deux premicres expressions sont retenues (on évite ainsi le calcul de la
dérivée de la fonction de Bessel par rapport a son indice) et peuvent étre réarrangées pour
obtenir le systéme de 2 d'équations a 2 inconnues suivant :

u+l (Za) v-1 (Za) i

K? (2a) “H (3:20)
K,(22)
= Am 3.21)

ou A et H désignent respectivement les moyennes arithmétique et harmonique de
I’échantillon. Les équations (3.20) et (3.21) sont réécrites, a l'aide des fonctions définies en
(3.12) et (3.13), de la maniére suivante :
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(3.22)

A
DA(a’ U) =g

m= AR (a,v) (3.23)

Si ce systéme posséde une solution, les estimateurs du maximum de vraisemblance a et m,
pour v fixé, peuvent étre déterminés en résolvant I'équation (3.22) pour « et en substituant
ensuite le paramétre o par son estimation & dans I'équation (3.23). Les propriétés de la
fonction de dispersion D,(a, v) jouent donc un réle trés important dans la détermination
des estimateurs des parmétres de la loi de Halphen Type A. La proposition qui suit établit
les principales propriétés de la fonction D,(a, v) nécessaires au calcul des estimateurs du
maximum de vraisemblance.

PROPOSITION 3.1. La fonction de dispersion D,(a,v) est, pour tout v, une fonction a
valeurs positives, décroissante avec « et telle que - '

limD,(a,v) =

a—0

+ 00 si [v]<1 ’ D( ) )

. t im a,v)=
W/(loF1) sijpj>1 & aswed

Démonstration. D'abord, par définition (éq. 2.3), la fonction de Bessel K, (2a) admet
Va>0 et VveR des valeurs positives. Ainsi, D,(a,v) est aussi une fonction & valeurs

strictement positives.

La détermination de la valeur limite de D, (e, v), lorsque a — 0, s’appuie sur des résultats
obtenus par Jorgensen (1982). Cet auteur a en effet démontré que pour « petit, en utilisant
le développement limité des fonctions de Bessel (A.9) pour de petits arguments ainsi que les
relations (A.2) et (A.3),ona:

Iul%%%az'u"z si0<|vl<1
21n(1/2¢) si Ju]=1 |
DA (a’ U) 9 !l‘)rll (1—2 rl(_?il—l Il))l) azld‘z] sil< |U| <2 (324)
— D)
ol [, o’ ) .
!vl—l(l 2oloorz)) oY

Si dans I’expression (3.24) on considére la limite lorsque & — 0, on trouve :
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F(Z—[ Ui) lim 22

e pour 0<|v|<], lin(x)D(a,u)z r(l |) 1 =+
a-» v a-
e pour |v|=1, li_r;%D(a, v)= 21im ln(1/2a) =+00
I'(2-
e pour 1 <|v|<2, lan(a v) Iliil [ -2 i_(|l|l))l)£i_%azlul—2}=|~l—l)l—lil—l-
. _ vl _ 1 TR B
*pour|ol>2, HmDlav) =7 o5 (l 2ofor o) = J "ok

d’ou le résultat.

La valeur limite de D,(a, v), lorsque a — + o, est obtenue en employant le développement
limité (A.10) de la fonction de Bessel pour de grands arguments. En effet, en vertu de
(A.10), I’équation (3.13) peut s’écrire pour o grand :
K,.2x)X, A Qa)
K (2a)
[1+h(a v+1 ][1+h(a v— 1)] (3.25)

[l+h(a v]

D(a)

ou,

u-1 (u=10(u-9) X
Ha,v)= [16a+ 21(16a)’ +] u=av

et l'expression (3.25) tend clairement vers 1 pour tout v e®R lorsque a— +o0, puisque,
dans ces conditions, les fonctions A(-) tendent vers O.

Enfin, pour démontrer que D,(a, v) est une fonction décroissante de o quel que soit v, il
suffit de montrer que cette fonction est monotone. En effet, étant donné les résultats limites
obtenus pour ¢ — 0 et a—> + o, cette propriété implique nécessairement que D, (a,v)
est alors décroissante. '

Laloi Type A, lorsque v est fixé, fait partie de la classe exponentielle de lois de probabilité a
2 paramétres et admet alors comme statistiques exhaustives (cf. section 3.2, éq. 3.18) :

T,,nT,) = (ZX' ZX) (n/H ,nA)
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Soit t(a), I’espérance mathématique de ce vecteur de statistiques exhaustives, que I’on
considére comme une fonction de & seulement puisque v est fixe et que m est un paramétre
d’échelle (D, (a,v) est indépendant de m). Des équations (3.14) et (3.15), on déduit que :

a) = [73 (@), 7, (@)]= (%R“ (a,v-1),nmR(a, v))

et que :
(@)1, (@) =n’R; (a,v-DR,(a,v)

Selon Pexpression (3.13), les fonctions t(a) et D,(a,v) sont donc des applications

équivalentes définies par I’égalité suivante :
,(a)7,(@)=n"D,(a,v) ‘ (3.26)

qui, pour un & donné, est une hyperbole dans I’espace 7, x 7, (une hyperbole est définie par
I’équation xy = k). Or, les fonctions 7, et 7, :

e sont des fonctions bijectives de a, Cc’est-a-dire que T(a)z1(a+e) Ve>0,
puisqu’elles correspondent & I’espérance de statistiques exhaustives (Lehmann, 1983).
Les hyperboles sont donc distinctes pour différentes valeurs de « ;

¢ sont continues puisqu’elles sont le rapport de deux fonctions de Bessel (cf. éq. 3.12),
elles-mémes continues et & valeurs strictement positives.

En vertu de I’équivalence entre t(a) et D,(a,v) (éq. 3.26), la fonction de dispersion
D,(a,v) est continue et bijective. Elle est donc nécessairement monotone.

La figure 3.2 illustre le comportement de la fonction de dispersion D, (&, v) pour différentes

valeurs des paramétres a et v.
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Figure 3.2. Fonction de dispersion D ,(a, v)

Selon la proposition 3.1, 'équation (3.22) n'admet pas toujours une solution. La fonction de
dispersion D,(a,v) prend toujours des valeurs supérieures a 1, impliquant ainsi que le
systéme (3.22, 3.23) n’admet pas de solution si 4 = H, c’est-a-dire lorsque toutes les
observations de I’échantillon sont identiques (cas impossible en pratique). De plus, lorsque
a— 0, la fonction D,(a,v) peut étre bornée pour certaines valeurs du paramétre v (cf.
figure 3.2). Les estimateurs du maximum de vraisemblance de « et m ne correspondent
donc pas a la solution du systéme (3.22, 3.23) quel que soit v.

Pour a— 0, on peut déduire de la proposition 3.1 que I'équation (3.22) n'admet de solution
quesi [ <1 ousi AH" < |v|/(lul-1) quand |v]>1, puisque la fonction D, (a, v) peut étre
bornée supérieurement. Cette derniére inégalité peut s’écrire :

lvl>(jol-1) 4H !

Oou encore
|uj< AH™" [(4H™ -1)

Si on pose U= AH"[(AH™"~1), on a que U >1 car H< A4, et ainsi, qu'en vertu des
propriétés de D, (e, v), les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres « et
m sont les solutions du systéme d'équations (3.22, 3.23) si et seulement si |t|<U. La
statisﬁque U, appelée ici "borne d'estimation”, détermine donc lintervalle de valeurs du
paramétre v pour lesquelles le systéme (3.22, 3.23) admet une solution.
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Lorsque la condition |U<U nlest pas vérifiée, clest-a-dire si I'on a |vf>1 et
AH7 >|d/(|v|-1), la dispersion des observations est trop grande et les estimateurs du
maximum de vraisemblance de a et m convergent, selon le signe de v, vers ceux des lois
limites gamma ou gamma inverse (lois possédant la plus grande dispersion). Pour |t|>U,
I’'une de ces distributions serait plus adéquate pour représenter 1’échantillon. D'ailleurs, 4 la
section 3.1, nous avons vu, que pour une valeur donnée du paramétre v, les lois gamma et
gamma inverse possédent les plus grands coefficients de variation parmi les lois Type A.

Dans ces conditions, la loi de Halphen Type A correspond, selon la proposition 2.7, a la loi
gamma de paramétres (@, = a/m,v), si >0, ou & la loi gamma inverse de paramétres
(w, = am, —v), si v<0. Rappelons que ces résultats sont obtenus en considérant la limite
lorsque am ou a/m tend vers zéro, @, et w, tendant chacun vers un nombre fini. Pour v
fixé, en appliquant la méthode du maximum de vraisemblance aux expressions (2.4) et (2.5)
convenablement reparamétrisées, ces lois de probabilité admettent respectivement comme
estimateur du seul paramétre inconnu (le paramétre d’échelle @, = a/m ou w, = am, selon
le cas, cf. Bobée et Ashkar, 1991, p. 40) :

@, =vf/A (loi gamma) et @, =—vH (loi gamma inverse) 3.27)

En résumé, pour v fixé,

® si |v| <U, les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres a et m
sont les solutions du systéme d'équations (3.22, 3.23) ;

e si|v|2U et v>0, c’est-a-dire si v>U, la loi de Halphen Type A correspond a
la loi gamma de paramétres (@, = a/m,v) et I'estimateur du maximum de
vraisemblance de @, est @, =v/4 ;

e si|v|2U et <0, c’est-a-dire si v <-U, la loi de Halphen Type A correspond
a la loi gamma inverse de paramétres (@, = am, —v) et I’estimateur du maximum
de vraisemblance de w, est @, =—v H .

3.3.2 Estimation de v

Cette section est consacrée a la détermination du triplet (i, @, D) d'estimateurs du
maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type A, solution du
systéme (3.19). L'objectif est donc d'estimer le paramétre v étant donné qu'il est possible
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d'estimer (m, @) pour une valeur donnée de v, comme on I’a montré dans la section

précédente.

Nous donnons d’abord I’expression de la fonction de vraisemblance logarithmique de la loi
de Halphen Type A qui peut étre déduite de I’équation (2.2) :

1 : 1< 2 1)
lnL(m,a, U) =n1nIZM}+ (U—l);mxi - a(;n-;x,- +m§ xi]

Cette expression peut s’écrire en utilisant la notation de (3.19) :

G A m '
InL(m,a,v)=n {lnl:m“—)} - a(; + ;I—)} (3.28)

Pour estimer v, (m, a) ayant été déterminés, la fonction de vraisemblance logarithmique
partiellement maximisée est employée. Elle est définie comme le supremum de la fonction
de vraisemblance logarithmique In L(m, «, v) sur toutes les valeurs admissibles de (m, a) :

In L(v|&,m) = sup In L(m,a,v) (3.29)

(ma)

Cette fonction est obtenue en remplagant, dans la fonction de vraisemblance logarithmique
In L(m, a, v), les paramétres (m, @) par leurs estimateurs respectifs 7 et a.

Lorsque |u| < U, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a et m sont
les solutions du systéme d'équations (3.22, 3.23), ou de maniére équivalente, du systéme
formé des deux premiéres équations de (3.19). Ainsi, pour |tf<U fixé, on a d’aprés (3.19)
et (3.28) :

. 6~ 1 [k.d) K.ea||
lnL(vIa,m)-n{ln[zﬁzu K (20’2)} a[ X (28) + X (28) }} (3.30)

Toutefois, si |u| > U, la fonction de vraisemblance correspond plutét, si v > 0, a celle de la
loi gamma de paramétres (@, = a/m,v) et si v <0, a celle de la loi gamma inverse de
paramétres (w, = am,—v). Ces fonctions de vraisemblance sont déduites des expressions
(2.4) et (2.5) et s’expriment respectivement comme suit :
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e pour la loi gamma :

In L(@,,v) = nfvine, ~InT(w)]+ (@ - l)iln X, — o, Z X,
=rvlne, - InT(v) +(v-1) ln 1G ~ o, 4] B
e pour la loi gamma inverse :
In L(@,,0) = -vlna, ~InT(-v)] + 0= Inx, - @, Y "
= n[— vinw, —InT(-v) + (v-1) ln ‘G ~w,H™ 3

En remplagant dans ces expressions les paramétres @, et @, par leurs estimateurs respectifs
donnés en (3.27), la vraisemblance logarithmique partiellement maximisée s’exprime alors,
pour || > U, de la maniére suivante :

n[-vln(~v H) - InT(-0) + (v-DInG +v}, siv<-U
In L(v|&, ) = (3.31)
n[vin(v/4) - InT () + (V-1 InG - v] siv=U
Ainsi, pour la loi de Halphen Type A, ona :

[ - vin(- vH)-InT(-v) + (v - 1)InG +v, sivs-U

. Gt JK .. 2a) K, (2a) )
InL(v; @, i) ocq 1 |- a2 v U 3.32
n L(v; @, 1) o n[iﬁ”Ku(Za)] a[ X 28) + X8 | 51‘lv|< (332)
kuln(u/A)—lnI‘(v)+(v—1)lnG—u, siv=2U

La fonction In L(v|a@,m) est strictement concave et n'admet qu'un seul maximum dans le
cas usuel ou toutes les observations ne sont pas identiques. L’estimateur du maximum de
vraisemblance du paramétre v correspond 4 la valeur » telle que InL(0|a,m) est
maximum. En pratique, aprés avoir développé un programme informatique permettant
d'estimer les paramétres & et m pour différentes valeurs de v (étape 1), v peut étre
déterminé numériquement (étape 2), par exemple a l'aide d'une simple tabulation de
In L(v|a,m) .

Les dérivées de la fonction In L(v|a,7) par rapport 3 v évaluée en -U et U, que nous
notons respectivement ['(-U)et/’(U), peuvent étre calculées a partir de I’expression
(3.32) et sont indépendantes des paramétres. On déduit en effet de I’équation (3.31), que les
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dérivées de In L(v|a,m) a gauche de -U et a droite de U sont données par les expressions

suivantes :
G 1)
Sn L(v] &, #) n[ln(-— 7o + ‘I’(—v)], v<s-U
——ﬁ_v—_ = G (3.33)
n [ln(—z v) - ‘P(v)], v2U
d’ou,

I'i-U) = n[ln(%-;?) + ‘I’(U)] et I'(U)= nl:ln(% U) - lI"(U)] (3.34)
¥Y(z) = ﬁ[ln F(z)]/ Jz désignant la fonction digamma .

Ces dérivées sont trés utiles en pratiques puisqu'elles peuvent étre utilisées avant l'étape 1
afin de savoir si O est a l'intérieur de lintervalle (-U, U) et donc si les estimateurs du
maximum de vraisemblance pour v fixé sont les solutions du systéme d'équations (3.22,
3.23) ou correspondent plut6t a ceux des lois gamma (v > U) ou gamma inverse (v<-U)
donnés & ’expression (3.27). En effet, puisque la fonction InL(v|a,) est concave et
n’admet qu’un seul maximum si les observations ne sont pas toutes identiques, le signe des
dérivées données a I’équation (3.34) indiquent si la valeur maximale de In L(v|a,m) est
atteinte pour || < U :

e si I'(-U)>0 et I'(U)<0, le maximum de la fonction In L(v|a,m) est dans
Pintervalle (-U, U) et les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les
solutions du systéme d'équations (3.22, 3.23);

o si I'(-U)>0 et I'(U)>0, le maximum de la fonction In L(v|a, ) est obtenu
pour v>U. La loi gamma est plus adéquate pour représenter I’échantillon et les
estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent a ceux de cette
distribution (éq. 3.27);

e si I'(-U)<0 et I'(U) <0, le maximum de la fonction In L(v|a, ) est obtenu
pour v<-U. La loi gamma inverse est plus adéquate pour représenter
I’échantillon et les estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent a
ceux de cette distribution (éq. 3.27).
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Mentionnons, finalement, que la troisiéme équation du systéme (3.19) n'est pas incluse
explicitement dans l'approche utilisée pour estimer les paramétres (I'égalité des moyennes
géométriques théorique et empirique) ; elle est cependant considérée implicitement lors de
I'étape de maximisation de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée, car la
moyenne géométrique intervient dans 1’expression de cette fonction (éq. 3.32). On évite
ainsi 'emploi d'une méthode numérique pour déterminer la dérivée de la fonction de Bessel
par rapport a son indice v (puisque celle-ci ne posséde pas d'expression explicite).

3.3.3 Propriétés asymptotiques

Les propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres
des lois de la famille exponentielle sont bien connues et sont présentées bri¢évement dans
’annexe D. En particulier, si les estimateurs (n‘1, a, 13) du maximum de vraisemblance de la
loi Type A sont les solutions du systéme (3.22, 3.23), le vecteur Jn [(ﬁt,'o?, 0)-(m, a, v)]
est distribué asymptotiquement selon une loi normale multidimensionnelle N0, 1}, ou I p
est la matrice (symétrique) d'information de Fisher pour une seule observation.

Les éléments de la matrice 1, sont obtenus en calculant I’espérance mathématique des
dérivées secondes et croisées du logarithme de la f.d.p. par rapport & chacun des paramétres
Ce calcul fait intervenir, pour la loi Type A, les espérances
E{X} et E{1/ X} dont les expressions sont données respectivement en (3.6) et (3.7). On
peut montrer, pour cette distribution, que la matrice symétrique d’information de Fisher

(expression D.3).

s’écrit (cf. annexe D) :

1 K,, 1 1
;;{2(17:—0} K, {Ku_,—KLM} P
I - 1 |2K, _(aKu)z 1 azKDK_(é’KD)(ﬁKu) (3.35)
f 2 2 v 2 v
K| o da K2 | dadv éa )\ ov

1
K

9K,

Ik,

|

v

au’"K B

(

ov

)

La matrice des variances et covariances asymptotiques des estimateurs du maximum de
vraisemblance (ﬁz, a, 13) des paramétres de la loi Type A est donnée par I'inverse de la
matrice de Fisher divisée par n: (1/n) I‘f‘ (cf. expression D.4). Le calcul des variances et
covariances asymptotiques des paramétres nécessite non seulement l'évaluation de la



Chapitre 3, Loi de Halphen Type A 53

fonction de Bessel K, (2 ) mais aussi de ses dérivées premiéres et secondes par rapport aux
parametres a et v.

3.4 Estimation des quantiles

Par définition (cf. équation 1.3), le quantile x, de probabilité au dépassement p de la loi de
Halphen Type A est tel que :

Prob{X>xp}=l—FA(xp;m,a,v)=p (3.36)

ou F,(x,;m,a,v) est la fonction de répartition de la loi Type A évaluée en x,. Le
quantile x, est donc une fonction de p ainsi que des paramétres (m, a, v). De la propriété
d’invariance de la méthode du maximum de vraisemblance (Bickel et Doksum, 1977), on
déduit que P’estimateur du maximum de vraisemblance X, du quantile est obtenu en
résolvant pour x, l'équation (3.36), les paramétres ayant été remplacés par leurs
estimateurs respectifs (ﬁ‘z, a, 5). L’équation a résoudre peut alors s’exprimer de la fagon
suivante :

4o 1 i .( x tﬁ)
———x" exp| —a| —+—| |dx ~ = 0 3.37

L, 2#°K,(24) p[ A x ] P (3.37)
L’équation (3.37) n’admet pas de solution explicite mais peut étre résolue, pour déterminer
X ,, en appliquant une méthode itérative comme celle de Newton-Raphson.

Selon le théoréme de la limite centrale (Bickel et Doksum, 1977), l'estimateur %, est
distribué asymptotiquement selon une loi normale de moyenne x, et de variance donnée par
Pexpression (E.1). La variance asymptotique de X, dépend donc :

o des variances et covariances asymptotiques des estimateurs des paramétres de la loi
de Halphen Type A ;

o des dérivées partielles de x, par rapport a chacun des paramétres de la loi (le
quantile est une fonction des parameétres).

Les variances et les covariances asymptotiques sont obtenues en inversant la matrice I,
donnée en (3.35) et en appliquant 'expression (D.4). Les dérivées partielles de x, par
rapport & chacun des paramétres sont plus complexes a calculer puisque le quantile x, n’est
pas une fonction explicite des paramétres. On peut montrer (cf annexe E) qu’elles

s’expriment comme suit
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ox, _ (—a/mz)ll +(/ml, +al,

(3.39)
odm 2m°K,Qa)f,(x,;ma,v)
ox, m'l+ [2K,2e)/0a]K; (2a) 1, +m1, (3.40)
‘a 2m° K, (2a) f,(x,; m,a,v)
7%, _ [inm + (0K, 2a) /ov)K; @)L, - 1, G

ov 2m°K,(2a) f,(x,; m,a,v)

ou I, 1,, I, etl, sont les intégrales suivantes :

L= j‘oxp x* exp[— a(%+-'§):|dc =2m"" K,.Qa)F, (xp;m’ a,v+1) (343)

= [ —ad 2 (1= v

I, L x exp[ a( + x)]abc—(l p)2m K,(2a) (3.44)
1 —-r'x” ?ex —a(—x +—) dc=2m""'K, ,Qa)F,(x,;ma,v-1)  (3.45)
3 Jo P m x o-t ANTpr T '

=[x In(x) exp[— a(i—+€-ﬂdx (3.46)

En pratique, ces intégrales doivent &tre évaluées par intégration numérique, a I’exception de
I, pour laquelle une expression explicite est disponible.

3.5 Exemple

Pour illustrer I’estimation des paramétres et des quantiles de la loi de Halphen Type A, nous
considérons un échantillon de 25 débits maximums annuels de printemps mesurés en riviére
naturelle (station 03ED004 située au Québec en m’/s) :

396, 561, 699, 496, 833, 680, 354, 402, 261, 340, 697, 572, 388,
663, 626, 420, 665, 348, 480, 443, 455, 445, 525, 565, 391

Les moyennes arithmétique, harmonique et géométrique (statistiques exhaustives de la loi
Type A) calculées a partir de ces observations sont respectivement :

A =1508.20, H=470.34 et G=489.09
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On déduit de ces moyennes que A/H = 1.0805 et que la borne d’estimation U est 13.422.
Pour déterminer si les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du
systéme d'équations (3.22, 3.23), il faut examiner le signe des dérivées I'(-U) et I'(U).
Or, ¥(13422)=2559 et d’aprés les expressions données en (3.34), on obtient
1'(-13422) = 0.0344 et 1'(13422) =-0.0155. Le signe de ces dérivées indique alors que
le maximum de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée est atteint pour
v €[-13422; 13.422] et que le systéme (3.22, 3.23) peut étre résolu pour a et m lorsque v
est fixé. Ce résultat nous permet de fixer un ensemble de valeurs du paramétre v comprises
dans cet intervalle et d’estimer les paramétres « et m en résolvant (3.22, 3.23). Ensuite,
pour chaque triplets (%, @, v) ainsi obtenus, la fonction de vraisemblance partiellement
maximisée, In L(v|a,m) (éq. 3.32), est évaluée. Le tableau 3.1 présente les résultats pour
quelques valeurs de v fixées dans I’intervalle [-13.0 ; 13.0].

Tableau 3.1. Résultats de I’estimation des paramétres de la loi de Halphen Type A.

v a m K, (2a) K ., (2a) K, (2a) InL(v|a,m)
13 1.544 4019.154 6.929E+05 8.762E+04 5.921E+06 -158.5821
-1 3.554 1604.578 4.830E-01 1.530E-01 1.648E+00 -158.5193

9 4.605 1130.630 2.144E03 9.637E-04 5.154E-03 -158.4644
K 4986 994930 3.490E-04 1.783E-04 7.382E-04 -158.4398
T 5.299 $89.877 8.172E-05 4.66TE-0S 1.546E-04 -158.4170
T 5.557 804.820 2.543E-05 1.606E-05 4352E-05 -158.3961
5 5.766 733.641 1.001E-05 6.930E-06 1.561E-05 1583770
4 5.932 672.551 4.820E-06 3.640E-06 6.900E-06 -158.3597
3 6.058 619.042 2.780E-06 2.290E-06 3.660E-06 -158.3440
2 6.146 571379 1.900E-06 1.690E-06 2.300E-06 -158.3302
1 6.199 528312 1.510E-06 1.460E-06 1.700E-06 1583181

0 6.216 488.905 1.400E-06 1.460E-06 1.460E-06 -158.3078

1 6.199 452.437 1.510E-06 1.700E-06 1.460E-06 -158.2992

2 6.146 418.335 1.900E-06 2.300E-06 1.690E-06 1582923

3 6.058 386.125 2.780E-06 3.660E-06 2.290E-06 -158.2872

4 5932 355404 4.820E-06 6.900E-06 3.640E-06 -158.2839
45 5.854 340,489 6.780E-06 1O13E-05 4.910E-06 1582828

5 s 82823

6 5.557 296.996 2.543E05 4352E-05 1.606E-05 -158.2825
6.5 5.435 282772 4.416E-05 7.936E-05 2655E05  -1582832

5.299 268.608 8.172E-05 1.546E-04 4.667E-05 -158.2844

8 4.986 240.246 3.490E-04 7.382E-04 1.783E-04 1582882

4.605 211.411 2.144E-03 5.154E-03 9.637E-04 -158.2039

10 4.139 181390 2.177E02 6.100E-02 8.396E-03 1583015
1 3.554 148.966 4.830E-01 1.648E+00 1.530E-01 1583110
12 2.778 111.523 4793E+01 2184E+02 1.136E+01 1583224

13 1.544 59.472 6.929E+05 5.921E+06 8.762E+04 -158.3359
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Selon le tableau 3.1, le maximum de la fonction partiellement maximisée In L(v|a,) est
atteint au voisinnage de v = 5.5 et les estimations du maximum de vraisemblance des
paramétres de la loi de Halphen Type A, pour cet échantillon, sont alors approximativement:
m=31133, & =567 et =5.50 (ligne ombragée du tableau 3.1). Cette solution est en effet
approximative puisqu’on peut, en pratique, raffiner la partition de I’intervalle ou employer
une méthode numérique de type dichotomie pour obtenir un résultat plus précis.

La figure 3.3 montre le tracé de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée dans
Pintervalle v €[-13422;13422].

-158.26

-158.32

-158.38

-158.44

InL(v| m, a)

-158.5

-158.56

-158.62 S ,
16 1-12 -8 4 0 4 8 121 16

U v U

Figure 3.3. Vraisemblance logarithmique partiellement maximisée In L(v|a, ).

En utilisant ’expression (3.35), on peut maintenant calculer les éléments de la matrice
d’information de Fisher. On obtient alors : ‘

(1.3211E-04 -3.0383E-03 3.1878E-03W

I, = 8.0361E-02 -7.1159E-02

7.7434E-02 |

d’ou I’on déduit, en inversant I, et en appliquant I’équation (D.4), la matrice des variances
et covariances des estimateurs du maximum de vraisemblance (n“t, a, 13) des parameétres de
la loi Type A :
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var{a} Cov{c,v}|=

Var{m} Covim,d} Covim,v}]

Var{0} |

(4677900 34001 -16133.0]

274

-11438

5592 |

L’estimateur du maximum de vraisemblance ¥, du quantile de période de retour T est

A~

obtenu en résolvant pour x,. 1’équation (3.37) avec m

=31133,@ =567 et 6=550. Le

tableau 3.2 donne le quantile estimé pour 14 probabilité au dépassement p. L’équation
(3.37) a été résolue a ’aide de la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour chaque
probabilité au dépassement p, la variance du quantile a été déterminée a partir des
expressions (3.39)-(3.46) et (E.1). La variance et le résultat de chacune des étapes de son
calcul sont présentées au tableau 3.2 (intégrales 7, & I, et dérivées de x, par rapport a

chacun des paramétres).

Tableau 3.2. Quantiles estimés et écart-types pour la loi Type A.

l-p %, I L I I, dx,[0m dx,[/0a x,[dv Var{f,}
0.1 341 2.88E+10 9.66E+07 3.28E+05 5.50E+08 1.087 -15.191 28.110 27.06
0.2 387 6.41E+10 193E+08 5.92E+05 1.12E+09 1.234 -21.152 31.450 26.13
0.3 424 1.03E+11 290E+08 8.30E+05 1.70E+09 1.351 -26.122 33.982 26.94
0.5 492 191E+11 4.83E+08 1.25E+06 2.88E+09 1.566 -35.673 38.367 729.73
0.7 554 2.75E+11 6.44E+08 1.56E+06 3.89E+09 1.766 -44.853 42,133 33.19
0.8 620 3.51E+11 7.73E+08 1.78E+06 4.71E+09 1.976 -54.803 45.839 39.00
0.9 697 4.14E+11 869E+08 1.93E+06 5.34E+09 2.224 -66.824 49913 50.85
0.95 767 4.49E+11 9.18E+08 1.99E+06 5.67E+09 2.447 -77.868 53.346 66.96
0.98 851 4.72E+11 947E+08 2.03E+06 5.85E+09 2.720 -91.559 57.271 93.12
0.99 911 4.81E+11 9.56E+08 2.04E+06 5.92E+09 2915 -101.456 59.919 115.60
0.995 969 4.85E+11 9.61E+08 2.05E+06 5.94E+09 3.103 -111.068 62.361 139.88
0999 1096 4.89E+11 9.65E+08 2.05E+06 5.98E+09 3.524 -132.606 67.516 201.69
0.9995 1149 4.90E+11 9.65E+08 2.05E+06 5.98E+09 3704 -141.662 69.690 230.02
09999 1266 4.90E+11 9.66E+08 2.05E+06 5.98E+09 4172 -163.235 76.111 295.03

Nous obtenons ainsi une estimation du débit maximum de printemps pour différents risques
hydrologiques (probabilité au dépassement p), c’est-a-dire le débit maximum correspondant
a diverses périodes de retour T = 1/p (équation 1.2). En particulier, le débit centennal

estimé 4 partir de la loi de Halphen Type A (T'= 100 ans ou p = 0.01) est ici de 911 m’/s.






4 LOIDE HALPHEN TYPE B

Ce chapitre est consacré aux propriétés statistiques de base de la loi de Halphen Type B
ainsi qu'a l'estimation des paramétres et des quantiles x, de probabilité au dépassement p.

4.1 Moments et coefficients

Les moments non centrés ' de la loi de Halphen Type B sont déduits 4 I’aide de la
fonction caractéristique de cette distribution, ¢,(rf). Pour la loi Type B, cette fonction
s’exprime, selon (2.6) et (3.1), de la maniére suivante :

()= (a)J‘ e"x? ex"[" (7’32 +“(}%)]dx

En effectuant le développement limité du terme ¢’ on obtient alors :

oz (0)= mjom[l+i—:x;+ (i’;‘!)2 +...+ (it:!)’ +...]x2"—‘ exp[_ (5;) 2 +a(—:;):' dx
ol S o (5) o)
@) 1 2w _(x ’ x
m’“ef (@) = Z '[ exp[ (”’) +a(”’J ]aﬁc

Etant donné que I’intégrale de la £d.p. (2.6) sur tout le domaine égale 1, ona :

2
®  2v+ri2)-1 X i) =_1_ 20+r/2)
_L x exp[ (m) +a(m de S m ef ()

d’ou,

o) 3 O I e ) @)

Ainsi, si X est une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen Type B (éq. 2.6),
alors le moment non centré d'ordre r de X, y/ = E {X '} , est donné par :

_ mre v+r/2 (a)

H = @) #2)
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Le moment non centré d’ordre r de la loi Type B existe pour toute valeur réelle de a, mais
seulement si 7 > -2v, car Pindice de la fonction exponentielle factorielle ef,(a) doit étre
strictement positif. On déduit de I'équation (4.2) la moyenne arithmétique de la variable
aléatoire X suivant une loi Type B :

€ v+1/2 (a)

¢, (@)

Comme nous le verrons dans la section 4.3, les moments non centrés d'ordre quasi-zéro, 4,
(logarithme de la moyenne géométrique) et d’ordre 2, y; , jouent un rle fort important lors
de l'estimation des paramétres. Nous donnons donc les expressions de ces moments :

u=E{X}=m 4.3)

. _ def,(a)/ov
ty=E{ln X}=Inm+ T2l (@) (4.4)
, 2) _ m’e w1 (@)
R )

La détermination du moment g est présentée en détail a 'annexe C. L'expression (4.5) est
obtenue directement a partir de I’équation (4.2).

Les moments centrés u, peuvent étre calculés a partir des expressions (3.9) et (4.2). On
obtient alors les principaux moments centrés (la variance et les moments centrés d'ordre 3 et

4) .

2

m
Hy, = Var{X} = of (efue o4 "efu2+1/2)
m’ 2 3
Hy = ef_3(e w328y = 3¢f punefoaef, + 2efv+l/2) (4.6)
4
My (ef:e vi2 T 4ef02e YL/ T 6efuefvz+1/2efu+l - 3ef:+1/2)

ef?

“ou, pour simplifier la notation, la fonction exponentielle factorielle ef, () est notée ici ef,.

Ayant déterminé les principaux moments de la loi de Halphen Type B, on peut évaluer les
coefficients adimensionnels de variation (C,), d'asymétrie (C,) et d'aplatissement (C,),
généralement utilisés pour caractériser la forme de la loi. En effet, & partir des expressions
données en (4.3) et (4.6), nous déduisons que :
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172 2
C — /‘2 — \/efve v+l —€ v+1/2
v =

’

H €] vi112
2 3
C = H _ ef s ef oi3n —3¢fef vu1n€f o +2€f 011 4.7)
s 312 3 '
K ef ef,, —ef’ %
v v v+l v+1/2
ef lef,., —4ef lef,..,€ +6ef ef 2. ef ., —3ef’
C. = Hy _ €€ 1a o & w12 vi3n2 o vi112¢) v v+1/2
[ 2
2
H (ef v i1 —€f, v+l/2)

On remarque que la forme des expressions des moments et des coefficients de la loi Type B
est trés semblable & celle des expressions correspondantes obtenues pour la loi Type A (cf.
chapitre 3). Ainsi, de maniére analogue a la loi Type A, on peu introduire pour la loi Type B
les deux fonctions auxiliaires suivantes :

_Yvan ()
Ry(a,v)= =27 @ 4.38)
et
D,(a,v)= 7on(@)ef, (@) =Ry (a,v+1/2)R;'(a,v) 4.9)

efuz;uz (a)

Comme pour la loi Type A, la fonction D,(a,v) est particuliérement importante pour
'estimation des paramétres. Elle correspond ici au rapport entre le moment non-centré
d’ordre 2 et le carré du moment non centré d’ordre 1 (éq. 4.5 et 4.3). Un tel rapport
constitue pour la loi Type B, tout comme la fonction D,(a,v) pour la loi Type A, une
mesure de dispersion. La fonction D, (a,v) est donc appelée "fonction de dispersion".

On peut réécrire certains moments importants de la loi Type B a l'aide des fonctions
R,(a,v) et D,(a,v). En effet, les moments non centrés d’ordres 1, -1 et 2, la variance et
le coefficient de variation peuvent s'exprimer respectivement de la maniére suivante :

E{X}=mR,(a,v) (4.10)
E{yx}= —’%R;‘(a,v ~1/2) (4.11)
E{Xx*}=m*R*(a,v) D;(,v) (4.12)
Var{X} =m*R(a, v)| D;(a,v)-1] (4.13)

C, = yDy(a,v)-1 (4.14)
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Le coefficient de variation C, de la loi Type B dépend seulement de la fonction de
dispersion, tout comme celui de la loi Type A (éq. 3.17). La fonction de dispersion
D,(a, v) est strictement décroissante en fonction de a quel que soit v fixé et atteint son
maximum lorsque a — — (cf. section 4.3). Ainsi, la loi gamma (cas limite de la loi du
Type B, cf. proposition 2.8) est la distribution du Type B ayant la plus grande valeur de la
fonction D,(a,v) et donc du coefficient de variation (éq. 4.14).

La figure 4.1 illustre la relation entre les coefficients de variation C, et d’asymétrie C; de la
loi Type B pour différentes valeurs des paramétres de forme a et v. Ce diagramme des
moments permet de représenter les diverses lois de Type B par les points du plan C,-C; et
montre comment les valeurs des paramétres a et v varient dans cet espace. Comme pour la
loi Type A, la région du plan occupée par les lois de Type B est restreinte. De plus, cette
région est délimitée par la courbe qui correspond dans ce diagramme a la loi gamma. Les
espaces occupés par les Type A et Type B sont donc disjoints.

Cs
3..

25¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 4.1. Relation entre C, et C; pour différentes valeurs de a et v : loi Type B.

4.2 Exhaustivité

La loi de Halphen Type B fait partie de la classe exponentielle des fonctions de densité de
probabilité continues, car sa f.d.p peut s'exprimer de la maniére suivante (cf. annexe D, €éq.
D.1):
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o= ol ~(2) <))

= exp{(Zv -Dinx - m—lzx2 + %x + ln[2/m2”efu (a)]}

i=1l

= exp{i c,(m,v,a)T,(x) +d(m,v,a) + S(x)}

ou,

s ¢(mu,a)=(2v-1) « T(x)=In(x)
o c,(mv,a)=-1/m’ o T,(x)=x?
o c;(muv,a)=alm o T(x)=x

S(x)=0

e dmuv,a)= ln[2/ m*’ef, (a)]

On déduit alors que les variables aléatoires (ln(X ), X34 X ) sont exhaustives pour la loi de
Halphen Type B (cf. annexe D). Ainsi, pour un échantillon de » variables aléatoires
" X, X,,..., X, indépendamment et identiquement distribuées selon une loi Type B, les
statistiques suivantes sont exhaustives (cf. expression D.2) :

n

D> X, =4 (415)

i=1

N |-

1< 1
L(X)==YInX,=InG T(X)=-) X}= T,(X)=
(@)=13nx=ne 5)-13xr-0 5
De plus, les moyennes arithmétique (4), quadratique (Q) et géométrique (G) de l'échantillon
sont des statistiques exhaustives pour la loi de Halphen Type B puisqu’une fonction bijective
d’une statistique exhaustive est exhaustive.

4.3 Estimation des paramétres

Cette section est consacrée i l'estimation des paramétres a l'aide de la méthode du maximum
de vraisemblance, en considérant un échantillon de » variables aléatoires X, X,,..., X,
indépendamment et identiquement distribuées selon une loi de Halphen Type B.

Comme pour la loi du Type A, une approché en deux étapes est considérée ici pour
déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de
Halphen Type B. D'abord, les paramétres a et m sont estimés numériquement, v étant fixé.
Ensuite, la fonction de vraisemblance logarithmique partiellement maximisée In L(v|a, )
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est employée afin de déterminer le triplet (i, @, U) d'estimateurs du maximum de
vraisemblance.

Dans la section 4.3.1, nous présentons l'estimation des paramétres m et « lorsque v est fixé.
La section 4.3.2 traite de l'estimation du paramétre v a partir de la fonction de
vraisemblance partiellement maximisée. Les propriétés asymptotiques des estimateurs sont
ensuite étudiées a la section 4.3.3. Finalement, la section 4.3.4 est consacrée a l'estimation
des quantiles de la loi de Halphen Type B ainsi qu'au calcul de leur variance asymptotique.

4.3.1 Estimation de m et a pour v fixé

Tel que spécifié & ’annexe D, pour déterminer les estimateurs des paramétres d’une loi de
probabilité F (x; 6,6, 93) appartenant a la classe des lois exponentielles, il faut résoudre le
systéme d'équations EQ[Z,." (D]=TE),i=1,2 3 o (]; ()_(),1;(&),7;(1)) sont les
statistiques exhaustives.

En employant les expressions (4.3) a (4.5) pour évaluer l'espérance mathématique des
statistiques exhaustives (éq. 4.15), on peut montrer que le systéme d'équations du maximum
de vraisemblance obtenu pour la loi Type B est donné par :

€ u+1/2(a) 1<
m —————

efu(a) =;1- i=1 %=
: &on(a) _I o
W— n < x,. - Q (416)
oef, (a)/é’v n

1 —_—
lnm+m—_;§1nxi =InG

ou A, O et G désignent respectivement les moyennes arithmétique, quadratique et
géométrique de I’échantillon. Le paramétre de forme v étant fixé, seules deux équations
sont nécessaires pour I’estimation de « et m. Les deux premiéres expressions sont retenues
(on évite ainsi le calcul de la dérivée de la fonction de exponentielle factorielle par rapport a
son indice) et peuvent étre réarrangées pour obtenir le systéme de 2 d'équations a 2
inconnues suivant :

efvn (@) ef,(a)

€ u2+1/z (@)

_Q
=5 4.17)
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m=A AC/S @)

€ v+1/2 (a) (4 18)

Les équations (4.17) et (4.18) sont réécrites, a l'aide des fonctions définies en (4.8) et (4.9),
de la maniére suivante :

D,(a,v) = % 4.19

m= AR; (a,v) (4.20)

Si ce systéme posséde une solution, les estimateurs du maximum de vraisemblance & et ,
pour v fixé, peuvent étre déterminés en résolvant I'équation (4.19) pour « et en remplagant
ensuite & dans I'équation (4.20). Ainsi, de l]a méme maniére que pour la loi Type A, les
propriétés de la fonction de dispersion jouent aussi un réle trés important dans la
détermination des estimateurs des paramétres de la loi de Halphen Type B. La proposition
qui suit établit les principales propriétés de la fonction D, (a,v) nécessaires au calcul des
estimateurs du maximum de vraisemblance.

PROPOSITION 4.1. La fonction de dispersion Dy(a,v) est, pour tout v fixé, une fonction
a valeurs positives, décroissante avec a et telle que:

lim DB(a,v)=1+-21—U et lim D,y(a,v)=1

a0
Démonstration. Cette démonstration est tout a fait analogue a celle de la proposition 3.1.

D'abord, par définition (éq. 2,7), la fonction exponentielle factorielle ef,(a) admet pour
tout @ €R et tout v>0 des valeurs positives. Ainsi, D,(a,v), définie par I’équation
(4.9) est aussi une fonction a valeurs strictement positives.

Pour évaluer la valeur limite de D, (a,v), lorsque a — —o, on emploi le développement
asymptotique de la fonction exponentielle factorielle donné en (B.9). On a alors, pour
a — —o et quel que soit U :

2I'(2v) [1 _20Qu+]) 1 ] 2I'(2v +2) [1 _(2v+2)(20+3) 1 }

| I Q] |af? Il a’
Dy(a,v)~ : 4.21
5(@:0) Ao+ Qu+D(2v+2) 1 T “21)
|arw+2 l' a2
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En appliquant, a I’expression (4.21), la limite lorsque a — —, on obtient :

. r2u)r2v+2)
lim D = 422
D (@0 == 0y (4.22)
Or, puisque I'(x) = (x—-1)!, on a alors le résultat :
. _@u=-D!2ov+D! 1
al_x'ngB (a,v) = 201)’? =1+ 20 (4.23)

La valeur limite de D,(a,v), lorsque a—+o, est obtenue en employant le
développement limité (B.10) de la fonction exponentielle factorielle pour de grands
arguments. En vertu de (B.10), I’équation (4.9) peut s’écrire, pour « grand :

D, (a,0) = Len @, (@) [1+ (@ V) 1+ (e, 0+1)] 424)
T (@) [1+g(a,v+l/2)]2 .

ou,

g(a,v):[ (20—2(220—2) +]

et I'expression (4.24) tend clairement vers 1 pour tout v > 0 lorsque a — +, puisque, dans

ces conditions, les fonctions g(-) tendent vers O.

Enfin, étant donné les résultats limites obtenus pour @ > —® et a— +o, il suffit de
montrer que Dy(a,v) est monotone pour déduire qu’elle est une fonction décroissante de
a quel que soit v fixé.

Pour v fixé, la loi Type B fait partie de la classe exponentielle de lois de probabilité a 2
paramétres et admet comme statistiques exhaustives (cf. section 4.2, éq. 4.15) :

(n1;, ) =(3 %2, 2 X, ) = (0, )

Considérons t(a) I’espérance mathématique du vecteur de statistiques exhaustives
(exprimée comme une fonction de o seulement puisque v est fixe et m est un paramétre
d’échelle dont Dy (a,v) ne dépend pas). Des équations (4.3), (4.5) et (4.8) on déduit que :

t(a)= [‘r2 (a), 7, (a)] = (nmzRB (a,v+1/2)R; (a,v), nmR, (a, v))

et que :
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(@)1 (@) = - Ry (@,0+ 1/ DR (@,0)

Selon I’expression (4.9), les fonctions t(a) et D, (a,v) sont des applications équivalentes

définies par I’égalité suivante :
(@557 (@) =~ Dy (e, 0) (4.25)
n
qui, pour un @ donné, est une hyperbole dans I’espace 7, x 7;2. Or, les fonctions 7, et 7, :

e sont des fonctions bijectives de «, c’est-a-dire que 7t(a)=t(a+g) Ve>0,
puisqu’elles correspondent & ’espérance de statistiques exhaustives et complétes
(Lehmann, 1983). Les hyperboles sont donc distinctes pour différentes valeurs de o ;

e sont continues puisqu’elles sont le rapport de fonctions exponentielles factorielles, elles-
-mémes continues et & valeurs strictement positives.

En vertu de ’équivalence entre t(a) et D,(a,v) (éq. 4.25), la fonction de dispersion
D, (a,v) est continue et bijective. Elle est donc nécessairement monotone. -

La figure 4.2 illustre le comportement de la fonction de dispersion D,(a,v) pour
différentes valeurs des paramétres a et v.

6
- [
v=0.1 Dg(a, l))
5
v=0.15 4
v=025 x
v=05 2t
- \
v=1
v=3 T+
. . R . . , a
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figure 4.2. Fonction de dispersion D, (a, v)

Selon la proposition 4.1 I'équation (4.19) n'admet pas toujours une solution. En effet, la
fonction de dispersion D, (a,v) prend des valeurs supérieures a 1, impliquant ainsi que le
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systéme (4.19, 4.20) n’admet pas de solution si Q = 4%, c’est-a-dire lorsque toutes les
observations de I’échantillon sont identiques (cas théorique rarement possible en pratique).
De plus, lorsque @ — -, la fonction D, (a,v) est toujours bornée supérieurement quel
que soit v. Les estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent donc a la solution
du systéme d’équations (4.19, 4.20), quel que soit v fixé, si et seulement si les observations
ne sont pas toutes identiques et Q/ A* <14(1/2v). Cette derniére inégalité signifie que la
dispersion des observations ne doit pas étre trop grande pour pouvoir employer directement
le systéme d’équations.

L’inégalité Qf/A* <1+ (1/2v) peut s’écrire :

g

Ou encore

Si on pose ¥ =1/[2(0472 -1)], ona que 0<V < car Q> A%, et ainsi, qu'en vertu des
propriétés de D, (a,v), les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres « et
m sont les solutions du systéme d'équations (4.19, 4.20) si et seulement si O<v <V . La
statistique ¥, tout comme la statistique U pour la loi Type A, détermine pour la loi Type B
l'intervalle de valeurs du paramétre v pour lesquelles le systéme (4.19, 4.20) admet une
solution.

Lorsque que la condition O<ov <V n'est pas vérifiée, c’est-a-dire si l'on a
Q/A2 >1+(1/2v), la dispersion des observations est trop grande et les estimateurs du
maximum de vraisemblance de a et m convergent vers ceux de la loi gamma. Ainsi, pour
v=V, la distribution gamma serait la plus adéquate de la famille des lois Type B pour
représenter I’échantillon. En effet, pour une valeur donnée du paramétre v, la loi gamma
possede le plus grand coefficient de variation parmi les lois de Halphen Type B (cf. section
4.1). On peut alors déduire de la proposition 2.8, que dans ces conditions la loi de Halphen
Type B correspond a la loi gamma de paramétres @ =-afmet2v. Pour v fixé, en
appliquant la méthode du maximum de vraisemblance a I’expression (2.4) convenablement
reparamétrisée, cette loi gamma admet comme estimateur du paramétre d’échelle o,
@ =2v/A (Bobée et Ashkar, 1991, p. 40).

En résumé, pour v fixé,
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o si O<v <V, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres « et
m sont les solutions du systéme d'équations (4.19, 4.20) ;

e si vV, la loi de Halphen Type B correspond a la loi gamma de parameétres
w=-afmet2v et lestimateur du maximum de vraisemblance de o est
b =204

4.3.2 Estimation de v

Cette section est consacrée a la détermination du triplet (i, @, U) d'estimateurs du
maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type B qui sont solution du
systéme (4.16). L'objectif est d'estimer le paramétre v étant donné qu'il est possible
d'estimer (m, @) pour une valeur donnée de v (cf. section 4.3.1).

La fonction de vraisemblance logarithmique de la loi de Halphen Type B peut étre déduite
de I’équation (2.6) et s’exprimer de la maniére suivante :

o (@ )J+(20 I)ZInx ————Zx +—Zx

Cette équation peut s’écrire en utilisant la notation de (4.16) :

In L(m, a,v) = n{ln{—%gz—v——]——}— —Q; + ﬂ} (4.26)

m*ef (@)| m* m

InL(m, e, v) = nln[

Comme pour la loi Type A, la fonction de vraisemblance logarithmique partiellement
maximisée est utilisée pour estimer v, les paramétres (m, @) étant fixés. En vertu de
’équation (3.29), cette fonction est obtenue en remplacant, dans la fonction de
vraisemblance logarithmique InL(m,a,v), les paramétres (m, @) par leurs estimateurs
respectifs a et 7.

Lorsque O0<v <V, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a et m
sont les solutions du systéme d'équations (4.19, 4.20), ou de maniére équivalente, du
systéme formé des deux premiéres équations de (4.16). Ainsi, pour O<v <V ,ona:

| 26" ] fyul@ . ey
In L(v|a,m) = n{ln{ AZDf(a)} of (@) +a of (&) } 4.27)
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Toutefois, si v 2V, la fonction de vraisemblance correspond plutot a celle de la loi gamma
de paramétres @ =—afmet 2v (proposition 2.8). Cette fonction de vraisemblance est

déduite de I’expression (2.4) et s’exprime comme suit :

In L(w,20) = n2vIne - InT(2v)] + (2v- l)zn: Inx, — a)zn: X,
P i=1
=r2vIn@-InT(2v) +(2v-1)InG - w4]

En remplagant dans cette fonction le paramétre @ par son estimateur @ = 2v/4 (cf. section
4.3.1), la fonction de vraisemblance logarithmique partiellement maximisée s’exprime alors,

pour v 2V | de la maniére suivante :
In L(v|d, #) = n[201n(2v/4) ~ InT(20) + (20~ InG - 2v] (4.28)

Ainsi, selon (4.27) et (4.28), on a pour la loi de Halphen Type B :

2v-1 ~ ~
- “{ AEUG 7 }'ef"”(f[)+o;ef"*“2£a) sio<v<V
InL(via,m)cy |mef (@) ef,(a) ef, (&) (4.29)
201n(2v/4) - InT(20) + 2u-1)InG-2v si L2V

La fonction In L(v|@,) est strictement concave et n'admet qu'un seul maximum si les
observations ne sont pas toutes identiques. L’estimateur du maximum de vraisemblance du
paramétre v correspond & la valeur b telle que In L(0|a, ) est maximum. Ainsi, comme
pour la loi Type A, aprés avoir développé un programme informatique permettant d'estimer
les paramétres a et m pour différentes valeurs de v (étape 1), » peut étre déterminé
numériquement (étape 2), par exemple i I'aide d'une simple tabulation de In L(v|@,m) .

La dérivée de la fonction In L(v|a,m) par rapport & v évaluée en ¥, notée ['(V), peut étre
calculée a partir de I’expression (4.28) et est indépendante des paramétres. On déduit, en
effet, que la dérivée de In L(v|a,m) a droite de V est donnée par I’expression suivante :

éln_Lé,(_'j)l.&@ =2n [ln(%Zv) - ‘I’(ZD)}, si vV (4.30)

d’ou,

I'(V)=2n [m(—i—; 2V) - ‘I’(ZV)] (4.31)
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Y(z)= o”[ln I‘(z)]/o"z désignant la fonction digamma .

De la méme maniére que pour la loi de Halphen Type A, cette dérivée peut étre utilisée
avant l'étape 1 afin de savoir si U est a lintérieur de l'intervalle (0, V) et donc si les
estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du systéme d'équations (4.19,
4.20), ou correspondent plutot a ceux de la loi gamma (v>V). En effet, puisque la
fonction In L(v|a@,m) est concave et n’admet qu’un seul maximum si les observations ne
sont pas toutes identiques, le signe de la dérivée donnée a I’équation (4.31) indique si la
valeur maximale de In L(v|a,m) est atteinte pour O<v <V :

e si I'(V)<0, le maximum de la fonction In L(v|a, M) est dans P'intervalle (0, V)
et les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du systéme
d'équations (4.19, 4.20);

e si I'(V)20, le maximum de la fonction In L(v|a,) est obtenu pour vV .
La loi gamma est plus adéquate pour représenter 1’échantilion et les estimateurs
du maximum de vraisemblance correspondent & ceux de cette distribution (section
43.1).

La troisiétme équation du systéme (4.16) n'est pas incluse explicitement dans l'approche
utilisée pour estimer les paramétres (I'égalité des moyennes géométriques théorique et
empirique) ; elle est cependant considérée implicitement lors de I'étape de maximisation de la
fonction de vraisemblance partiellement maximisée, car la moyenne géométrique intervient
dans Pexpression de cette fonction (éq. 4.29). On évite ainsi l'emploi d'une méthode
numérique pour déterminer la dérivée de la fonction exponentielle factorielle par rapport a
son indice v (puisque celle-ci ne posséde pas d'expression explicite).

4.3.3 Propriétés asymptotiques

Pour déterminer les variances et les covariances asymptotiques des estimateurs du maximum
de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type B, on procéde comme a la
section 3.3.3, en employant les propriétés asymptotiques de cette méthode d’estimation (cf.
annexe D). En effet, si les estimateurs (ﬁz, a, 13) du maximum de vraisemblance de la loi
Type B sont les solutions du systéme (4.19, 4.20), le vecteur Jn [(rﬁ, a,v)-(ma, v)] est
distribué asymptotiquement selon une loi normale multidimensionnelle N (O, I'), ou I, est
la matrice d'information de Fisher pour une seule observation. Les éléments de cette matrice
sont déterminés a partir de I’expression (D.3). Ce calcul fait intervenir, pour la loi Type B,
les espérances E{X} et E {X 2} dont les expressions sont données respectivement en (4.3)
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et (4.5). On peut montrer, pour cette distribution, que la matrice d’information de Fisher
s’écrit (cf. annexe D, pour les calculs détaillés) :

! 2 | e v lefmm 2
m { o " o, = m o, m
1 1 |oef,, def,
If = e 2 {ef;)ef;nl —€ 024»]/2} ;f_‘_{{ &)]/2 e.fu - 50 e.fml/Z} (432)
1 |4 !
— ej: e, -(ﬁ%)
A Y

La matrice des variances et covariances asymptotiques des estimateurs du maximum de
vraisemblance (n?, a, 6) des paramétres de la loi Type B est donnée par I'inverse de la
matrice de Fisher divisée par n: (1/n) I;‘ (cf. expression D.4). Le calcul des variances et
covariances asymptotiques des paramétres nécessite non seulement I'évaluation de la
fonction de exponentielle factorielle ef, (@), mais aussi de ses dérivées premieres et
secondes par rapport aux paramétres @ et v.

4.4 Estimation des quantiles

Par définition (expression 1.3), le quantile x, de probabilité au dépassement p de la loi de
Halphen Type B est tel que :

Prob{X>xp}=l-FB(xp;m,a,u)=p (4.33)

ou Fy(x,;m,a,v) est la fonction de répartition de la loi Type B évaluée en x,. Le
quantile x, est donc une fonction de p ainsi que des paramétres (m, a, v) . L’estimateur du
maximum de vraisemblance %, du quantile est donc obtenu en résolvant pour x,
Péquation (4.33), les paramétres ayant été remplacés par leurs estimateurs respectifs
(rft, a, 13). L’équation a résoudre peut alors s’exprimer de la fagon suivante :

e o) )
————x"7 T exp|-|—| +a=||dx-p = 0 4.34
L, APef, () p[ n‘z oy @34

L’équation (4.34) n’admet pas de solution explicite mais peut étre résolue, pour déterminer
la solution ¥, qui est une fonction des paramétres estimés, en employant une méthode
numérique du type Newton-Raphson.
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Selon le théoréme de la limite centrale (Bickel et Doksum, 1977), l'estimateur %, est
distribué asymptotiquement selon une loi normale de moyenne x, et de variance donnée par
I’expression (E.1). La variance asymptotique de I'estimateur X, dépend donc :

o des variances et covariances asymptotiques des estimateurs des paramétres de la loi
de Halphen Type B, que I’on obtient a partir de la matrice I, (¢q. 4.32) et des
expressions (D.3) et (D.4);

o des dérivées partielles de x, par rapport & chacun des paramétres de la loi.

Les dérivées partielles de x, par rapport a chacun des paramétres sont calculées a I’annexe

E et s’expriment comme suit :

ox, _, @uml, +(a/m’)I, - (2/m*)1, 435)

om m® ef (@) f5(x,;m,a,v)

ox, _ , [ef.m/z (@)/ef,(@}1, - (m)1, (4.36)

a m2° ef, (@) f5 (x,,;m, a,v) .
ﬁxp _ 2[2 Inm +(0”efu (a)/ﬁu)efu" (a)] 1,-21, (437)

v m *°ef (@) f5(x,; m,a,v) |

ou I, 1,, I, etl, sont les intégrales suivantes :

7 - °x, x2 exp _(_x_)z +a(£) dx:(l—p)-l—mzuef (o) (4.38)

1 Jo m m 2 7 '
I =Px2” ex ‘(—3-6-)2 +a(_) de=—m**ef,, ., (@)Fy (x,;ma,0+1/2)  (4.39)

=) w e -] val o |

2
% 1
I e p[’(‘) +“(%)de:Emzmefm(a)FB(xp;””a’U“) (4.40)

I=["x""In(x) exp{— e) " a(i—ﬂabc (4.41)

En pratique, ces intégrales doivent étre évaluées par intégration numérique, a I’exception de
1, pour laquelle on obtient une expression explicite.
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4.5 Exemple

Pour illustrer I’estimation des paramétres et des quantiles de la loi de Halphen Type B, nous
considérons un échantillon de 21 débits maximums annuels de printemps mesurés en riviére
naturelle (station 02LA007 située en Ontario en m’/s) :

121.0, 112.0, 136.0, 119.0, 79.3, 122.0, 137.0, 117.0,
133.0, 114.0, 103.0, 108.0, 75.5, 49.8, 118.0,
59.1, 62.0, 79.2, 63.1, 63.6, 65.9

Les moyennes arithmétique, quadratique et géométrique (statistiques exhaustives de la loi
Type B) calculées a partir de ces observations sont respectivement :

A=97.02, 0=10215et G=92.52

On déduit de ces moyennes que 0/4> = 1.085 et que la borne d’estimation ¥ est 5.882.
Pour déterminer si les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du
systéme d'équations (4.19, 4.20), il faut examiner le signe de la dérivée I'(V). Or, puisque
¥(2V) = 2.420, on déduit de (4.31) que 7’(5882) = —0.1842. La dérivée négative indique
donc que le maximum de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée est atteint
pour v €(0; 5882) et que le systéme (4.19, 4.20) peut étre résolu pour a et m lorsque v est
fixé. Ce résultat nous permet de fixer un ensemble de valeurs du paramétre v comprises
dans cet intervalle et d’estimer les paramétres « et m en résolvant (4.19, 4.20). Ensuite,
pour chaque triplets (7, @, v) ainsi obtenus, la fonction de vraisemblance partiellement
maximisée, In L(v|c,m) (éq. 4.29), est évaluée.

Le tableau 4.1 présente les résultats pour quelques valeurs de v dans I'intervalle (0; 5).
Selon cette tabulation, le maximum de la fonction partiellement maximisée In L(v|a@,) est
atteint au voisinnage de v = 1.6 et les estimations du maximum de vraisemblance des
parameétres de la loi de Halphen Type B, pour cet échantillon, sont alors approximativement:
m = 46.06, a = 3.05 et =160 (ligne ombragée du tableau 4.1).
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Tableau 4.1. Résultats de I’estimation des paramétres de la loi de Halphen Type B.

v é ';’ efu (é) € v+12 (é) € v+l (&) ln L(UI&’ ﬁ’)
0.1 37.881 3.070E+03 7.863E+03 2.185E+04 -4.76677
0.5 40.112 1.227E+03 2.967E+03 7.787E+03 -4,76176
1 42.641 4.426E+02 1.007E+03 2.487E+03 -4.75974
1.1 43.174 3.586E+02 - 8.058E+02 1.965E+03 -4.75953
1.2 43.720 2.89SE+02 6.425E+02 1.547E+03 -4.75936
1.3 44.280 2.329E+02 5.103E+02 1.213E+03 -4.75923
1.4 44.856 1.866E+02 4.036E+02 9.473E+02 -4,75914

1.489E+02 3.178E+02 7.361E+02 -4.75909

1.7 2.874 46.685 9.342E+01 1.941E+02 4.378E+02 -4.75910
1.8 2.692 47.334 7.345E+01 1.506E+02 3.349E+02 -4.75915
1.9 2.506 48.005 5.744E+01 1.161E+02 2.546E+02 -4.75923

2 2316 48.699 4.467E+01 8.899E+01 1.924E+02 -4.75934
22 1.923 50.165 2.652E+01 5.129E+01 1.076E+02 - -4.75965
24 1.509 51.746 1.533E+01 2.874E+01 5.848E+01 -4.76007
26 1.073 53.461 8.604E+00 1.561E+01 3.075E+01 -4,76058
28 0.612 55.333 4.673E+00 8.194E+00 1.559E+01 -4.76119

3 0.120 57.389 2.446E+00 4.135E+00 7.587E+H00 476188
32 -0.406 59.663 1.228E+00 1.998E+00 3.525E+00 -4.76267
34 -0.974 62.198 5.886E-01 9.182E-01 1.554E+00 -4.76354
3.6 -1.591 65.052 2.672E-01 3.985E-01 6.449E-01 -4.76448
38 -2.271 68.332 1.133E-01 1.608E-01 2.478E-01 -4.76550

4 -3.017 72.042 4.513E-02 6.078E-02 8.882E-02 -4.76660
4.5 -5.369 84.685 2.897E-03 3.319E-03 4.127E-03 -4.76966

5 -8.215 3.892 1.487E-04 1.417E-04 1.466E-04 -4.77278

La figure 4.3 montre le tracé de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée dans
I'intervalle v €(0;5).
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Figure 4.3. Vraisemblance logarithmique partiellement maximisée In L(v|a,

).

En utilisant I’expression (4.32), on peut maintenant calculer les éléments de la matrice
d’information de Fisher pour une observation :

[6.0656E-03 4.5847E-02 4.3476E-02

I = 3.77865E-01 3.8528E-01

4.1500E-01 |

d’ou on déduit, en inversant I, et en appliquant I’équation (D.4), la matrice des variances
et covariances des estimateurs du maximum de vraisemblance (n‘1, a, 6) des paramétres de

laloi Type B :
[Var{m} Cov{m,a} Cov{m,o}| [628580 —-164490  86856]
%1}' = Var{@} Cov{a,o}|= 45315 -24838
I Var{0}] | 14.075 |

L’estimateur du maximum de vraisemblance X, du quantile de période de retour T est
obtenu en résolvant pour x. I’équation (4.34) avec m=4606,a=305et v=160. Le
tableau 4.2 donne le quantile estimé pour 14 probabilité au dépassement p. L’équation

(4.34) a été résolue a 1’aide de la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour chaque
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probabilité au dépassement p, la variance du quantile a été déterminée a partir des
expressions (4.35)-(4.41) et (E.1). La variance et le résultat de chacune des étapes de son
calcul sont présentées au tableau 4.2 (intégrales /; a I, et dérivées de x, par rapport a

chacun des paramétres).

Tableau 4.2. Quantiles estimés et écart-types pour la loi Type B.

l-p X, L L A L ox,[0m dx,[0a dx, [dv Var{ip}
0.1 61 1.18E+06 5.82E+07 2.98E+09 4.57TE+06 1.325 15.478 19.511 1.75
0.2 73 236E+06 1.38E+08 8.33E+09 9.54E+06 1.580 16.399 18.966 7.05
03 81 3.54E+06 2.29E+08 1.54E+10 1.47E+07 1.770 16.953 18.522 6.83
0.5 96 5.90E+06 4.39E+08 3.41E+10 2.53E+07 2.092 17.709 17.757 6.67
0.7 109 7.87E+06 641E+08 5.48E+10 3.44E+07 2.363 18.217 17.134 6.83
0.8 121  9.45E+06 8.21E+08 7.55E+10 4.18E+07 2.626 18.630 16.564 7.52
0.9 134 1.06E+07 9.71E+08 9.45E+10 4.76E+07 2.913 19.018 15.989 9.07
0.95 145  1.12E+07 1.05E+09- 1.06E+11 5.05E+07 3.154 19.308 15.547 11.00
0.98 157 1.16E+07 1.11E+09 1.14E+11 5.22E+07 3.432 19.615 15.088 13.79
0.99 166 1.17E+07 1.12E+09 1.17E+11 5.28E+07 3.621 19.814 14.805 15.96
0.995 173 1.17E+07 1.13E+09 1.19E+11 5.31E+07 3.797 19.995 14.564 18.13
0.999 189 1.18E+07 1.14E+09 1.20E+11 5.34E+07 4172 20.378 14.121 23.14
0.9995 195 1.18E+07 1.14E+09 1.20E+11 5.34E+07 4.323 20.534 13.971 25.28
0.9999 209 1.18E+07 1.15E+09 1.21E+11 5.34E+07 4.658 20.884 13.707 30.26

Nous obtenons ainsi une estimation du débit maximum de printemps pour différents risques

hydrologiques (probabilité au dépassement p), c’est-a-dire le débit maximum correspondant

a diverses périodes de retour 7= 1/p (équation 1.2). En particulier, le débit centennal de la
station 02LAOQO7 estimé & partir de la loi de Halphen Type B (7 = 100 ans ou p = 0.01) est

ici de 166 m®/s.






5 LOIDE HALPHEN TYPE B!

Ce chapitre est consacré aux propriétés statistiques de base de la loi de Halphen Type B
ainsi qu'a l'estimation des paramétres et des quantiles x, de probabilité au dépassement p.
Etant donné le lien qui existe entre cette distribution et la loi Type B (cf. proposition 2.6),
les résultats présentés ici peuvent étre déduits directement de ceux présentés au chapitre 4.
En effet, si X est une variable aléatoire distribuée selon une loi de Halphen Type B, alors la
variable aléatoire 1/X suit une loi Type B.

5.1 Moments et coefficients

Les moments non centrés 4’ de la loi de Halphen Type B™, contrairement & ceux des lois
Type A et Type B, ne peuvent €tre déduits a I’aide de la fonction caractéristique de cette
distribution, ¢_.,(#). En effet, pour la loi Type B, la fonction ¢

1 () s’exprime, selon

(2.8) et (3.1), de la maniére suivante :

@, ()= —;;;—m I e®™x? exp[— (-’92 + a(%)] dx

En effectuant le développement limité du terme e™, on obtient alors :

0= [ 2 oo (2 o2

———-—f b B e (2] ol

re=

P R RGREG]

Toutefois, cette expression n’est pas valide mathématiquement, car I’intégrale qui y figure ne
converge que si ¥ <2v. On ne peut donc pas développer la fonction caractéristique de la

loi Type B en puissance de ¢, I’exprimer comme la somme infinie :

6. (y=> & (")_

n=0

et en déduire ensuite les moments non centrés. Pour déterminer u, on utilise plutdt la
définition :
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Jur ='[0 x fB’l (x;maa,v)‘k

T o

Etant donné que I’intégrale de la f.d.p. (éq. 2.8) sur tout le domaine égale 1, on a pour

r<v:

2
© bria) m m 1 v-r
Lx2<n”ewf(;)+”&3}a=;m“ ef o2 (@)

et on déduit de (5.1) que le moment non centré d'ordre » de X, u/ = E{X ’} , Si
X=~F_, (x; ma, v),est donné par :

' =M@_ 52
u (@) (5.2)

Note :

Ce résultat aurait pu étre obtenu directement a partir de la proposition 2.6 et de I'équation (4.2).
En effet, puisque X~F_ (x;ma,v) = Y=1/X=F,(y;m",a,v), alors le moment
d'ordre  de la loi Type B de paramétre d'échelle m correspond au moment d’ordre -r de 1a loi
Type B de paramétre d'échelle m™ :

[,u,’ (m,a, U)]a-' = [ u, (m" ,Q, v)]B

Donc, le moment non centré d'ordre 7 de la loi B™ est obtenu en remplagant dans (4.2), 7 par -r et
mparm”, d'oi :

(m N )“’ e o (@) _m ef, .n(a)

kim0 = = @)

En vertu de la proposition 2.6, la fonction caractéristique de la loi Type B™' (éq. 5.2) peut aussi étre
obtenu directement & partir de la fonction caractéristique de la loi Type B (section 4.1).

Les moments non centrés de la loi Type B existent pour toute valeur réelle de c, mais
seulement si 7 <2v (on a vu plus haut qu’autrement I’intégrale correspondante ne converge
pas). On déduit de I'équation (5.2) la moyenne arithmétique de la variable aléatoire X, quand
X=~F_, (x; m,a,v) :

' Yo (a)
w =E{X}= m= @ (5.3)
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Les statistiques exhaustives de la loi Type B sont les moyennes géométrique, arithmétique et
quadratique (cf. section 5.3). Etant donné le lien entre les lois B et B™ (proposition 2.6), il
est naturel que ’estimation des paramétres de la distribution B! repose plus particuliérement
sur les moments non centrés s, 4’ et u',. Cest pourquoi, nous donnons leurs

expressions :
py = E{ln X}zlnm_%@_ (5.4
w,=E{x"}= -’I;f’iejl'(zg_) 5.5)
py=E{x)= #%—‘(—% (5.6)

Les expressions (5.5) et (5.6) sont obtenues directement a partir de 1’équation (5.2). On
peut aussi employer le lien entre les moments des lois Type B et Type B (cf Note
précédente) et les expressions correspondantes de la loi Type B (cf chapitre 4). La
détermination du moment x4 (éq. 5.4) est présentée en détail a I'annexe C.

Note :

Le moment d'ordre quasi-zéro de la loi B* peut également étre directement obtenu & partir de la
proposition 2.6. En effet, puisque X ~ F_,(x;m,a,v) = Y=1/X=F,(y, m™, a,v), on
a:

[pé (m,a, v)]B_l =~ [ 7 (m" ,a, v)] ,

E{InY} = E{In(1/ X)} = - E{In X}

En appliquant Péquation (4.4), on obtient alors :

oef,(2))0
[o(m. . 0)],.. = ‘[“‘(1/'") e aJ

_0¢f,(2a)/0a
2ef,2a)

Les moments centrés u, peuvent étre calculés a partir des expressions (3.9) et (5.2). On
obtient alors les principaux moments centrés (la variance et les moments centrés d'ordre 3 et
4):

=lnm
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, v
m

Hy =Var{X} =3 (e w€f, —€ 1»2-1/2)
ef,

m’ 2 | 3
My =_e}_3(e o328y —3ef,_ef ef .y +26f, -1/2) 5.7
_ m* , 2 2 3ef )
Hy, = (e v28f, —4ef, spef,nef, +6ef, ef \nef, —3ef,

e,
ou, pour simplifier la notation, la fonction exponentielle factorielle ef,(a) est notée ici ef, .
Ayant déterminé les principaux moments de la loi de Halphen Type B, on peut évaluer les

coefficients les coefficients de variation (C,), d'asymétrie (C,) et d'aplatissement (C, ). A
partir des expressions (5.3) et (5.7), nous déduisons que :

;12112 = '\/efu-lefu ~€ 02—1/2

C, ===
H & o112

=t Sosnlls el 42602 59
# (e ¢, —€ 02-1/2)/2

C, =_&{= efo26f —4¢f 38 oo +6¢f, —lzefvz—lnefo ~3ef s
# CACAT /NN

Les expressions des moments centrés (5.7) et des coefficients (5.8) de la loi Type B sont
trés semblables aux expressions correspondantes obtenues pour la loi Type B (éq. 4.6 et 4.7)
et s’obtiennent par symétrie, en changeant le signe de » de la fonction ef,,,, .

Etant donné le lien qui existe entre les lois Type B et B, les fonctions R,(a,v) et
D,(e,v), dont les expressions sont données aux équations (4.8) et (4.9), jouent aussi un
rdle important lors de I’estimation des paramétres de la loi Type B™. La fonction de
dispersion Dy (a,v) est particuliérement importante et correspond ici au rapport entre le
moment non centré d’ordre -2 et le carré du moment non centré d’ordre -1 (éq. 5.5 et 5.6).

On peut donc réécrire certains moments importants de la loi Type B (ceux qui
interviennent dans ’estimation des paramétres, cf. section 5.3) a l'aide des fonctions
R, (a,0) et Dy (e, v). En effet, les moments non centrés d’ordres 1, -1 et -2, la variance et
le coefficient de variation peuvent s'exprimer respectivement de la maniére suivante : '

E{X}=mR; (a,v-1/2) (5.9
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E{yx} =’—L-R3(a, v) (5.10)

R
E{yx*}= —Ra(@.0) Dy(,) (5.11)
Var{X}=m*R;*(a,v -1/ 2)[Ds(a,v 1) - 1] (5.12)
C, =D;(a,v-1)-1 (5.13)

Le coefficient de variation C, dépend seulement de la fonction de dispersion, tout comme
celui des lois Type A et Type B (éq. 3.17 et 4.13 respectivement). Or, la fonction de
dispersion D, (a,v) est une fonction strictement décroissante de a pour v fixé (cf.
proposition 4.1). Le coefficient de variation de la loi Type B, tout comme celui de la loi
Type B, atteint donc son maximum lorsque @ — —co. Il en résulte que la loi gamma inverse
(cas limite de la loi du Type B dans ces conditions, cf. proposition 2.9) est la distribution
du Type B ayant le plus grand coefficient de variation.

La figure 5.1 illustre la relation entre les coefficients de variation C, et d’asymétrie C, dela
loi Type B! pour différentes valeurs des paramétres de forme a et v. Comme pour les lois
de Type A et Type B, les lois de Type B occupent une région restreinte dans le plan C,-C;.
Elle est délimitée par la courbe qui correspond, dans ce diagramme, a la loi gamma inverse.
Enfin, on déduit de cette figure, ainsi que des figures 3.1 et 4.1, que les régions occupées par
les trois types de loi dans I’espace C,-C; sont disjointes.

Cs

a=4a=2a=0 a=-4

3

25¢

Gamma inv. |

—_—

M n 2 N Cv
02 04 0.6 0.8 1

Figure 5.1. Relation entre C, et C; pour différentes valeurs de azet v : loi Type B,
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5.2 Exhaustivité

La loi de Halphen Type B™ fait partie de la classe exponentielle des fonctions de densité de
probabilité continues, car sa f.d.p peut s'exprimer de la maniére suivante (cf. annexe D, éq.
D.1):

2 L
S )= @ e"p[' @ *“(?)]
= exp{— Qu+1D)inx-m? ;17 + am% + ln[(2/m‘2"efo(a))]}

= exp{i c,(m,v,a)T,(x) +d(m,v,a)+ S (x)}

i=1

avec,
e ¢(mu,a)=—2v+1) o T(x)=In(x)
o c,(muv,a)=-nm o T(x)=1x
o c;(mu,@)=am e L(x)=1x

S(x)=0

d(m,v,a) = ln[2/ m "efv(a)]

On déduit alors que les variables aléatoires (ln(X ), X2 X "') sont exhaustives pour la loi
de Halphen Type B (cf. annexe D). Ainsi, pour un échantillon de » variables aléatoires
X,, X,, ..., X, indépendamment et identiquement distribuées selon une loi Type B, les
statistiques suivantes sont exhaustives (cf. expression D.2) :

T,(/_Y)=%ZlnX,.=lnG 7;(1)=;11-;:%2—=QI“ 1;()_():% le—zH“ (5.14)

i=1 i=1 i

Les moyennes géométrique (G), quadratique inverse (QI) et harmonique (H) de I'échantillon
sont donc des statistiques exhaustives pour la loi de Halphen Type B,

3.3 Estimation des paramétres

Cette section traite de l'estimation des paramétres a l'aide de la méthode du maximum de
vraisemblance, en considérant un échantillon de » variables aléatoires X, X,,..., X,
indépendamment et identiquement distribuées selon une loi de Halphen Type B™.
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Les estimateurs du maximum de vraisemblance de la loi Type B! peuvent étre déterminés a
partir de ceux de la loi Type B, puisque ces deux distributions sont reliées par une
transformation inverse (cf. proposition 2.6). En effet, disposant d’une routine informatique
permettant le calcul des estimateurs des paramétres de la loi de Halphen Type B (cf. chapitre
4), il est possible de I’utiliser pour réaliser un ajustement de la loi de Halphen Type B, 1I
suffit d’appliquer cette routine aux observations transformées x;',x;’,...,x;' pour
déterminer d’abord les estimations des pafamétres de la loi Type B (ﬁz,o?, 13) et de déduire
ensuite ceux de la loi B (1//,¢,5). Cependant, puisque I’objectif du présent rapport est
la description des aspects théoriques des trois lois de Halphen, nous présentons dans cette

section, de maniére détaillée, I’estimation des paramétres de la loi Type B,

Ainsi, comme pour les lois du Type A et B, une approche en deux étapes est considérée
pour déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de
Halphen Type B". D'abord, les paramétres a et m sont estimés numériquement, v étant
fixé. Ensuite, la fonction de vraisemblance logarithmique partiellement maximisée
In L(v|c, ) est employée afin de déterminer le triplet (7%, @, 0) d'estimateurs du maximum
de vraisemblance.

Dans la section 5.3.1, nous présentons I'estimation des paramétres m et a lorsque v est fixé.
La section 5.3.2 traite de l'estimation du paramétre v a partir de la fonction de
vraisemblance partiellement maximisée. Les propriétés asymptotiques des estimateurs sont
ensuite étudiées a la section 5.3.3. Finalement, la section 5.3.4 est consacrée a l'estimation
des quantiles de la loi de Halphen Type B ainsi qu'au calcul de leur variance asymptotique.

5.3.1 Estimation de m et o pour v fixé

Pour déterminer les estimateurs des paramétres d’une loi de probabilité F! (x;01, 92,93)
appartenant a la classe des lois exponentielles et ayant comme statistiques exhaustives
(]{ X)), L(X ),1;(_){)), il suffit de calculer l'espérance mathématique des trois statistiques
exhaustives et de résoudre le systéme d'équations EQ[T,.‘ (X )] =T(x),i=1, 2, 3 (cf. annexe
D).

En employant les expressions (5.4) a (5.6) pour évaluer l'espérance mathématique des
statistiques exhaustives (éq. 5.14), on montre que le systéme d'équations obtenu pour la loi
Type B est donné par :
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1eon(@ 11 _
m efu(a) —ni=1 xi_—H
1@ 1910
@ ke 619
REACYI S N

2ef, (a) no

ou H, QI et G désignent respectivement les moyennes harmonique, quadratique inverse et

Inm

géométrique de P’échantillon. Le paramétre de forme v étant fixé, seules deux équations
sont nécessaires pour I’estimation de a et m. Les deux premiéres expressions sont retenues
et peuvent étre réarrangées pour obtenir le systéme de 2 d'équations a 2 inconnues suivant :

@ ef,(@) _ B
€ u2+1/2 (a) - QI

(5.16)

€l v (a)

m=H efv(a)

(5.17)

Les équations (5.16) et (5.17) sont réécrites, a l'aide des fonctions auxiliaires définies en
(4.8) et (4.9), de la maniére suivante :
HZ

Dy(a,v) = o (5.18)

m=HR,(a,v) (5.19)

Si ce systéme posséde une solution, les estimateurs du maximum de vraisemblance & et m,
pour v fixé, peuvent étre déterminés en résolvant I'équation (5.18) pour o et en substituant
ensuite @ dans l'équation (5.19). Ainsi, comme pour la loi Type B, les propriétés de la
fonction de dispersion D,(a,v) jouent un rdle trés important dans la détermination des
estimateurs des paramétres de la loi de Halphen Type B"'. Ces propriétés ont été présentées
a la proposition 4.1 et sont utilisées dans ce qui suit.

Selon la proposition 4.1, 'équation (5.18) n'admet pas toujours une solution. En effet, la
fonction de dispersion D, (a,v) prend des valeurs supérieures a 1, impliquant ainsi que le
systéme (5.18, 5.19) n’admet pas de solution si QI = H?, c’est-a-dire lorsque toutes les
observations de I’échantillon sont identiques. De plus, lorsque a —>—o, la fonction
D, (a,v) est toujours bornée supérieurement par 1+(1/2v). Les estimateurs du maximum
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de vraisemblance correspondent donc a la solution du systéme d’équations (5.18, 5.19), quel
que soit v fixé, si et seulement si les observations ne sont pas toutes identiques et

H?[OI <1+(1/2v). Cette demniére inégalité signifie que la dispersion des observations ne
doit pas étre trop grande pour pouvoir employer directement le systéme d’équations.

L’inégalité H?/QI <1+(1/2v) peut s’écrire :

1 2(12_ 1)
v> QI_

1 ( H? )“
v<3\or
Si on pose W =1/[2( H*QI™ —1)], onaque 0 <W <o car QI > H?, et ainsi, qu'en vertu
des propriétés de D, (a,v), les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres
a et m sont les solutions du systéme d'équations (5.18, 5.19) si et seulement si O<v <W .

La statistique W, tout comme les statistiques U pour la loi Type A et V pour la loi Type B,
détermine pour la loi Type B™ l'intervalle de valeurs du paramétre v pour lesquelles le

Oou encore

systeme (5.18, 5.19) admet une solution.

Lorsque que la condition O<ov<W n'est pas vérifiée, c’est-a-dire quand
H?[QI >1+(1/2v), 1a dispersion des observations est trop grande et les estimateurs du
maximum de vraisemblance de & et m convergent vers ceux de loi gamma inverse. Ainsi,
pour v =W la distribution gamma inverse est la loi la plus adéquate de la famille des lois
Type B pour représenter I’échantillon. En effet, pour une valeur donnée du paramétre v,
la loi gamma inverse posséde le plus grand coefficient de variation parmi les lois Type B™
(cf. section 5.1). Dans ces conditions, la loi de Halphen Type B correspond 4 la loi gamma
inverse de paramétres w = —amet 2v (cf. proposition 2.9). Pour v fixé, en appliquant la
méthode du maximum de vraisemblance a I’expression (2.5) convenablement reparamétrisée,

la loi gamma inverse admet comme estimateur du paramétre @ = —am, @ = 2vH .
En résumé, pour v fixé,

e si O0<v<W, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a et
m sont les solutions du systéme d'équations (5.18, 5.19) ;
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e si v>W, la loi de Halphen Type B correspond a la loi gamma inverse de
paramétres @ = —amet 2v, et I’estimateur du maximum de vraisemblance de @
est ® =20H;

5.3.2 Estimation de v

Cette section est consacrée a la détermination du triplet (7, @, 0) d'estimateurs du
maximum de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type B qui sont solution
du systéme (5.15). L'objectif est d'estimer le paramétre v étant donné qu'il est possible
d'estimer (m, ) pour une valeur donnée de v (cf. section 5.3.1).

La fonction de vraisemblance logarithmique de la loi de Halphen Type B™' peut étre déduite
de I’équation (2.8) et s’exprime de la maniére suivante :

lnL(m,a,v):nln[ Togf ¢ } 21)+121nx -m Zx‘z +amZx
ef ()

Cette équation peut s’écrire en utilisant la notation de (5.15) :

In L(m, a,v) = n{ln[—g-ln—z:—}— m L4 oan—l—} (5.20)
G*"ef, (@) o1 H |

Comme pour les lois Type A et Type B, la fonction de vraisemblance logarithmique
partiellement maximisée est utilisée pour estimer v, les paramétres (m, @) étant fixés. En
vertu de I’équation (3.29), cette fonction est obtenue en remplagant, dans la fonction de
vraisemblance logarithmique InL(m,a,v), les paramétres (m, @) par leurs estimateurs
respectifs o et 7.

Lorsque 0<v <W, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres o et m
sont les solutions du systéme d'équations (5.18, 5.19), ou de maniére équivalente, du
systéme formé des deux premiéres équations de (5.15). Ainsi, pour O<v <W  ona:

2m 220 } efv+1 (a) efu+l/2 (é)} (521)

lnL(vla?,n“f)="{‘“[G2v+lefv(d) 7. e (@

Toutefois, si v > W, la fonction de vraisemblance correspond plutdt a celle de la loi gamma
inverse de paramétres w =—amet2v. Cette fonction de vraisemblance est déduite de
I’expression (2.5) et s’exprime :
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In L(w,2v) = n[2vIn@ - InT (2v)] - (2v + I)Zln x, — “’Z x!

i=1 i=1

=n[2vIn® - InT(2v) - 2 + DInG - wH "]

Ainsi, en remplagant dans cette fonction le paramétre @ par son estimateur @ =2vH (cf.
section 5.3.1), la fonction de vraisemblance logarithmique partiellement maximisée
s’exprime alors, pour v > W, de la maniére suivante :

In L(v|@, ) = n[20In(2vH) - InT(20) - (20+1)In G - 20] (5.22)

Pour la loi de Halphen Type B, on déduit donc de (5.21) et (5.22) :

2w ef (&) A€ vn (&)
In — |- —+a ~ sio<v<W
In L(v|a, ) oc [qu+lefu (a)] ef, (@) ef,(Q) (5.23)
2vIn(2vH) - InT'(2V) - Qu+DInG-2v si v2W

La fonction In L(v|a,m) est strictement concave et n'admet qu'un seul maximum si les
observations ne sont pas toutes identiques. L’estimateur du maximum de vraisemblance du
paramétre v correspond 4 la valeur b telle que In L(0|c, /) est maximum. Ainsi, aprés
avoir développé un programme informatique permettant d'estimer les paramétres a et m
pour différentes valeurs de v (étape 1), D peut étre déterminé numériquement (étape 2), par
exemple i l'aide d'une tabulation de In L(v|a, ) .

La dérivée de la fonction In L(v|a, ) par rapport 2 v évaluée en W, notée I'(W), peut
étre calculée a partir de I’expression (5.22) et est indépendante des paramétres. La dérivée
de In L(v|a,m) a droite de W est donnée par I’expression suivante :

Jin L;ﬂé"ﬁ) =2n [ln(Zv-g-) - ‘I’(Zt)):l, si v2W (5.24)
d’ou,
I'W) = Zn[ln(ZW-g-) - ‘P(ZW)} | (5.25)

Y(z)= é’[ln P(z)]/ Jz désignant la fonction digamma.

De la méme maniére que pour les lois Type A et Type B, cette dérivée peut étre utilisée
avant l'étape 1 afin de savoir si U est a lintérieur de lintervalle (0, W) et donc si les
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estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du systéme d'équations (5.18,
5.19), ou correspondent plutdt a ceux de la loi gamma inverse (v = W'). En effet, puisque la
fonction In L(v|a,m) est concave et n’admet qu’un seul maximum si les observations ne
sont pas toutes identiques, le signe de la dérivée donnée a I’équation (5.24) indique si la
valeur maximale de In L(v|a, ) est atteinte quand O<v <W ou quand 2 W :

e si /'(W)<0, le maximum de la fonction In L(v|a,m) est dans I'intervalle (0, W)
et les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du systéme
d'équations (5.18, 5.19);

e si I'(W)=0, le maximum de la fonction InL(v|a,7) est obtenu pour v=>W.
La loi gamma inverse est plus adéquate pour représenter I’échantillon et les
estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent a ceux de cette
distribution (section 5.3.1);

Comme pour les lois Type A et Type B, I'égalité des moyennes géométriques théorique et
empirique du systéme d’équations (5.15) n’est pas considérée directement dans cette
approche. Toutefois, celle-ci est employée implicitement lors de l'étape de maximisation de
la fonction de vraisemblance partiellement maximisée. En effet, la moyenne géométrique
intervient dans I’expression de la fonction In L(v|a, ) (éq. 5.23).

5.3.3 Propriétés asymptotiques

Pour déterminer les variances et les covariances asymptotiques des estimateurs du maximum
de vraisemblance des paramétres de la loi de Halphen Type B, on procéde comme aux
sections 3.3.3 et 4.3.3, en employant les propriétés asymptotiques de la méthode du
maximum de vraisemblance (cf. annexe D).

Les éléments de la matrice 1, sont donc obtenus a partir de I’expression (D.3), en calculant
’espérance mathématique des dérivées seconde et croisées du logarithme de la f.d.p. de la
loi Type B (éq 2.8) par rapport 4 chacun des paramétres. Ce calcul fait intervenir les
espérances E {X "} etE {X 2 } , dont les expressions sont données respectivement en (5.5)
et (5.6). On peut montrer, pour cette distribution, que la matrice d’information de Fisher
s’écrit (cf. annexe D, pour les calculs détaillés) :
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2] Yo 1dn 2
m’ {U+ ef, } m ef, m
1 oef,.
If = ;f?{ef::efun —§ :mz} efu { = ef, - 4. fumz} (5.26)

INECPNEA
efuz d)z v ﬁ)

La matrice des variances et covariances asymptotiques des estimateurs du maximum de
vraisemblance (rﬁ, a, 13) des paramétres de la loi Type B! est donnée par I’inverse de la
matrice de Fisher multipliée par 1/n: (1/n) I;‘ (cf. expression D.4). Le calcul des variances

et covariances asymptotiques des paramétres nécessite non seulement l'évaluation de la
fonction exponentielle factorielle ef, (), mais aussi de ses dérivées premiéres et secondes
par rapport aux paramétres a et v.

5.4 Estimation des quantiles

Par définition (équation 1.3), le quantile x, de probabilité au dépassement p de la loi de
Halphen Type B est tel que :

Prob{X>xp} F (x,,mauv)=p | (5.27)

ou F_,(x,;ma,v) est la fonction de répartition de la loi Type B! évaluée en X,.
L’estimateur du maximum de vraisemblance %, du quantile de probabilité au dépassement
p est donc obtenu en résolvant pour x, l'équation (5.27), les paramétres ayant été
remplacés par leurs estimateurs respectifs (n‘1, a, 13). L’équation a résoudre peut alors

s’exprimer de la fagon suivante :

e RCRC R

L’équation (5.28) n’admet pas de solution explicite mais peut étre résolue, pour déterminer
la solution X, qui est une fonction des parametres estimés, en employant une méthode
numérique du type Newton-Raphson.

Selon le théoréeme de la limite centrale (Bickel et Doksum, 1977), l'estimateur X, est
distribué asymptotiquement selon une loi normale de moyenne x, et de variance donnée par
I’expression (E.1). La variance asymptotique de l'estimateur X, dépend donc :
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o des variances et covariances asymptotiques des estimateurs des paramétres de la loi
de Halphen Type B, que ’on obtient & partir de la matrice I s (éq. 5.26) et des
expressions (D.3) et (D.4);

o des dérivées partielles x, par rapport 4 chacun des paramétres de la loi.

On peut montrer que les dérivées partielles de x, par rapport 4 chacun des paramétres
s’expriment de la maniére suivante (cf. annexe E) :
ox -2m! -
P _s _22m vl —al,+2ml, (5.29)
om m=*° ef (@) [ (x,; m, @, L)
, [ @/ef, @)1, - m,
o”a m™ ef (@) f, (x,;ma,v)

(5.30)

o%, [(6er, (@/8v)ef, (@)~ 21n m|1, +21,

p—

ov " mf,(@) f, (x,;ma,v)

(5.31)

ou I, I,, I, etl, sont les intégrales suivantes :

I, =on 2ol epr: (’:)2+a(%ﬂdx=(l )2 —ef () (5.32)

2
5 1
1, =[" x> exp[- (%) +a(%):|dx— o o (@F o (%, im0 +1/2) (533)

2
A T m
IS:L d SexPI:—(...) +a(x)}dx_2 o o (@F . (x;ma,0+])  (5.34)

X

I, _I 27 n(x) exp[ (—’)—92 +a(gﬂa§c (5.35)

En pratique, ces intégrales doivent étre évaluées par intégration numérique, a ’exception de
I, pour laquelle on obtient une expression explicite.
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5.5 Exemple

Pour illustrer I’estimation des paramétres et des quantiles de la loi de Halphen Type B,
nous considérons un échantillon de 24 débits maximums annuels de printemps mesurés en
riviére naturelle (station 02JB003 située au Québec en m*/s) :

165, 146, 169, 117, 276, 153, 182, 158, 151,
103, 139, 144, 175, 140, 217, 101, 140,
230, 129, 124, 132, 156, 171, 158

Les moyennes harmonique, quadratique inverse et géométrique (statistiques exhaustives de
la loi Type B, éq. 5.14) calculées a partir de ces observations sont respectivement :

H=14938, QI=21302.40 et G=153.15

On déduit de ces moyennes que H/QI = 1.048 et que la borne d’estimation W est 10.523.
Pour déterminer si les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les solutions du
Systéme d'équations (5.18, 5.19), il faut examiner le signe de la dérivée I'(W). Or, puisque
W(2W) = 3.023, on déduit de (5.25) que 7'(10.523) = -0.047. La dérivée négative indique
donc que le maximum de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée est atteint
pour v €(0;10523) et que le systéme (5.18, 5.19) peut étre résolu pour « et m lorsque v
est fixé. Ce résultat nous permet de fixer un ensemble de valeurs du paramétre v comprises
dans cet intervalle et d’estimer les paramétres « et m en résolvant (5.18, 5.19). Ensuite,
pour chaque triplets (1, &, v) ainsi obtenus, la fonction de vraisemblance partiellement
maximisée, In L(v|a,m) (éq. 5.23), est évaluée.

Le tableau 5.1 présente les résultats pour quelques valeurs de v dans I'intervalle (0 ; 10).
Selon cette tabulation, le maximum de la fonction partiellement maximisée In L(v|a,m) est
atteint au voisinnage de v = 4.25 et les estimations du maximum de vraisemblance des
paramétres de la loi de Halphen Type B, pour cet échantillon, sont alors approximativement:
m=37566,a =189 et U =4.25 (ligne ombragée du tableau 5.1).

La figure 5.2 montre le tracé de la fonction de vraisemblance partiellement maximisée dans
intervalle v €(0;5).
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Tableau 5.1. Résultats de I’estimation des paramétres de la loi de Halphen Type B

v aA 'ﬁ efu (aA) € v+1/2 (&) efu+l (é) ll’l L(Ulé”ﬁ)
0.5 6.488 484.572 1.317E+05 4.272E+05 1.452E+06 0.61362
1 5.968 470.785 7.790E+04 2.455E+05 8.105E+05 -0.61278
1.5 5.427 456.895 4.395E+04 1.344E+05 4.307E+05 -0.61211
2 4.861 442.817 2.347E+04 6.958E+04 2.161E+05 -0.61157
2.5 4.266 428.494 1.179E+04 3.381E+04 1.016E+05 0.61115
3 3.639 413.872 5.523E+403 1.530E+04 4.441E+04 -0.61084
3.25 3.311 406.433 3.675SE+03 9.999E+03 2.850E+04 0.61073
3.5 2973 398.900 2.396E+03 6.398E+03 1.790E+04 0.61064
3.75 2.624 391.266 1.528E+03 4.003E+O3 1.098E+04 -0.61058

9.527E+02 2.446E+0

4.5 1.500 367.673 3.433E+02 8.450E+02 2.179E+03 -0.61053
4.75 1.096 359.550 1.977E+02 4.760E+02 1.200E+03 -0.61056
5 0.674 351.280 1.105E+02 2.599E+02 6.402E+02 -0.61061
5.25 0.234 342.852 5.978E+01 1.372E+02 3.299E+02 -0.61068
5.5 -0.228 334.253 3.122E+01 6.985E+01 1.637E+02 -0.61078
5.75 -0.714 325.468 1.569E+01 3.418E+01 7.802E+01 -0.61089
6 -1.225 316.482 7.563E+00 1.602E+01 3.556E+01 -0.61103
6.5 -2.343 297.828 1.525E+00 3.040E+00 6.349E+00 -0.61136
7 -3.620 278.106 2.454E-01 4.568E-01 8.908E-01 -0.61177
75 -5.047 258.403 3.316E-02 5.736E-02 1.039E-01 -0.61226
8 -6.912 234.349 2.473E-03 3.879E-03 6.374E-03 -0.61281
8.5 -9.190 209.403 1.223E-04 1.714E-04 2.517E-04 -0.61344
-12.287 181.310 2.750E-06 3.340E-06 4.240E-06 -0.61415
9.5 -17.056 148.318 2.000E-08 2.000E-08 2.000E-08 -0.61493
-0.61
-0.611
-0.612
3
& 0613
N
s
= .0614
-0.615
-0.616
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T 11
v W
Figure 5.2. Vraisemblance logarithmique partiellement maximisée In L(v|a, ) .
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En utilisant I’expression (5.26), on peut maintenant calculer les éléments de la matrice

d’information de Fisher pour une observation :
Fl 5533E-04 -6.6943E-03 -5.3463E-03

29797E-01 2.4496E-01

Ll
<
!

I 2.0674E-01

d’ou I'on déduit, en inversant I, et en appliquant I’équation (D.4), la matrice des variances
et covariances des estimateurs du maximum de vraisemblance (rﬁ, a, 13) des paramétres de
laloi Type B :

Var{m) Covim,a} Covim,v}| [124040 5776 -36362

—1I'= var{a} Cov{a,o}|= 27436 -17572

Var{0} | 11437

L

L’estimateur du maximum de vraisemblance X, du quantile de période de retour T est
obtenu en résolvant pour x, ’équation (5.28) avec m=375.66,a =189 et 6=425. Le
tableau 5.2 donne le quantile estimé pour 14 probabilité au dépassement p. L’équation
(5.28) a été résolue a I'aide de la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour chaque
probabilité au dépassement p, la variance du quantile a été déterminée a partir des
expressions (5.29)-(5.35) et (E.1). La variance et le résultat de chacune des étapes de son
calcul sont présentés au tableau 5.2 (intégrales I, a I, et dérivées de x, par rapport a chacun

des paramétres).
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Tableau 5.2. Quantiles estimés et écart-types pour la loi Type B™.

l-p %, L L I I dx,[0m 8x,[da Ox,[dv Var{ip}
0.1 116 1.961E-21 1.833E-23 1.721E-25 9.169E-21 0.311 -11.972 -8.599 5.97
0.2 126  3.922E-21 3.446E-23 3.050E-25 1.858E-20 0.337 -13.706 -10.279 5.82
03 135 5.884E-21 4.949E-23 4.202E-25 2.814E-20 0.359 -15.186 -11.766 6.11
0.5 150 9.806E-21 7.707E-23 6.143E-25 4.758E-20 0.402 -18.166 -14.896 7.30
0.7 166 1.308E-20 9.780E-23 7.459E-25 6.413E-20 0.444 -21.248 -18.306 8.89
0.8 184 1.569E-20 1.128E-22 8.324E-25 7.762E-20 0.491 -24.885 -22.532 11.24
09 206 1.765E-20 1.230E-22 8.848E-25 8.795E-20 0.552 -29.764 -28.510 15.86
0.95 229 1.863E-20 1.275E-22 9.059E-25 9.322E-20 0.613 -34.789 -34.998 23.07
0.98 259 1.922E-20 1.299E-22 9.160E-25 9.644E-20 0.695 -41.843 -44.618 37.76
0.99 284 1.942E-20 1.307E-22 9.187E-25 9.754E-20 0.762 -47.678 -52.905 53.43
0.995 309 1.951E-20 1.310E-22 9.198E-25 9.810E-20 0.832 -53.965 -62.191 73.37
0.999 374 1.959E-20 1.312E-22 9.205E-25 9.856E-20 0.987 -69.605 -87.624 141.87
0.9995 415 1.960E-20 1.313E-22 9.204E-25 9.862E-20 0.625 -63.225 -94.051 195.17
0.9999 477 1.961E-20 1.313E-22 9.211E-25 9.866E-20 8.307 -310.257 -253.383 468.16

Nous obtenons ainsi une estimation du débit maximum de printemps pour différents risques
hydrologiques (probabilité au dépassement p), c’est-a-dire le débit maximum correspondant

a diverses périodes de retour 7 = 1/p (équation 1.2). En particulier, le débit centennal de

la

station 02JB0O03 estimé & partir de la loi de Halphen Type B” (7'= 100 ans ou p = 0.01) est

ici de 284 m’/s.

NOTE

On remarque que ’écart-type asymptotique du quantile estimé de probabilité au
non dépassement 1 - p = 0.9999 est anormalement élevé. Cela peut étre dii au
manque de précision des calculs et des approximations numériques effectués dans
AJUST lors de Pévaluation des dérivées des quantiles. Il est recommandé de réaliser
une étude concernant ces problémes. Mentionnons, qu’il serait aussi souhaitable
d’analyser la précision du calcul numérique de la fonction exponentielle factorielle
qui, pour v grand (= 8 ou plus) et a grand négativement (=~ -5 ou moins), peut
donner des valeurs erronées. Cela engendre des problémes lors de la détermination
du paramétre a en résolvant par Newton-Raphson I’équation (5.18). De plus, la
fonction de vraisemblance partiellement maximisée admet alors des valeurs
irréguliéres prés de la borne W et I’estimation de v s’en trouve affectée.




6 SYNTHESE ET APPLICATIONS

Morlat (1956) mentionne que le systéme des lois de Halphen est un outil dont la richesse
égale celui des lois de Pearson et qu'elle comble une lacune pour la représentation de
phénoménes naturels comme les débits et les précipitations. Nous montrerons, dans ce
chapitre, comment les trois lois de Halphen se complétent harmonieusement. Nous
rappelons d’abord, a la section 6.1, quelques résultats importants concernant I’estimation
des paramétres. Nous présentons aussi dans cette section un diagramme des moments qui
illustre bien le systéme des lois de Halphen et les liens qui existent entre elles. Dans la
section 6.2, nous appliquons les trois lois de Halphen a 186 échantillons de débits maximums
de crue.

6.1 Synthése et diagramme des moments

Comme on I'a mentionné précédemment, le développement des lois de Halphen avait comme
objectif particulier d’obtenir un résumé exhaustif des observations pour I'estimation des
paramétres de chaque type de loi. On a montré que les lois de Halphen appartiennent & la
classe exponentielle des fonctions de densité de probabilité a 3 paramétres et qu’elles
admettent donc un triplet de statistiques exhaustives (sections 3.2, 4.2 et 5.2). Un résumé
exhaustif des observations est fourni pour chaque type de loi de Halphen par un ensemble de
trois moyennes qui sont données au tableau 6.1.

Tableau 6.1. Statistiques exhaustives pour chaque loi.

Type Statistiqués exhaustives et complétes
11 1 1
A H'==) — InG==">) Inx, A==>x
1 I¢ 1,
B InG=—>"Inx, 4=="x, ==>"x
i=l n =1 i=1
11 11 1
-1 ==y — H'=-% — InG=—) Inx
B Q n;xf nzx, nz:‘ !

Les moyennes OI'', H, InG, 4 et Q correspondent respectivement aux moments non centrés
de I'échantillon d'ordre -2, -1, 0, 1 et 2. On peut illustré ce résultat par le schéma suivant
(figure 6.1) qui associe a chacune des lois de Halphen son triplet de statistiques exhaustives :
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Type A
4 ! M)
Moyenne : ort H! InG A 0
Ordrer: -2 -1 0 1 2
1 1 X 1 J
Type B* Type B

Figure 6.1. Statistiques exhaustives pour chaque loi de Halphen.

Comme on I’a vu aux chapitres 3, 4 et 5 et comme le montre la figure 6.1, la moyenne
géométrique est exhaustive pour les trois distributions de Halphen. Elle est d'ailleurs
également exhaustive pour les cas limites des lois de Halphen que sont les distributions
gamma et gamma inverse. Cette statistique joue donc un rdle central dans I’estimation des
paramétres des lois de Halphen.

Morlat (1956) présente un diagramme des moments permettant de représenter les diverses
lois de Halphen par les points d'un plan. Cette représentation graphique (figure 6.2) consiste
a éliminer le paramétre d'échelle m en choisissant comme coordonnées les quantités
6= ln(A/G) et 4= ln(G/H). Il s'agit d'une opération analogue a la représentation
classique des lois de Pearson par les coefficients B, et B, (fonctions des coefficients
d'asymétrie et d'aplatissement). Ces coordonnées permettent de représenter dans une
portion du graphique toutes les lois Type A. En effet, le couple (61,52) est fonction des
trois statistiques exhaustives de la loi Type A (cf. section 3.2). Toutefois, seules les lois
Type B admettant une moyenne harmonique H finie (v>1/2), sont représentées. La méme
condition s'applique pour assurer 'existence de la moyenne arithmétique 4 des lois Type B-.

Le diagramme de la figure 6.2 met en évidence la symétrie entre les lois Type A selon le
signe du paramétre v (cf. proposition 2.5) d'une part, et d'autre part, entre les lois B et B!
(cf. proposition 2.6). De plus, le role de transition que jouent les distributions limites
gamma (G) et gamma inverse (GI) entre les trois types de lois de Halphen, est bien illustré
dans cette représentation graphique.
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25
Harmoni(iue
, Type B Type A
(L>0)
15 fe————Gamma Type A
N (L<0)
1 Gamma inverse
05 [
Type B -1
0 - " —
0 0.5 1 1.5 2 25
&1

Figure 6.2, Les lois de Halphen dans le diagramme (5, , 52)

Enfin, le tableau 6.2, qui résume les développements théoriques présentés dans les sections
3.3, 4.3 et 5.3, donne les principales expressions nessaires a I’estimation des paramétres des
lois de Halphen. On y présente pour chaque loi le systéme d’équations a résoudre pour v
fixé, la fonction de dispersion et sa borne supérieure, la borne d’estimation, 1’expression de
la fonction de vraisemblance partiellement maximisée et sa dérivée.

6.2. Application des lois de Halphen aux débits maxima
annuels

Les paramétres des lois de Halphen ont été estimés pour un ensemble de 186 séries de débits
maxima annuels de riviéres canadiennes de la région Québec-Ontario (75 au Québec et 111
en Ontario). Les stations hydrométriques retenues pour cette étude ont un régime
hydrologique naturel et possédent au moins 20 années d'enregistrements continus de débits
maxima annuels (Mathier ef al., 1993). La figure 6.3 donne la localisation géographique des
stations sélectionnées qui sont surtout situées dans les zones habitées et dans le sud de
chaque province.



Tableau 6.2. Caractéristiques nécessaires a l'estimation des paramétres des lois de Halphen
Type A Type B Type B-1
Systéme K,.Qa)K, a) 4 efa(@)ef(a) _Q dula)d(a) _H
Py K'Ca) " H Sonla) A ofinld) O
__ KGa) CAC) m= gy Len(@)
Kuﬂ(za) L7 wllz(a) ef:' (a)
Fonction de _K,(20)K, (20) A GIEAG) _d.(a) e (a)
dispersion Do) == a) D@0 == (@) D@0 =g (@)
Borne sup. +o , o<1 lim D,(a,v)=l+—l-, 0>0 limD,(a,u)=1+—1—, v>0
gD @0 = M 2 *
Jol-1”
Borne U= AH"[(AH" -1) v =1[204* -] W =1[2(H°01" - 1)
dlestim. ~U<v<U O<v<V O<v<W
et condition :
veais.  —vbl-uH] b)) +@-DnG+y,  vs-U T 26™ ] [efw@ +6,.17(@) ] O<v<V h{ 20 H:e @D+ ] O<v<W
fgg l':l e) G~ K, (230)+K,,(23) 4.(@) 9. ’ 7e@ 9@ ,
K23 |~ K (23) Y 2020/ 4| -InT Q) +@v-DInG-20, v2V 202 -ITQ)-Qu+DIG-2v, VLW
vl 4] ~In[() + (- DInG -, v2U

Dérivée
vrais. part.

=a.)

[ln(-— —g——'l)—) + ‘I’(—u)], vs-U

n 2n[ln(%2v) - ‘I’(2v)] , v2V
n[l\\(—g—u) - T(v)], vz2U

Zn[ln(—gh)) - ‘I’(2u):| , v2W

Note : Pour la notation de QI, H, G, A et Q, se reporter au tableau 6.1 ou aux sections 3.2, 4.2 ¢t 5.2.
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» stations Hydrométriques a I'étude

350 km-

Figure 6.3. Localisation géographique des stations sélectionnées

Les valeurs des statistiques exhaustives (QI, H, G, 4 et Q), des bornes d’estimation (U, Vet
W) et des coefficients (6, , 62) sont données pour chaque échantillon a ’annexe F. La figure
6.4 présente chacun des 186 échantillons dans le diagramme (6, , 62).

0.35 o
0.3
Gamma °
0.25
Type B Type A
[}
0.2 o
o o]
Q > ® o
0.15 [o (o) ° ¢
o) 000
0.1 o oo
[
-1 Gamma inverse
0.05 Type B
0 — .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
81

Figure 6.4. Représentation des 186 échantillon dans le diagramme (5, ,0, )

Une premiére répartition des 186 ajustements des trois lois de Halphen a été effectuée. Les
résultats des ajustements ont été classés suivant la validité de la solution du systéme
d'équations du maximum de vraisemblance correspondant, c'est-a-dire a partir des bornes
d'estimation (U, V et W) et des conditions sur v (tableau 6.2). Le tableau 6.3 donne le
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nombre de séries dont les estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent
respectivement & la solution directe du systéme d'équations propre aux lois de Halphen
(systémes 3.22-3.23, 4.19-4.20, 5.18-5.19 respectivement pour les lois A, B et B™) et 4 ceux
des lois limites gamma et gamma inverse.

Tableau 6.3. Validité de la solution des systémes d'équations

Loi ajustée
A B B!
Résultat de Solution directe du systéme 103 81 30
la condition Gamma 63 105 -
Gamma inverse 20 - 156
Total 186 186 186

Pour la loi Type A, le systéme d'équations (3.22, 3.23) admet directement une solution pour
103 ajustements (plus de 55% des séries). Toutefois, pour 83 échantillons, les estimateurs
du maximum de vraisemblance correspondent plutdt a ceux des distributions limites gamma
(63) et gamma inverse (20). D'autre part, les estimateurs du maximum de vraisemblance des
lois Type B et Type B™! sont solution directe du systéme d'équations pour 43% et 16% des
séries respectivement. Cette répartition des résultats montre particuliérement que les lois
Types A et B semblent plus adéquates pour modéliser les débits maxima annuels des riviéres
canadiennes que la loi Type B™.

Les figures 6.5 4 6.7 reprennent, pour les lois Type A, Type B et Type B respectivement, le
diagramme (6,,52) de la figure 6.4 en illustrant la répartition des échantillons obtenue et
présentée au tableau 6.3. On y distingue, pour chaque loi, les points (5, ,52) correspondant
aux échantillons vérifiant la condition sur v (estimateurs du maximum de vraisemblance
solution directe du systéme d’équations) de ceux qui ne la vérifient pas (estimateurs
correspondent a ceux des lois gamma et gamma inverse). On remarque d’abord, lorsque la
loi Type A est ajustée (figure 6.5), que les points (5, ,52) pour lesquels une solution directe
du systéme d’équations est admise sont tous situés dans la portion des lois de Type A. Les
points (é', , 52) associ€s aux échantillons dont les estimateurs du maximum de vraisemblance
correspondent a ceux des lois limites se retrouvent tous a I’extérieur de cet espace. 1l
semble donc exister, pour la loi Type A, une équivalence entre la condition sur v et la
situation du point (5,,52) dans le diagramme. Cela n’a pu étre démontré, mais cette
conjecture est tout a fait naturelle puisque les coordonnées (61,62) constituent un résumé
exhaustif des observations pour I’estimation des paramétres de forme de la loi Type A.
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0.35 o
0.3 + Solution du systéme Loi gamma —————>
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Figure 6.5. Résultat de I’estimation des paramétres dans le diagramme (5, , 52) : Type A
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+
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0.1 + 000
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Figure 6.6. Résultat de I’estimation des paramétres dans le diagramme (5, ,52) : Type B
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0.35 Iy
0.3 Loi gamma ———3»
: + Solution du systéme
A  Gamma inverse 4
0.25
A
0.2 A
A A
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Loi gamma inverse
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Figure 6.7. Résultat de I’estimation des paramétres dans le diagramme ((5I , 52) : Type B

Pour les lois Type B et Type B (figures 6.6 et 6.7), les points (6, ,6‘2) pour lesquels une
solution directe du systéme d’équations est admise ne sont pas tous situés dans leur espace
respectif. En effet, certaines de ces coordonnées se retrouvent dans la portion du plan
(61,62) occupée par les lois de Type A. La condition sur v peut donc étre vérifice
simultanément pour la loi Type A et pour I'une des deux autres distributions du systéme. Ce
résultat montre, pour les lois Type B et Type B, qu’une équivalence stricte entre les
conditions sur v et la situation des points (61,52) dans le diagramme n’existe pas. Cela
n’est pas étonnant puisque (6‘,,62) ne dépendent que de deux des trois statistiques
exhaustives des lois B et B" et qu’ainsi, ces rapports de moments ne constituent pas un
résumé exhaustif des observations pour I’estimation de leurs paramétres de forme.
Drailleurs, comme il a d’ailleurs été mentionné 2 la section 6.1, les lois Type B et Type B
ne sont pas toutes représentées dans le diagramme (61,62). On remarque enfin, en
examinant les figures 6.6 et 6.7, qu’aucun échantillon n’admet une solution directe du
systéme d’équations 4 la fois pour la loi Type B et la loi Type B'. Cette constatation
empirique pourrait indiquer que les deux espaces correspondants dans le diagramme sont
disjoints et qu’il serait impossible d’ajuster au méme échantillon les lois B et B™.

Une répartition bi-dimensionnelle des résultats a été faite afin d'illustrer davantage comment
les lois de Halphen, et leurs cas limites, se complétent harmonieusement. Les tableaux de
fréquence a deux dimensions 6.4, 6.5 et 6.6, qui mettent respectivement en relation les trois
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couples de lois A/B, A/B"' et B/B', présentent la distribution conjointe des résultats

obtenus.

Tableau 6.4. Répartition conjointe des résultats pour les lois Type A et Type B.

TYPE A
Solution directe Gamma Gamma inv. Total
TYPEB  Solution directe 22 59 0 81
Gamma 81 4 ' 20 105
Total 103 63 20 30

Tableau 6.5. Répartition conjointe des résultats pour les lois Type A et Type B

TYPE A
Solution directe Gamma Gamma inv, Total
TypE B"  Solution directe 11 0 19 30
Gamma inv. 92 63 1 156
Total 103 63 20 186

Tableau 6.6. Répartition conjointe des résultats pour les lois Type B et Type B™.

TYPE B
Solution directe Gamma Total
Type B” Solution directe 0 30 30
Gamma inv. 81 75 156
Total 81 105 186

On tire principalement de ces tables les observations que voici :

e Pour la majorité des échantillons dont le systéme d'équations du Type A admet une
solution directe (103 échantillons), l'ajustement des deux autres lois fournit comme
estimateurs ceux de leur loi limite respective (81 et 92 respectivement, tableaux 6.4 et
6.5). Réciproquement, la plupart des échantillons dont le systéme d'équations du Type B
(respectivement du Type B'") admet une solution directe ne vérifient pas la condition sur
v de la loi Type A et les estimateurs des paramétres correspondent alors a ceux de la loi
gamma (respectivement gamma inverse).
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e Lorsque les estimateurs des paramétres de la loi Type A correspondent a ceux de la loi
gamma (respectivement gamma inverse), le systéme d’équations de la loi Type B
(respectivement Type B) n’admet pas de solution et les estimateurs correspondent & ceux
de la loi gamma inverse (respectivement gamma).

e Moins de 18% des échantillons admettent une solution directe du systéme d’équations
pour deux types de lois de Halphen : 22 échantillons peuvent étre ajustés a la fois par les
lois Type A et Type B (tableau 6.4), 11 échantillons par les lois Type A et Type B
(tableau 6.5) et aucun par les lois Type B et Type B! (tableau 6.6).

e L’ensemble des échantillons dont le systéme d'équations du Type B admet une solution
directe (81 échantillons) fournit comme estimateurs des paramétres de la loi B™ ceux de
la loi gamma inverse (tableau 6.6). La réciproque est aussi vraie. Les systémes
d'équations des types B et B! (respectivement 4.19-4.20 et 5.18-5.19) ne permettent pas
en méme temps une solution directe.

¢ En raffinant encore la répartition, on remarque en particulier que lorsque les séries
admettent une solution a la fois au systéme du Type A et du Type B (22 échantillons), les
estimateurs correspondants, issus de I'ajustement du Type B, sont ceux de la loi gamma
inverse, De maniére analogue, si une solution du systéme est obtenue en méme temps
pour les lois A et B (11 échantillons), alors les estimateurs du Type B de ces mémes
séries correspondent a ceux de la loi gamma.

Ces quelques remarques concernant les résultats présentés dans les tableaux de fréquences
6.4 4 6.6 sont conformes & la partition de I'espace (61,62) du diagramme des moments
présentés a la figure 6.2. Ces constatations empiriques appuient la thése de Morlat selon
laquelle les lois de Halphen se complétent harmonieusement et permettent de représenter un
ensemble varié d’échantillons. Les résultats montrent, en particulier, le rOle de frontiére que
jouent, entre les lois de Halphen, les distributions limites gamma et gamma inverse. Enfin,
cette étude empirique donne quelques pistes de recherche concernant notamment les liens
entre I’existence d’une solution au systéme d’équations et la situation du point (6, , 52) dans
le diagramme. ‘

Finalement, un examen sommaire des formes typiques de f.d.p. des lois de Halphen
rencontrées lors de l'ajustement des débits aux 186 stations a été effectué. La figure 6.8
présente d’abord, pour chaque loi, les valeurs des paramétres de forme aet v selon la
procédure décrite aux section 3.3, 4.3 et 5.3 (103, 81 et 30 couples respectivement pour les
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lois Types A, B et B, cf. tableau 6.3). Les couples de paramétres identifiés par une croix
(+) correspondent & des points extrémes et plus centraux. La figure 6.9 illustre la
distribution des ces valeurs pour chaque type de loi a I’aide d’un histogramme bi-
dimensionnel des estimations cet O. Enfin, la figure 6.10 donne le tracé des fd.p.
associées aux couples (&, ©) identifiés par une croix a la figure 6.8 et considérés comme
représentatifs des résultats obtenus (points extrémes et centraux).
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Figure 6.8. Valeurs de @ et 0 obtenues : (a) Type A, (b) Type B et (c) Type B™.
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btenues : (a) Type A, (b) Type B et
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Figure 6.9. Distribution des valeurs

(c) Type B”
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Type A

a=24 v=-3
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a=5 v=25 -~ === —-
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Figure 6.10. Fonctions de densité de probabilité correspondant aux points identifiés par une
croix 4 la figure 6.8 : (a) Type A, (b) Type B et (c) Type B!






7 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

7.1 Conclusion

L'hydrologue frangais E. Halphen a développé, au milieu du siécle, de nouvelles lois de
probabilité (Halphen, 1941). En effet, sa grande expérience en modélisation de données
hydrologiques l'avait convaincu qu'aucune distribution utilisée a cette époque n'était assez
souple pour pouvoir ajuster adéquatement I'ensemble des séries hydrologiques observées en
France. Ainsi, Halphen (1941) a proposé des lois de probabilité & trois paramétres (lois de
types A et B) et M. Larcher (cf. Morlat, 1956) en a présenté une extension pour obtenir la
famille des lois de Halphen (types A, B et B) .

Méme si les formes qu'admettent les lois de Halphen reposent particuliérement sur des
justifications empiriques, ces distributions possédent néanmoins d'intéressantes propriétés
statistiques théoriques. [En particulier, les lois de Halphen appartiennent a la classe
exponentielle des fonctions de densité de probabilité continues et admettent donc un triplet
de statistiques exhaustives (cf. sections 3.2, 4.2 et 5.2). On dispose donc, pour chaque loi
de Halphen, d’un résumé exhaustif des observations pour I’estimation des paramétres. Cette
propriété est fondamentale puisqu’elle permet d'affirmer qu'il existe des estimateurs non-
biaisés de variance minimale pour chacun des paramétres. A notre connaissance, les lois de
Halphen sont les seules distributions & trois paramétres, utilisées en hydrologie, qui
possédent cette importante propriété.

Comme I’a mentionné Morlat (1956), la théorie entourant les lois de Halphen, qui
comblaient a 1’époque une lacune pour la représentation des phénomeénes naturels, est trés
riche et elles peuvent rendre de grands services dans bien d’autres domaines que
I’hydrologie. Cependant, en particulier parce que les outils numériques disponibles a
I’époque rendaient I’application des lois de Halphen trés laborieuse, ces distributions ont été
oubliées et ont fait l'objet de trés peu de développements théoriques. Les travaux de
Halphen sont désormais précurseurs puisque trois décennies plus tard la loi Type A
réapparait dans la littérature statistique sous la forme de la distribution gaussienne inverse
généralisée (voir en particulier, Sichel, 1975; Barndorff-Neilsen et Halgreen, 1977; Seshadri,
1993). Cette loi et ses cas particuliers (loi gaussienne inverse, loi hyperbolique, etc.) sont
aujourd’hui employés pour diverses applications.
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La littérature concernant les lois de Halphen est trés restreinte et aucun ouvrage n’expose
- rigoureusement dans les détails leurs propriétés mathématiques et statistiques.
Quoiqu’appartenant a la classe exponentielle des f.d.p. continues, pour laquelle de nombreux
résultats concernant P’estimation sont connus, I’estimation des paramétres des lois de
Halphen demeure assez complexe et les développements & ce sujet ne sont que sommaires.
Ce rapport avait donc comme objectifs de rappeler les propriétés connues des lois de
Halphen et de présenter les aspects théoriques et numériques nouveaux développés pour
I’utilisation de ces distributions.

Dans le chapitre 2, nous avons d’abord étudié la forme des f.d.p. des lois de Halphen, qui
présentent une grande variété de formes de courbe (unimodale, un mode et un anti-mode,
aucun mode, décroissance lente, moyenne ou rapide pour de grandes valeurs de la variable,
etc). Les fd.p. des lois de types A (cf. figure 2.4) et B* (cf. figure 2.6) sont toujours
unimodales et & asymétrie positive. La variété des formes admises par la loi de Halphen
Type B (figure 2.5) est plus grande puisqu'on trouve parmi elles, outre des lois unimodales,
des lois en J, des lois en S ainsi que des lois tronquées. C’est pourquoi, selon Morlat
(1956), 1a famille des lois de Halphen est un outil dont la richesse égale celle des lois de
Pearson.

Nous avons aussi étudié, au chapitre 2, les liens entre les lois de Halphen et diverses
distributions plus connues, notamment les lois gamma et gamma inverse qui jouent un role
important dans ce systéme de distributions. Nous avons montré dans quelles circonstances
les lois de Halphen peuvent étre approchées par une distribution normale. Enfin, certains
liens avec des distributions souvent employées en hydrologie ont été établis (lois Weibull et
gamma généralisée).

Les chapitres 3, 4 et 5 ont été respectivement consacrés aux propriétés statistiques des lois
de Halphen Type A, Type B et Type B'. Les résultats concernant I’estimation des
paramétres, le calcul des variances asymptotiques et l'estimation des quantiles x, de
probabilité au dépassement p constituent les principaux développements originaux de la
présente étude. L'estimation des paramétres est effectuée a ’aide de la méthode du
maximum de vraisemblance en procédant en deux étapes. L'approche consiste d'abord a
obtenir des estimateurs des deux premiers paramétres a et m, le troisiéme paramétre, v,
étant fixé. La fonction de vraisemblance logarithmique partiellement maximisée est ensuite
employée afin de déterminer le triplets d'estimateurs du maximum de vraisemblance.



Conclusions et perspectives 113

Enfin, on a présenté au chapitre 6 un diagramme des moments permettant de représenter les
diverses lois de Halphen et leurs cas limites par les points d'un plan (diagramme &, - 6, ).
Ce diagramme, proposé par Halphen, met en évidence la symétrie entre les lois Type A selon
le signe du paramétre v (cf. proposition 2.5) d'une part, et d'autre part, entre les lois B et B!
(cf. proposition 2.6). De plus, le réle de transition que jouent les distributions limites
gamma et gamma inverse entre les trois types de lois de Halphen, est bien illustré dans cette
représentation graphique. Une étude empirique, qui consistait a ajuster les lois de Halphen a
187 échantillons de débits de crues mesurés a des stations du Canada (région Québec-
Ontario), montre comment les trois types de lois de Halphen (types A, B et B™), et ces cas
limites, se complétent et peuvent représenter I'ensemble des données.

Les distributions de Halphen sont difficiles & manipuler en pratique puisque leur ajustement
fait intervenir de nombreuses méthodes numériques. En effet, I’application de ces lois
nécessitent, en particulier, l'évaluation des fonctions de Bessel et des fonctions
exponentielles factorielles, le calcul de leurs dérivées premiére et seconde par rapport a
Pindice v, I’emploi de méthodes itératives pour estimer les paramétres et le recours a des
routines d’intégration numérique pour déterminer la variance asymptotique des quantiles
estimés. Pour faciliter leur utilisation par des praticiens, les distributions de Halphen ont été
incorporées au logiciel AJUST (Perreault et al., 1994). Ce logiciel permet non seulement
d'estimer les paramétres, mais aussi de déterminer les quantiles x, ainsi que leur variance
asymptotique.

7.2 Perspectives de recherche future

Le présent rapport établit les bases nécessaires a ’emploi des lois Halphen. Les nombreuses
propriétés intéressantes et la richesse de la théorie de ce systéme de distributions, qui se
complétent harmonieusement, ouvrent plusieurs perspectives de recherche. De plus,
beaucoup d’aspect théoriques et pratiques concernant les lois de Halphen restent a étudier,
en particulier :

o Le développement de routines efficaces pour la génération d’observations
provenant des lois de Halphen. En effet, une procédure de génération est
nécessaire pour réaliser des études empiriques sur les lois de Halphen. Puisque
ces distributions n’admettent pas une expression explicite de la fonction de
répartition, une méthode indirecte d’acceptation-rejet peut étre considérée afin
d’éviter ’emploi de routines d’intégration numérique (Law et Kelton, 1982).
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Cette approche peut étre plus efficace et plus rapide d’exécution. Toutefois, elle
repose sur I'utilisation d’une fonction qui majore en tout point la fd.p.. Ce choix
est important puisqu’il conditionne 'efficacité et la rapidité de la routine de
génération. Une étude doit donc étre réalisée.

L’étude des propriétés des estimateurs pour des tailles d’échantillon finies (biais,
variance, etc.). En effet, il est rare de disposé, du moins en hydrologie, d’un
échantillon assez grand pour pouvoir employer la théorie des grands nombres. En
particulier, D’interprétation des variances asymptotiques peut devenir
problématique. II est donc intéressant d'étudier les propriétés (biais, variance) des
estimateurs des paramétres et des quantiles. Cette étude doit étre réalisée par
simulation de Monte Carlo et repose donc sur la disponibilité d’un générateur.

La construction de tests statistiques pour !’inférence sur les parameétres et
’adéquation des lois de Halphen. Il est trés important de disposer d’outils
statistiques permettant de vérifier certaines hypothéses concernant un modele
probabiliste. En particulier, la construction d’un test vérifiant une hypothése sur
concernant la valeur d’un des paramétres des lois de Halphen peut nous indiquer
qu’un des cas particuliers serait mieux adapté pour représenter I’échantillon. Un
tel test nécessite la détermination d’une statistique et de sa loi de probabilité sous
I’hypothése nulle. |

L’emploi des lois de Halphen pour la modélisation d’observations censurées
(données historiques, analyse des durées de vie). L’emploi des lois de Halphen
pour traitement des données censurées nécessite quelques développements
théoriques. En effet, il existe différents types de censures (Lawless, 1982) et
Pestimation des paramétres et des quantiles doit étre adaptée. On peut aussi
envisager, si des variables explicatives sont disponibles, le développement de
modeles de régression faisant intervenir les lois de Halphen. Ce type de modéle
paramétrique est souvent employé pour représenter les données de durée de vie
(modéle Weibull, lognormale, etc, cf. Lawless, 1982).

L’emploi des lois de Halphen dans un cadre bayésien. Les lois de Halphen faisant
partie de la classe exponentielle, il est naturel d’envisager leur utilisation dans une
analyse bayésienne. En effet, les propriétés d’exhaustivité permettent de simplifier
de nombreux calculs qui, dans un cadre bayésien, peuvent étre complexes.

e L’ utilisation des lois de Halphen en régionalisation.
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Parmi ces questions, I’étude des propriétés des estimateurs pour des tailles d’échantillon
finies nous semble prioritaire. En particulier, la comparaison de la variance expérimentale
(obtenue par simulation) et de la variance asymptotique théorique des quantiles estimés, qui
constitue une borne inférieure a la variance de I’estimateur, permettrait d’évaluer la qualité
de I’approximation de I’incertitude réelle de I’estimation par sa variance asymptotique. Des
travaux a ce sujet sont en cours.

Finalement, nous tenons a rappeler qu’il serait souhaitable d’analyser la précision des calculs
numériques effectués dans AJUST, notamment I’évaluation de la fonction exponentielle
factorielle qui, pour v grand et a grand négativement, peut donner des valeurs erronées.
Cela engendre dans certains cas des problémes lors de la détermination du paramétre a par
la méthode de Newton-Raphson. Cela rend aussi difficile I’évaluation de la fonction de
vraisemblance partiellement maximisée, qui admet alors des valeurs irréguli¢res prés de la
borne W. L’estimation de v, pour « et m fixé, s’en trouve affectée. La précision lors de
I’évaluation des dérivées des quantiles par rapport aux paramétres pour de grandes périodes
de retour est aussi a revoir. En effet, pour certaines applications, la variance asymptotique
du quantile est anormalement élevée, particuliérement pour la loi type B™ (cf NOTE, section
5.5).
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ANNEXE A : FONCTIONS DE BESSEL

Cette annexe présente quelques propriétés des fonctions de Bessel modifiée de seconde
espéce d’argument z et d’indice v, notée K, (z). Les résultats qui suivent sont tirés de
Watson (1966) et de Abramovitz et Stegun (1972).

Parmi les nombreuses représentations intégrées de K, (z), pour z > O, on utilise ici plus
particuliérement la suivante :

K, (2) =%rx”“‘ exp[—%(x +;1c-)]dx (AD)

0

La fonction de Bessel utilisée dans I’expression de la loi de Type A est déduite de (A.1) par
la transformation y = xm :

v-1 8
Ku(z).—_'_l..J‘ (Z) exp _f.(l.{.m) ldy
2 \m | 2\m y/|m
1 * . [ z(y mJ_
= exp| ——| —+—
2m”j°y p_2m y_dy

d’ou,siz=2a,0na:

T )

La fonction K, (z) est liée & la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce I, (z) par la
relation :

_r_1
~ 2 sin(#v)

K,(z [1..()-1,()] (A2)

ou I,(z) peut s’exprimer comme la somme infinie :

2k+v

& (=)
I.@)= ,,Z, mT(k+0+1) (A3)

et ou le terme de droite de 1’équation (A.2) doit étre remplacé par sa limite lorsque v est nul
ou entier.
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Relations de récurrence

La fonction de Bessel K, (z) vérifie les équations de récurrence suivantes :

Ko (5) = Ko (D)= K, (2

v N oK, (2)
Ku—l(z)_ sz(z)"' az
K, ,2)+K,,(2)= 2'01%(32
v K, (2)
2K, @)+ K@) =222

K,(2)=K_,(2)

Relations asymptotiques

(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

A partir des expressions (A.2) et (A.3), il est possible de déduire les formes limites suivantes

de la fonction de Bessel X, (2).

e Pour z petit,on a :

v-1

K, (2)= I'(v), v>0

zl)

e Pourzgrand,ona:

8z 21(82)° 31(8z)°

K, (2)= \/%z-me_z[l Lol @oDE=9)  (w-DE-9)u-29)

ou, u=40v%.

e Pour vgrand, ona:

K, (2)= \/-gz" v etz

(A.9)

] (A.10)

(A.11)



ANNEXE B : FONCTIONS EXPONENTIELLES
FACTORIELLES

Cette annexe présente quelques propriétés de la fonction exponentielle factorielle
d’argument « et d’indice v, notée ef (o). Les résultats qui suivent sont tirés, pour la
plupart, de Halphen (1955).

Par définition, la fonction exponentielle factorielle ef,(a) peut s’exprimer comme la
combinaison linéaire suivante :

2 r

efu(a)=I'(v)+I‘(v+1/2)%+l’(v+1)%'—+---+I'(u+r/2)0: +

®.1)

ou I'() est la fonction gamma. La représentation intégrée de ef, (a), pour v > 0, utilisée
dans cette étude est la suivante :

ef,(@)=2 J.: x2! exp[— x*+a x] dx - (B.2)

Il existe un lien entre la fonction ef,(a) et certaines fonctions plus connues comme la
fonction cylindrique parabolique U(y,f) et la fonction hypergéométrique confluente
M(a, b,z) dont les représentations intégrées sont données par (Abramovitz et Stegun,
1972) :

_ﬂ /4 r -1/2 tz
U, ﬂ)"r—(-—mj exp(—ﬂt —?]dt (B.3)
M(a,b,z2)= 0] i S € B 3 S i B.4)

TG-a)(@)h’

On montre en particulier que :

a/8 _
of (@)= (u 1) ®.5)

ef,(a)= F(U)M(v - —) +aF v+ )M( %,—2—,%2—) (B.6)

Les démonstrations sont données a la fin de la présente annexe. Ces relations sont
intéressantes en pratique puisqu’elles peuvent étre utilisées pour évaluer la fonction
exponentielle factorielle, si ’on dispose d’une librairie de routines mathématiques permettant
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le calcul des fonctions cylindrique parabolique ou hypergéométrique confluente. Notons que
la fonction ef,(a) est aussi liée aux fonctions d’Hermite. Toutefois, ce résultat a peu
d’intérét ici puisque cette relation n’est valable que pour des arguments « entiers.

Relations de récurrence

La fonction exponentielle factorielle ef,(a) vérifie, en particulier, les deux équations de

récurrence suivantes :
a
ef . (@) = —Z—e 0172 (a) +aef, (a) B.7)

o efufa) =ef,. (a) (Bs)
Ja

Relations asymptotiques

Halphen (1955) a dérivé les formes limites suivantes de la fonction exponentielle factorielle

e ,(@).

e Pour atendant vers -, ona:

of (@) = 2T (2v)— [1—2”(2“+1)_.1_+--.], v>0 (B.9)
P TS

e Pour agrand, ona:

ef (a)= 2«/_7;(52:-) : e® [1 +(2v-1) (21)—2)0%2 + ] (B.10)

Liens de ¢f,(a) avec les fonctions cylindrique et hypergéométrique

Nous démontrons d’abord la relation entre la fonction exponentielle factorielle et 1a fonction
cylindrique parabolique U(y, f) exprimée en (B.5).

Posons d’abord, dans I’expression (B.3), y=n - 2. On obtient :

e Pl
I'(n)

Un-1/2,8) = jo‘”z"-’ exp(— Bt - 522—) dt (8.11)

En effectuant ensuite le changement de variable x = t/ V2, 0naque:
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ni2 - 2/4 °
U(n—l/z,ﬂ)z.z_r‘(’—’;_.[o x™! exp(—ﬁﬂx—xz)dx (B.12)

Finalement, si on pose n=2veta =— B2 dans expression (B.12), on déduit le résultat

donné en (B.5). En effet,

__203_“2/8 © 20-1 2
U(2v—1/2,-—a/\/—2_)- T0) L x exp(—x +wc)dx

_ 2°e™ 'k of ()

rev) 2

Pour démontrer le lien entre les fonctions exponentielle factorielle et hypergéométrique

(B.13)

confluente M(a, b, z) donnée en (B.6), on utilise la relation suivante (Abramovitz et Stegun,

1972, éq. 19.12.3) :

U@y,xp)= 3
T
4 2 i g (B.14)
; ym2ite * M(Z_,_i_?lﬂ_z.)
r(1+l) 2 42 2
2
En posant y =2v—1/2 et f=—a/v2, on obtient la relation :
-7 —aT 2
U 2.)__1_,i(_1) =:/_;_Z.L_M(u,l,a_
2 V2 I‘(u+-1—) 2 4
2 o (B.15)
—U— _g.._ 2
. (-1);/_52_.’2_*_M[U+1,3,_a_)
2/ T(v) 2°2° 4
que ’on peut réécrire de la maniére suivante :
K 1 1 a’
oot ()| [ e D)
2 (B.16)
1 3 a’
F(-a)r” M( =, = -—)
F Q)Mo 5,5

On déduit alors de I’expression (B.5) que :
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efu(a)z‘—[—’%;(fi) [I‘"(v+ ;)M(v % “T) T (- a)I‘"(u)M( %—;-“TH (B.17)

Or, puisque (Abramovitz et Stegun, 1972, éq. 6.1.18) :

I'2v)= TI’(U)I"(U+ 1)

on a enfin que :



ANNEXE C : MOMENT D’ORDRE QUASI-ZERO

L’évaluation de la moyenne géométrique G de I’échantillon, lors de 1’ajustement des lois de
Halphen, est trés importante car cette statistique est exhaustive et intervient dans
’estimation de leurs parameétres. Pour un échantillon de taille n X, X,,...,X,, la
moyenne géométrique de I’échantillon s’exprime comme suit :

n Un
G=(H x,) €1
i=1
En pratique, on utilise plutdt le logarithme de la moyenne géométrique, c’est-a-dire :

l n
InG=-") InX, C2
=—2 InX, (C2)

i=]

Dans le cas d’une variable aléatoire X définie sur (0, +) et distribuée selon une loi de f.d.p.
f{x) donnée, son équivalent théorique (le logarithme de la moyenne géométrique de la
population), noté u; , s’exprime alors de la maniére suivante :

= foTn x f (x)dx = E{ln X} (C.3)

Cette moyenne est appelée moment d’ordre quasi-zéro, puisque le logarithme du moment
d’ordre r de ’échantillon A(r) écrit sous la forme générale suivante :

A(r)= (-’1; i X ,.’) (C4

correspond au logarithme de la moyenne géométrique lorsque r —» 0 (Bobée et Ashkar,
1988). Notons que I’expression (C.4) correspond aux moyennes harmoniques et
arithmétique pour r = -1 et r = 1 respectivement.

Nous présentons dans ce qui suit, pour chacune des lois de Halphen, le calcul du moment

d’ordre quasi-zéro 4 .
Loi de Type A

Pour la loi de Halphen de Type A, selon I’équation (2.2),on a :
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b o

2m°K,(20) = J.:x”" exp[- a(;:—+—nl)}dx (C.5)

En dérivant cette expression des deux cdtés par rapport au paramétre v, on obtient :

JK,(2a) ® . (x m)
v L2 \EF) v = o o =4+ 2 6
2m 0 +2m°K,(2a)Inm L In(x) x exp[ a m+ . ac (C.6)
et alors,
9K, (2a) 1 = . ( x m)
= v -al —+— i
InmK,(2a) + 90 Py L In(x) x expli a + . dx (.7

Cette expression peut ensuite s’écrire de la maniére suivante :

1 JK,(2a) 1 © _ (x m)
1 + 2 = v-1 - “+—| |dx
nm K,2a) Jv 2m°K, (2a)-[ tn(x)x exp[ o T

° (C.8)
= joln x f,(x) dx
d’ou, le moment d’ordre quazi-zéro de la loi de Halphen Type A :
oK, (2a)/dv
= = —_— 9
#y=E{ln X} =1lnm+ X Ga) (C.9)
Loi de Type B
Pour la loi de Halphen de Type B (éq. 2.6), ona:
© x\’ x
20 - 20-1 I = \ax C.10
m*ef, (a)=2 L x exp[ (m) +a mil (C.10)

En dérivant cette derniére expression des deux cotés par rapport au paramétre v, on obtient
comme pour la loi de Type A :

def,(a) 4
v m

2Inmef, (a) + ~ I: In(x) x2*! exp[— (%) + a%] dc (C.11)

Cette expression peut ensuite s’écrire de la maniére suivante :
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2
Inm + LA C), = — 2 j In(x) x>~ exp[— (f—) + ai}dx
2ef () OJv m*ef (a)’o m m (C.12)
=[inx f,(x) e
d’ou, le moment d’ordre quazi-zéro de la loi de Halphen Type B :
-, def,(a)/dv
fy=E{ln X} =1Inm+ 2¢f.(@) (C.13)
Loi de Type B!
Pour la loi de Halphen de Type B (éq. 2.8), on a que :
! ef ()= 2rx'2"" ex —(—nl)z +al |k (C.19)
A * P X N

En dérivant cette derniére expression des deux cOtés par rapport au paramétre v, on obtient
alors :

a © 2
—2lnmef, (a) + e_guu(a) = - mi" L In(x) x> exp[— (%) + a-’:—} dx (C.15)

Cette expression peut s’écrire de la maniére suivante :

- 1 ae_fu(a)= 2 Clt,1 -2v-1 _ ﬂ : _”1 dx
2ef (@) Jv m-z"efu(a) IO n(x)x expl: ( ) Ta } (C.16)

= LTn x £, (x) dx

d’ou, le moment d’ordre quazi-zéro de la loi de Halphen Type B :

oef,(@)/ov

gy =E{InX}=Inm- 2ef (@)

(C.17)






ANNEXE D : Méthode du maximum de vraisemblance

Famille exponentielle

Considérons une loi de probabilité continue a 3 parameétres F (x; 0,,92,93). Cette
distribution fait partie de la classe exponentielle des fonctions de densité de probabilité
continues d’ordre 3 s’il existe des fonctions ¢, c;, c; et d des paramétres, des fonctions T3,
T, Ts et S de x telles que sa f.d.p peut s'exprimer sous la forme suivante (Bickel et Doksum,
1977, p.72):

3

f(x;e,,ez,03)=exp{Zc,-(e.,02,es)n(x)+d(el,ez,es)+S(x)} @.1)
i=1

Les fonctions 7,(X), 7,(X) et ,(X) sont alors des statistiques exhaustives pour la loi

F(x 4,6,.6,).

Considérons un échantillon de » variables aléatoires X, X,,..., X, indépendamment et
identiquement distribuées selon une loi F (x; 0,,92,93). Alors, selon le théoréme de
factorisation (Bickel et Doksum, 1977, p.65), D.T,(X,), 2. T,(X,) et D T,(X,) sont
des statistiques exhaustives. De plus, puisqu’une fonction bijective d'une statistique
exhaustive demeure exhaustive, on déduit que les moyennes :

1 1< 1
LW=-YT(X), L@W=-2 L&) ¢ L=~ LX) ©2)
i=1 i=l i=1
sont aussi des statistiques exhaustives.

Estimation des paramétres

Pour une loi de probabilité a 3 paramétres F! (x;01,92, 63) appartenant a la classe des lois
exponentielles et ayant comme statistiques exhaustives (7} (X)), L(X), 1;(&)), si le systéme
d'équations E[T(X)]=T(x), i = 1, 2, 3, posséde une solution pour le vecteur des
paramétres 0 = (0, ,6,, 03) , alors cette solution est unique et correspond aux estimateurs du
maximum de vraisemblance de 6 (Bickel and Doksum, 1977, p.106).

Les propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance, lorsque la taille d'échantillon
est grande, sont bien connues (Lehmann, 1983, section 6.4). En particulier, si on considére
le cas d’une loi a 3 paramétres et que la fonction de vraisemblance L(O, ,6,, 93) admet qu'un
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seul maximum, les variables aléatoires +/n (BA, - 9,), Jn (672 -6, ), Jn (é; -~ 93) sont
distribuées selon une loi normale multidimensionnelle de moyenne nulle et de matrice des
variances et covariances X, dont les éléments correspondent & ceux de l'inverse de la matrice
d'information de Fisher I, pour une seule observation divisés par n. Les éléments (I,), de
la matrice d'information de Fisher sont donnés par (Lehmann, 1983) :

2 .
1), = - E{o" m/;(;c,;lg,ez,es)}, o) <f1,2,3) ©3)
i 7

En notation matricielle, on a alors que la matrice des variances et covariances S des

estimateurs du maximum de vraisemblance (67, , 0; , 9;) est:
Var{él } Cov{é, , éz } Cov{él , 53 }
S= -II;I" = Cov{lS’A2 ,é,} Var{éz} Cov{é2 , 93} (D.4)
Cov{6?"3 , él } Cov{49‘\3 , éz } Var{@}

Pour déterminer les variances et les covariances des estimateurs du maximum de
vraisemblance des paramétres d'une loi F! (x; Q), il faut donc :

1. obtenir les dérivées secondes et croisées du logarithme de la fonction de densité de
probabilité par rapport a chacun des paramétres. Ces dérivées sont fonction de la
variable aléatoire X et des paramétres;

2. en déduire la matrice d'information de Fisher I s d’une seule observation en calculant
l'espérance mathématique de ces dérivées secondes ;

3. inverser la matrice I, ainsi obtenue et appliquer I’expression (D.4).

Nous présentons dans ce qui suit, pour chaque loi de Halphen, le calcul des éléments de la
matrice information de Fisher I ..

Loi de Type A

Selon I’expression (2.2), le logarithme de la f.d.p. de la loi de Type A s’écrit :

Inf,(c;m a,0)=-In2-vinm-nK, 2a)+(©-1)nx- a(%+—';—’) D.5)
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En dérivant d’abord I’expression (D.5) par rapport a chacun des paramétres, on obtient les
dérivées premiéres suivantes :

Alnf,(x;m,a,v) v ox a
= ——d———
om m m* x
on f,(x,m,a,v) oK, [6a x m
= - -—-= 6
Ja K, m x : D.6)
al ma, 7K /¢
an(;vma v)= —lnm————I'é—/—Ean

Si on dérive chacune des expressions de (D.6) par rapport & chacun des paramétres, on
obtient les dérivées secondes :

& Inf,(x,ma,v) v 2
om’ T m m
& In f, (x;m,a, v) 1 [k (o'K )2_
_ N 7
oa’ K2\ oa’ K% ®-7
Finf,(xmayv) 1 [FK, X _(&vaz_
ov? I < I R ) |
et les dérivées croisées du logarithme de la f.d.p. de 1a loi de Type A :
Fnf,(x;ma,v) x 1
émia m  x
2 .
dInf,(x;ma,v) _ 1 (D.3)
dmdv m

nf,(x;mauv) 1|3K, x X, X,
dadv K}|6adv ° da dv

Finalement, on trouve les éléments de la matrice 1, en calculant I’espérance mathématique
des dérivées données en (D.7) et (D.8) et en appliquant ensuite ’expression (D.3). Les
espérances mathématiques sont obtenues a I’aide des expressions (3.6) et (3.7) :
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(If)n =_E{0"2 1an(x;m,a,v)}= ___v_+2_aE{X}

om? m m

- - 22k, (D.9)

m* m* K
—17[205 Kon —v]
m K,

__pl@Inf,(mau)| 1 1
(If)|2 - E{ omda }— m> E{X} +E{X} :

K,, 1K,
= —— U+ +— - 10
K, mK, (-10)
= [Ku— Ku+l (I )
ﬁz Inf, (x;m a,v) 1
Lmaol 1), ©1
51 1 [ok X,
E an (x m a U) v Ku _( u) (D12)
- K| da? Sa
& Inf,(x;m,a,v) 1 [ 8%k X, X,
-E 4 * K - I 13
dadv } K| dadv ° da dv =(17)., ®13
K 2
lnf(xmav) 1|7k (51()
~E A v K - v .14
} K2 dv* ° v ®-14)

Loi de Type B

Selon I’expression (2.6), le logarithme de la f.d.p. de la loi de Type B s’écrit :
2

In £, (x;m, @, 0) =In2 - 20lnm - Inef, (@) + (20 - 1)1nx-—517+5::—‘ (D.15)

En dérivant d’abord I’expression (D.15) par rapport 4 chacun des paramétres, on obtient les
dérivées premiéres suivantes :
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On fp(x;m,a, v) 2v 2x? ax
m m m3 m?

Iinfr(;ma,v)  Oef, /0 A o S X D.16)
a ef, m ef, m

Oln fz(x;m,a,0) ef, /v
50 = —-2Ilnm ———-—er +2inx

Si on dérive chacune des expressions de (D.16) par rapport & chacun des paramétres, on
obtient les dérivées secondes :

& In fy(x;ma,v) _ 2v 6x? +2_ax_

om® m m* m

JIn fy(x;m,a,v) ,
da’ - fz [efvﬂef —€ u+l/2] (D.17)

Y a Infp(e;ma,v) 1 l:é’zef,, of (&’f) }

ov? ef? év

et les dérivées croisées du logarithme de la f.d.p. de la loi de Type A :
& In fp(x;ma,v) _
omia T
8% In f(x;m,a,v)
omdv
& Inf(x;ma,v) _
dadv T ef }

(D.18)

IR

I:&fun/z ef, —€foun %‘]

Finalement, on trouve les éléments de la matrice I, en calculant ’espérance mathématique
des dérivées données en (D.17) et (D.18) et en appliquant ensuite I’expression (D.3). Les
espérances mathématiques sont obtenues a I’aide des expressions (4.3) et (4.5) :

(1), =-E{52 l"f”(x;m’a’v)}= -2 B} - 2T B )

om? m* mt
2v 6 ef,.. 2acef,.,
= -y 2P 22 - 19
w o, ®-19)

[3e 2f on — V€S, — aefu+l/2]
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(If)u _ _E{O"z Inf;(x;ma, U)} - -—I—E{X}

y omiéa m (D.20)
1 ¢f,n
= _,; efv =(If)21
1), =- E{a In j;,;xﬁr: a,v)}= _’2;=(1f)31 ®21)
(If)z2 E{ﬁz Inf, (x m,a, v)} 7 [e or1€fo — fv’“,z] (D.22)

) E ]nfg(xma U) 1 aefﬂ/Z f —-e &fu

f 23 dadv efu ER v v+1/2 0 (D23)

(If)sz
lnfB(x m,a, v) 1 | &ef, &f, 2
b= -7 [ s.-(%) } 24

Loi de Type B

Selon ’expression (2.8), le logarithme de la f.d.p. de la loi de Type B s’écrit :

2 am

Inf .(x;ma,v)=In2+2vinm-Inef, (a)- (20 +1)Inx —’:—2+—;— (D.25)

En dérivant d’abord I’expression (D.25) par rapport & chacun des paramétres, on obtient les
dérivées premiéres suivantes :

dinf . (x;ma, v) v _2m a

om m x* x
omfpemav)  def,/0a m__ eun  m (D.26)
Ja efu x efv X
5]“ alxsm,a,v
o ( )-_— Zlnm—?—@m-2ln
Ju efu

Si on dérive chacune des expressions de (D.26) par rapport & chacun des paramétres, on
obtient les dérivées secondes :
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é”lnfB_,(x;m,a,v)_ v 2

om? m*  x?
o"zlnf A(ema u)
Bo,,az [ef o, - u+1/2] (D.27)
Fnf,.(xmav) 1|5, o — (a’kf )
v’ T ef? » \ dv
et les dérivées croisées du logarithme de la f.d.p. de la loi de Type A :
J*Inf,.(x;ma,v) 1
oméa T x
& Inf, . (xmav) 2
== .28
omdv m ©28)
52 ll‘l fB'l (x; ma, U) - 1 &fv+1/2 f fu+1/2 &f
dadv ef2| dv

Finalement, on trouve les éléments de la matrice I, en calculant ’espérance mathématique
des dérivées données en (D.27) et (D.28) et en appliquant ensuite I’expression (D.3). Les
espérances mathématiques sont obtenues a 1’aide des expressions (5.5) et (5.6) :

o) { mfa_,(x;,,,,a,v)} 2 a5f1])
1 5m2 X

m

(D.29)

& Inf,.(x;ma,v) 1) lef,, .
E{ i } -Hxf- -xLen(),  ©0
f)13 =—E{

S Infy,(xma,0)| 2 _
dmdv }' m'(lf)ﬂ ®3D

lnfB .(x m,a, v)
E{ } ef [e or1€fo — fu+l/2] (D.32)



138 Les lois de probabilité de Halphen

S*Inf_, (x;ma,v) 1 | def, def,
1 - __E B - v+l/2 —e . Vv
). { dadv ef2| dv Jo= a5, (D.33)

_ 3 Infy(x;ma,0)| 1 |5, ¢f, :
(1), __E{ ov’ }— of { o0t ¥ "'( av) } ®34)



ANNEXE E : DERIVEES DES QUANTILES

Selon le théoréme de la limite centrale (Bobée et Ashkar, 1991), I'estimateur £, du quantile
x, d’une distribution de paramétres (m, @, v) est distribué asymptotiquement selon une loi
normale de moyenne x, et de variance donnée par:

Var{fp} (o;x )2Var{m}+(ax ) Var{a}+(0;,x )ZVar{v}+
(o) ra o
i

ou (/, @, 0) sont des estimateurs des paramétres. Ainsi, la variance asymptotique de £,

2

dépend :
e des variances et covariances asymptotiques des estimateurs des paramétres (cf.
annexe D, pour la méthode du maximum de vraisemblance) ;
o des dérivées partielles de *r par rapport & chacun des paramétres de la loi (le

quantile est une fonction des paramétres).

Nous présentons dans ce qui suit, pour chacune des trois lois de Halphen, le calcul des
dérivées partielles du quantile x, par rapport a chacun des paramétres. Pour ce faire, nous
employons le théoréme de Leibniz, qui permet de déduire la dérivée des bornes
d’intégration :

G

bc b

Loi de Type A
Par définition, x, est tel que (éq. 3.36) :

#(x,,m,a,v) =f’ [ (x;ma,v)dc=1-p (E.3)

d’ou, en appliquant la régle de Leibniz (éq. E.2), on a :
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17 N 17 . . Xp
0,"”515(x,,,m,az,t))—'o mfA(x,m,a,v)dx+fA(xp,m,a,v)——-—am (E.4)
2D semavy= "L f oma,vydet f(e.ima0) 2 (E.5)
aa p2l'H %% _.0 aa A xam’aav A priH aa .

174 r%, O dx
E¢(xp’m’a’v)=-0 -é_;fA(x;maa:U)‘h+fA(xp;m>a,v) ﬁl)p (E6)

Pour p fixé, les dérivées de ¢(x,,m, a,v) par rapport a chacun des paramétres sont nulles

et on peut donc déduire que :

_on’aimfA(x;m,a, v)dx

ox, E7)
om Ja(x,;ma,v)

x 0 .
e, L ag i o
ca Ja(x,;ma,v) '

x, 0"

R . de

5 I fA(x’m,a’U)
X Ov (E.9)

Jv

o Dérivée par rapport am

fA(xp;m’a’v)

En dérivant la f.d.p. de la loi de Type A (éq. 2.2) par rapport & m, on obtient :

17
g;f;d (x;m’a7 U) =

o
2K, dm| m®

3 xu-—l v
2KD mu+l

oo 242
cof o2+ 2)} 2 (2~ Deof-of 242}

- 1] v
ZKU mv+1

a a1 _ X m
—x———|x"" exp —a(—+—)
m® m’ x m x

Si on insére cette expression dans I’équation (E.7), on peut montrer, aprés quelques

manipulations algébriques, que :
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rp(v a 1) ot { (x m)}
| —-—<x+a—|x" expj—a|l —+—|pdx
Jx, o \m m X m x

a"m ) v-1 xP m
X, expi—a —1;1—+x— | (E.10)

¥4
_(ca/m)I, +(v/m)I, +al,
T o2m® K, f.(x,;ma,v)

ou,

L={"x" exp[— a(-;-+—’3-)]dx =2m"'K,,, F,(x,;ma,v+1) (E.11)

=[x P[ o +9]""=(l - pem’K, (E.12)

I, = j‘:,xu-z exp[—a(—:—’*'%)]cmem”“K.,-l F, (xp;m, a,v-1) (E.13)

o Dérivée par rapporta a

Si on dérive la f.d.p. de 1a loi de Type A par rapport & , on obtient :

2 eimaor-En | Lol o =)

Sa’“ ’m’a’v)_Zm" Sa|K, P TN x
_x7) 9K, 1 (er"_) 1 (5_+_"1) (ﬁ m)
—Zm"—o"aKjexP_am x K, \m )TN

L (9K 1 x m (_"_+ﬁ)
“2m°K,| da K, m Pl Rl I A

En insérant cette expression dans I’équation (E.8), on déduit, aprés quelques manipulations
algébriques, que :
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r'(aK” L+£+ﬂ) x°" ex —a(i+in—) dx
ox, %o \Jda K, m x P m x

a -
“ x)! exp{— a(x—p + ﬁ)} (E.14)

m X,"p

m™ I, +(0K, [0a)K;' I, +mI,
- 2m° K, f,(x,;ma,v)

ou I, I; et I sont respectivement les intégrales (E.11), (E.12) et (E.13).
o Dérivée par rapport a v

En dérivant la f.d.p. de la loi de Type A par rapport a v, on obtient :
7] 1 (x m) V7 ( x’! )
— . —— — —_ 3 — —
ava(x,m,a,v) 2exp{ Am ™ % }o”v m°K,
1 (_x_+ﬂ) 1 (lnm_'_é’Ku 1 _lnxjxu_,
P Ty m'\K, Jv K> K,

- Inm aK”-—L+lnx x"1ex —a(—x—+in-)}
" 2m'K, dv K P m x

v

En insérant cette expression dans I’équation (E.9), on a que :

r'(lnm+aK" —!—+lnx) x"" exp —a(f—+m) dx
ox, o ov K m xJ

v

Jv - el xp m
xp EXpy — @ ;"‘;‘ (Els)

p

) [lnm+(o"K0 /o"u)K;']l2 -1,

2m* K, f,(x,;ma,v)

ou > est donnée a I’expression (E.12) et I, est I’intégrale suivante :

I, = J‘:' x In(x) exp[— a(i + —Z—)]dx (E.16)

Loi de Type B

Pour la loi de Type B, x, est tel que (éq. 4.33) :
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d(x,,m, ct,v) = j:' fa.(ma,v)dc=1-p (E.17)

En appliquant le théoréme de Leibniz (éq. E.2) pour p fixé, on déduit que :

Ox I ———fB(xmau)dx

om B fs(x,;m,a,v) E.18)

O —L —f,,(xmav)dx

y_ ‘a
da fs(x,;m,a,v) (E.19)
ox, _—L g——fa(xma ,0)dx &2
v fB(xp;m,a,v) 20)

o Dérivée par rapport a m

En dérivant la f.d.p. de la loi de Type B (éq. 2.6) par rapport & m, on obtient :

é 7.0 ) 2x*7 2| 1 (x)z v
£t (em = = ul
om 85 &0 ef, Om|m* “P\\m) T%m
2 20 (x)2+a x{, 1 ( 2 . @ x)ex (x)z+ax
oney e - — — — — — — — ——
of, ET P\~ Un ml T m? m P\ ~"\n m
2 [ 20 2x ax] sout (x)2+ x
m*’ef,| m m m P "\ m
Si on insére cette expression dans I’équation (E.18), on a alors :

2
J"(Zg_ixz +—C—x—x) exp{ (x) +a£}a§c
6x, o \m m m m m|

om x,\’ X
x2! exp{—(—ij +a—’?} (E.21)

m
(Zv/m)l +(a/m*) I, - (2/m*) 1,

mzvefu fB(xp’m a U)

ou,
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X

I = j:’ x21 expli— (-’%) 2 + a(;n-ﬂdx = (1 —p)%mz"efu (@) (E.22)

2
x’ 1
I, = Io x* exPl:— (—:—,) + a(%)}dx = Emzmle w12 (@) F (x,;ma,0+1/2) (E.23)

’ 2
. 1
I, = I x4 exp[— (——;) + a(—:)]dx = -i-mz"”ef,,,rl (@)Fy(x,;ma,0+1) (E.24)

0
o Dérivée par rapporta a

Si on dérive la f.d.p. de la loi de Type B par rapport & a et qu’on utilise la propriété (B.8) de
la fonction exponentielle factorielle, on obtient :

ﬁf( m a.v) x4 |1 (x)2+ x
—— folx;m,a,v) = ——|=expi-| =] +a=
da’® VST da ef, L ™ m
27 ef, ( x)2 x x ( x)z x
== {— o expy =] +a +mefuexp— o) ra
__ 2 _Yoan X 2 ex _(f_)2+a_’c_
T mef,| e, m P \m m
En insérant cette expression dans I’équation (E.19), ona :

2
| Doz _ X | 201 _(_’f_) x dx
ox, -[o ( ef, m)x exp{ m +am}

da x )’ x|
X2 exp{— (T"}) +a—p~} (E.25)

m

(e Iy /efu)ll -(Yym)1,

m*ef, fz(x,;ma,v)

ou I; et I, sont respectivement les intégrales (E.22) et (E.23).
o Dérivée par rapport a v

En dérivant la f.d.p. de la loi de Type B par rapport & v, on obtient :
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a (x)z X 5 ( x2l)—l J
—_— x;ma,v)=2expi—-| —| +ta—}—
avfa( ) p{ - m} 50 mz”efu
2
m m m*’ \ ef, ov ef, ef,
2
-2 —21nm—é’ef" L o 2inx|x® exp —(i) rax
mzvefv dv efu m. m
En insérant cette expression dans I’équation (E.20), on a que :

2
j'(ZInm+—a—€L’——}——2mx) x2 exp —(f—) +aXlax
dx, °° ov ef, m m

ov 2
x3! exp{— (x—”) +a x_p} (E.26)

m m

[21nm+(0”efu /&u)efu"] I,‘—214
T, fGmann)

ou I, est donnée a ’expression (E.22) et I, est I’intégrale suivante :

1,= j:" £ In(x) exp[- (—”3 " a(—%)}abc (E.27)

Loi de Type B*
Pour la loi de Type B, x, est tel que (éq. 5.27) :

¢(x,,ma,v)= J‘:p S (sma,0)dx=1-p (E.28)

En appliquant le théoréme de Leibniz (éq. E.2) pour p fixé, on déduit que :

x5 0
axp —IO _ﬁ_n;fg-l (x9m: a, U)‘k
- (E.29)

am fB-l (xp;m, aa U)

x 0
axp _'[0 E-a—fg-l (xa m’ a) U)Ck
= (E.30)

aa f -1 (xp;m’a9v)
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» O
ox, ki plrmma)d o
20" FaGeman) ®

o Dérivée par rapport am

En dérivant la £.d.p. de la loi de Type B! (éq. 2.8) par rapport & m, on obtient :

a i 2x—20—1 a m 2 am
_fB—l (x’m:a’ U) = m exp + —
om ef, Om x x
~2v-1 2 2
- [va’”" exp{— (ﬁ) +9”—"} + m’”(——2?+ﬁ) exp{— (_”1) +-@} :'
ef, X X x° x x x
2
_2m’ [2_:_)__2m+a] 2 ex p{ (m) +ﬂ}
e, Lm x* x x x
Si on insére cette expression dans I’équation (E.29), on a alors que :

5(20 2m a) 20 (m)z om
— —— —— v —f — - m
ox, -[o (m x? ) F exp{ ) " x

om m)  am
x,; 2" exp —-(—] +— (E32)
xp xP

-2om™ I, —al, +2ml,

mef, f..(x,;ma,v)

ou,

I, = :"x-zv“‘ expli—(%’-)2+a(%)j|dx=(l )2 —ef, (@) (E33)

2
x 1
I, = I 272 exp[_(—’;’) +a(x)Jch—2 3o o (@F,. (x,;m,a,0+1/2) (E34)

2
X, 2 m 1
I;:j0 x? 3exp':—(——) +a(%)}ix=wefw(a)ﬁ'a_l (xp;m,a,u+l) (E.35)

X
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e Dérivée par rapport a a

Si on dérive la f.d.p. de la loi de Type B par rapport & a et on utilise la propriété (B.8) de
la fonction exponentielle factorielle, on obtient :

et ) ]

= 2m20x —2v-1 exp{_ (ﬂ) }[(m/x)ef D+I/2 }
x x ef?
- 21’1?.['1‘. - _e_vﬂ] -20-1 exp{ (’")2 +l"ﬁ}
e x e, x x
En insérant cette expression dans I’équation (E.30), on a que :

2
I € pn | 2001 (m) am
a”x _[ ( ) exp{ " + " }dx

da 2
2ot | m am
x, exp{ (———xl,) + —xp } (E.36)

(e u+1/2/efv)ll -ml,

mef, f..(x,;ma,v)

ou /, et I sont respectivement les intégrales (E.33) et (E.34).

=2

o Dérivée par rapport a v

En dérivant la f.d.p. de la loi de Type B par rapport a v, on obtient :

2 . _ (m)z am| & (mz"x_zu'lJ
ﬁ[) fB—l (x, ma, U) - zexp{_ X + X } 0"1) efv
- (ﬂ)2+ﬂ”. zu(2lnm o¢ef, 1 21“") 20-1
=2exp)-{ e (1™ ef, OJv efl ef, ¥
2v ﬁ ’
a2 L] (2 2]

efl) a v e-fl)

En insérant cette expression dans I’équation (E.31), on a que :
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2
*I '(ZIHM-%—L—ZInx) x 27 exp —(ﬁ) + 22 g
ox ° ov ef, X x

P _

ov m ’ am
-2v-1 I i +
x,”" exp (xp) —xp (E.37)

, [(aef,, Jov)ef,t ~21n m] I +21,

m™ ef, fo.(x,;ma,v)

ou I est donnée a I’expression (E.33) et /, est I'intégrale suivante :

I, = J:' x7*7 In(x) exp[— (%) 2 + a(—?)i'dx (E.38)



ANNEXE F : CARACTERISTIQUES STATISTIQUES

Station n or' H G A Qo U vV W & S
01BD002 20 6.53E-06.  410.94 430.71 451.45 2.25E+0S 11.14 4.79 4.87 0.0470 0.0470
01BF001 25 1.90E-05 244.84 260.84 276.64  8.50E+04 8.70 4.50 3.64 0.0588 0.0633
01BHO001 24 2.10E-05 228.37 239.66 252.17 7.05E+04 10.59 4.58 5.39 0.0509 0.0483
01BH002 35 2.52E-05 205.65 212.69 220.23 5.21E+04 15.11 6.77 7.49 0.0348 0.0337
01BHO00S 20 3.16E-05 190.52 206.87 22892 6.67E+04 5.96 1.83 3.38 0.1013 0.0823
02JB003 24 4.69E-05 149.38 153.15 157.33 2.62E+04 19.79 829 10.52 0.0270 0.0249
02JB004 33 7.64E-04 37.95 39.77 41.69 1.91E+03 11.14 5.04 5.02 0.0471 0.0470
02)B013 20 1.80E-05 249.13 260.78 271.25 791E+04 12.26 6.65 4.22 0.0394 0.0457
02KJ003 22 1.64E-04 80.27 82.42 8442  744E+03 20.36 11.32 8.41 0.0239 0.0264
02KJ007 22 8.02E-04 37.22 3897 40.56 1.76E+03 12.15 6.92 4.52 0.0399 0.0460
021.C043 21 7.95E-03 11.97 12.90 14.01 2.32E+02 6.87 2.77 3.62 0.0823 0.0751
02LD001 46 7.09E-05 122.60 126.77 131.34 1.86E+04  15.02 6.42 7.66 0.0354 0.0334
02L.D002 43 3.04E-04 61.06 65.19 69.56 5.48E+03 8.18 3.80 3.7 0.0649 0.0654
02LD00S 20 1.30E-04 90.22 92.68 95.01 9.44E+03 19.87 10.82 8.50 0.0248 0.0268
02LH002 26 1.09E-04 100.55 105.48 11036 1.32E+04 1125 5.76 4.85 0.0452 0.0479
02LH004 20 1.35E-04 90.27 94.63 99.07 1.07E+04 11.26 5.41 5.00 0.0459 0.0472
02NE007 28 2.49E-05 207.43 214.15 220.64 5.15E+04 16.70 8.76 721 0.0299 0.0319
02NEO11 24 2.34E-0S 219.28 232.84 247.13 6.84E+04 8.88 4.15 4.05 0.0595 0.0600
- 020A035 35 2.28E-06 702.09 745.04 788.71 6.90E+0S 9.11 4.61 4.07 0.0570 0.0594
020E018 42 2.66E-04 63.38 65.50 67.60 4.85E+03 16.03 8.09 7.10 0.0315 0.0329
020E027 36 3.55E-05 174.48 181.74 189.77 3.96E+04 1241 5.08 6.14 0.0433 0.0407
020G026 20 1.64E-04 83.41 88.82 93.91 9.71E+03 8.95 493 3.46 0.0557 0.0628
020J001 36 1.18E-06 943.09 963.54 981.50 9.95E+05  25.55 15.29 9.76 0.0185 0.0214
020J007 53 1.40E-06 873.13 898.98 921.96 8.88E+0S 18.88 11.27 7.29 0.0252 0.0292
02PA007 22 3.18E-06 §75.12 589.20 60264 3.79E+05 2190 11.77 9.52 0.0225 0.0242
02PB006 25 4.52E-05 156.23 164.11 172.09 3.24E+04 10.85 5.40 4.88 0.0475 0.0492
02PC009 22 2.39E-04 65.90 67.17 6844 485E+03 2692 13.72 12.79 0.0187 0.0191
02PDO012 24 9.73E-01 1.07 1.13 1.19 1.60E+00 9.93 3.97 4.24 0.0525 0.0536
02PD013 23 1.16E-01 3.13 334 3.58 1.47E+01 7.96 3.40 3.70 0.0682 0.0661
02PD014 22 6.12E+00 0.43 0.47 0.51 3.00E-01 6.86 3.08 3.27 0.0820 0.0754
02PE009 22 4.27E-05 169.91 193.81 227.65 7.25E+04 3.94 1.26 2.14 0.1609 0.1316
02PG004 23 1.41E-04 97.24 107.71 115.69 1.49E+04 6.27 4.32 1.49 0.0715 0.1023
02PJ007 62 4.28E-05 163.44 173.89 183.58  3.70E+04 9.11 5.16 3.48 0.0542 0.0620
02PJ030 23 4.10E-05 162.32 168.22 173.89 3.21E+04 15.03 7.96 6.34 0.0331 0.0357
02PL001 44 1.70E-05 263.45 287.65 31298 1.14E+0S 6.32 3.05 2.73 0.0844 0.0879
02PL00S5 21 2.70E-05 202.26 212.39 222,52 5.40E+04 10.98 5.54 4.77 0.0466 0.0489
02QA002 27 2.09E-05 232.53 248.17 265.56 8.07E+04 8.04 3.47 3.89 0.0677 0.0651
02QB011 23 2.51E-05 208.28 217.19 226.44 S.STE+04  12.47 5.79 5.72 0.0417 0.0419
02QC001 35 1.62E-05 261.69 277.74 296.74 1.01E+0S 8.47 3.30 4.51 0.0662 0.0595
02RD002 28 1.03E-06 1010.02 103290 1054.89 1.16E+06  23.51 12.25 10.18 0.0211 0.0224
02RD003 27 827E-07 114062 1179.59 1216.00 1.56E+06 16.13 8.86 6.56 0.0304 0.0336
02RF001 27 6.29E-07 1322.15 137749 142815 2.18E+06  13.47 7.41 5.05 0.0361 0.0410
02RF002 27 1.12E-06 98790 102826 1065.56 1.21E+06 13.72 7.49 5.29 0.0356 0.0400
02RF006 27 1.20E-05 300.34 309.88 318.15 1.06E+05 17.86 10.34 6.18 0.0263 0.0313
02UC002 23 231E-07 218994 228891 2377.83 6.04E+06 12.66 730 4.68 0.0381 0.0442
02VA001 32 4.83E-05 153.60 168.02 191.94 5.38E+04 5.01 1.08 3.60 0.1331 0.0898
02VCo001 32 495E-07 1499.84 1573.77 1640.56 2.89E+06 11.66 6.83 4.39 0.0416 0.0481
02WA001 25 8.58E-06 353.20 364.84 376.08 1.S0E+05 16.44 8.74 717 0.0303 0.0324
02XC001 20 9.60E-07 1087.03 1159.01 123765 1.75E+06 8.22 3.54 3.74 0.0657 0.0641
03AB002 22 4.64E-07 149537 152786 1566.36 2.60E+06 22.06 8.45 13.08 0.0249 0.0215
03AC001 36 1.57E-04 8437 90.02 96.96 1.11E+04 7.70 2.77 4.15 0.0743 0.0648
03AC002 26 3.98E-06 533.03 567.26 602.42 4.06E+05 8.68 422 3.83 0.0602 0.0622
03AC004 27 5.65E-07 135620 1384.51 1415.19 2.10E+06 23.99 10.67 12.70 0.0219 0.0207
03AD001 21 1.52E-07 263130 2701.79 2776.67 8.16E+06 19.10 8.53 9.42 0.0273 0.0264
03BA003 20 1.19E-06 934.43 951.10 968.10 9.71E+05  28.75 14.05 14.10 0.0177 0.0177
03BB002 20 2.44E-06 648.98 65837 668.05 4.59E+05  35.03 - 1691 17.69 0.0146 0.0144
03BC002 26 5.65E-07 134892 1367.86 1387.31 198E+06 36.14 17.40 18.05 0.0141 0.0139
03BE001 20 2.45E-06 661.76 685.44 710.15 5.41E+05 14.68 6.85 6.97 0.0354 0.0352
03CC001 20 1.18E-07 2955.58 3003.77 305100 9.59E+06 3198 1647 1497 0.0156 0.0162
03DC002 20 3.56E-07 173320 179450 185850 3.70E+06 14.83 691 7.11 0.0350 0.0348
03DD002 27 1.45E-06 853.12 875.98 897.67 8.43E+05  20.15 10.85 8.58 0.0245 0.0264
03DD003 20 1.24E-06 920.29 945.42 973.05 1.01E+06 18.44 7.96 9.73 0.0288 0.0269



150 Les lois de probabilité de Halphen

Station n or’ H G A Q U Vv w & &
03EA001 26 1.80E-06 773.94 801.83 82969 73SE+05 14.88 7.43 6.62 0.0342 0.0354
03EC001 28 1.81E-05 244.83 253.99 262.46 730E+04 1488 8.36 5.99 0.0328 0.0367
03EDO0} 24 6.30E-07 1283.65 1309.92 133792 1.87E+06 2466 1141 1296 0.0211 0.0203
03ED004 25 4.89E-06 470.34 489.09 508.20 2.78E+05 13.42 6.58 6.18 0.0383 0.0391
03FC007 23 3.78E-04 53.05 54.77 56.54 3.40E+03 1620 7.83 7.75 0.0318 0.0319
03FC008 25 1.58E-05 253.89 256.57 259.28 6.86E+04 4809 23.70 23.75 0.0105 0.0105
03HA001 20 3.68E-07 172535 1797.02 186475 3.73E+06 13.38 6.93 5.17 0.0370 0.0407
03JB001 23 7.17E-08 3886.54 404394 420044 1.89E+07 1338 6.81 6.02 0.0380 0.0397
03KA001 23 247E-06 661.98 687.50 713.65 S.49E+05  13.81 6.41 6.20 0.0373 0.0378
03KC004 25 4.83E-08 4729.89 4900.57 5060.00 2.71E+07 1533 8.41 6.21 0.0320 0.0355
03LF002 27 3.33E-08 584766 6259.36 669296 5.08E+07 792 3.73 3.60 0.0670 0.0680
03MB002 27 9.01E-08 3428.18 3523.03 3615.19 137E+07 1933 9.97 8.49 0.0258 0.0273
04NAO001 55 3.33E-05 178.12 182.95 187.82 3.72E+04 1935 9.17 8.67 0.0263 0.0268
02AB008 37 7.36E-03 15.91 20.11 24.05  7.77E+02 296 1.45 0.58 0.1787 0.2343
02AC001 20 1.60E-03 37.54 49.38 59.05 4.78E+03 275 1.35 0.40 0.1789 0.2740
02BA002 21 3.33E-04 61.15 66.67 7101  5.53E+03 720 5.19 2,05 0.0630 0.0864
02BB002 23 3.79E-05 172.57 181.40 188.87 3.81E+04 11.58 7.30 3.92 0.0404 0.0499
02BB003 21  LIGE-0S 32622 35564 380.19 160E+0S 704 458 215 00667  0.0863
02BD003 43 6.01E-05 139.30 149.10 158.85  2.86E+04 8.13 3.73 3.02 0.0633 0.0680
02BF001 23 3.34E-05 183.83 196.01 209.88  5.09E+04 8.06 3.21 3.87 0.0684 0.0641
02BF002 23 5.46E-05 151.32 165.53 17835  3.63E+04 6.60 3.53 2.00 0.0746 0.0897
02CA002 20 2.10E-03 23.01 24.28 2561  7.2SE+02 9.85 4.70 4.45 0.0531 0.0539
02CD001 24 1.52E-04 87.53 93.34 98.51 1.06E+04 8.97 5.21 3.05 0.0540 0.0642
02CF007 30 1.20E-03 31.54 3428 37.08 1.60E+03 6.69 3.09 2.64 0.0786 0.0833
02DD008 26 3.90E-03 16.95 17.96 19.07  4.13E+02 9.02 3.65 417 0.0600 0.0575
02EA005 75 7.01E-04 39.77 41.92 44.17 2.16E+03  10.06 4.63 4.59 0.0523 0.0525
02EA010 23 1.37E-03 27.95 28.94 30.02 9.71E+02 1451 6.47 7.24 0.0364 0.0350
02EC002 75 7.38E-05 121.49 125.89 129.79  1.78E+04  15.65 8.93 5.63 0.0305 0.0355
02EC009 25 3.16E-03 19.05 20.72 22.80  6.34E+02 6.07 2.28 341 0.0960 0.0839
02ECO010 22 3.61E-02 5.67 6.08 648 4.72E+01 793 4.05 3.15 0.0647 0.0700
02ECO11 24 1.23E-03 32.26 35.68 38.51 1.67E+03 6.16 3.94 1.75 0.0764 0.1007
02ED003 42 1.46E-04 9112 101.09 11270  1.58E+04 522 2.06 237 0.1088 0.1038
02ED007 25 2.65E-03 20.59 21.77 2295 5.83E+02 9.74 4.64 4.01 0.0528 0.0555
02FA001 33 1.08E-04 103.91 111.29 117.85 1.52E+04 8.45 512 298 0.0572 0.0687
02FB007 56 2.11E-03 24.13 26.59 29.05  9.90E+02 591 2.88 2.18 0.0883 0.0971
02FC001 76 6.45E-06 431.64 468.32 501.99  2.84E+05 714 3.98 247 0.0694 0.0815
02FC002 76 1.96E-05 247.51 270.14 29299  9.98E+H04 6.44 3.08 246 0.0812 0.0875
02FC004 25 4.88E-03 15.06 15.81 1663 3.10E+02 10.55 4.14 4.70 0.0509 0.0486
02FCO011 37 2.60E-03 22.24 24.98 27.81  9.50E+02 499 219 1.75 0.1075 0.1160
02FE008 23 7.58E-05 126.32 137.49 148.01  2.49E+04 6.83 3.63 239 0.0737 0.0847
02FE009 23 2.14E-04 73.64 79.38 85.58 8.49E+03 7.16 3.14 3.10 0.0752 0.0751
02FF002 45 6.40E-05 140.58 158.44 176.87 3.77E+04 487 2.43 1.89 0.1100 0.1196
02FF004 25 7.82E-03 12.34 13.71 15.57  3.24E+02 4.82 1.49 2.64 0.1273 0.1053
02FF007 24 1.12E-04 106.01 118.04 130.15  2.03E+04 539 2.55 1.93 0.0977 0.1075
02GAO10 52 6.33E-05 142.07 159.85 177.21  3.72E+04 5.04 2.69 1.80 0.1031 0.1179
02GA017 22 2.34E-04 76.63 87.05 95.21 1.03E+04 512 3.75 1.33 0.0896 0.1275
02GA018 38 7.18E-05 129.07 141.56 154.49  2.78E+04 6.08 3.01 2.56 0.0874 0.0923
02GB007 26 8.37E-04 38.60 42.43 45.74 235E+03 641 4.00 2.02 0.0751 0.0946
02GB009 28 4.25E-03 17.72 20.09 2232  5.95E+02 485 2.57 1.49 0.1056 0.1253
02GC002 24 3.15E-04 67.91 78.93 8896 9.76E+03 4.23 2.14 1.10 0.1197 0.1504
02GCo010 30 7.78E-04 42.11 4935 5693  4.13E+03 3.84 1.83 1.31 0.1429 0.1586
02GC018 26 3.49E-04 64.06 73.95 8275 8.27E+03 443 2.40 116 0.1124 0.1435
02GD010 44 1.47E-03 32.56 39.17 4541  2.64E+03 353 1.79 0.90 0.1478 0.1847
02GD019 24 8.35E-03 11.66 12.43 1326  2.01E+02 828 3.52 3.68 0.0646 0.0641
02GD020 25 3.11E-03 19.69 21.63 2379  6.86E+02 5.80 2.36 2.4 0.0952 0.0942
02GE00S5 23 2.47E-03 21.63 23.58 26.08 8.50E+02 5.86 2.01 3.23 0.1010 0.0861
02GG002 42 1.98E-04 81.07 ~ 90.86 99.94  1.18E+04 529 2.81 1.66 0.0952 0.1141
02GG004 20 1.81E-04 81.05 89.25 98.30  1.16E+04 5.70 2.55 262 0.0966 0.0963
02GGO005 24 2.52E-03 23.10 26.23 29.40 1.08E+03 4.66 1.98 1.45 0.1144 0.1269
02GG006 24 5.54E-04 48.49 56.35 65.67  5.68E+03 3.82 1.58 1.66 0.1530 0.1504
02HA006 34 4.24E-04 53.84 59.34 64.59 4.81E+03 6.01 3.25 2.18 0.0847 0.0973
02HB004 34 1.28E-03 31.82 35.62 39.07 1.78E+03 5.39 3.02 1.71 0.0922 0.1128
02HBO12 25 1.04E-02 10.83 11.99 13.24  2.13E+02 5.51 2.30 221 0.0993 0.1010
02HC009 37 5.45E-03 16.55 20.15 23.96  7.84E+02 3.23 1.37 1.01 0.1733 0.1968
02HCO013 30 8.11E-03 13.33 15.94 18.80 4.84E+02 3.44 1.35 1.14 0.1651 0.1789
02HCO018 28 9.95E-03 11.96 14.10 16.09  3.14E+02 3.90 2.35 1.18 0.1316 0.1647
02HCO019 28 5.78E-03 15.11 17.39 19.72  4.80E+02 428 2.12 1.57 0.1253 0.1410
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02HC023 28 2.96E-02 6.61 7.55 853 882E+01 444 234 171 01210 0.1341
02HCO025 28 225E-03 2321 2572 2851 992E+02 538 226 234 01031  0.1024
02HC027 24 893E-03 1126 1204 1291 190E+02 7.84 349 378 00690 00673
02HC028 27 . 6.47E-03 13.68 14.82 1581 277E+02 741 459 238 00645  0.0803
02HC029 26 3.66E-03 18.00 1992 2232 626E+02 516 195 269 01136 0.1017
02HC030 24 9.45E-04 3639 4064 4513 246E+03 516 239 199 0.1046  0.1106
02HC031 21 239E03 2200 2399 2655 878E+02 583 203 317 01012  0.0869
02HC032 25 1.52E-02 9.02 10.03 11.05  1.44E+02 5.46 2.76 2.12 0.0967 0.1058
02HC033 25 9.46E-03 11.73 13.25 1489 278E+02 470 197 166 01173  0.1220
02HD002 25 1.66E-03 2839 3347 3951 210E+03 355 144 147 01660  0.1646
02HDOO6 31 7.02E-03 1324 1527 18.45 523E+02 354 093 216 0.1891  0.1428
02HDO007 24 1.19E-02 11.03 13.24 1582 368E+02 330 107 112 01783  0.1824
02HD008 31 1.85E-02 11.84 1667 2086 611E+02 231 124 032 02244 03420
02HD009 25 1.52E-02 937  11.04 1345 285E+02 329 087 150 0.1971 0.1646
02HE001 21 2.18E-01 2.29 2.46 2.66 820E+00 7.18 310  3.58 00766 0.0733
02HJ001 28  7.01E-03 13.20 14.42 1565 287E+02 640 289 225 00821  0.0878
02HLO004 33 3.01E-04 6094 6417 6732 496E+03 10.55 530 422 00479  0.0517
02HLO0S 25 1.07E-03 3148 3251 3360 1.20E+03 1586 747 800 00329  0.0322
02HM004 25  3.12E-03 1902 2013 2125 S03E+02  9.55 440  3.84 00540  0.0566
02HM00S 21 1.30E-03 2849 2942  30.54 102E+03 1484 565 858 00373 00324
021C008 20 405E-05 16431 17094 17705 334E+04 1390 779 540 00351  0.0396
02KA003 24 6.37E+H00 0.41 0.42 0.43  200E-01 2130 490 993 00238 00243
02L.A007 21 1.44E-04 8784 9252 9702 1.02E+04 10.56 587 451 00476  0.0519
02LB006 43 148E-04 9116 9952 10679 128E+04 684 419 216 0.0705 0.0877
02LB007 43 798E-04 3893 4280 4677 257E+03 597 286 238  0.0887  0.0947
02LB008 35 1.60E-04  89.52 10146 11429 163E+04 461 201 L75 0.1192 0.1252
02MC001 30  261E-04 6696  71.81 7622 642E+03 823 478 296 00597  0.0699
04CA002 24  3.82E06 55108 59357 63604 45TE+05 749 383  3.12 00691  0.0743
04CA003 23 1.64E-03 2700  29.63 3253  127E+03 588 254 257  0.0934  0.0929
04CB001 23 334E-05 18351 19500 20691 4.78E+04 8384 430 401 00593  0.0607
04CE002 22 3.84E-04  53.83 5702 6051 4.11E+03  9.05 407 446 0.0594  0.0577
04DA001 24  2.80E-05 20653 22627 24861 746E+04 591 242 260 00942  0.0913
04DB001 24 215E05 23168 25076 27188 861E+04 676 303 324 00808  0.0792
04DC001 23 734E07 127370 139659 152800 2.7SE+06 601 278 262  0.0899  0.0921
04DC002 22 L47E-05 27584 29123  307.18 105E+05 980 464 434 00533  0.0543
04EA001 22 3.52E-06 57581 62460 67696 S32E+05 669 311  3.02 00805 00813
04FA003 24 240E-05 21348 22388 23525 6.11E+04 10.80 479 540 00495  0.0476
04FB001 25 2.19E-06 72731 78513 84664 827E+05  7.10 326  3.11 00754  0.0765
04FC001 23 7.87E-07 119598 128027 138178 225E+06 744 283  3.96 0.0763  0.0681
04GA002 20  235E-04 6977 7544 82380 853E+03 636 204 349 00931  0.0781
04JA002 36 2.26E-05 216.14 221.75 22722 SA41E+04 2050 10.64 9.10 0.0244 0.0256
04JC002 40 8.16E-05 114.44 118.24 122,06 1.58E+04 16.01 7.95 7.34 0.0318 0.0327
04JC003 37  273E-05 19685 20278  209.00 4.64E+04 17.21 807 850 00302  0.0297
04JD00S 23 420E05 16648 17613 18364 360E+04 1070 749  3.06 00418  0.0564
04JF001 22 526E-05  149.52 16118 17346 3.50E+04  7.25 307  2.84 0.0735  0.0751
04LJ00) 71 1.72E-06 80474 84629 88679 8.57E+05 1081 556  4.48  0.0467  0.0503
04MF001 24 390E-06 58299 64565 693.00 S33E+05 630 459 154 00708  0.1021
05PA006 68  201E05 25881 29105 31856 1.18E+05 533 317 143 00903 0.1174
05PB014 74 1.28E-04  99.18 11136 12385 1.8SE+04 502 246 191 01063  0.1159
05PC010 3s 5.95E-03 15.93 1892 2163 582E+02 379 205 098 01343  0.1717
05PCO11 39  246E03 2433 3011 3649 179E+03  3.00 145 109 0.1923 02133
05PDO17 20  2.59E+01 0.21 022 024 1.00E01 850 065 351 00651 0.0601
05QA001 60  239E-05 22962 25814 28895 1.03E+05 487 214 191 01127 O.1171
05QA004 29 199E-04 8443 9751 10993 148E+04 431 221 119  0.1199  0.1441
05QC003 21 1.14E-03 3380 3788 4173 208E+03 526 260 167 00969  0.1138
05QE008 21 5.47E-03 15.79 1856 2195 6.83E+02 357 120 138 0.1680  0.1612
05QE009 21 2.04E-03 2664 3104 3527 157E+03 408 193 113  0.1279  0.1529






